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RESUMO

Apesar do sucesso da Relatividade Geral, existem razdes tedricas e experimentais que motivam
a investigacdo de modifica¢ 0es dessa t eoria. Por outro lado, sabe-se que buracos negros pos-
suem propriedades termodinamicas que estdo relacionadas a geometria do espago-tempo e que,
portanto, sdo sensiveis a corre¢oes a Relatividade Geral. Neste trabalho, estudamos a entro-
pia de buracos negros em gravidade modificada. Para tanto, na primeira p arte, consideramos

teorias onde a simetria de Lorentz é quebrada. Utilizando o método do tunelamento quantico,
investigamos as propriedades termodinamicas de buracos negros e como estas sdo influenciadas
pela violacdo da simetria de Lorentz. Na segunda parte, consideramos o formalismo de Wald
que relaciona correntes de Noether de difeomorfismos a entropia de buracos n egros. Por fim,

aplicamos esse formalismo a teorias teleparalelas.

Palavras-chave: entropia de buracos negros; gravidade modificada; violagdo da simetria de

Lorentz; teorias teleparalelas.



ABSTRACT

Despite the success of General Relativity, there are theoretical and experimental reasons which
motivate the investigation of modifications of this t heory. On the other hand, it is known that
black holes have thermodynamic properties that are related to space-time geometry and, thus,
are sensitive to corrections to General Relativity. In this work, we study the entropy of black
holes in modified g ravity. With that in mind, in the first part, we consider theories where the
Lorentz symmetry is broken. Using the quantum tunneling method, we investigate the ther-
modynamic properties of black holes and how these are influenced by the violation of Lorentz
symmetry. In the second part, we consider the Wald formalism that relates Noether currents
due to diffeomorphisms to the entropy of black holes. Finally, we apply this formalism to

teleparallel theories.

Keywords: black hole entropy; modified gravity; Lorentz symmetry violation; teleparallel
theories.
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1 INTRODUCAO

Mesmo apds mais de um século, a Relatividade Geral (RG) é a melhor descricdo
da Gravidade que temos atualmente. As razdes para isso sdo, entre outras, sua consisténcia e
elegancia matematica e sua concordancia com as observacdes na escala do sistema solar. Isso
ndo significa, no entanto, que a teoria seja perfeita. E bem sabido, por exemplo, que RG néo
explica a expansao acelerada do universo bem como a discrepancia entre as curvas de rotacao
de galédxias preditas e observadas.

Historicamente, quando as observacdes desafiam uma teoria bem estabelecida, ge-
ralmente ha dois caminhos a serem seguidos: considerar que temos uma fonte de matéria estra-
nha ou propor uma nova teoria. Por exemplo, as anomalias na 6rbita de Urano foram explicadas
pela existéncia de outro planeta — Netuno — que s6 foi descoberto mais tarde. Por outro lado, a
precessao observada no periélio de Mercurio s6 pode ser explicada com o advento do RG.

Seguindo o primeiro caminho, argumenta-se que a aceleracdo tardia do universo
ocorre devido a algum tipo de Energia Escura, enquanto a discrepancia das curvas de rotagcdo
das galdxias sdo o resultado de uma Matéria Escura. No entanto, apds décadas de pesquisa,
a origem e a natureza da Matéria Escura e da Energia Escura ainda ndo foram desvendadas.
Isso nos leva ao segundo caminho: considerar que RG € uma teoria incompleta e que o Setor
Escuro do Universo é apenas uma forma de lidar com nossa falta de compreensao da interagao
gravitacional em grandes escalas.

Outro desafio para RG € a tensao Hp que se refere a discrepancia dos valores da
constante de Hubble medidos por diferentes experimentos. A razdo por trds disso pode ser
nosso uso impreciso da RG como a teoria padrdo para a gravidade em grandes escalas. De
fato, a aceleracdo tardia do universo indica que devemos reexaminar se o modelo padrdo da
cosmologia deve ser baseado em RG ou outra teoria da gravidade.

Por outro lado, a almejada unificacdo da RG e da Mecanica Quantica parece ser
uma realizacdo distante. Espera-se que a conciliac@o entre as duas teorias surgisse em pequenas
escalas ou no limite de altas energias, onde a RG nao esta bem definida.

Consequentemente, precisamos melhorar e expandir nosso conhecimento atual da
gravidade, especialmente fora das escalas do sistema solar. Para conseguir isso, precisamos

generalizar a RG, o que pode ser feito de varias maneiras, mas geralmente envolve adicionar
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campos extras a teoria ou modificar sua geometria subjacente. Recentemente, muita atencdo
e esforco t€m sido dados nessa direcdo, dando origem as chamadas Teorias Modificadas da
Gravidade.

O estudo da termodinamica de buracos negros parece ser um contexto promissor
para a investigacao de modificagdes da RG, uma vez que essas propriedades s sdo realizadas
quando consideramos conceitos quanticos. Ademais, a temperatura e a entropia de um buraco
negro tem relacdo direta com a gravidade de superficie e a area de superficie de um buraco
negro. Como consequéncia, essas quantidades termodinamicas estdo intrinsecamente relacio-
nadas a geometria do espaco-tempo.

Neste trabalho, consideraremos duas maneiras de modificar a RG. Na primeira,
vamos considerar que a simetria de Lorentz é violada. O intuito por trds da consideracdo da
violacdo dessa simetria estd no fato de que tal violagdo poderia ajudar na detecc¢do de efeitos
de uma teoria quantica da gravidade, suprimidos nas escalas de baixas energias. Com isso em
mente, investigamos como essa violagcdo influencia a fisica de buracos negros, em particular, a
sua termodinamica.

Na segunda maneira, vamos considerar que a modificacdo da geometria espacial
vem do fato de considerarmos outros aspectos geométricos do espago-tempo, como tor¢ao e
nao-metricidade. Como consequéncia, temos as denominadas teorias teleparalelas. Nesse con-
texto, seguimos o formalismo de Wald para obter a entropia de buracos negros a partir de cor-
rentes de Noether associadas a difeomorfismos.

Esta tese estd dividida da seguinte forma. No capitulo 2, discutimos a violacdo da
simetria de Lorentz e dois modelos que a introduzem: modelo de bumblebee e gravidade rain-
bow. No capitulo 3, apresentamos as teorias teleparalelas. No capitulo 4, discutimos diferentes
métodos para obtencdo de propriedades termodinamicas de buracos negros, com foco em en-
tropia. No capitulo 5, temos a primeira parte dos resultados, onde obtemos a termodinamica
de buracos negros em cendrios onde a simetria de Lorentz é violada. O capitulo 6 contém a

segunda parte dos resultados. O capitulo 7 dedica-se as conclusoes.
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2 QUEBRA DA SIMETRIA DE LORENTZ

Nesse capitulo, vamos explorar teorias que violam a simetria de Lorentz. Vamos
comegar justificando a quebra da simetria de Lorentz, depois apresentamos os modelos de
interesse, que sao modelo de bumblebee e gravidade rainbow, e as métricas obtidas a par-
tir deles. Essas métricas sdo do tipo Schwarzschild, ou seja, representam um buraco negro
estatico, esfericamente simétrico, nao-girante e eletricamente neutro. Entretanto, elas apresen-
tam modificagdes a métrica de Schwarzschild que s3o incorporadas por meio de parametros

responsdveis pela violacdo da simetria de Lorentz.

2.1 Motivacao

Em fisica, um dos aspectos mais importantes de uma teoria sdo suas as simetrias.
De fato, os grupos de simetria sdo atualmente a base das teorias fisicas modernas. Formalmente,
simetrias num sistema fisico dizem respeito a caracteristicas fisicas ou matematicas que sao pre-
servadas apds uma determinada transformacgao. Essas simetrias podem ser classificadas como
continuas ou discretas, locais ou globais, a depender das transformagdes associadas a elas.

Como exemplo, as simetrias de rotacdo e de translagdo temporal ou espacial sio
tipicas da Relatividade Geral; a simetria CPT (simetria com relacdo a inversdes de carga, pari-
dade e direcao temporal) € comum no Modelo Padrao. O primeiro grupo de simetrias é continuo
enquanto o segundo € discreto. O principio da equivaléncia na RG constitui um exemplo de
simetria local: as leis da fisica sdo invariantes sob mudancas locais de coordenadas do espago-
tempo.

Uma das principais razdes para o uso de simetrias na Fisica, especificamente as si-
metrias continuas e globais, vem do fato de que estas estdo intrinsecamente relacionadas a leis
de conservacao, como demonstrado por Noether [1]. Como exemplos cldssicos disso, podemos
citar as simetrias de rotacdo, de translacdo espacial e de translacdo temporal que estdo relaci-
onadas com a conservacdo momento angular, momento linear e de energia, respectivamente.
Na Relatividade Especial, observadores inerciais observam as mesmas leis fisicas. Essa equi-
valéncia ocorre devido a simetria de Lorentz. Em fisica de buracos negros, a chamada carga

conservada de Noether devido a difeomorfismos tem uma interessante interpretacdo, uma vez
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que representa a entropia de buracos negros estaciondrios [2].

Como j4a discutido, as simetrias tem um papel central na formulagdo das teorias
fisicas. Nesse sentido, € necessdrio que acdo da teoria seja invariante em relagdo as simetrias
desta. Entretanto, muitas vezes € interessante explorar os efeitos da violagdao dessas simetrias,
especialmente quando essa violacdo ocorre de maneira espontanea.

Materiais ferromagnéticos, abaixo da temperatura de Curie, sdo organizados em
pequenos dominios microscOpicos nos quais os spins estdo alinhados. Isso ocorre sem a ne-
cessidade de que um campo magnético externo seja aplicado. Ao serem aquecidos acima da
sua temperatura de Curie, os spins de um material ferromagnético adquirem uma disposicao
aleatdria, ou seja, apresentam isotropia espacial. Nesse caso, o material perde, instantanea-
mente, suas propriedades magnéticas. Para que estas sejam restauradas, € preciso que o ma-
terial seja resfriado a temperaturas abaixo da temperatura de Curie do material. Entretanto, o
realinhamento dos spins causa uma quebra espontanea da isotropia espacial [3].

Como j4 citado, a simetria CPT tem um papel relevante no Modelo Padrao. En-
tretanto, ela s6 € vélida quanto temos a combinagdo das trés simetrias C, P e T, enquanto,
isoladamente, elas sdo violadas. A simetria CP, por exemplo, que corresponde a trocar uma
particula por sua antiparticula e, a0 mesmo tempo, inverter suas coordenadas espaciais € espon-
taneamente violada em interacdes fracas.

A simetria de Lorentz, presente na Relatividade e no Modelo Padrao, € uma das si-
metrias mais bem testadas experimentalmente [5]. Entretanto, essa simetria é espontaneamente
quebrada no contexto da teoria de cordas, como demonstrado por Kostelecky e Samuel, em
1989 [6]. Além disso, no Modelo Padrao Extendido, que combina o Modelo Padrdo e a Relati-

vidade Geral, essa simetria também é violada [7].

2.1.1 Violacdo da Simetria de Lorentz

Como ja vimos, a violacdo de uma simetria pode ter efeitos fisicos interessantes.
Aqui estamos interessados, em particular, na quebra da simetria de Lorentz (LSB, na sigla
em inglés). Essa violagdo pode, entre outras coisas, ajudar a entender a fisica na escala de
Planck [7]. Além da teoria de cordas e do Modelo Padrao Estendido, a violacdo da simetria
de Lorentz também foi prevista em teorias como Gravidade Quantica a laco [8], Relatividade
Muito Especial [9] e Relatividade Duplamente Especial [10], por exemplo. Por esses motivos,

a violacdo de Lorentz tem sido extensivamente investigada.
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Em geral, considera-se que a LSB ocorre de maneira espontanea, mas também ¢é
possivel que a violagdo seja explicita. No primeiro caso, embora o lagrangeano da teoria seja in-
variante em relacao a transformagdes de Lorentz, as solugdes no estado de vdcuo adquirem uma
direcdo preferencial. J4 no segundo, as proprias equacdes de movimento ndao obedecem a sime-
tria. Entretanto, os termos de violag¢do sdo, usualmente, muito pequenos. A violagc@o espontanea
¢ geralmente preferida porque esta evita problemas de inconsisténcias entre a dinamica da teo-
ria e restricdes geométricas na formulacao do Modelo Padrao Estendido. Na violacdo explicita
essas inconsisténcias também podem ser evitadas, mas somente em casos especificos [11,12].

A Relatividade Restrita € invariante sob transformagdes de Lorentz. Estas podem
ser classificadas em transformacdes de observador, que relacionam dois referenciais inerciais,
ou de particula, onde o sistema de referéncia ¢ mantido enquanto a particula € transformada.
Estamos interessados em transformagdes de particula pois estas mantém o campo de fundo inal-

terado.

2.2 Modelo de Bumblebee

Nesta se¢ao, vamos explorar o modelo de bumblebee, que € o exemplo mais simples
de teoria na qual a simetria de Lorentz é espontaneamente quebrada. Apesar da sua relativa
simplicidade, ele inclui caracteristicas interessantes de serem investigadas, como violagdes de
boost, rotagdes e da simetria CPT. O modelo foi inspirado no trabalho de Kostelecky e Samuel,
no qual a simetria de Lorentz € espontaneamente quebrada na Teoria de Cordas [6].

Nessa teoria, permite-se que um campo vetorial, denominado campo de bumblebee,
assuma valores esperados de vacuo (VEV) nao nulos, isto €, adquira uma direc¢ao preferencial.
Como consequéncia disso, a simetria de Lorentz é espontaneamente violada. No entanto, deve-
mos enfatizar que essa violacdo ocorre somente no estado de vicuo, enquanto a acdo da teoria é
invariante de Lorentz [6]. Outra forma de violar a simetria de Lorentz consiste em introduzir um
campo tensorial antissimétrico, chamado campo de Kalb-Ramon [13]. No entanto, nés vamos
nos limitar ao modelo de bumblebee.

Estamos particularmente interessados em aplicagdes do modelo de bumblebee a
gravitacdo. Neste caso, o vetor de bumblebee deve ser acoplado a curvatura, o que gera novas
solugcdes de buracos negros, como as encontradas em [14,15]. Com isso em mente, uma questao

que surge € se a termodinamica de buracos negros é sensivel as contribuicdoes da LSB. Esse
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assunto foi investigado em [16]. Entretanto, as aplicagcdes do modelo de bumblebee nao se
limitam a gravitacdo. Por exemplo, anisotropias cosmoldgicas podem ser originadas pelo vetor
de bumblebee [17]. A propagacdo do campo de bumblebee em mundos brana foi investigada
em [18].

Na acgdo de bumblebee, nds geralmente temos: uma densidade lagrangeana .7,
que é normalmente a mesma que em RG; uma densidade lagrangeana de acoplamento entre os
setores gravitacional e de bumblebee £y, que € usualmente quadrética no vetor de bumblebee;
uma lagrangeana cinética para o vetor de bumblebee L ; uma lagrangeana .2y contendo um
potencial V; uma lagrangeana £ responsavel por introduzir a interagao do vetor de bumblebee

com a matéria. Assim, nds temos uma a¢do da forma [19]
S:/d4x(c?g+a9fgb+$1<+$v+$]). @.1)

O termo cinético € dado em termos do field strenght do campo de bumblebee By,
Byv =DyBy — DvBul, onde D, € a derivada covariante do espago-tempo escolhido. Embora
Zj possa ser negligenciado, o termo .Zy tem um papel de crucial importancia para o modelo,
uma vez que € responsavel por introduzir a LSB. Isso € obtido ao exigirmos que o potencial seja
minimo quando o vetor de bumblebee atinge seu VEV, ou seja, BYB,, b* =0, onde b? é uma
constante positiva e o sinal 4 indica se o vetor € do tipo tempo ou espago.

Em geral, assumimos que o campo de bumblebee esta fixo no seu VEV. Por esse
motivo, a definicdo exata do potencial V € irrelevante, contanto que este seja definido de tal
forma que o vetor de bumblebee tenha um VEV ndo-nulo (< B* >= bH). O termo b* € o
coeficiente da LSB. Outras suposig¢des tipicas incluem trabalhar em espacos sem torcao e exigir
que o campo de bumblebee seja puramente radial.

No setor gravitacional do Modelo Padrao Estendido, temos [20]

S = /d4x\/—g(uR+s”VRuv —|—t“v“ﬁRﬂvaﬁ), (2.2)

onde u,s*¥ e VP 3o adimensionais e carregam a informacdo sobre a violacdo de Lorentz.
Em particular, s* tem trago nulo. s*” e t*V®P possuem as mesmas simetrias do tensor de Ricci
e do tensor de Riemann, respectivamente.

Estamos interessados em duas solucdes de buracos negros em espacos-tempo onde

'Também podemos usar a defini¢io Byv = duBy — dyBy,. As duas definigoes coincidem em espagos-tempo de
Riemann ou de Minkowski, mas em geral elas envolvem interpretagdes fisicas diferentes. A segunda € invariante
de gauge U (1) mesmo na presenga de torgdo, enquanto a primeira ndo [19].



18

a violacdo de Lorentz € introduzida. A primeira é devido a Bertolami e Paramos [14] e a se-
gunda € devido a Casana et. al. [15]. Em ambos trabalhos, o espaco-tempo nao tem tor¢ao e
o campo de bumblebee tem somente componentes radiais. Entretanto, defini¢des diferentes de
2 e B,y sdo utilizadas. Esses resultados sdo de suma importancia pois indicam que a LSB
deforma o espaco-tempo. Como consequéncia, devemos esperar que propriedades de buracos

negros sejam modificadas. Ademais, tais modificagdes podem ser interpretadas como correcoes

aRG.

2.2.1 Métrica B

No trabalho de Bertolami e Paramos [14], a acdo de bumblebee é da seguinte forma
1
S = /d4 { (R+EB"BYRyy) — ZB”VBW —V(B"B, £ bz)} , (2.3)

onde ¥ = 87G e & é uma constante de acoplamento. Comparando com a agio 2.2 vemos que

1
u = ZgBuvB‘uv7 (2.4)
1
S“V = & (B”BV— Zg'uvBaBa> 5
veB — o, (2.5)

Partindo do pressuposto que o espago-tempo ¢é estético e esfericamente simétrico,
podemos assumir que a métrica assume a forma de Birkhoff g,y = diag(—e*?, e, r?,r?sin 9),
onde p e ¢ sdo fungdes de r. Além disso, o campo de bumblebee esta fixo no seu VEV by e
assumimos que esse VEV satisfaz V by = 0, ao invés da prescri¢do usual dyby = 0.

O vetor de Killing desse espago-tempo € obtido de

A equacdo V, By = 0 implica que VoK = 0. Assim, podemos construir uma corrente escalar
conservada J = B“K“, isto €, VyJ = 0. Como consequéncia disso, a equagdo V By = 0 terd
apenas contribuicdes da conexdo afim, que no presente caso € a conexao de Levi-Civita para
a métrica gyy. Assim, a Unica derivada covariante ndo trivial € com respeito a r, de modo
que podemos assumir que o campo de bumblebee tem a forma by, = (0,5(r),0,0). Ademais,
VB, = 0 implica que

b(r) =& PbyeP, @.7)
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onde by e & sdo constantes e usamos &~ 1/2

acima, que b* = byb* = bgﬁ_l.

por conveniéncia. Segue, diretamente da equacao

Devido a essas condi¢des, a acdo pode ser reescrita de modo a explicitar a sua

dependéncia radial:

_% 4 — 1_3 rr\21.,2
S, — K/d x\/_g{z—i—é(g VH2(AR,, | 2.8)

N

onde o indice s denota que somente quantidades espaciais sdo consideradas. Levando isso em

consideragdo, temos /—g = r2ePt9 e o escalar de curvatura e o tensor de Ricci se tornam,

respectivamente,
o2 [1+ (2rpr’2— 1)e 2P] | 2.9)
e
R, = 2Tp/’ (2.10)

onde ’ denota derivagdes em relag@o a coordenada radial r e a dependéncia angular foi integrada.

Além disso, a condi¢@o @ (r) = const. foi imposta e temos

2p e 2P

E(D")*Ryr = bj (2.11)

Nesse momento, € conveniente introduzir uma redefini¢do de campo ¥ = (1 —e~2°) r 2

de modo que

2p'e72P  2W
y P =2 2.12)
r r
Agora, podemos reescrever os termos da a¢gdo como
R = 23¥+r¥) ,
E(D")R,, = DbI2¥+r¥). (2.13)
Desse modo, a acdo se torna
2 10 .4 2 b(z) /

Sy = E/drep PGB+ (1 D) | (2.14)

Tomando a variagcao dessa acdao em relagcdo a ¢, nés obtemos a equacao

b2
(3—|—b3)‘1‘—|—(1+?0)r‘1":0, (2.15)
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que tem como solugdo ¥(r) = Wor3+%, com

3+b3 b3
3-L= +b3 ~3-20 (2.16)
1+% 2

Entao, L ~ b(% /2. Assim, podemos ver que L é um pardmetro responsavel pela quebra da simetria

de Lorentz. A partir da definicao de ¥, obtemos
g = = (1=Wor )" 2.17)

Por comparacdo com a métrica de Schwarzschild, podemos reescrever a métrica

como

2G -
8&rr = (1_ LmrL) ’

r

goo = —1l+ ; (2.18)

onde Gy tem dimensio [Gz] = L?>~X, em unidades naturais (A = ¢ = 1). Podemos redefinir
GL = Gry L onde ry é uma distincia arbitrdria e M = Gm quando L — 0, que é o limite em que

nao temos LSB. Assim, a métrica se torna

oM L\ !

M rL
g0 = —1+—="

r r

Nesse caso, temos uma métrica do tipo Schwarzschild que viola a simetria de Lorentz. A
métrica de Schwarzschild € recuperada quando L — 0.

A condicdo ggo = 0 nos dd o raio do horizonte de eventos

2M r L
0

Para verificar que essa solugdo realmente se trata de uma solugdo de buracos negros, temos que

calcular o escalar de Kretschmann, definido como

K =R,y R*VP*. (2.21)

uvpi
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Levando em consideracdo a métrica 2.19, obtemos

5 17, 1.4 1 0 ,/r\*"
K = 48[1-2L+ =12~ L3+ —1*|M* (=
{ 37T T2 +12} n) |

(1 — —L) (—> Ko, (2.22)
3 o

onde Koy = 48M?%r~% é o escalar de Kretschmann do buraco negro de Schwarzschild. Para o

12

horizonte de eventos dado em 2.20, vemos que K assume valores finitos, o que indica que essa
sigularidade ndo € fisica. O mesmo ndo pode ser dito de r = 0. Portanto, temos um buraco
negro do tipo Schwarzschild produzido por uma LSB puramente radial.

Os bounds para o parametro de LSB foram calculados em [14] utilizando dados de
testes planetarios para a Lei de Kepler. Para Vénus, por exemplo, temos A = rg = 0.723 AU e
L=|a| <2x107°. De acordo com a equacio acima, quando L = 5/3, o escalar de Kretsch-
mann seria nulo. Entretanto, levando em consideracao o bound citado e o fato de que assumimos

que L é muito pequeno, ndo precisamos nos preocupar com essa situacao.

2.2.2 Métrica C

No trabalho [15], temos a seguinte a¢ao
1 1
S= / d*x\/—g {5{ (R+EBMBYRyy) — B Buy —V(B"By+ P+ %, (223)

onde .Z) inclui ndo somente as contribuicdes da matéria como o acoplamento entre o setor de
matéria e o setor de bumblebee. Assim, a variacdo dessa acdo com relagdo a métrica gera as
equacgdes de campo

1
G’uv == Ruv - Eg‘uvR - Tuv, (224)

onde 7,y € o tensor momento-energia total dado por contribui¢des do setor de matéria e de

bumblebee T, = Tﬁ% + va.

1
T[.LBV = _B/JOCB\O;C_ ZBaﬁBaﬁg‘uv_Vg‘uv‘l—zle’qu

8

1 1
+ 2 EB“BﬁRaB 8uv — BuB*Roy = ByB*Ray+ 5VaVp(B“By)  (2.25)

1 1 1
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Também temos as equagdes de campo para o campo de bumblebee:
V'uBuv — JV7 (2.26)

onde Jy = JY 4+ JB, com JY sendo gerado pela contribuigio de matéria e J5 dado por

J8=2v'B, - %B“R“v. (2.27)

Usando a identidade de Bianchi (V,G*" = 0), podemos mostrar que o tensor momento-energia
total é conservada

v, TH =0. (2.28)

Tomando o traco de 2.24, obtemos
1
R=—xT" +4xV —2kV'B,B" + & [Evz(BuB“) +V4VB(B*BP)|, (2.29)

onde TM = g“"Tﬁ’{, € o traco do tensor momento-energia. Substituindo a expressao acima em

2.24, obtemos

1
Ry = K (T[K, - ETM> + Kva +2KkguvV — KBaBag“VV/ (2.30)

+ %guvvz(BaBa)—l—%guvvavlg(BaBﬁ)

SeV — 0, By — 0, ou seja, na auséncia de LSB, recuperamos as equacdes da RG.

Para obter solugdes de vacuo, precisamos impor T% = 0. Essa € uma das primeiras
diferencas entre a métrica B e a métrica C, uma vez que na primeira va nao € levado em
consideragdo. Novamente, temos o campo de bumblebee mantido fixo em seu VEV By, = b,,.

Assim, V =0e V' =0 e a equagdo de campo de bumblebee se torna

§

by = — 20" Ruy, (2.31)

onde byy = dyby — dyby € o field strenght do vetor de bumblebee. Além disso, vamos usar a
métrica de Birkhoff g, = diag(—e*",e*P,r?,1? sin® @), onde y e ¢ sio fungdes de r, e assumir
que o campo de bumblebee ¢ da forma by, = (0,b(r),0,0). Devemos notar que, para esse ansatz,
o field strenght é automaticamente nulo.

Usando a condigdo byb* = b*> = const, obtemos b(r) = |bleP. Nesse caso, ndo
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estamos usando a prescri¢do V; by = 0, como na métrica B. As equagdes de campo geram

(14+£0)d,(re ) =1, (2.32)

0=(2430)(1+0)rdy+(1+£)2+0) + (L +1)(£ —2)rd,p — (24 £)e*P. (2.33)

A primeira equacgdo tem como solugdo

e = (1+1) (1—@>_1, (2.34)

7

onde pg é uma constante arbitrdria. Substituindo essa solucao na segunda equacao, obtemos

_ Po _
(po—1)0r Y+ 5, =0, (2.35)

cuja solugao € dada por

&2 — =21 (1 _ @) , (2.36)

r

com e~ 2% sendo uma constante. Fazendo o reescalonamento ¢ — te%, a componente temporal
da métrica ndo dependerd dessa constante.
Usando py = 2M, obtemos a métrica C:

M oM\ !
ds? = — <1 — —) dri* +(140) (1 — —> dr* 4 1r*d6” + r*sin® 0d ¢, (2.37)

r r

onde o pardmetro de violagdo de Lorentz foi redefinido como ¢ = £b?. Podemos ver que, no
limite ¢ — 0, recuperamos a métrica de Schwarzschild. O horizonte de eventos, no entanto, é o
mesmo que no caso de Schwarzschild, ry =2M. Além disso, também temos divergéncia quando
r = 0. O escalar de Kretschmann é dado por

4(12M? + 44Mr + 2r?)

K=R
r5(l+1)2 ’

JRIVPA — (2.38)

pvp

que garante que temos uma nova solug@o de buracos negros. Além disso, em r = 2M, o escalar
de Kretschmann € finito enquanto em r = 0, ele € infinito. Assim, somente » = 0 representa a
singularidade fisica. Além disso, o0 comportamento assintdtico dessa solucao € preservado. Os
bounds para o parimetro de LSB dependem do teste empregado, mas variam entre 108 —10~1°

[15].
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2.3 Gravidade Rainbow

A incompatibilidade entre RG e Mecanica Quantica ainda é uma questao em aberto
em fisica moderna. Algumas teorias foram propostas afim de solucionar esse problema, muitas
delas se apoiando na ideia de que uma eventual teoria unificada deve emergir na escala de
Planck. Esse é o caso da Gravidade Rainbow (GR), que foi proposta por Magueijo e Smolin
[21] como uma generaliza¢do da chamada Relatividade Duplamente Especial [10] para espagos-
tempo curvos.

Um dos efeitos da LSB € a modificagdo da relacio de dispersao padrao. Espera-se
que o efeito dessa modificacdo seja perceptivel na escala de energia de Planck. Isso é precisa-
mente o que vamos explorar nessa se¢ao.

A gravidade Rainbow € baseada em RelacOes de Dispersao Modificadas (MDRs, na
sigla em inglés). Nesse caso, o espaco-tempo € modificado pela energia da particula teste. Tais
modificagdes sdo codificadas em fungdes da razdo entre a energia da particula E e a energia
de Planck E),. Essas fungdes, sdo denominadas fungdes de rainbow. Assim, temos um “arco-
iris”de diferentes métricas do espago-tempo.

Recentemente, a gravidade rainbow tem recebido bastante atencao, especialmente
no estudo de buracos negros [22,23] e sua termodinamica [24-32]. Uma das motivagdes para
i1sso vem do fato de que a teoria poderia ser empregada para esclarecer o paradoxo da informagao
de buracos negros, uma vez que se sabe que a teoria produz remanescentes de buracos negros
[33-35]. Outra motivacdes incluem a generalizac¢do do principio da incerteza [36,37], correcoes
quanticas em sistemas gravitacionais observadas em gravidade rainbow [38,39] e o fato da
teoria ser UV completa [40]. No entanto, o sucesso da gravidade rainbow nao esta limitado a
fisica de buracos negros mas inclui também a investigacdo de wormholes [41], mundos brana
[42] e inflagdo [43].

Na gravidade rainbow, as MDRs assumem a forma
E*F*(E/E,) — p*G*(E/E,) = m?, (2.39)

onde F(E/E,) e G(E/E,) sdo as fungdes de rainbow. Apesar da defini¢io dessas funcdes ndo
sdo ser Unica, elas devem ser escolhidas de maneira que a relacdo de dispersdo padrdo seja
recuperada quando E/E, — 0. Uma outra forma de reescrever essa exigéncia é

lim F(E/E,) = li E/E,) = 1. 2.40
E/éfio(/”) E/éffioG(/P) (2.40)
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A MDR deforma o espago-tempo e, como consequéncia disso, a métrica precisa ser redefinida

como '
dt ; dx'
dt - ————; dx¥' > ——. (2.41)
F(E/E)p) G(E/Ep)
Em outras palavras, a geometria do espaco-tempo € dependente da energia. Assim, uma métrica
do tipo
ds® = —f(r)dt* + [g(r)] " 'dr* + h(r)(d6? +sin> 0d?), (2.42)
se torna
f(r) 2 1 2 h(r) 2, 2042
ds® = — dr* + dr* + ——~——(d6* +sin® 0d¢?). (2.43)
F*(E/E)) 8(r)G*(E/E)p) G*(E/Ep)

Essa deformagdo pode ser obtida por meio de uma transformacio ndo linear U :

P — P, onde P é o espaco dos momentos, da seguinte forma

U-(E,pi) = [f(E/Ep)E,g(E/Ep)pi].- (2.44)

A repercussado dessa transformacao no espaco-tempo € traduzida por meio da transformacao das

E E
éeo=F (E—) ey, =G (E_> e;, (2.45)
p p

onde o til representa o referencial da particula teste. Uma consequéncia disso € que a velocidade

bases do espago:

da luz deixa de ser uma constante e passa a ser dependente da energia

dE H
_ ___ B 2.4
¢ (dp) |—EH'/H’ (246)

onde H = G/F e utilizamos EF (E%) =pG (E%)

Neste trabalho, vamos utilizar as fungdes de rainbow propostas em [44], dadas por

£ =m? (2.47)
—— s — P =m", .
(1—7YE/Ep)?
onde ¥ € um parametro positivo denominado parametro de rainbow. Claramente, a relacio de

2

dispersio usual, EZ> — p> = m? é recuperada quando ¥ — 0. A MDR acima pode ser obtida

através de uma transformacao do tipo
U = e M/E (2.48)

Para essa escolha especifica de fungdes rainbow, a velocidade da luz assume a forma c =1 —

YE /E, (em unidades naturais), o que implica que a velocidade da luz sofre um diminuigdo na
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gravidade rainbow, que se torna mais acentuada para particulas mais energéticas.
Considerando a MDR dada acima, podemos obter a modificacio da métrica de
Schwarzschild na gravidade rainbow:
ds* = (1 — y£)2 <1 — 2—M> dr* — (1 — 2—M) _ldrz —r?(d0? +sin’ 0d¢?).  (2.49)
E, r r
Exploraremos mais os efeitos da gravidade rainbow a termodinamica de buracos negros, espe-

cificamente para a solucdo dada por 2.49, na segdo 5.2.
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3 TEORIAS TELEPARALELAS

Este capitulo dedica-se a introduzir teorias métrico-afim, em particular, o setor
teleparalelo dessas teorias. Comegaremos discutindo o Principio da Equivaléncia e definire-
mos as principais propriedades das Teorias Métrico-Afim. Depois, apresentaremos a Trindade
Geométrica da Gravidade e discutiremos com maiores detalhes as teorias teleparalela da trin-

dade geométrica da gravidade. A extensdo nao-linear dessas teorias também serd apresentada.

3.1 Principio da Equivaléncia

Uma das possiveis generalizagdes da RG consiste em trabalhar com uma conexao

mais geral I'%,, que ndo é necessariamente uma métrico-compativel ou sem torcéo, isto é,

pve
podemos ter V,gqp #0 € Fo‘uv #1% u- Nesta secdo, exploraremos o acontece com a trajetoria
de uma particula quando consideramos uma conexao geral. Uma das consequéncias disso, como
veremos, ¢ que o menor caminho nio serd necessariamente coincidente com o caminho mais

retilineo (auto-paralelo).

Para vermos isso, vamos considerar a acao

—/\/gqu“V", 3.1

onde V¥ = dl € o vetor tangente a curva y. As equagdes de movimento associadas com essa
acdo serao

dVH
+ I

ayB
— HvevP =o. (32)

Essencialmente, o que fizemos foi obter as equagdes geodésicas, ou seja, as equacdes do menor
caminho.

Agora, consideramos o que acontecera com as curvas auto-paralelas. Um vetor S%
serd paralelamente transportado ao longo da curva ¥ se VA VS = 0 € satisfeita. Uma curva
¢ dita como sendo auto-paralela se seu vetor tangente € paralelamente transposto ao longo de

uma curva. Ou seja, VBV[;V“ 0,0 quelevaa

dvH

- +T% V“Vﬁ 0. (3.3)
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Embora as equacdes (3.2) e (3.3) parecam iguais, na realidade elas sdo diferentes
uma vez que as conexdes presentes em cada equacgdo sdo distintas. Normalmente, ndo encon-
tramos essa disting@o porque, na RG, a conexao sera sempre a de Levi-Civita. Isso significa que
as geodésicas em RG ndo sdo apenas caminhos mais curtos, mas também os mais retilineos.

Como veremos, a conexao em (3.3) pode ser decomposta como a conexao de Levi-
Civita mais contribui¢cdes provenientes da tor¢do e/ou da ndo-metricidade. Vamos denotar essas

contribuigdes extras como N* 5. Logo, podemos reescrever (3.2) como

dvH
— TV OVE =NV ovE, (3.4)

O lado esquerdo da equacdo acima pode ser interpretado como um “movimento inercial’da
particula, enquanto o lado direito pode ser interpretado como uma “forcga gravitacional’atuando

sobre ela.

3.2 Geometria Métrico-Afim
A conexdo geral € definida como sendo

re, = {av} FK L% (3.5)

onde { ﬁ‘v} ¢ a conexao de Levi-Civita, dada por

1
{gv} :Egaﬁ(guﬁ,v +gvﬁ,v_guv,[3)- (3.6)

K% v e L% ,y sdo, respectivamente, a contor¢do e a deformagao:

I
Koy =5 (T + 1% +T,%) (3.7)

L%, = % (QO;W —0%, - Qv““> . (3.8)

que sao definidas em termos da tor¢ao e da ndo-metricidade

Ty =T%, —T%,, (3.9)
rouv = Vaguw (3.10)

com V sendo a derivada covariante para a conexao (3.5). A tor¢do € interpretada como o

nao fechamento de paralelogramos formados por dois vetores que sdo transportados paralela-
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mente um ao outro. A nao-metricidade mede o quanto o espaco tempo falha em ser métrico-
compativel. Isso pode ser entendido como a variagdo do comprimento de um vetor quando
transportado ao longo de uma curva, ou a varia¢do do angulo entre dois vetores, quando trans-
portados ao longo de uma curva.

Da conexao geral (3.5), podemos obter o tensor de curvatura, definido por

R%py = 3pT%, = T% , + 10, % —TF,,T% (3.11)

A curvatura, como sabemos, pode ser interpretada como a curvatura do espaco-tempo ou, em
outras palavras, como a rotacao sofrida por um vetor quando este é paralelamente transposto ao
longo de uma curva fechada.

Como estamos usando a conexdo geral, temos agora as seguintes relacdes para o

comutador entre derivadas covariantes

Vi Vv = R, VP-TP vgve, (3.12)
Vi, Vo]V = —RP_ vg— TB VpVa. (3.13)

ouv

Ademais, as identidade de Bianchi sao modificadas

R vy = 0, (3.14)
Rﬂ[aﬁﬂ Via ﬁy]+T‘/[a[3Tu} = 0, (3.15)
VieR v 5y = TapR v = 0, (3.16)

que seguem de (3.12) e (3.13).

As identidades de Bianchi sdo suplementadas pela seguinte relacao

V[uQv}aﬁ =R@P), + %Tlquxaﬁ , (3.17)
a partir da qual segue que
VO = Fuvt %T%VQA, (3.18a)
Vidy = QuviaQ”+ %R[uv} —Rpy,
- % wpuQ% ). (3.18b)

onde Qg = Quut e O* = QuM% sdo os tragos da ndo-metricidade, R*, = go‘ﬁR“avﬁ, Ryy =

R% 0y = —R%qv € o trago do tensor de curvatura e Fj,y = R% ¢y € a curvatura homotética.
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As trés quantidades tensoriais apresentadas até aqui, nomeadas como tor¢ao (3.9),
ndo-metricidade (3.10) e curvatura (3.11) caracterizam a geometria métrico-afim. Em geral,
todas essas quantidade sdo ndo-nulas, mas podemos restringi-las em subclasses onde algum dos

tensores sao nulos. Por exemplo, se apenas uma das quantidades for nula, teremos

* Espacgo-tempo plano: dizemos que o espago-tempo € plano quando a curvatura geral se
anula Ro‘upv = 0. Como os vetores transportados paralelamente ndo giram quando nao
ha curvatura, eles serdo paralelos ao vetor original. Por esse motivo, as teorias desta

subclasse sdo referidas como teorias teleparalelas.

* Espaco-tempo métrico: o espago-tempo € métrico-compativel ou, simplesmente, métrico,
quando a derivada covariante da métrica é nula. Isso significa que a ndo-metricidade é
nula Qv = 0 € 0 comprimento de vetores € preservado quando eles sdo paralelamente
transportados. As geometrias que pertencem a essa classe sao denominadas de geometrias

de Riemann-Cartan.

* Espaco-tempo sem torgdo: se 0 espago-tempo ndo tem torgdo, entdo temos 7%y, = 0.

Neste caso, a conexao € simétrica nos seus segundo e terceiro indices I'* uv] = 0.
Agora, se dois desses tensores se anulam, temos algo mais interessante:

* Torgdo e ndo-metricidade nulas, 7%,y = 0, Qguv = 0: 0 espaco é métrico-compativel
e sem tor¢ao mas curvo. Essa subclasse inclui a RG, bem como suas extensoes do tipo

f(R), e a conexdo utilizada é a de Levi-Civita.

(04
up

métrico-compativel. Isso quer significa que a Unica quantidade ndo-nula € a tor¢cdo. As

* Curvatura e nio-metricidade nulas R%,,, = 0, Qquv = 0: 0 espaco-tempo € plano e

teorias que pertencem a essa subclasse sdo denominadas teorias teleparalelas métricas.

o
upv

sem torcao, mas nao é métrico-compativel. Esse conjunto de teorias é chamado teorias

* Curvatura e tor¢ao nulas R =0, T%,v = 0: aqui, o espaco-tempo € tanto plano quanto

teleparalelas simétricas.

Por dltimo, mas ndo menos importante, se todos os tensores se anulam, ficamos com o espago-

tempo de Minkowski. Essas subclasses estdo bem demonstradas na figura abaixo.
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Riemann

Riemann-Cartan Qupue=0, torsion free
Q)\,up:D T'D'_“,=O T'a,uu:{}

Minkowski

symmetric
teleparallel
RPApu=0r

T? =0

Weitzenbock
QJ\HMZO.-
R'ﬂ)\pu:(}

teleparallel
RF’AJ.&M:O

Figura 1: Subclasses de geometrias métrico-afim. Fonte: [45].
3.3 Trindade Geométrica da Gravidade
A partir da tor¢do, definimos o escalar de tor¢ao
1 auv 1 auv a
onde Ty, = TP ap € 0 trago da tor¢do. Da ndo-metricidade, obtemos o escalar de ndo-metricidade

1 1 | B 1
0= 30""0upy— 50" Qpay+ 5 000" — 7020, (3.20)

onde Q¢ = Qaut e O" = Q"% sdo os tracos da ndo-metricidade. E possivel ter contracdes
quadraticas mais gerais da torcdo e da ndo-metricidade. Entretanto, os escalares definidos acima
sdo especiais, pois, diferem de R (escalar de Levi-Civita) por uma derivada total, como mostra-
remos. No que segue, todas as quantidades obtidas em rela¢do a conexdo de Levi-Civita serdo
denotadas com um circulo superior (°).

Agora, vamos nos lembrar que o tensor de curvatura € definido em termos da
conexao geral (3.5) como (3.11). A conexdo geral, contudo, pode ser escrita como FO‘W =

faﬂv + N9y, onde N%, = K%y + L%,y é chamada de distor¢do. Logo,

R(Z

o [} ] o ﬁ ﬁ
upy =Ry + VNG = VyN, + Ny NG, — NN, (3.21)
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Assim, temos dois possiveis sub-casos:

* Para um espago-tempo plano e métrico, temos R, = 0 e N9, = K9%,,. Consequente-
mente,

Ruv+ VoK%, — VT + Kby oK%, — K5y T =0, (3.22)

Entdo, o escalar de Ricci em relacdo a conexdo de Levi-Civita estd relacionado com o

escalar e o divergente da tor¢ao como

R=—T —2V,T?. (3.23)
° _ 3 o _ o I 0 =
Para um espago-tempo plano e sem tor¢ao, temos R Lpv = OeN wv = L%y Entdo,
Ruy +Val%, —VyL% o+ LPol%, — 1P L%  =0. (3.24)

Logo, o escalar de Ricci em relagdo a conexdo de Levi-Civita relaciona-se com o escalar

da nd3o-metricidade e os tragos da nao-metricidade como
R=—0-Vu(0%—0%). (3.25)

As equagodes (3.23) e (3.25) tem uma consequéncia muito significativa: as agdes
obtidas a partir do escalar de tor¢ao ou do escalar de ndo-metricidade sdo dinamicamente equi-
valentes a acao de Einstein-Hilbert. Em outras palavras, as duas teorias definidas a partir dessas
quantidades — a Equivalente Teleparalela da Relatividade Geral (TEGR, na sigla em inglés) e a
Equivalente Teleparalela Simétrica da Relatividade Geral (STEGR, na sigla em ingl€s), respec-
tivamente — e a Relatividade Geral tem equagdes de movimento equivalentes.

Devido a isso, as teorias teleparalelas equivalentse e a RG constituem a chamada
Trindade Geométrica da Gravidade [46]. Todas elas, essencialmente, geram os mesmos resul-
tados e relacionam a interagdo gravitacional a um aspecto geométrico do espago-tempo, apesar
de fornecerem diferentes interpretacdes para essa interacdo. Na RG, a gravidade € o efeito da
curvatura do espaco-tempo. Na TEGR e na STEGR, no entanto, a gravidade surge devido a
torcdo ou a incompatibilidade métrica do espago-tempo, respectivamente. Nesse sentido, as
teorias que formam a trindade geométrica da gravidade podem ser compreendidas como dife-
rentes representacdes da gravidade. A imagem seguinte ilustra bem a equivaléncia entre essas
trés teorias.

A seguir, discutiremos as teorias teleparalelas da gravidade que sdo equivalentes a
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Figura 2: Descri¢oes equivalentes da Gravidade. Adaptado de : [46]

RG.

3.4 Teoria Teleparalela Equivalente da Relatividade Geral

Agora, iremos apresentar a Teoria Teleparalela Equivalente da Relatividade Geral
(Teleparallel Equivalent of General Relativity — (TEGR), na qual o espago-tempo € plano e a
métrico-compativel. Logo, a gravidade s6 pode ser descrita pela tor¢do e L"‘uv = 0. Essa teoria
€ usualmente formulada no formalismo de vielbein. Nesse caso, a métrica € obtida da métrica

de Minkowski 1, € da tétrade ej;

guv = Nape“ ue’y. (3.26)

Aqui, as letras gregas denotam os indices para espago-tempo enquanto as letras latinas denotam
os indices lorentzianos. A tétrade tem uma inversa, ou co-tétrade e, ,* definido pela propriedade

e“ye,” = 6, . Portanto, podemos expressar a métrica inversa como

gt =ne e,V (3.27)
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A métrica, como definida em (3.26), € invariante sob transformacao de Lorentz da tétrade
€t = A%el, (3.28)
uma vez que a transformacao local de Lorentz A“;, obedece a relagao
Nap N AP g = Neq. (3.29)
A conexao € dada por
= {0} K5, (3:30)

onde { [j‘v} € a conexdo de Levi-Civita € K9, € a distor¢do, a qual € definida em termos da
tor¢do 7%y, como em (3.7). Pela defini¢do (3.9), a tor¢do é antissimétrica nos seus indices

inferiores. Logo, ela s6 pode ter um traco nao-nulo
Ta=TP 4. (3.31)

Na TEGR, a conexdo afim é obtida a partir da tétrade e, e da conexao spin ®“y, do seguinte
modo

TPy = e,P (dyey + 0 puely) (3.32)

O tensor tor¢ado se torna
Taaﬁ - a'ueav - 8\/6“# + wab'uebv - wabvebu. (333)

Se consideramos a transformagdo de Lorentz da tétrade (3.28), precisamos impor que a conexao

de spin se transforme como
w/ab,u :Aac(A_l)dbwcdv‘|’Aaca/,t(A_l)cb (334)

para se ter uma conexao afim invariante. Como consequéncia disso, uma dada teoria teleparalela
métrica ndo pode ser determinada por uma tnica escolha de tétrade e conexao de spin, mas sim
por uma familia de pares de tétrades e conexdes de spin que estao relacionados entre si através
das transformacdes (3.28) e (3.34)

Essa liberdade de gauge de Lorentz nos permite definir um gauge com conexao

de spin nulo @, = 0, chamado gauge de Weitzenbdck. Segue, diretamente desta escolha de
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gauge, que a conexao de spin transformada (3.34) se torna, simplesmente,
@y = A (A% (3.35)
Além disso, podemos definir a acdo da TEGR

STEGR = —ﬁ/d4xeT+/d4xeLM, (3.36)

onde substituimos o determinante da métrica pelo determinante da tétrade e = \/—g. A variagc@o

dessa acdo com relagdo a tétrade nos da

1 1
~u (€S,%") =T yuSG'®* — ° 1S, ™" + ETeaO‘ =81G.7,°, (3.37)

onde 7 % := %5((3 [; M) ¢ o tensor energia-momento e
e
S, M =KM, —e OTH +e T? (3.38)

¢ o superpotencial. Uma forma de visualizar a equivaléncia entre as equagdes de campo acima

e a RG consiste em reescrever os indices de espago-tempo:
1 1
Gp® = —¢"gOu(eS, ™) = TupSe"™ — @’ ave”p$,™" + ST 8 = kT, (3.39)

onde Gﬁ“ = Iéﬁ“ — %1%5[;‘ é o tensor de Einstein.

Por outro lado, a variagdo com respeito a conexdo gera

Vi (Si) =0, (3.40)

onde assumimos que a conexao teleparalela ndo entra na matéria lagrangeana. A equacao acima

¢ identicamente satisfeita, o que pode ser visto a partir da identidade
S = Vv (eer, ey (3.41)

Uma vez que a curvatura se anula, as derivadas covariantes comutam e, portanto, as equagoes
do campo de conexdo sdo trivialmente satisfeitas.

Agora, exploraremos brevemente as extensdes ndo-lineares da gravidade telepara-
lela, a gravidade f(T'), que foi introduzida por Ferraro e Fiorini [47]. A agdo para esta teoria é

dada por

StEGR = _W / d*xe f(T (3.42)
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As equacdes de campo para esta teoria sao

1 1
—EfT3u(eSa““) — S, o fr+ frT° uaSsM* — fTa)bava“V + ETea“ =k7,°%, (3.43)

Sia) Oufr =0 (3.44)

d ~ ~ . .
onde fr = a—; Nesse caso, a equacdo de conexdo ndo se anula identicamente.

3.5 Teoria Teleparalela Simétrica Equivalente da Relatividade Geral

Nesta secdo, focaremos na Teoria Teleparalela Simétrica Equivalente da Relativi-
dade Geral ( Symmetric Teleparallel Equivalent of General Relativity — STEGR), na qual a
quantidade geométrica responsdvel pela gravidade é a ndo-metricidade. Nesta teoria, o espago-

tempo € plano e sem tor¢do, o que significa que K Oiw = 0 e a conexao ¢é dada por

[y = {SV} + L%y, (3:45)

onde { ;(fv} é a conexao de Levi-Civita, L% uv> como definido em (3.8), € a disformagdo e a

derivada covariante é definida pela conexao (3.45).

Nesse momento, € Util apresentarmos algumas relagdes importantes

* Tracos da nao-metricidade: Uma vez que o tensor de ndo metricidade é simétrico, ele

possui tragos nao-nulos

Qo =Qap",  OF=0o"" (3.46)

* Traco da disformacado: Os tracos da disformacdo podem ser escritas em termos dos

tracos da ndo-metricidade da seguinte forma

1

1 ~
L% = EQM_QH' (3.48)

* Derivada covariante de /—g: A derivada covariante da métrica deixa de ser trivial.

Como consequéncia disso, temos

1
Valv—8) = 5\/—_gQa, (3.49)
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1
= Vo(v/—gA"Y) =/—¢g (Va—FEQa) AHY. (3.50)
A equagdo (3.49) € particularmente ttil quando precisamos fazer integragcdes por partes.

A equacdo (3.50) implica que a derivada covariante de uma densidade tensorial terd um

1
termo extra 5 Q.

* Tensores de nao-metricidade: Uma vez que a derivada covariante da métrica € nao-nula,
quando levantamos e baixamos indices do tensor de ndo-metricidade, podemos ter alguns

sinais contrdrios. Por exemplo,

Qauv = gupgvcvagpc = _g“pgpcvagvo = —Vagh, (3.51)

QY = —VOghY, (3.52)

Outro ponto importante a ser notado é que, uma vez que nao temos curvatura, podemos comutar
derivadas covariantes V VyA® = VVV“AO‘. Essa facilidade, entretanto, tem seu preco, uma vez

que ndo podemos levantar indices dentro de derivadas covariantes, isto é
VoA, # g VaAy. (3.53)
pois
VoAr, = eV Ay, —Ap, 0 M. (3.54)

Também precisamos ter cuidado com contragdes do tipo:
QavPVoc 58vp - _Qavp VangP (3.55)

QavPVangp = _2Qananu5g“v - Qavpvaag\/p (3.56)

As dltimas expressdes sdo particularmente tteis quando tomamos variagdes da acao.

Antes de apresentar a ac@o para essa teoria, precisamos das defini¢des do escalar
de nao-metricidade e do superpotencial. O escalar de ndo-metricidade € dado por contracdes
quadraticas da ndo-metricidade e seus tragos, como em (3.10). O potencial € definido, em

relacdo a ndo-metricidade e seus tragos como

1 1 ~ 1
Phv = —3L%v+7(0% =0%) guv — 78(,0v)
1 ~
= 1 [—Qa,,w + 2Q(Nav) +0% v — 0%y — S&Qv) . (3.57)
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Também podemos escrever o escalar de ndo-metricidade em termos da nao-metricidade e do

superpotencial, ou em termos da disformag¢ao como

0=—0% P =g ( % LPva— LﬁaLBuv> (3.58)

Agora temos todo o necessdrio para definir a acdo da STEGR

SSTEGR——W / d*x/—g0+ / Vgd*x L. (3.59)

Uma vez que R = —Q — %a(QO‘ —0%), a equaciio acima é equivalente a equagio de Einstein-
Hilbert, a menos de um termo de fronteira. Da equagao acima, obtemos as seguintes equacoes

de campo em relagdo a métrica e a conexao, respectivamente

2 — a ap ap 1 _
\/_—gvoc <\/ gP uv) + (PuaBQv 2Qa/3uP v> + 2gqu = KTy,
VuVy(v—gP* o) =0, (3.60)

onde Ty = —\/%5(— %;ﬁ;m € o tensor momento-energia.

A equacdo da conexao (3.60) € trivialmente satisfeita, ou seja, € satisfeita indepen-
dentemente da conex@o utilizada. Isso significa que temos liberdade para escolher a conexao,
contanto que esta seja plana e sem tor¢do. A conexdo geral de Palatini, para a qual R%g,,, = 0,
é

%5 = (A% A" (3.61)
Se, além disso, nés impormos que a tor¢io seja nula, obteremos a condigdo (A~1)%, 8[#AVB] =0

Consequentemente, A B pode ser parametrizada como
AVB = 8[35" (3.62)

para algum campo &Y. Portanto,

Ix*

I B~ agx

‘5= 57 OupEr (3.63)

A partir disso, podemos ver que a conexdo pode ser trivializada, isto é, escolhida para ser
identicamente nula, por meio da escolha él — x*. Essa escolha gauge é denominada gauge
coincidente e, neste caso, a ndo-metricidade se torna Qguy = o guv- Uma consequéncia de ter

uma conexao nula é que a métrica se torna a unica quantidade responsavel pela gravidade.
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A acdo da STEGR pode ser convenientemente reescrita como
1 4 uv (yoo 1B a 1B
Ssreor = 5= [ dxv/=g"" (L%uL0va—L%uluy ). (3.64)
No gauge coincidente, temos a relacdo

F(Xuv — _LOC

v (3.65)

0 que nos fornece a acdo da chamada Relatividade Geral Coincidente (Coincident General

Relativity — CGR) dada por

Scgrk = Sstecr(I'=0) (3.66)
o 1 4 ,LLV o o oﬁ o a oﬁ
= 5(_/d xX\/—gg <Fﬁ”l—‘ va—l—‘ﬁal—‘ HV>'

Podemos observar que essa acdo € exatamente a acdo de Einstein-Hilbert sem os
termos de fronteira. Uma vez que as derivadas segundas da métrica ndo estdo presentes nessa
acdo, nds temos um principio variacional bem definido. Por outro lado, a acdo nao € invariante
sob transformagdes de coordenadas. Ademais, pode-se argumentar que essa acao nao precisa ser
suplementada por contra-termos, como acontece na a¢cao de Einstein-Hilbert. N6s discutimos
mais esse assunto no capitulo 4.

Como a STEGR reproduz as mesmas equacdes de campo que a RG, € interessante
explorarmos as generaliza¢des dessa teoria. Seguindo a mesma ideia por tras das teorias f(R)
e f(T), podemos considerar generalizagdes nao-lineares da acdo da STEGR, chamadas teorias

f(Q). A acdo de tais teorias é dada por

_ ! 4
s= o [ Flov=gd'x (3.67)

E importante notarmos que a presenca do termo de fronteira %a(Qa — Q%) garante que f(R) e
f(Q) sao teorias totalmente diferentes.
Podemos agora prosseguir para as equacdes de campo da teoria. A variacdo em

relacdo a métrica nos d4

2 — . o 1 ap ap) _
= Va (Vo8foPS )+ suns + fo (Puap Q™ ~20upuP) =T, (369

onde fp = g—é. A equacdo acima pode ser convenientemente reescrita como

1
2fQQPO;LvaaQ+ Eguv(f_fQQ) + foGuv = KTy, (3.69)
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onde Gy = Iéuv — % guvlé € o tensor de Einstein. A partir de (3.69), podemos facilmente notar
que a RG ¢ recuperada se escolhermos f(Q) = Q. Outra vantagem de escrever a equacdo
métrica dessa forma € que as modificagdes a RG podem ser facilmente identificadas.

Se nés supormos que a conexao nao contribui para o setor de matéria, podemos

mostrar que a equagao de campo em relacao a conexao é dada por

VuVy(vV=gfoP"%) =0. (3.70)

Ao contréario do que ocorre com STEGR, aqui a equacao da conexdo ndo € trivialmente satis-
feita. Portanto, a conexao carrega graus de liberdade extras [48].

Como essa teoria € relativamente recente, temos muitas linhas ndo exploradas ou
pouco exploradas. Por exemplo, solu¢des de buracos negros foram investigadas recentemente
em [49-51]. Um dos maiores desafios dessa teoria vem do pouco entendimento sobre como o
gauge coincidente funciona para generalizacdes da STEGR. Felizmente, com trabalhos como
[49, 52], esse assunto ficou um pouco mais claro. Atualmente, sabemos que aplicar o gauge
coincidente para teorias f(Q) inevitavelmente nos leva a recuperar a RG [49]. Em outras pala-
vras, nao € possivel obter generalizagdes da RG usando uma conexao trivial. Ademais, também
foi mostrado recentemente que a escolha de uma conexao simplificada leva a sistemas de coor-
denadas complicados [52]. Tudo isso e o fato de que a as equagdes de campo para teorias f(Q)
sdo altamente ndo-lineares, levam a dificuldade computacionais quando trabalhamos com essa
teoria. Apesar disso, D’ Ambrdsio et al. conseguiram obter uma conexao simétrica nao trivial,
estética e esfericamente simétrica, que permite resultados além da RG [49].

Agora focamos nossa atencdo a representacdo escalar-tensorial das teorias f(Q).
Para um campo escalar acoplado ndo-minimamente ao escalar de ndo-metricididade, temos a

seguinte acao [45]
1
S = m/d“x\/—g (%(CID)Q — %(Cb)g“ﬁ&xd)aﬁd) — 2“//(<I>)> +Sm- (3.71)
A equagdo acima fornece as seguintes equagdes de campo

1

+ 8y <%(®)gaﬁ PP + 27/(@)) — B(®)d, DI D,

VoVp(v/—g/P* ) =0, (3.73)
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B ap D52l _
2%’D¢>+5g Qadb&ﬁdD—l—EQ—26 =0. (3.74)
Podemos recuperar a gravidade f(Q) fazendo
d=fo, #=0, V=50Qf-f), ®=0, (3.75)
0 que nos dd as equagdes de campo para a teoria f(Q)
1
Ty = foGuv+2fooP" wdrQ+ 58uv (Qfo— 1) (3.76)
0 = VuVy(V=8foP" ), (3.77)

onde fp =df/dQ e o equagido de campo escalar ¢ identicamente satisfeita.
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4 ENTROPIA DE BURACOS NEGROS

Neste capitulo examinaremos alguns dos métodos empregados para se obter as pro-
priedades de termodinamica de buracos negros e, em particular, a entropia: pelo método de
tunelamento quantico, pelo método da agdo euclideana e formula de Wald. Esses dois ultimos
métodos se apoiam na acdo dos termos de fronteira. Com isso em mente, discutiremos o atual
status do método de acdo euclidiana para teorias teleparalelas da gravidade. A aplicacao do for-
malismo de Wald para essas teorias sera dada no capitulo 6. O método do tunelamento quantico

serd aplicado no capitulo 5.

4.1 Termodinamica de Buracos Negros

Em 1973, Bardeen, Carter and Hawking propuseram um conjunto de propriedades
mecanicas de buracos negros que sdo andlogas as leis da termodinamica [53]. De acordo com
essas propriedades, a gravidade de superficie de um buraco negro faria o papel da temperatura,
enquanto sua area de superficie atuaria como a entropia. Vale citar que Bekenstein foi pre-
cursor nessa linha de pensamento, tendo ndo s6 teorizado a entropia de buracos negros como
relacionado essa entropia com a drea de superficie [54]. Mais tarde, foi provado que esse con-
junto de propriedades realmente se tratava das leis de termodindmica de buracos negros devido
a radiacdo de Hawking [55] — processo no qual um buraco negro pode emitir particulas devido
a efeitos quanticos.

Agora, vamos apresentar as leis de termodindmica de buracos negros:

* Lei Zero: Um buraco negro estaciondrio possui uma gravidade de superficie constante

em seu horizonte de eventos;

* Primeira Lei: Para um buraco negro estaciondrio, a variagao da energia E se relaciona
com a variagdo da area do horizonte de eventos A, o momento angular J e a carga elétrica
Q da seguinte forma:

dE = %dA +QdJ +®dO, 4.1)

onde, x ¢ a gravidade de superficie, 2 é a velocidade angular e ® é o potencial ele-

trostatico.
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* Segunda Lei (generalizada): A entropia total, ou seja, a entropia do buraco negro mais

a entropia externa, nao decresce com o tempo:

ds;
— >0. 4.2
dr — (4.2)

* Terceira Lei: Nao € possivel atingir Kk = 0.

Na sequéncia, discutiremos alguns métodos para calcular a entropia de buracos ne-

gros.

4.2 Meétodo de Tunelamento

Nessa sec¢do, falaremos do método de tunelamento quantico, o qual € um método
semi-cldssico que relaciona a radia¢do de buracos negros com a o processo de tunelamento
quantico através do horizonte de eventos. Entre as vantagens desse método, podemos citar
a simplicidade dos calculos envolvidos, a possibilidade de incluir as contribuicdes de back-
reaction e o fato de que apenas a geometria de espaco-tempo € levada em consideragdo. Sendo
esse Ultimo ponto particularmente interessante, pois, significa que o método pode ser empregado
em uma variedade de espagos-tempo. Além disso, 0 método de tunelamento possui a vantagem
de ser o mais apropriado a situacdes onde a geometria € dindmica. Também € interessante citar
que esse método nos d4 uma interessante interpretacdo para a radiacdo de Hawking: classi-
camente, o horizonte de eventos de um buraco negro atua como uma barreira, prevenindo as
particulas de atravessa-la. Assim, apenas quando efeitos quanticos sdo considerados, a emissao
dos buracos negros é observada. Ou seja, esse fendmeno pode ser entendido como um processo
de tunelamento da particula através da barreira, ou seja, através do horizonte de eventos.

O método de tunelamento quantico pode ser entendido a partir de duas abordagens:
pela aproximacao da geodésica nula, feito por Parikh e Wilczek [56] e pelo ansatz de Hamilton-
Jacobi, proposto por Padmanabhan et al [57, 58] e Angheben ef al [59]. Devemos focar o
ultimo, por ser mais direto e nos dar mais liberdade para decidir se queremos incluir os efeitos
de back-reaction e para escolher o sistema de coordenadas.

Esse método consiste, basicamente, em estabelecer uma relacdo entre o fator de
Boltzmann com a probabilidade de tunelamento da particula através do horizonte de eventos.
Como resultante dessa comparacao, temos uma temperatura, que corresponde a temperatura

de Hawking. A partir disso, podemos empregar a Primeira Lei da termodinamica de buracos
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negros para se obter a entropia do buraco negro. A seguir, fazemos a demonstracdo desses
resultados, seguindo a abordagem utilizada em [60)].

Vamos comegar considerar a seguinte métrica de buracos negros
ds® = — f(r)dr* +g(r)~'dr* + h(r)(d6* + sin® ¢?). (4.3)

Essa forma especifica da métrica compreende uma variedades de buracos negros nao-girantes,
incluindo as métricas apresentadas no capitulo 2. Nas proximidades do horizonte de eventos, a
parte angular da métrica € deslocada no vermelho. Consequentemente, somente a parte temporal
e radial terdo contribuicdo significativa, de modo que podemos tratar a métrica como sendo
bidimensional

ds® = —f(r)de* +g(r)~dr*. (4.4)

Por simplicidade, vamos considerar um campo escalar real ¢ obedecendo a equagdo
de Klein-Gordon
ng"VV,Vyo —m?g = 0. (4.5)

No entanto, os resultados serdo 0os mesmos para campos mais gerais. Considerando a métrica
(4.4), obtemos
1 m?
—070 +A(1I}9 + S9N ()09 — S5 f(r)¢ =0, (4.6)
onde A(r) = f(r)g(r).

A equacgdo acima pode ser resolvida por meio da aproximacao WKB

0(t,r) = exp {—%J(r,r)} , 4.7

uma vez que, proximo ao horizonte de eventos, o nimero de ondas radiais se torna infinito [61].

Assim, a equagdo (4.6) se torna a equagao relativistica de Hamilton-Jacobi
(95)? = A(r)(9,5)* —mPf(r) =0, (4.8)

onde utilizamos o limite 7 — 0.
Agora, podemos fazer uma separacao de variaveis considerando que a dependéncia
temporal € linear

F(t,r)=—ot+W(r). 4.9)
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Ao substituir a equacdo acima na equagao relativistica de Hamilton-Jacobi, obtemos

r)= _dar 2 —m2f(r). )
Wi = | o) (4.10)

Expandindo f(r) e g(r) em torno do raio do horizonte de eventos ry
fr) = fru)+ £ ru)(r—ra)+--,

g(r) = glru)+& (ru)(r—ru)+---, (4.11)

onde a linha indica derivacao em relacao a r, obtemos

B dr \/wz_mzf,(rH)(r_rH)
W(r)= / EATICh) = : (4.12)

A integral acima tem como solu¢ao

X 410)

W)= ————,
U= e

(4.13)

onde desconsideramos a contribui¢do real.
Agora, voltamos para .¥ (¢, r), cuja parte imagindria pode ser relacionada a proba-

bilidade de tunelamento de uma particula com energia @. Assim, ficamos com

(4.14)

[ ~exp[—2Im.¥| =exp [— 4o ] .

f'(ru)g (ru)
Por fim, podemos identificar essa probabilidade com o fator de Boltzmann I" ~ e B ®  onde
B = 1/Tpy (fizemos kp = 1) para obter a temperatura do buraco negro

w f’(m)g’(m)_

2mg 4n (4.15)

TgH

A entropia do buraco negro Spy pode ser obtida por meio relagdo 7TdS = dM, o que nos di

dM

—_—. 4.16
Tora (M) (4.16)

SpH =

No capitulo 5, utilizaremos esse método para obter as propriedades termodinamicas

de buracos negros com quebra de simetria de Lorentz.
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4.3 Meétodo da Acao Euclidiana

A acdo de Einstein-Hilbert tem sido a acdo padrao usada na derivagao das equagdes
de Einstein. Apesar dessa acdo ter a vantagem de ser invariante sob transformacgdes de coor-
denadas — ao contrario do que acontece para a acao (3.66), que foi originalmente proposta por
Einstein [62], — ela ndo € bem definida do ponto de vista variacional. As duas a¢des sdo equiva-
lentes, uma vez que produzem as mesmas equagdes de campo, mas diferem entre si pelo fato de
que a densidade lagrangiana da acdo de Einstein-Hilbert possuir um termo de fronteira. Nesse
caso, o termo de fronteira aparece devido a derivadas segundas da métrica, presentes na acao de
Einstein-Hilbert. Mesmo que os termos de fronteiras ndo afetem as equacdes de campo, a sua
presenca faz com que seja necessario assumir que o espago-tempo nao tem fronteira, isto é, que
a métrica € fixada no infinito.

Para espagos-tempo com fronteiras, contudo, essa suposi¢ao ndo € vilida e a acdo
de Einstein-Hilbert precisa ser complemententado por um contra-termo. O efeito desse termo é
fixar a métrica (induzida) na fronteira. Mesmo que essa escolha de contra-termo ndo seja unica,
vamos apresentar o termo de fronteira de Gibbons-Hawking-York (GHY), uma vez que € o mais
conhecido e utilizado. Nosso interesse nesse termo de fronteira € justificado pelo fato dele ser
responsavel por nos dar a entropia correta para um buraco negro, quando utilizamos o método
da integral de caminho.

Quando tomamos a variagdo com relacdo a métrica, a acdo de Einstein-Hilbert for-

nece
o 1 o o
M M
o 1 o
= ////d“xs/—g (R,w — EgﬂvR> SgHY +/a//[d3x\/|h|nuA“, (4.17)

onde 4 é o determinante da métrica induzida na fronteira dV, n p € um vetor unitdrio e normal a
essa superficie e A* = g®B §TH ap — 8 Sfﬁﬁa.

A ideia por trds do termo de GHY € que o termo de fronteira n,A* pode ser escrito
como 8B + X,y 0h"Y, onde h*Y é a métrica induzida na fronteira. Portanto, a adi¢do do termo
adicional de fronteira contendo —B na a¢do nao afetaréd as equacdes de campo e o unico termo
de fronteira restante serd X,,,0h"". Esse termo desaparece se assumirmos que 6/*" = 0 em
dV, isto é, a métrica induzida € fixada na fronteira. Os detalhes desses cdlculos, os quais ndo

mostraremos aqui, podem ser encontrados em [63].
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O termo GHY ¢ dado por

1
Sonr =5 | d*vev/IhIK, @.18)
87 Jow

onde i é a métrica induzida de fronteira com coordenadas y, € = ngn® = +1 muda de sinal
dependendo se a fronteira é do tipo espaco ou tipo tempo e K € o traco da curvatura intrinseca.
Além do termo GHY, nés também precisamos de um termo de normaliza¢do para garantir que

a acdo tenha um valor finito num espaco de Minkowski de fundo:

1
Sc=—— d> h|K, 4.19
c 87r/a/// ve/ThiKo, (4.19)

onde Kj € a curvatura intrinseca da geometria fixa de fundo. Esse termo nao depende da métrica
do espago-tempo gy, mas sim da métrica induzida h,;,. Portanto, varia¢des da a¢do acima com
respeito a gy automaticamente resultam em zero e ndo contribuem para as equagdes de campo.
Entretanto, esse termo tem um papel importante quando necessitamos calcular a acdo, uma vez
que evita que a acao tenha fatores divergentes. Por essa razdo, esse termo € frequentemente
referido como termo ndo-dinamico.

Logo, com a adi¢do do termo GHY e o termo de normalizacdo, a acdo torna-se
bem definida para espacos-tempo com fronteira e bem definida quando a fronteira € levada ao

infinito:

| y 1 ;
S =Sen +ScHy +Sc 16%/,//161 X\ —8 +87r/at//d yey/ |h|( 0) (4.20)

Agora, nés podemos continuar com a ac¢ao euclideana para obtermos a entropia
de buraco negro. Comecamos pela funcdo de particdo para o sistema com hamiltoniano H e

temperatura T = B!, a qual é dada por
Z=Tre P" =Y < g, 0ule P g, 0, > (4.21)
n

onde g, ¢, denota os campos gravitacionais e de matéria. Aqui, § = 1/T denota a periodicidade
no tempo euclideano 7. Se fizemos uma rotacao de Wick ¢ = i7, podemos representar a fungao

de parti¢do como uma integral de caminho [64]
Z= / D[g|D[g]e &), (4.22)

onde Sg(g,¢) =iS(g,¢) é a acdo euclidiana enquanto S(g, @) é a acdo gravitacional.

As contribui¢des para a integral de caminho vem, predominantemente, de caminhos
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proximos a configuragdo cldssica de campo. Expressando g = g+ 8g, nds temos Sg[g] = Sg[g] +

S1)(8g) +.... Consequentemente, temos

InZ = —S¢g +In ( / d[g]e—S“)(S@) . (423)

Considerando que as contribui¢des mais significantes vem do espago-tempo de
fundo e que InZ = —T~!(M — TS), podemos demonstrar que a entropia para um buraco ne-
gro com massa M é dada por

S=BM+InZ=Sg. (4.24)

Portanto, para se obter a entropia de buraco negro, precisamos apenas calcular a

acdo euclideana. Como ja discutimos, a acdo Einstein-Hilbert deve se suplementada pelo termo

de fronteira de GHY e um termo de normalizagdo (4.20). Por outro lado, a métrica de Schwarzs-
child, ap6s uma rotagdao de Wick ¢ = it, torna-se

-1
ds? — (1 _ 2i4) dt? + (1 — Z—M) dr* + r2dQ?. (4.25)
r r

Note que a métrica torna-se positiva definida para r > 2M. A acdo de Einstein-Hilbert é nula
para esse espaco-tempo, deixando a acdo total apenas com as contribuicdes do termo de fron-

teira e do termo de normalizacao

SE:%/Oﬁdr/ozndq)/oﬂde\/W(K—Ko):ﬁTM:MrMZ, (4.26)
onde B = T~ = 8xM é o periodo no tempo euclideano, \/W = (1 — ZTM) 1/2 r(z) sin@ com ry
sendo a coordenada radial na fronteira.

Levando em consideracdo o fato de que termo de fronteira € o tinico responsavel
pela entropia de buracos negros no método da acdo euclidiana e TEGR e STGR sdo equiva-
lentes a RG a menos de um termo de fronteira, podemos questionar se as agcdes dessas teorias
precisam ser suplementadas. Em TEGR, temos evidéncias de que o termo de fronteira vindo
da divergéncia do traco da tor¢ao cancela o termo de fronteira na ac@o de Einstein-Hilbert [65].

Logo, a acdo € suplementada somente por um termo Sc € temos [66]

1
SE = SstGr+Sc = 3 /(9///13%9\/ |hlny (TH — T3, (4.27)

onde TH € o trago da torgdo, definido por 7, = T',, e ny € um vetor normal. Uma vez que
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temos TV, =2+ (1— 27M)_1 o (1—2M)e TV = % a acdo euclidiana se torna
1 B 2n T M
Sp = —/ dr/ d¢/ d0/|h|n(T" —T3) = M _ o2, (4.28)
87 Jo 0 0 2

De fato, na TEGR a entropia de buracos negros pode ser obtida sem necessidade de contra-
termos.

Para a STEGR, como discutido em 3.5, a acdo no gauge coincidente se torna a acao
de Einstein-Hilbert sem termo de fronteira. Isso indica que o termo GHY nao € necessario em

STEGR. Vamos tentar visualizar isso explicitamente. Do fato de que Q = r% nos obtemos [66]

Sp = 1/d4\/_Q— : /Bdf/dﬂ/wzdz
E 7 Ton) “ V8 Ten Jo W 2
1 1
= ﬁ(M—§r0>:87rM<M—§ro). (4.29)

Nao sé nds temos um termo divergente quando r, — e — 0 que poderia ser resolvido pela
adicdo de um termo de normalizacdo — como também o primeiro termo parece ser o dobro do
valor da entropia.

Por outro lado, R = 0 para o espaco-tempo de Schwarzschild, de modo que Q =
—V,(Q* — OM). Além disso, O — 0" =2 [% (1- %)_1 + %} no gauge coincidente. Levando

tudo isso em consideragdo, obtemos

1 1 -
o= oL [dwrgo= L [eveyiine -
E 1671'/ xy/—80 67 yey/|hlnu (QF — Q%)
oM\ VoM 2
= E(1——) {—2——}—>OJ—>00 (4.30)
2 ro r5 1o
onde usamos ny = —, /1 — —ergl o

Noés vemos que em ambas as tentativas, ndo conseguimos o valor correto de entro-
pia, mesmo usando uma acdo que € equivalente a RG. Apesar da acdo coincidente evitar os
termos de fronteira que necessitam ser suplementados na acao de Einstein-Hilbert, ela ndo re-
produz o resultado correto para a entropia de buraco negro. Esse problema ja foi reportado em
[66], onde os autores mostram que para uma escolha especifica de coordenadas, € possivel se
obter a resultado finito para a entropia, mas sendo o dobro do valor correto.

Recentemente, esse problema foi esclarecido. Como demonstrado [52], as coor-
denadas esféricas ndo podem ser utilizadas simultaneamente com o gauge coincidente. Logo,

quando estamos trabalhando com STEGR, devemos escolher um sistema de coordenadas sim-
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plificado e uma conexdo complicada ou o oposto. Portanto, nossos resultados imprecisos sao
uma consequéncia de assumirmos que o espago-tempo de Schwarzschild, em coordenadas
esféricas, e o gauge coincidente podem ser utilizados ao mesmo tempo. Além disso, o fato
de as coordenadas esféricas ndo serem as que realmente correspondem ao gauge coincidente
implica que, quando resolvemos a acdo de CGR com respeito a estas coordenadas, nds estamos
ignorando alguns termos de fronteira que devem aparecer na acao correta de CRG. Enquanto as
equacgdes de campo permanecem inalteradas com respeito a esses termos de fronteira, a entropia
¢ sensivel a eles. Isso poderia explicar porque os resultados obtidos em [66] sdo dependentes
de coordenadas.

Outro ponto interessante que foi mostrado em [52] € que no gauge coincidente cor-
reto, temos ou Q = —%M(Q“ —O") ou Q =0 and %M(Q“ — QM) = 0 para o espago-tempo de
Schwarzschild. Isso implica que a relagio R = —Q —V u (O — QM) é vélida, como deveria ser.
Portanto, se a agdo de Einstein-Hilbert necessita ser suplementada pelo temo GHY, também po-
demos argumentar que isso deve ser o caso para a agdo CGR. Esse assunto, no entanto, precisa

de mais investigacao.

4.4 Método de Wald

Nessa secdo vamos explorar a derivacao da formula de Wald, a qual relaciona a

entropia do buraco negro com a carga de Noether q para difeomorfismos da seguinte forma[2]

K
—S5 = 431
. /Z a, @.31)

onde x € a gravidade de superficie do buraco negro. Além disso, esse método é equivalente ao
procedimento euclidiano [67]. A partir da equacdo (4.61) também € possivel se obter a Primeira
Lei da termodinamica de buracos negros. [68]. A seguir, vamos derivar e discutir esse resultado.

Quando consideramos qualquer transformacao infinitesimal 3(}) da acdo funcional,

pode-se mostrar que a acdo € invariante a menos de um termo de fronteira
S(p+60)=S(9)+ /d4x8ul(“. (4.32)
Para obter a corrente de Noether, comecaremos tomando a transformagao geral da acao

65— [ d*+{E(9)30 +3,6" (9,50)) (4.33)
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onde E(¢) sdo as equagdes de movimento de Euler-Lagrange e 6 é a densidade de corrente
simplética. A simetria da transformac@o nos dd uma quantidade conservada J* = 0" (¢ + Sq)) —
K", obedecendo a lei de conservagdo dy, j* = 0, que equivale a validade das equacdes de movi-
mento. Esse € a ideia bésica por trds do método de Wald.

Agora, vamos introduzir brevemente o conceito das formas diferenciais, as quais
serdo utilizada para descrever o método de Wald. Uma forma diferencial € uma aplicacdo linear

sobre o vetor de campo tal que v: U — R”
dx' (V) (%) = vi(X),x € U. (4.34)
Definimos o produto exterior como sendo a seguinte operacao antissimétrica
dx' Ndx! = —dx! Ndx' (4.35)
Note que dx’ Adx' = 0. Logo, podemos definir uma p-forma como

a= Y aj,iy..i,dx"" Ndx? Ao Ndx'r, (4.36)

1<i) <ig<--<ip<n

onde a;,;, ;, € antissimétrico nos seus indices. Aqui, as letras em negrito denotam formas
diferenciais.

Agora, vamos citar as operagdes para p-formas. Para facilitar a notagdo, vamos
escrever dx! = dx'' A--- ANdxt» e dx! = dx' A--- Adx/a. Com isso em mente, podemos ter as

seguintes operacdes:

* Podemos somar p-formas fe g

f+g= Y (fi+andx. (4.37)

* Um produto exterior de uma p-forma e uma g-forma é uma (p + ¢)-forma:

h=ftrg= Y hydx' ndx (4.38)

1<1.J<n

* A derivada exterior de uma p-forma é uma (p + 1)-forma, definida como

da= Y ——dx'Adx. (4.39)

Note que d*a = 0. Se a = db, a é exata. Por outro lado, da = 0, a é fechada.
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Agora temos todas as ferramentas necessarias em termos das formas diferenciais.
No que se segue, iremos denotar todos os campos dindmicos tal como a métrica g,
€ outros campos por ¥ e ¢ e nos restringiremos a teorias invariantes de difeomorfismo, isto €,

teorias que obedecem a lagrangiana

L(f*(9)) = /"L(9), (4.40)

onde f* é a acdo induzida nos campos por um difeomorfismo f: M — M e (M,gy) é um
espaco-tempo n-dimensional. Além disso, as letras em negrito denotam formas diferenciais no
espaco-tempo. Devemos enfatizar que, a partir de agora, trataremos o lagrangeano como uma
n-forma, em vez de uma densidade escalar, como fazemos em geral. No entanto, essas duas
abordagens sdo equivalentes [69].

Uma lagrangeana que € invariante sob difeomorfismos do tipo (4.40), pode ser es-

crita como[68]

o

L = L(gup: Rpcde; VayRocder - W, Vay s ... ), (4.41)

onde R4 € a curvatura métrico-compativel e V € operador derivada covariante associado a
métrica, isto €, a derivada covariante da conexao de Levi-Civita. Vale ressaltar que em (4.41),
nao temos nenhuma dependéncia de possiveis campos de fundo.

A variagado da lagrangeana, até a primeira ordem, nos da a seguinte relacao
0L =Eb¢+dO, (4.42)

onde E denota as equacOes de movimento relativas a cada campo dindmico e a soma so-
bre os possiveis campos ¢ estd implicita. @(¢,5¢) é uma (n — 1)-forma que depende dos
campos dinamicos e suas variagdes e € denominada potencial simplético. A partir do poten-
cial simplético ®, podemos obter a corrente simplética, que é uma (n — 1)-forma, tomando a

variacdo antissimétrica de ®

O papel da corrente simplética ficara claro mais tarde.
Devemos notar que, apesar de E ser completamente determinado por (4.42), ® é

determinada a menos da adi¢do de uma (n — 1)-forma fechada

0 0+4y. (4.44)
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Por outro lado, sabemos que uma mudanca na lagrangeana do tipo
L —L+du (4.45)

nao modifica as equagdes de movimento, ou seja, ndo afeta a dinamica da teoria. Entretanto,
nesse caso, ® deve ser deslocado ® + du. Logo, ® nio pode ser construida univocamente uma
vez que sempre podemos adicionar termos do tipo dY e ou sem modificar a dindmica da teoria.

Dado um vetor £ € M e uma forma diferencial A, temos a identidade de Cartan
.féA =&-(dA)+d(§-A), (4.46)

onde “-”denota a contracdo do campo vetorial com o primeiro indice da forma diferencial, isto €,
(v-0)a..p = VOeq..p- Agora, como estamos interessados em difeomorfismos, vamos considerar
uma varia¢do de campo 6¢ = Ze ¢ e aplicd-la ao lagrangeano invariante por difeomorfismos

L. Com isso em mente e usando (4.46), obtemos
5L:$§L:d(§ L), (4.47)

onde dL se anula uma vez que se trata de uma (n+ 1)-forma em um espaco n-dimensional.

Podemos identificar o termo d(& - L) com dy,K* em (4.42). Portanto, para cada
campo vetorial £* gerando um difeomorfismo em M, podemos associar uma corrente de No-
ether conservada

i=0(¢, %) & L. (4.48)

Uma vez que

dJ =d®—d(&-L)=SL—E8¢ — 5L =—E8¢, (4.49)

a corrente é conservada (fechada) on-shell. Se aplicarmos (4.46) a u, podemos ver que teremos

a seguintes ambiguidades para j
J—j+d(& u)+dY(9, Z:9) (4.50)

Uma vez que dj = —EZ¢¢, podemos concluir que, sempre que as equagdes de
movimento E = 0 forem satisfeitas, a (n — 1)-forma j é fechada e pode ser obtida a partir de

uma (n —2)-forma q, que é construida localmente a partir de ¢ e £*:

j=dq. 4.51)
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Tal forma é chamada de carga de Noether e € determinada por (4.51) a menos da adi¢dao de uma

(n—3)-forma fechada. Assim, ela possui as seguintes ambiguidades
q—q+&-ut+Y(9, Z9)+dZ (4.52)

Agora, vamos voltar a relacdo (4.48). Podemos ver que qualquer variacao arbitraria

0 ¢ da corrente de Noether, até primeira ordem, nos fornece

§j = 8@—E 8L
= 8@—E&-[ES¢ +dO) (4.53)
= 00— .7[0(9,6¢)]+d(&-O),

onde usamos a identidade de Cartan (4.46) para ® ¢ E = 0 na ultima linha. Usando a definicdo

da corrente simplética, (4.43), obtemos
0j=Q(¢,09,Z:¢)+d(§-O)

Se integrarmos a ultima equagdo sobre uma superficie de Cauchy X, obteremos [70]

6H=/EQ(¢,6¢,,$§¢):6/Zj—/Ed(§-@), (4.55)

onde H é um hamiltoniano conjugado de £%. Usando j = dq, obtemos

SH = /EQ(¢,5¢>,.$§¢)za/qu—/zd(g@)
- /()E(aq—g-(a). (4.56)

Pode-se mostrar que nao somente existe um H tal que a equacao acima € satisfeita, mas também
que ele € independente da superficie escolhida [70], o que pode ser entendido como a conservagao
de H.

Se o vetor de Killing corresponde a translagdes temporais, entdo o hamiltoniano
pode ser identificado como a massa ADM

SM=| (6q—1-O) (4.57)
)
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Se o vetor de Killing € a rotac@o assintética, podemos identificar H = —J e

5J:—/az(5q—¢-®), (4.58)

onde ¢ € a variacdo assintética do momento angular. Entdo, podemos mostrar que [2]

SM—Qpsl = —— 54 = "5s. (4.59)
8 27

A 1identificacdo da drea do buraco negro como sua entropia € valida para o lagrangeano de
Einstein-Hilbert, mas ndo necessariamente para outras teorias. Entretanto, a identificacdo de
OM —Qp 6J como sendo igual a 58S € vilida em qualquer teoria invariante de difeomorfismo,
contanto que esta possua solugdes de buracos negros.

Para buracos negros estaciondrios com um horizonte de Killing bifurcado, € possivel
mostrar que [68]

SM—QudJ =6 / q (4.60)
ox

Portanto, temos

K
—S5 = . 4.61
. /Z q .61)

4.4.1 Aplicacdo a Relatividade Geral

Como exemplo do método que acabamos de explorar, vamos considerar que a densi-
dade da lagrangeana da RG é dada por L = ﬁR e, por simplicidade, vamos denotar o elemento

de volume como € = /—gd"x =/ —gsl,__ndx1 A---Adx". Portanto, a forma lagrangeana é dada

por [2]
1
L=——=¢R 4.62
167 (4.62)
A variagdo dessa lagrageana nos da
1

onde Gy = Ry — %guvR ¢ o tensor de Einstein.
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Ap6s alguns célculos, podemos mostrar que o segundo termo € dado por

1 o o o
a0 = e sV o[V, (8py) V(O]
o 1 o °
= Vo] fgmee e VuBep) ~ V(e @64
Entao,
1
®y8p = Egawpguvgaﬁ [V,u(sgﬁv) - VB(5guv)]- (4.65)

Para uma variagdo 6¢ = Z: ¢ onde & é um vetor de Killing, temos

0,5, = éeaﬁp [Raﬁgﬁ + Vg (v[ﬁ ga})] (4.66)

A partir de (4.48), vemos que a corrente de Noether associada com o lagrangeano (4.62) é

. 1
Jysp = ggaySpVB (V[ﬁga]> ) (4.67)

onde usamos as equagdes de Einstein no vacuum G*Y = 0. Seguindo o mesmo argumento usado

para determinar @, podemos obter o carga de Noether

1
4sp = —m—nsampv[“ém. (4.68)

Esse mesmo formalismo € aplicado a Teorias Teleparalelas da Gravidade no capitulo
6. A extensdo desse formalismo para espacos-tempo com ndo-metricidade, em particular, no

gauge coincidente, pode ser encontrado em [71].
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5 TERMODINAMICA DE BURACOS NEGROS COM VIOLACAO DA SIMETRIA
DE LORENTZ

Neste capitulo, temos a primeira parte dos resultados desta tese que consistem em
investigar a termodinamicas de buracos negros em cendrios onde a simetria de Lorentz € vio-
lada. A primeira se¢do € dedicada a discutir a termodindmica de buracos negros obtidos a partir
do modelo de bumblebee. Para tanto, utilizamos as métricas B e C, que foram apresentadas no
capitulo 2. Os resultados encontrados estdo presentes em [16]. Na segunda secao, discutimos
a termodinamica bem como a correlacdo entre eventos de emissdo de particulas de buracos ne-
gros no contexto da gravidade rainbow. Baseamos nossa andlise na métrica tipo Schwarzschild

apresentada em (2.49).

5.1 Termodinamica de Buracos Negros de Bumblebee

Nesta secao, vamos aplicar o método de tunelamento para obter propriedades ter-
modinamicas da métricas B

- A
dst = — (1M a2 (122M7) 424 2002, 5.1)
> >

onde L = 5132 /2 é o pardmetro de LSB, M = Gym é a massa geométrica, ry é uma distincia

arbitraria e dQ? é o angulo solido, e da métrica C

r r

oM oM\ !
ds? = — (1__) dr* 4+ (140) (1——) dr* +r?dQ?, (5.2)

onde ¢ = Eb? é o pardmetro de LSB e M = Gym é a massa geométrica.
Agora, vamos usar a expressao para a temperatura determinada pelo método de
tunelamento (Secdo 4.2)
f'(rs)g'(rs)

5.1.1 Métrica B

Aplicando essa formula para a métrica B, obtemos

Ty = —fi;B) = (1-L)(2Mry ")W1, (5-4)
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onde Ty = 1/87M é a temperatura de Hawking para o buraco negro de Schwarzschild e usamos
rg = (2Mry“)1/1=L como horizonte de eventos.

Agora, podemos calcular a entropia desse buraco negro

aM  2(2Mr; DHE/-L

onde Sy = 4nM? é a entropia do buraco negro de Schwarzschild sem violagio da simetria de
Lorentz. Por outro lado, usando a lei da drea, obtemos uma expressao diferente daquela para o
método de tunelamento

Sy = (2Mry )L S, (5.6)

Essa discrepancia pode ser resolvida se modificarmos a primeira lei da seguinte forma [72, 73]
TgdSp = F(M,ry,L)dM, (5.7

onde F é uma funcdo a ser determinada. A dependéncia funcional dessa fun¢dao em M, rq, L foi

escolhida por conveniéncia. Para determiné-la, devemos notar que

ds’
F(M.rg.L)=Tz—2. .
( 710, ) BdM (58)

Podemos entdo substituir as equacdes (5.4) e (5.6) na tltima equacdo para encontrar

F(M,ro,L) = (2Mry )T, (5.9)
Assim, a entropia obtida pelo método de tunelamento serd igual a obtida pelo método da area
se considerarmos a modificacao da primeira lei dada por (5.7).

Nesse momento, vamos investigar a estabilidade térmica, que pode ser analisada por
meio da capacidade térmica. Sabemos que o buraco negro de Schwarzschild possui capacidade
térmica negativa e sdo sempre instaveis num banho de calor infinito [74]. Isso ocorre devido
ao fato da temperatura ser inversamente proporcional a massa do buraco negro. Assim, ela
decresce a medida que o buraco negro absorve massa [75].

Alguns modelos com LSB, no entanto, possuem configuracdes estaveis e até mesmo
remanescentes de buracos negros [76—79]. Por esta razdo, € interessante investigarmos se a esta-
bilidade térmica do buraco negro € alterada pela LSB. Para tanto, vamos considerar a capacidade

térmica a volume constante[80]

S . 9S [T\ '
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Agora, prosseguimos para o calculo da capacidade térmica para a métrica B. Para
tanto, reescrevemos a temperatura e a entropia em termos do raio rg = (2Mr, L)l/ =L da se-

guinte forma

1-L
Ty = TN (5.11)

c
Sp = TTra. (5.12)

Portanto, a capacidade térmica para a métrica B é dada por

oS (oT " oL
Cg=T— | =— = (2Mr, ) T-LC 5.13
B arp (8rB> (2Mry") o ©-19
onde Cy = —87M? é a capacidade térmica de Schwarzschild a volume constante. Com isso,

vemos que a o buraco negro representado pela métrica B apresenta as mesmas condi¢des de
instabilidade térmica que o buraco negro de Schwarzschild.
Como L << 1, podemos expandir a temperatura, entropia e capacidade térmica,

respectivamente, como

Tz ~ {1-LIn(2Mry")+1]} Ty, (5.14)
Sk~ [1+2LIn(2Mry )] So, (5.15)

€
Cp =~ [1+2LIn(2Mry )] Co. (5.16)

Podemos notar que a dependéncia dessas quantidades no parametro de LSB € linear, enquanto
a dependéncia na distancia arbitraria ro € logaritmica. Vamos analisar alguns casos nos quais
essa dependéncia € simplificada lembrando que essa distancia arbitraria pode ser interpretada
como a distancia a partir da fonte para a qual os efeitos da violagdo de Lorentz sdo detectados
como devidos a um potencial de Yukawa [14].

Assim, temos

ro < 2M: Nesse caso, temos
rg = 2MryH)V =D > oM > i, (5.17)

O raio arbitrédrio ro deve ser maior que o raio do horizonte de eventos para que os efeitos da

LSB sejam detectados por um observador no infinito, 0 que ndo ocorre nesse caso.
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ro = 2M: Nesse caso, o raio arbitrdrio € igual ao raio do horizonte de eventos, rp = ro = 2M.

Assim, temos In(2Mr; ') =0e

Tg = (1—L)Tp, (5.18)
Sk~ So, (5.19)
Cp ~ (. (5.20)

Podemos notar que a temperatura € menor que a temperatura de Schwarzschild enquanto a
entropia e a capacidade térmica ndo sao alteradas pela LSB. Portanto, a simetria de Lorentz ¢
parcialmente recuperada no limite ro — 2M mas ainda temos remanescentes da violacdo dessa

simetria.

ro > 2M: Agora, temos que a distancia arbitraria é maior que o raio do horizonte de eventos
rg = (2MryH)V =D < opm < . (5.21)

Neste caso, ln(ZMr(;l) < 0 e, se supormos que 2Mr0_1 <e !, oury>e(2M), onde e = 2,718

¢ o nimero de Euler, teremos In(2M o l) +1 < 0. Assim,
T > Tp. (5.22)

Neste caso, a LSB tem o efeito de aumentar a temperatura do buraco negro. Por outro lado,
quando ry = e(2M), a temperatura Ty se aproxima da temperatura de Schwarszchild, enquanto

a entropia e a capacidade térmica se tornam, a medida que ro — e(2M),

S, ~ (1—2L)So, (5.23)

Cs ~ (1—2L)Cy. (5.24)

Para essas condi¢des, temos que a entropia e a capacidade térmica do buraco negro sofrem uma
diminuicdo devido a LSB, embora a temperatura ndo seja modificada. Assim, temos novamente
uma situacao na qual os resultados usuais sdo recuperados parcialmente, enquanto observamos

alguns resquicios de LSB.
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5.1.2 Métrica C

Agora, vamos analisar a termodinamica considerando a métrica C, comec¢ando pela

temperatura:

T — f(rs)g'(rs) 1 1 To (5.25)

4w T lris8tM 1L ¢

onde usamos rg = 2M como horizonte de eventos. Como esperamos que a contribui¢do da LSB

seja pequena, podemos expandir esse resultado para ¢ << 1

1 ¢ 0
Tern —— — =(1-2)n. 2
CT8aM  lenM ( 2) 0 (5:26)

Assim, vemos que o efeito da LSB para a temperatura do buraco negro consiste em diminui-la.

A entropia € dada por

[ aM
)

Sc —A4TM*V1+ 0 =1+ 1S, (5.27)

onde usamos a temperatura 7' dada por (3). Podemos checar que essa entropia € a mesma que a
obtida pelo método da drea do horizonte de eventos. Além disso, como resultado da diminui¢cdo
da temperatura devido a efeitos da LSB, a entropia é aumentada. A capacidade térmica é dada
por

Cc =V 1+1C. (5.28)

Apesar da modificacdo v/ 1 + ¢, vemos que as condi¢des de estabilidade desse buraco negro nao

foram alteradas. Aplicando a mesma aproximagao utilizada em (5.26), encontramos

¢
Sc= (1+§) So,

Cc= (1 + é) Co, (5.29)

o que demonstra que a modificacdo da LSB a termodinamica desse buraco negro € linear.

5.2 Termodinamica e Correlacio para Buracos Negros em Gravidade Rainbow

Na presente secao, discutiremos as propriedades termodinamicas e a correlacao en-

tre eventos de emissao para a métrica de buraco negro dada por

2 -1

E 2M 2M

ds* = (1 —yE—) (1 - 7) dr® — (1 _T) dr* —r*(d6* +sin® 0d¢?).  (5.30)
p
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Os resultados aqui apresentados estdo contidos no trabalho [32]. Para a obten¢do das proprie-
dades termodinamicas, utilizaremos o método do tunelamento quantico, descrito em 4.2.

Comecamos pela temperatura, que € dada por

T _ f'(r+)g’(r+)7 (5.31)
4r

onde r; € o raio do horizonte de eventos e f(r),g(r) sdo as componentes temporal e radial da
métrica, respectivamente. Considerando a métrica (5.30) e o raio do horizonte de eventos como

r+ = 2M, obtemos

T = (1 - yE£> To, (5.32)
14

onde Ty = (8nM)~! é a temperatura de Schwarzschild. Devemos notar que, como o parAmetro
de rainbow & positivo, entdo a temperatura obtida € menor que a temperatura de Schwarzschild.
Além disso, no limite Y — 0, o resultado classico € recuperado.

Como ja discutido, a radiacao de Hawking € um processo quantico e, portanto, 0s
quanta das particulas emitidas devem obedecer o principio da incerteza AxAp > 1 (em unidades
naturais). Com isso, podemos obter a energia minima como sendo E > 1/Ax, onde E é a energia
de uma particula emitida nesse processo. Nas proximidades do horizonte de eventos temos
Ax ~ ry = 2M [81], de modo que

E>1/2M. (5.33)

Com isso, podemos reescrever a temperatura encontrada como

T— ( _ TL) To, (5.34)

onde levamos em consideracdo o fato de que E, = 1 em unidades naturais. O comportamento
da temperatura pode ser observado na figura a seguir

A partir da Figura 3, podemos notar que tanto a temperatura temperatura quanto a
razao entre a temperatura de rainbow a temperatura de Schwarzschild tendem a zero no limite
M — 7v/2. Esse resultado estd de acordo com o fato de que, para valores a partir de M = y/2,
temos remanescentes de buracos negros, ou seja, ndo temos mais emissao de particulas [79]. A
temperatura € maxima para M = Y e tende a zero a medida que M — oo, independentemente do
valor do parametro y. Assim, vemos que os efeitos do parametro rainbow sao mais significativos
quando M ~ v. Além disso, podemos observar que a temperatura do buraco negro vai a zero

para valores ndo nulos da massa.
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Figura 3: Comportamento da temperatura e da razdo da temperatura para diversos valores do
parametro rainbow. Fonte: [32].

Agora, podemos obter a entropia, que € dada por [79]
2
S = 1lérn / LdM
2M —vy
= So+27y[2M + yIn(2M — )], (5.35)

onde Sy = 4TM? é a entropia de Schwarzschild. Nesse caso, observamos que S > Sy, em
concordancia com o resultado para a temperatura. O comportamento da entropia e da razao das

entropias pode ser observado na Figura 4.
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Figura 4: Comportamento da entropia e da razdo da entropia para diversos valores do
parametro rainbow. Fonte: [32].
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Podemos observar que S — 0 a medida que M — /2. O mesmo acontece com
a capacidade térmica, como demonstrado em [79], indicando que a emissdo de particulas €
cessada quando M = y/2. Além disso, a medida que a massa do buraco negro aumenta, a
entropia cresce, opostamente ao que ocorre com a temperatura, como esperado.

A partir de agora, levaremos em consideracao as corre¢des de back-reaction. Nesse
caso, ao ser emitida, a particula carrega consigo uma energia @, diminuindo a massa do buraco
negro por esse fator (M — M — ), devido a conservagdo de energia. Consequentemente, a
temperatura, sendo dependente da massa, muda constantemente a medida que o buraco negro
irradia. Assim, considerar os efeitos de back-reaction no cdlculo da temperatura nos dard um
resultado mais realista. Embora esses efeitos possam ser desconsiderados no inicio do processo
de emissao de particulas pelo buraco, eles se tornam mais significativos a medida que a massa
do buraco negro diminui.

ApOs a emissdo de uma particula de energia @, o espaco-tempo adquire a forma
ds* = — f[r(M — ®)]dt* + g[r(M — ®)]dr* + h[r(M — ®)](d6* + sin* 0d ¢?), (5.36)

onde r ¢ agora fungdo de (M — @), com M sendo a massa do buraco negro antes da emissao.
Para todos os efeitos, vamos assumir que (M) — r(M — @) é uma transi¢do suave, a medida
que @ vaide 0 a w.

Assim, o termo fwem ' = e B sofre a seguinte modifica¢ao

Q

[ 1B0) - 03B )+ (07 1d@

B w* P (M) ~

/OwB(M—(I))dd)

onde dys indica derivagéo em relacdo a M. A partir da primeira lei da termodindmica de buracos

negros, TdS = dM, podemos obter B = dyS. Assim, ficamos com
0] wz
/ B(M — ©)dd = 0dyS — 2055+ 0(@) ~ —[S(M — ) —S(M)]. (5.38)
0

Assim, a probabilidade de tunelamento se torna I' = exp[S(M — @) — S(M)] = 5 enquanto
a temperatura se torna 7 = @/AS. Portanto, a temperatura precisa ser corrigida para incluir
efeitos de back-reaction.

Levando isso em consideracao e reescrevendo 5.35 em termos da massa M, obtemos

S(M) = 4xM? + 2my[2M + yIn(2M — y)]. (5.39)



65
Por outro lado, a entropia apds a emissao de uma particula com energia @ sera
S(M — ) = 4n(M — 0)* +27Y2(M — ©) + yIn(2(M — @) — 7)]. (5.40)
Assim, podemos calcular a varia¢ao da entropia

AS = 4mo(o—2M)+ 21y [—2(9 +yln (%’)} , (5.41)

e a temperatura corrigida
T=|4n(2M — 0 +7)— 2770 'In (M)]_l, (5.42)

2M —vy

onde tomamos kg = 1. No limite (Y — 0), recuperamos a temperatura corrigida de Schwarzs-
child que é dada por T = [87(M — @/2)]~!. O comportamento da variagio da entropia, para
diferentes valores do parametro 7, € mostrado na figura seguinte, onde podemos perceber que 0s
efeitos de back-reaction sdo significativos apenas na regido y/2 < M < y. Além disso, podemos

notar a seguinte lei de poténcia

Mm
AS(M) o< tan <7>, para 0 <M <, (5.43)
para todo 7.
1.x107 = 3 , —
] i —
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Figura 5: Variacao da entropia em fun¢do da massa para diversos valores de parametro
rainbow e particulas com uma mesma energia. Fonte: [32].

Também podemos analisar o comportamento da variacao da entropia em relacdo a

energia da particula, como mostrado na figura abaixo: Podemos notar que, a medida que nos
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Figura 6: Variac@o da entropia em funcdo da massa para um parametro rainbow fixo e diversos
valores de energia. Fonte: [32].

aproximamos do limite do remanescente (M = y/2), a correlag@o entre particulas se torna maior,
e esse efeito € mais expressivo para particulas mais energéticas.
Agora que temos os efeitos de back-reaction incorporados aos nossos resultados,

podemos obter a correlacao entre eventos de emissdo de particulas, dada por
C(@1 + op;01,0,) = In['(M, @) + @) —In[[(M, 0)T(M, »)], (5.44)

onde ®; sdo as energias das particulas. Utilizando I" = exp[S(M — @) — S(M)] = €5, obtemos

2(M — o — o) — 7][2M — 7] }

(M — 1) —Y[2(M — ) — 7] (5.45)

C= 8nm1a>2+27zy21n{

onde o primeiro termo, Cy = 8T @) @, corresponde a correlacio para o buraco negro de Schwarzs-
child, que pode ser obtida no limite y — 0.

Na figura a seguir, verificamos que a correlacdo é maxima em M — y/2, para
particulas com a mesma energia. Também observamos que essa correlacio € mais expressiva a

medida que aumentamos o valor do par@metro rainbow.
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6 CORRENTES DE NOETHER E ENTROPIA EM GRAVIDADE
TELEPARALELA

Neste capitulo, calcularemos as correntes de Noether para difeomorfismo em Teo-
rias Teleparalelas em Geral e, a partir disso, obteremos as correntes de Noether para diversas
teorias teleparalelas. Por fim, discutimos como definir a entropia nesse caso € mostramos que
a lei da drea de buracos negros é obedecida. Os resultados utilizados aqui compdem, parcial-

mente, o artigo [82].

6.1 Lagrangiano e Equacoes de Movimento

Vamos comecar definindo um lagrangiano que dependa dos campos e suas primeiras
derivadas

LG:LG(gp'v,g‘uv’A,Fauv,ra“v7,1). (613)
A dependéncia funcional do lagrangiano acima sempre pode ser reescrita como

Lg=Lg(g"", 02", T%uv. R yav) - (6.1b)

Por conveniéncia, vamos introduzir os seguintes tensores conjugados

« _  9dLg

q9 uv = W ) (6.2a)

04

dLg
o = 6.2b
o aT‘x”v ) ( )

dL
PtV = . (6.2¢)

IR%gy
Além disso, desejamos incluir campos de matéria Y por meio do lagrangiano Ly,

Ly = LM(guw V. Vo). (6.3)

Assim, podemos obter os tensores momento-energia € o tensor de hiper-momento seguindo as

defini¢oes

20Ly
Ty = LMguv—W, (6.4a)

dLy
ZM = . 6.4b
o ara”v ( )
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O lagrangiano total é L = L + Ly, e a acdo definida a partir dele € dada por
= / d"ey/—gL = / dxg 6.5)

onde £ = y/—gL denota a densidade lagrangiana. Na nossa notacao, as letras cursivas denotardao
densidades tensoriais.

Tomando as variacdes com respeito a métrica e a conexdo, obtemos as equagdes de

campo
2L
¢y = _—zﬂv + (Va+ Ta)au + 5 el (6.62)
1 1
Eea‘uv — _Eaﬂv + (Vﬁ + Tﬁ)tav,uﬁ + ET,uﬁytaVﬁ'y_'_taHV o qliva 7 (66b)

onde temos &,y = 0 and &Y = 0 on-shell. Também podemos escrever as equagdes acima

como
1 JL 1
Eyn = —ETuv‘i‘Vaq uv =+ g lﬁ, —5hG8uy (6.7)
1 1 A
iEa”v — _Eauv + Vﬁravuﬁ + ETuﬁy,,avﬁvf_|_tauv — g™y, (6.8)
onde definimos
N 1
Para um vetor arbitrdrio X*, temos
xF = \/=gV,XH = =gV, xH. (6.82)
Ja para um vetor antissimétrico X (4] temos
o A 1
8“1{[“‘/] — \/—_gVMX[”V} — \/—_gV“X[“V] _ ETvaﬁXaﬁ
_ oy xlv Ly ylep ]

Para as equagdes de movimento dos campos de matéria y, a equacdo de Euler-

Lagrange é dada por
dLy » JdLy

oy V“&Vuy/

Ey = (6.9)

onde Ey; = 0 on-shell.
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6.2 Correntes

Para obter a variacao total da acdo, vamos considerar cada tipo de variacdo, separa-

damente. A variacdo da acdo em relacdo a métrica inversa fornece
S0 = /d"x [ V0% 5ghY 4 €y — Taqauv5g“v} (6.10a)
= / d*x\/—g [ —Vag®uv8g" +Euv5g“"] . (6.10b)
J4 a variacdo em relacdo a conexao fornece
Sl = / d"x\/—g [% (2rg"PEST® ) + Eo"Y ST W] . (6.10c)
Quando consideramos difeomorfismos infinitesimais
x% = x% %, (6.11a)

a varia¢do da métrica e da conexao (definidas como menos a derivada de Lie na dire¢do de v%)

sdao dadas por

Ovguv = _guv,ocva - 2ga(uva,v) = _2%(uvv)
= _2ga(uvv)va + 2T(/.Lv)a - Qa,uvva (6.11b)

= —2V(#Vv) + ZT([J,V)OC — Lauvva .

e
5vrauv = —Va,uv + Fauvvl,l - Faulvl,v - Faxvvl,u - Fauv,lvl
= —V V¥ —T% Vot =N, Vot £ N2 V0 (6.11c)
— VuN%,, +N%, NP, — NP N g7
= —V V=V, T% P —R% 5 VP
Na equagdo acima, utilizamos
Noc‘uv:I((lel’\/‘f—lla'uv7 (6123)
N(x'uv:Naﬂv_Ta#v. (6.12b)

S6 nos falta obter a variagdo dos campos Y, que pode ser negligenciada caso eles sejam cons-
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tantes

S =%y +.... (6.13)

Agora, levando em consideracao as transformacgdes de difeomorfismo acima, pode-

mos obter
S = 2 / dy/ =5 |V =%y V90 + ES ¥ 4V B | (6.14a)
para variacdes em relacdo a métrica e
orl = /d”x\/—_g [Vﬁ <2raVB”5Fauv — EaﬁvTauvv” _ELVV e @#Ea“/}voﬁ
— VBV TP o VB v + RP i BV (6.14b)

para variagOes em relagdo a conexao. Além disso, a variacdo da a¢do em relacdo a variacoes

dos campos ¢ por difeomorfismos serd dada por

08
5V,I:/d"x [ezMavwwu (ﬁ&w)} : (6.14c)

Por outro lado, como estamos interessados em lagrangianos invariantes por difeo-

morfismos, L € um escalar e temos

8,1 = — / d"'xZ,(/—gL) = — / d"xy/— gV (M) (6.14d)

Levando tudo isso em considera¢ao e somando todas as contribuicdes (6.14), obtemos a variagao

total da acdo

6,1 = / dx[ @t + Euyy+ 9,3 — o] (6.15)
onde
E/J — _2%\/Ev“_@ﬁ@aE'uaﬁ"‘Tﬁ‘uyﬁaEﬁay‘f—Ravﬁ“Ean, (6163)
€
P = =2gR gV L 2ER Y = 2 P (VW v 4 VT Ry
v o | O VU o 107 v. B dLy
- Ea'u VvV +VvE(x 'uV +T VBE(XIJ A% +LV“+8V ll/svll/. (616b)
u

Agora, assumindo (J* — Lv*) |5= 0, numa superficie d, obtemos a identidade de
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Noether
Ey=Euduy. (6.17)

No vécuo ou quando os campos de matéria estdo on-shell, ficamos com a identidade de Bianchi

generalizada E,, = 0. Com isso, a conservagio da densidade de corrente J* é garantida,
V" =0 ie. 9" =0. (6.18)

Portanto, J* € a corrente de Noether em relagao difeomorfismos.

Para transformacoes arbitrarias, a variagdo total da acdo gera

O = Euv6g'uv+Ea#v5Fauv +EM51I/

+ Vg ( —q%uvSgHY +2rg VUM ST, + LOX* + aaVLMW6W> : (6.19)
[0

Na primeira linha, todos os termos se anulam on-shell e na segunda, entre parénteses, temos
a corrente candnica conservada de Noether. Para difeomorfismos 6 = 0,, obtemos a corrente
on-shell, dada por (6.16b), ao impormos E*, = E,*Y = 0.

Temos, a0 menos localmente, um tensor antissimétrico J*V = JI#V] tal que JH =

6\,]”. Com isso, podemos definir a carga de Noether C num volume ¥ da seguinte forma

1
c— /y o3t = 5§ o3, (6.20a)

As cargas em relagdo a ao tensor momento-energia devem ser da forma

I
Ca=7 7{ 20y hY . (6.20b)
oY

Entretanto, o teorema de Noether ndo nos fornece uma corrente dessa forma para a acao de
Einstein-Hilbert. Na literatura, temos diferentes propostas para a definicdo de h*", mas, apa-

rentemente, elas ndo concordam entre Si.

6.3 Exemplos
6.3.1 Relatividade Geral

Vamos comecar considerando a acdo de Einstein-Palatini

2
L= %R. (6.21)
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Assim,

Buv m%o Blv sH
ro” M :7g Oy (6.22)

e a equacao de campo para a métrica nos da

1 o 1 O —
Riuv) = 5R8uv = Ruv = 5 Rguy =mp* Ty (6.23)

Com isso, obtemos a seguinte corrente de Noether

2

JH = % gV g Vv® — S v + gtV T v — VY TH W — RE VY — R v — RvM
dLy
o O W+LyvH. 6.24
+ QVHI// vll/+ MV ( a)

Podemos rearranjar a expressao acima como
m
o= 2 2V VI 4 IO, Y 4 QoMYV W 4 Ty 4 ARM Y|+ ATH VY, (6.24b)

onde usamos 6.23, AR,y = 2R,y — Ryy — Ry €

dLy dLy v
W% - 9 .2
—Ww v 8gﬂvv (6.25)

AT“\/VV =

onde ATH, é a diferenca entre o tensor-energia da matéria e o pseudo-tensor pseudo-candnico
(resultado de uma translagdo candnica) para a matéria escalar.

Na auséncia de hiper-momento, temos Ry = I%“v + Z%WAV}. Logo, AR,y =0ea
corrente (6.24b) se torna

JH = mEV o VIR ATH VY (6.26a)

Com isso, podemos identificar o potencial de Noether
JEY = maviEpYl, (6.26b)

que € precisamente o superpotencial de Komar da RG [83]. Como se sabe, esse superpoten-
cial ndo gera a expressdo correta para a energia. A solucdo para isso € trabalhar no chamado

referencial inercial discutido em mais detalhes em [82].
6.3.2 Teleparalelismo

Como jé discutido no capitulo anterior, a conexdo teleparalela (quando R* g, = 0)
assume a forma

%y = (A")%pduAPy, (6.27)
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Nesse caso, as variagdes da conexao estao restritas a
STy = V(A% 8AP,,. (6.28)
o que indica que agora temos
ViEe" =0. (6.29)

Embora a condi¢do Ey*Y como dada em (6.8) ndo seja mais garantida on-shell,
ainda temos E, = 0 para E, dado em (6.16a) e dyJ* = 0 para J* dada em (6.16b), pois a
conexao continua se transformando, sob difeomorfismos, como em (6.11¢).

Notando que
6\;/\“\/ = _(XVA)“V = —VA a)UA”V — avVlA“l
— _AM, (VVV“ + 7% 0P ) , (6.30)
podemos reescrever a identidade off-shell (6.19) como

0 = Euvdg" — (A VE" SAP, + Eyy (6.31)

dLy

+ 6“ @anV“va — 2q“a[;%avﬁ —E MV v* + TavﬁEa“Vvﬁ +LvH 4

Os termos entre colchetes representam a corrente de Noether no teleparalelismo, que € identica

a corrente dada por (6.16b),

JH = 2ER WYV EL MY — 2q“aﬁ%avﬁ —E MV v
JdLy
+ TavﬁEauvvﬁ + Lv* + 8VMIV6VW’ (6.32)

exceto pelo primeiro termo.

Para o teleparalelismo métrico, temos [82]
o 1
= V|2 = 20" = 22 P Ty g+ Zap TP AT (633)
onde consideramos uma densidade lagrangiana dada por
1 uvorao

O superpotential sera

JEY = —21aMVvE. (6.35)
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Agora, para o paralelismo simétrico

1
L6 = Eqaquauv + [(xuvTauv ) (6.36)
obtemos [82]
3” = Voclt](x'quV + Voc3v(wvv - SV'UOCVaVV + AT“v . (6.37)

Na equac@o acima, assumimos que a equagio de campo para a conexdo V, Ey*Y = 0 para &4V

tem uma solugdo do tipo [*Y = %f)“"a, que obedece
Vb o =V (20" e —34"") . (6.38)

Aqui, devemos mencionar que h*V, é a densidade tensorial de excitagdo cinética [82] e faz o

papel de superpotencial (simplético) de Noether.

6.4 Entropia

Como citado, h*V é o superpotencial simplético de Noether. Além disso, como
visto em (6.20b), podemos identificar essa quantidade como a carga que gera a energia. De
fato, quando trabalhamos no chamado referencial inercial — referencial caracterizado pelo anu-
lamento do tensor energia-momento associado com a métrica — h**,v¥ pode ser associado
tanto com o hamiltoniano gerador de translacdes temporais quanto com a carga que representa
a energia conservada.

Com isso em mente, e usando a primeira lei da termodinamica de buracos negros

2

SM = %(Sju Q67 (6.39)

pOdeOS propor a seguinte expressﬁo para a entr opia
2 n—2 vV o
K Jor

A férmula acima € justificada pelo fato de que a energia pode ser bem definida no referencial
inercial [82]. A conexdo com outras teorias pode ser feita por meio da identificagdo h*V o v* =

~ LV

Jy

Para ilustrar a validez dessa expressdo, vamos escrever a gravidade de superficie

como K = 27rm,2, /myg e notar que a integral é igual a Cy em (6.20b). Como Cy = mg (Veja a
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secao VII. B de [82]), onde mg é a massa do buraco negro, temos

mSC _1m52

S=—Co=-—— .
2m%, 0 2 mp

6.41)

Agora, comparando esse resultado com a drea do buraco negro A = mg / 47rm4p, vemos que a

expressao acima corresponde exatamente a lei da drea para buracos negros.
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7 CONCLUSAO

Esta tese estd dividida em duas partes principais. Na primeira parte, investigamos
os efeitos da violacdo da simetria de Lorentz para a termodindmica de buracos negros. Os
resultados referentes a essa parte se encontram no capitulo 5.

Na primeira secao desse capitulo (Secdo 5.1), investigamos as propriedades termo-
dindmicas de duas solucdes de buracos negros obtidas a partir do modelo de bumblebee, que
chamamos de métrica B e métrica C. Em ambos os casos, observamos que as modifica¢des de
viola¢do de Lorentz fornecem correcoes lineares para as quantidades termodinamicas estuda-
das: temperatura, entropia e capacidade térmica. Tais modificagdes sdo consequéncia direta
da modificacdo da geometria do espaco-tempo causada pela LSB. Para a métrica C, observa-
mos que a temperatura sofre uma diminui¢do como consequéncia da LSB, enquanto entropia
e capacidade térmica sofrem um aumento. Para a métrica B, a depender de condi¢des para a
distancia arbitraria, podemos ter uma diminui¢do da temperatura enquanto a entropia € a capa-
cidade térmica permanecem inalteradas, ou vice-versa. Esse resultado indica que, em algumas
situacdes, podemos recuperar parcialmente os resultados sem violagao.

Na secdo 5.2, investigamos, principalmente, a correlacio entre eventos de emissao
para um buraco negro rainbow. Para tanto, introduzimos efeitos de back-reaction ao método de
tunelamento quantico e calculamos a correc@o correspondente para a temperatura. Além disso,
obtivemos e analisamos numericamente a temperatura e entropia (nao-corrigidas), variagao da
entropia e correlagdo de eventos. Observamos que todos as quantidades tem corre¢des de rain-
bow mais expressivas quando M ~ /2, que corresponde ao remanescente desse buraco negro.
Em particular, vemos que nesse limite a correlacdo entre particulas emitidas € maxima, o que
indica que, logo antes do fim do processo de evaporacao, parte da informagao do buraco negro
¢ emitida.

Na segunda parte da tese, nos dedicamos ao estudo de como as correntes de No-
ether devido a difeomorfismos no contexto da Trindade Geométrica da Gravidade. Para tanto,
obtemos a forma geral das correntes de Noether e aplicamos a essas teorias. Em particular, a
corrente obtida na RG corresponde a expressao de Komar, como esperado. Além disso, propo-

mos como definir as cargas de energia e a entropia de buracos negros.
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