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RESUMO

No decorrer da histéria, muito se estudou sobre a algebra de variaveis aleatérias. Desde
soma a divisao, existem intimeros textos que analisam, elucidam e descrevem descobertas
que ajudam no avanco da ciéncia. Dentre estes assuntos, o produto de variaveis aleatorias
sempre ficou abaixo no quesito nimero de publicacoes. Até a metade do século XX,
ainda nao haviam encontrado um método geral de obtencao da funcao de densidade de
probabilidade (f.d.p.) do produto de n varidveis aleatérias, embora, até este momento na
historia, alguns autores ja tenham feito excelentes descobertas que influenciaram todos os
pesquisadores que vieram apos.

Com isto, o objetivo deste trabalho é analisar e compreender as caracteristicas que regem
o produto aleatério de variaveis aleatorias, desde uma revisao historica sobre o produto
até uma aplicagao dos resultados obtidos sobre o produto aleatorio de varidveis aleatérias,
sendo sua esperancga, variancia e f.d.p. Portanto, o mesmo se destina a contribuir um
pouco mais ao campo cientifico e comecar a desbravar uma area que se mostra muito

interessante e promissora.

Palavras-chave: Probabilidade. Algebra. Produto Aleatério.



ABSTRACT

Throughout history, much has been studied about the algebra of random variables. From
addition to division, there are countless texts that analyze, elucidate and describe discoveries
that are very important for the advancement of science. Among these subjects, the product
of random variables was always lower in the number of publications item. Until the
mid-twentieth century, still unpublished findings of formulas about this type of problem,
although some authors have already made discoveries that lead all researchers who sent
after.

With this, the objective of the work is analyzed and understood as characteristics that
vary according to the variables, from a historical review on the product to a review of the
results obtained on the random product, being its probability and variance. Therefore, it
is intended to contribute a little more to the scientific field and start to break new ground

in an area that is very interesting and promising.

Keywords: Probability. Algebra. Random Product.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo sera abordado o contexto historico do produto de variaveis

aleatorias, assim como apresentados os objetivos gerais e especificos do presente trabalho.

1.1 Contexto Histdrico

O produto de variaveis aleatorias sempre foi um assunto pertinente, mas pouco
estudado na literatura no decorrer da histéria se comparado com a soma e a diferenca
de varidveis aleatérias, por exemplo. Marinho (1980),! na sua dissertacao de mestrado
sobre a distribuicao exata do produto de varidveis aleatorias independentes qui, cita alguns
autores que considera serem os primeiros pesquisadores a trabalharem com esse tipo de
problemdtica: Craig (1936) e Huntington (1939). Outro autor muito importante para o
desenvolvimento do produto de varidveis aleatérias, segundo Springer (1979), foi Epstein
(1948). Na primeira linha do artigo escrito por Craig (1936), o autor faz a seguinte

indagacao:

“Dada a funcao de distribuicao de X e Y, o que se pode dizer da distribui¢ao
do produto XY?”

Com isso, 0 mesmo, no decorrer do texto, ressalta a baixa quantidade de literatura de ma-
tematica estatistica referente a essa questao e considera até este momento, especificamente,
duas varidveis normalmente distribuidas em seu estudo. Por outra perspectiva, Huntington
(1939), define um teorema que trata do produto de varidveis aleatérias independentes. O

autor escreve:

Teorema 1.1. 2 Suponha que a varidvel X é distribuida de acordo com a lei de probabilidade
Jo° f(x)dx = 1; e a varidvel y de acordo com a lei de probabilidade [5° g(y)dy =1, z ey

sao independentemente distribuidas. Entao, o produto u = xy serd distribuido de acordo

com a lei [¢° P(u)du =1, em que P(u) = [y~ f(u/y)g(y)(1/y)dy.

Anos depois, este método seria fundamental para a técnica que leva a Transfor-

mada de Mellin em consideragao. Por falar em Transformada de Mellin, Epstein (1948),

! Emerson Luis Lemos Marinho foi discente de graduacao em Estatistica pela Universidade Federal

do Ceard(1975), possui mestrado em Estatistica pela Universidade Estadual de Campinas(1980) e
doutorado em Economia pela Fundagao Getilio Vargas(1990). Atualmente é professor titular da
Universidade Federal do Ceard no CAEN.

Este texto foi adaptado com algumas modificagoes nas notagoes utilizadas.
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por sua vez, introduziu este conceito como uma ferramenta viavel no estudo do produto
e quociente de variaveis aleatérias. Ele conseguiu obter, com facilidade, a Func¢ao de
Densidade de Probabilidade (f.d.p.) do produto de duas normais padronizadas, por
exemplo. No entanto, seu trabalho ficou limitado apenas a duas variaveis aleatorias. Nao
obstante, em 1959, Schulz-Arenstorf e Morelock (1959) determinaram a f.d.p. do produto
de n varidveis aleatérias uniformes.

Durante um bom tempo, essa drea de estudo se mostrou sem grandes avancos
e com uma lacuna muito consideravel referente a uma forma generalizada de obtencao das
f.d.p. do produto de mais de duas variaveis aleatorias. No entanto, Springer e Thompson
(1966) apresentaram uma forma geral de obter uma f.d.p. de n varidveis aleatérias sem que
as mesmas fossem, necessariamente, nao-negativas e identicamente distribuidas utilizando
a generalizagao da ideia da Transformada de Mellin proposta por Epstein (1948).

No ambito computacional, Glen et al. (2004), utilizando o software MAPLE,
conseguiram desenvolver um algoritmo que computa a f.d.p. do produto de duas variaveis
aleatérias. Em seu artigo, os autores consideraram os casos em que as variaveis sao
independentes e podem ter as f.d.p definidas por partes.

Em suma, todos os autores citados foram e permanecem essenciais para o estudo
do produto de varidveis aleatorias e, com toda certeza, influenciaram muitos pesquisadores
e estudiosos no decorrer das décadas. Ainda, pode-se notar uma caracteristica em comum
durante todos esses anos de estudo: os nimeros de termos dos produtos nao sao aleatorios.
Dito isto, o objetivo geral do presente trabalho é investigar o cenario em que o nimero
de termos que regem os produtos de varidveis aleatérias sao, necessariamente, aleatérios.
O objetivo especifico é desenvolver um meio de obter a esperanca, variancia e f.d.p do
produto aleatério de variaveis aleatérias independentes.

Portanto, no Capitulo 1, foi descrito um pouco do contexto histérico, analisando
como o pensamento foi amadurecendo ao longo dos anos e se tornando mais complexo e
amplo. Nos Capitulos 2 e 3 sao descritas as técnicas utilizadas no produto de 2 varidveis
aleatorias, até casos mais complexos, considerando n varidveis aleatérias. O Capitulo
4 é dedicado a analise da esperanca, variancia e f.d.p do produto aleatorio de variaveis
aleatorias. E finalmente, no Capitulo 5, sao feitas as consideragoes finais e descritos

possiveis projetos futuros referentes ao tema estudado.
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2 A DENSIDADE DE PROBABILIDADE DO PRODUTO DE U = XY

Quando analisamos o produto de duas variaveis aleatorias continuas, sejam
elas independentes ou nao, notamos que existe, na literatura, uma forma que sintetiza a
resultante deste produto. De acordo com Mood (1974), sendo X e Y varidveis aleatérias
dependentes com func¢ao de densidade de probabilidade conjunta f.d.p.c. fxy(z,y), e
ainda, sendo U uma variavel aleatéria que denota o produto de X e Y, isto é, U = XY,

com f.d.p fy(u), a densidade de probabilidade de U pode ser compreendida como:
oo ]
fo(u) = /_oo Tl (a:, ;L> de, = #0. (2.1)
A equacao anterior pode ser obtida considerando o conceito de varidveis auxili-

ares, de tal modo que, sendo A uma variavel auxiliar, tal que, A = X, entao

r=a=w(ua) e y:g:wg(u,a), a # 0. (2.2)
a

O Jacobiano da transformagao é dado por:

ox 0 ox

A

Oy _1 dy_—u

ou  a Oa a2

em que a nao seja nulo. Com isso

] = |01L| (2.4)

Assim, a densidade de U = hy(X,Y) = XY e A = hy(X,Y) = X, com suporte

em B, é dada por:
9(u,a) = f(wi(u, a), wa(u,a)) |J| Ip(u,a)

! <a, Z) Is(u, a). (2.5)

-~ al

Portanto, a densidade de U é dada por

Ju(u) :/O:Owlb‘ <a, Z) da

o 1
= / ﬂ (x, u) dr, em quea = x. (2.6)
—oco | X

Para o caso em que X e Y forem independentes, temos que a funcao de
densidade de probablidade de U = XY ¢é dada por:

ot = [ o 1@ g () e 2.7
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2.1 Exemplos de aplicacao

Nesta secao, vamos analisar alguns exemplos de produtos de duas variaveis

aleatorias continuas levando em consideracao as técnicas apresentadas anteriormente.
2.1.1 FExzemplo 01: O produto de duas varidveis uniformemente distribuidas

Para iniciar nosso primeiro exemplo, consideremos X e Y variaveis aleatorias

independentes que seguem uma distribui¢ao uniforme no intervalo (0,1). Entao,

fx(x) =1(z) e fy(y) =Ly),

= I(
(0,1) (0,1)
e, ainda,
foer)(@,y) = Lz) L(y).
(0,1) (0,1)
Agora, Sendo U a variavel aleatoria que denota o produto de X e Y isto é,

U=XY,entao Y = % Logo, se
O<z<lel<y<l1
entao
0<zy <1,
o que implica que
0<U<L1L (2.8)

Portanto, pela Equacao 2.7,

fu(u) = /oo|x\fX (Z) dx
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2.1.2 FExzemplo 02: O produto de duas varidveis exponencialmente distribui-

das

Para o nosso segundo exemplo, desta vez, consideremos X e Y variaveis aleatorias

independentes que seguem uma distribui¢cao exponencial com A = 1. Entao,

Ix(z)=e"I(x) e fy(y) =e "I(y),

(0,00) (0,00)

e, ainda,

faxr(r,y) = e T(z) I(y).
(0,00) (0,00)

Agora, sendo U a variavel aleatéria que denota o produto de X e Y, isto é,

U=XY,entao Y = )U( Logo,
0<z<ooel<y<oo
o que implica que,
0<u<oo. (2.9)

Portanto,

fotw = [~ r@py () do
~ L)

)
o 1 u
= [/ —e” ") dy
0 @

Logo, a f.d.p de U, por este método, nao apresenta forma fechada. No entanto, ainda

I(u)
(0,00)

assim, podemos obter sua esperanca, que por definicao é tal que:

E(U) = /0 T fy(u)du

O que implica que,
o) oo 1 ()
E(U):/ u/ —e T2 )dx du
0 0 x

0 [e’s) 1 “
= / e~ / u — e =du dr.
0 0 z
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U
Como Y = X entao
o0 _ OOu u o0 .
]E(U):/ ex/ fewdudx:/ xe *d.
0 0o x 0

Podemos notar que [;°z e™* dx caracteriza a integral da gama generalizada (I.G.G)! com

a=2,b=1, ec=1, logo, com isso, temos que

2.1.3 FExemplo 03: O produto de duas varidveis aleatorias dependentes

Agora, neste exemplo, vamos considerar o caso em que as varidveis sao depen-
b )
dentes. Logo, a formula utilizada é diferente da usada nos exemplos anteriores. Sejam X e

Y varidveis aleatorias dependentes, tais que

[l y) =21(z) I(y)
0,1) (=,1)
e, ainda,
U=XY.

Analisando os suportes de f(x,y), temos que

O<x<l e z<y<l,

entao
O<zy<l—=0<u<l1
De acordo com a Equagao 2.1, temos que
o 1
fu(u) :/ — (x,u) de, z#0.
—oo |Z] x
Mas,

(z,1)

u
Analisando os suportes de f (:z:, ), podemos observar que
x

U
O<z<]l e z<—<1,
x

1 Ver Secdao A.1 no Apéndice A.
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entao,
u 2
r<— — <u — r<+\u
x
e, ainda,
u
-<1 = u<uza,
x
portanto,

u << \Ju.

Com isso, temos que,

2.1.4 Exemplo 04: O problema da chapa retangular de metal

Meyer (1983), define um problema referente ao produto de varidveis aleatérias:

(Exercicio 6.7) Suponha que as dimensdes, X e Y, de uma chapa retangular de
metal, possam ser consideradas varidveis aleatorias continuas independentes,

com as sequintes distribuicoes:
X : fX([L') = (ZL‘ — 1)](12}(1[’) + (3 — IL')I(Q;),)(IL’) e Y ~ U(2,4)
Ache a f.d.p da drea da chapa de U = XY.

Na resolucao deste problema, para a obten¢ao da densidade conjunta de X e Y,
podemos fazer o produto das fungoes fx(z) e Fy(y), visto que sao independentes, mas

temos que nos atentar para seus respectivos intervalos. Logo, se
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1
= 2<y<4
9 )

0, se outro caso.

0, se outro caso,

entao,

;o l<w<2 2<y<d

—J3—-
fxv(z,y) = 2T 2<ca<3 2<y<A

0, se outro caso,

Para a construcao da funcao de distribuicao acumulada de U, temos que dividir
a funcao em subintervalos, tais que:

Intervalo considerado: (-0co, 2)

Como se trata da f.d.a de U, entao, Fy(u) = 0.

Intervalo considerado: (2, 4)

Temos que:

2

u/2 rufz o — 1 uw/2q0 —1 /u 1w U
FU(u)—/1 /2 5 dydx—/1 5 (x—2>dx—2[4—uxln<2)—1]

Intervalo considerado: [4, 6)

Temos que:

u/4d pdp — 1 2 ufx p 1 u/2 ruf/x
Fy(u) :/ / T dydx—i—/ / z dydx—i—/ / 5 xdydac
1 2 2 u/4 J2 2 2 2 2
w? o ou 1 3u? 3u  w u., [u
= _— = — — _— _—— = 2 — —
(32 4+2>+[ 3 T )+2l”(4>]
2
pla-t T S—uln(Q) + 3ibln (g)]

_J_ou ?ln(Q) + 2uln(u)

Intervalo considerado: [6, 8)
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Temos que:

/ / v dydx—i—/ / v dydx—i—/ / 5 xdydm
u/4 2
U u 1 3u? 3u  wu
_vL — Y
(32 1 +2> +[ R A 2l" (4)1
()L
2'"\2) 272
u. [u 3u 3 u u?
=5t (5) + 3 (5) 5 - 55

Intervalo considerado: [8, 12)

Temos que:

u/4 3 u/x 3 —
/ / = de + / / —dyd:z:Jr / / dydz
u/4 J2 2

1 3u u? 3u 3u u 3u 9 3u?
=(3)+ <4—32‘4> [zl”@”zl"@ 1ot 321
u? 3u

3u U

Intervalo considerado: [12, oo)
Como se trata da f.d.a de U, entdo, Fy(u) = 1.

Finalmente, derivando cada parte de Fy(u) e, considerando seus respectivos

intervalos, temos que:

11w U

“ 2= = <

2[2 m(z) 1}’ 2su<d
3u u?

2——+in|—rx=|, 4<u<6
8 n<16\/§> !

folu) = 3V 3u 1 u <
[ 3 5% 6<u<8

0, se outro caso.

No préximo Capitulo, iremos generalizar o nimero de termos no produto de
variaveis aleatérias independentes. Primeiro iremos considerar n = 3 e, depois, para

qualquer n.
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Seja X1, Xo, ..., X, uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes, iden-

ticamente distribuidas e definidas sobre (2, F,P), isto é, espago de probabilidade, em

que € é o espaco amostral, F é uma sigma-algebra e P é uma funcao de probabilidade

associada, com média E(X) = p e variancia V(X) = o2. Agora, segundo Magalhaes (2015),

seja U, o produto destas n variaveis aleatérias, de tal modo que:

i=1
Propriedade 3.0.1. E(U,) = u"
Demonstragao. Aplicando a esperanga em U, temos que:

E(U,) = E(X, X, .. (HX)

Como as variaveis sao independentes, temos que:

Propriedade 3.0.2. E(U2) = (0% + p?)"

Demonstragdo. Aplicando a esperanca em U2, temos que:

B(U?) = B(X2X3 . (HX ) T E(x?),

=1

no entanto,
E(Uy) = V(Ua) +E*(Un),
portanto, aplicando a igualdade da Equagao 3.3 :

(V(X) +E*(X))

Il

S
Il
—

E(U)

(0% +12) = (0 + pi?)".

Il
s

E(U;)

.
I
A

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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Propriedade 3.0.3. V(U,) = (0% + p?)" — pu*"

Demonstracao. Podemos reescrever a variancia de U,, em funcao das esperancas de U,, de

tal modo que:
V(U,) = E(U?) — E*(U,). (3.4)

E, ainda, aplicando as Propriedades 3.0.1 e 3.0.2, temos que:

Logo,

V(Un) = E(U7) = EX(Uy) = (0% + p*)" — p*". (3.5)

3.1 O produto de 3 variaveis uniformemente distribuidas

Para iniciarmos as sessoes de exemplos deste capitulo vamos considerar n = 3,
tal que, sendo X7, Xy e X3 variaveis aleatérias continuas uniformemente distribuidas no
intervalo (0,1), temos que:

f(ﬂ?l, Ta, 173) = H(Il) ]I(ZL’Q) H(Ig)
(0,1) (0,1) (0,1)

Agora, utilizando as varidveis auxiliares que denotam os produtos entre X, X5 e X3, tais

que
Ul = X17
Uy = X1Xo,
Us = X1 X5X3,

temos as seguintes relagoes:

U =T — T1 =U = w1(U1,U2,U3)

Uz

Uy = ULy —» Ty = — = w2(u17u27u3)

Uy

Uus

U3 = Ugx3 — T3 = " = wz(ul,u2,u3)
2
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O Jacobiano da transformacao, assim como definido na Equacao 2.3, é dado

por
1 0 0
1
J = _Ug - 0 - 5
U% U1 tit:
U 1
0 —— —
Uy U
portanto,
1
g(ur,ug, u3) = Iy, uz,usz)
U U2 (O<us<ug<ui<1)
E, ainda,
uz ] 1
g(u, us) :/ dug = — T(uq,uz) .
0 UgU2 UL (0<ug<ui<1)
Finalmente,
ur ] U
gu, (u1) = / — duy = — = [(uy).
0 U Uy (0,1)

3.2 O produto de n variaveis uniformemente distribuidas

Agora, generalizando para n variaveis aleatorias, seja X1, X»,...,X,, uma
sequéncia de variaveis aleatérias independentes, uniformemente distribuidas no intervalo
(0,1). Ainda, seja

n

i=1

de tal modo que U, e X; sao independentes.
3.2.1 A funcao de densidade de probabilidade de U,

Para encontrar a f.d.p de U, temos que

n

In(U,) = In (ﬁ[l Xi> =3 In(Xy),

i=1

mas, como X; ~ U(0, 1), entao

—2In(X;) ~ *(2)L.

1 Ver Secdo A.2 no Apéndice A.



Portanto,
n

—2In(U,) = -2 In(X;) = zn: —21In(Xj;).

i=1

Considerando Z; = —21In(X;), entao,

n

=1

Analisando a fungao de distribuigdo acumulada (f.d.a) de Z, temos que

Fz(z) =P(Z < z2)
=P[-2In(X;) < 2]
=P (X >e?)
= Sx (e_%) =1-Fx (e_%) ,
em que Sx(e"2) é a funcdo de sobrevivéncia de X no ponto e~ 2.

Derivando a Equacao 3.7, temos que

= OF7(2) = 1e_%]l(z).

Logo, se de acordo com a Equagao 3.8,
Z ~x%(2),
entao,
> Z; ~ x*(2n).
i=1

Com isso, considerando V' = Y7 | Z;, entao

—2In(U,)

Il
<

<

U, B

I
o

Portanto,
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(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.10)



Derivando a Equacao 3.10, temos

S
5

fu,(u) =

(o))
S

| Do

fv(=2In(u))

) =2
I'(n)

2 [~21n(u))"!

r<n>

/N
D=

M‘MQH\D S

_@
I(n)
@t
=T %)‘

Para obter B, temos que analisar o suporte de V', de tal forma que

O<v< 4o

0< =<
7 +00

0<ez<l1

0<u<l.

Portanto, aplicando a Equacao 3.12 na Equagao 3.11, temos, finalmente,

fo () = 10O <>

L(n)  oa

3.2.2 A esperanca de U,

Por definicao,

E(U,) = /01 —u[llzl((z))]” du = F(ln) /01 —u[In(u)]" " du.

28

(3.11)

(3.12)

(3.13)

E considerando k = — In(u), entdo e™* = u. Logo, dk = —u~'du e du = —udk = —e *dk.

Ainda, analisando o limites de integracao, temos que

Se u— 0, entdo k= ML%[_ In(u)] = 400

Se u—1, entdo k=]-1In(1)] =0,
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logo, portanto,

1 e 1 e
E(U,) = —/ ek ok g = —/ it o2 g, 3.14
(Un) I'(n) Jo € ¢ I'(n) Jo ¢ ( )

Podemos notar que a Equagao 3.14 caracteriza a integral da gama generalizada (I.G.G)
com a =n,b=2, ec=1, logo, com isso

_ 1T 1
]E(Un)_m o =5 =2 (3.15)

Agora, se observarmos a Equagao 3.2
n a+b\" 1\" n
B0 = P = (“37) = () =2

O que reafirma a teoria vista no comeco do capitulo.

3.2.3 A wariancia de U,

De forma similar & esperanca, para a obtencao da variancia de U, temos que

encontrar E(U?), tal que

E(U7) = F(ln) /01 —u?[In(u)]" tdu = F(ln) /OOO El o3k g — (;)n _ g3
Logo,
V() = BU2) ~ E(Un) = - — 5.
3n 22
O que vai de concordancia com a Equagao 3.5, de tal modo que se
b—a)? 1
w00 = 12 L= 12
entao,

V(U,) =E(X»)" - E(X)* = ( 1 1 )” 1 1 1

e 3.16
22 92n — 3n 2on (3.16)

Logo, as igualdades referentes a variancia, assim como a esperanca, estao de

acordo com as calculadas.

3.3 O produto de n variaveis lognormais

Um fato sobre a familia de distribui¢cao lognormal é que a mesma é fechada

para o produto de variaveis aleatorias. Isto é, dado que as varidveis seguem a distribuicao
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lognormal, a resultante do produto destas variaveis serd uma variavel aleatoria que segue a
distribuigao lognormal. Com o objetivo de investigar essa caracteristica, vamos considerar

que
X; ~ LN(u;,0?), i=1,2
? [1,170'1»7 t=1,4,...,N.
Com isso, consideremos ainda,

i=1

Como X; ~ LN(p;,0?), entao, denotando Y; ~ N(p;,02) e S, = Y}, temos
i=1

que
X = 6YZ,
e, portanto,
U, = f[XZ = ﬁeyi = exp (iiﬁ) =exp (Sy) .
i=1 i=1 i=1
No entanto,

SnNN(/L:ZM,UQZZaZ-2>.
i=1

i=1

E, com isso,

Un

I[[X:~LN <M:Z[Li,0'2220'i2> . (3.17)
i=1

i=1 =1

Se considerarmos p; = p e 02 = 02, temos finalmente que

U, ~ LN (nu,no?). (3.18)
Os resultados obtidos nesta secao serao tteis no proximo Capitulo quando

formos investigar o que acontece com este produtério quando o numero de termos é

aleatorio. Isto é, N passa a ser uma variavel aleatoria que segue alguma distribuicao.
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4 O PRODUTO ALEATORIO DE VARIAVEIS ALEATORIAS

Muitas vezes torna-se dificultoso trabalhar apenas com as fungoes de proba-
bilidade, sejam elas de densidade (no caso continuo) ou de massa (no caso discreto).
Principalmente se tratando de dlgebra de variaveis aleatorias, como, por exemplo, a soma,
a diferenca, a razao e o produto. A fim de amenizar essas dificuldades, existem, na
literatura, as fungoes geradoras que conseguem caracterizar as variaveis aleatérias e, muitas

vezes, simplificar a algebra inerente a estas.

4.1 A Funcao Geradora de Probabilidade

De acordo com Wilf (1994), uma fungao geradora é um varal no qual penduramos
uma sequéncia de nimeros para exibicao. Por exemplo, se ag, a1, as, ... ¢ uma sequéncia

de nimeros reais e
Alt) =D ta,
i>0
converge em algum intervalo, entdo A(s) é uma fungao geradora da sequéncia a;.

Para o nosso caso de produto aleatério de varidveis aleatorias, existe uma
fungao geradora bastante 1til que ird nos dar suporte para os futuros calculos e resultados:
a fungao geradora de probabilidade (f.g.p). Segundo Johnson et al. (2005), seja N uma
variavel aleatéria inteira (nao-negativa) com funcao de massa de probabilidade (f.m.p)

P[N = n] e seja A seu suporte, entdo sua funcao f.g.p no ponto t é dada por:

Gy(t) =E(tY)=> t"P[N =n. (4.1)
A
4.2 Propriedades da funcao geradora de probabilidade

Iremos agora analisar algumas propriedades da f.g.p bastante tteis para a
andlise do produto aleatério de variaveis aleatérias. De acordo com Johnson et al. (2005),
a f.g.p. é definida pelas probabilidades. Com isso, temos que

- llajcw)

= | =012,
gt o Lo

As propriedades a seguir sao referentes a esperanga, variancia, assim como o

r-ésimo momento fatorial.



Propriedade 5.1. E(N) = 3G$;(1)
Demonstragao.
Gn(t) = E(t")
630 g v
o~ BN
9Gntl) _ gy 171y = B(W)
ot
aZGN(l) 8GN<1)
. "
Propriedade 5.2. E(N®) = o n x
Demonstracao.

OGN (1) N-1
o E(N V1)
TCnlY) _ g (v — 1) )

2t

PO _ gy — 1) 1972) — V(Y - 1)) = E(V?)

0%t

Mas,

portanto,

_Ga(1) | 9Gy(1) [8GN(1)

Propriedade 5.3. Var(N) = 2 T o

Demonstracao.

V(N) = E(N?) — E(N)>.

Mas, de acordo com as Equacoes 4.2 e 4.3, temos que

ot

_PGn(1) | 9GN(1) l

Var(N) = 52 + 9

—E(N).

32

(4.3)

(4.4)
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Propriedade 5.4. Gy(1) = 1, seja qual for a distribuigao de N.

Demonstracao.

Generalizando os resultados obtidos para o r-ésimo momento fatorial, caso ele

exista, temos que:

aGa]i(t) =E(N ")
82(;2];(75) =E(N(N —1) tV=2)
33(;?{; O _ m(v(v = 1)V — 2) 5%
‘9’"3{;(” “E(N(N = 1)(N —2)...(N -7 —1) t¥7)
Portanto,
(W:E(N(N—1)(N—2)~-(N—7"—1)),

¢ dito como 7r-ésimo momento fatorial.



34
4.3 O Produto Aleatério de Variaveis Aleatorias

Até o momento, todos os produtos que estudamos nesse trabalho tiveram
suas parcelas fixadas, isto é, o nimero de termos era constante. No entanto, agora,
iremos investigar um cenério diferente: o ntiimero de termos é aleatorio. Isto faz com que
nao saibamos, antes do experimento, quantas variaveis serao multiplicadas, tornando o

problema um tanto mais complexo.
4.3.1 A esperanca do produto aleatorio

Uma das primeiras caracteristicas que podemos analisar é a esperanca do
produto aleatoério. Para tal, iremos aplicar o mesmo raciocinio desenvolvido no Capitulo 3,
quando estavamos tratando de um n fixo. Partindo dessa igualdade e usando algumas
propriedades da esperanca condicional, podemos generalizar para um N aleatorio.

Portanto, sendo X1, X, ..., X varidveis aleatorias independentes e igualmente

distribuidas,

N
Un = HX’H

=1

a variavel aleatéria que denota o produto aleatério destas variaveis, e ainda, sendo N uma
variavel aleatoria nao-negativa independente de X, X, ..., Xy, entao temos que, quando
n é fixo,

E(Un|N = n) = E(X)".

Mas, aplicando a propriedade da esperanca condicional®, temos que
E[E(Un|IN =n)] = E(Uy),
ou seja,

E(Uy) = E[E(X)"].

Logo, sem perda de generalizacao, considerando que a estrutura que rege o produtoério é

aleatéria, podemos entender que

E[E(Un|N)] = E[E(X)"].

1 Ver Secdao A.3 no Apéndice A.
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E, ainda, de acordo com a Equacgao 4.1, a esperanca condicional anterior caracteriza a

fungao geradora de probabilidade de N no ponto E(X) e pode ser expressa como
E[E(Un|N)] = GN[E(X)].
Portanto, finalmente, temos que

E(Un) = Gny[E(X)]. (4.5)
4.3.2 A wariancia do produto aleatorio

De forma anéloga a se¢ao anterior, iremos utilizar os resultados obtidos quando
o numero de parcelas é fixo e, depois, generalizar para um N aleatério. Dito isto, temos

que, de acordo com a Equacgao 3.5,
V(UnIN =n) = [E(X?)]" - E(X)™,
e, sem perda de generalidade, podemos definir
V(UNIN) = [E(X)] —EX). (4.6)

No entanto, teremos que utilizar a propriedade da variancia condicional? para
obter a variancia de Uy quando o ntimero de termos é aleatério. Logo, podemos compre-

ender tal variancia sendo
V(Un) = VIE(Un|N)] + E[V(Un|N)] (4.7)
Logo, aplicando os resultados das Equagoes 4.5 e 4.6 na Equacao 4.7, temos que

V(Uy) = VIE(Ux|N)] + E[V(Uyn|N)]

—V [E(X)V] +E { [E(x)"
E

- (X0}
_ { [E(X)Nf} —E? [E(X)"] - E [E(X)™] +E { []E(XQ)}N}
— {[E(X2)]N} —{E[EX)Y] xE[EX)M]}.

Mas, de acordo com a Equacio 4.1,

E{[E(x?)"} = Gn [B(XY)] o E[BCOY] = Gy [EX)),

portanto, finalmente,
V(Uy) = G [E(X?)] - GY [E(X)) (48)
2 Ver Secdao A.4 no Apéndice A.
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4.4 O experimento do dado e da moeda

Com o intuito de ilustrar os resultados obtidos neste capitulo, vamos analisar
um experimento que, embora simples, consegue sintetizar o raciocinio e aplicacao das
igualdades obtidas. Portanto, consideremos o seguinte experimento: Uma pessoa tém em
suas maos um dado e uma moeda, ambos honestos. Primeiro, a pessoa joga a moeda para
cima. Se o resultado for cara (N = 1), significa que ela ird jogar o dado uma vez e anotar
a sua face. Se o resultado for coroa (N = 2), a pessoa ird jogar o dado duas vezes e anotar
o produto resultante das faces obtidas.

O experimento enunciado caracteriza um produto aleatoério, visto que nao
conseguimos prever o nimero de termos em cada rodada. Logo, considerando X a face do
dado obtida em cada jogada, N a face da moeda obtida em cada jogada,

N
Uy = [I X
i=1

e ainda, sendo X e N independentes, podemos supor que

N~ U(2),
X ~ U(6).

Isto é, N e X seguem uma distribuicao uniforme discreta de parametros 2 e 6, respectiva-

mente.
Com isso, temos que as funcoes de massa de probabilidade de N e X sao dadas
por
1
P(N=n)== I(n) e (4.9)
2 {12}
1
PX=z)== I(z) |, (4.10)
6 (1,2,3,4.5.6}
respectivamente.

Na Tabela 1, podemos observar a probabilidade de cada possivel resultado
de Uy. Podemos notar uma maior frequéncia para os menores nimeros, assim como
consequéncia uma maior probabilidade para os mesmos de acordo com a Figura 1. Isso se
da devido a natureza do experimento que parte de dois cendrios: o resultado cara ou coroa
da moeda. Logo, se o resultado for cara, teremos 6 possibilidades para Uy. No entanto,

se o resultado for coroa, teremos 36 resultados para Uy, incluindo os obtidos quando o



Uy Probabilidade | Uy Probabilidade
1 0,0972 | 12 0,0556
2 0,1111 | 15 0,0278
3 0,1111 | 16 0,0139
4 0,1250 | 18 0,0278
5 0,1111 | 20 0,0278
6 0,1389 | 24 0,0278
8 0,0278 | 25 0,0139
9 0,0139 | 30 0,0278
10 0,0278 | 36 0,0139

Tabela 1 — Tabela de Probabilidades de Uy
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resultado foi cara. A questao é: serd que, mesmo sem conhecer a lei de Uy, podemos obter

sua média e variancia? Observando os resultados deste capitulo, de acordo com a Equacao

4.5, temos que

E(Uy) = Gx[E(X)].

Mas, como X ~ U(6), entao sua esperanga ', por definigao é tal que

_6+1

B(X) =

3,5,

sua variancia? é

E, ainda,

E(X?) = V(X) +E(X)* =2,9167 + 3,5* = 15, 1667

Como N ~ U(2), entao sua f.g.p> pode ser expressa como

t1—t%)  t(1+8)(1—t) t(1+1)

Gu(t) = ~ ~ .
2(1—1t) 2(1—1t) 2

Ver Subsegdo A.5.1 no Apéndice A.

2 Ver Subsecdo A.5.2 no Apéndice A.
3 Ver Subsecdo A.5.3 no Apéndice A.

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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Logo, considerando as Equacoes 4.11 e 4.14, temos que

E(Uy) = Gu[E(X)] = E(X)[l;L]E(X)] _ 3,5[1;3, 5] _ 7,875,

E para variancia de Uy, de acordo com as Equacgoes 4.8, 4.11 e 4.13, temos que

V(Un) = Gy [E(X?)] - G} [E(X)]
_E(XY)[1+E(XY)] { (X)L +E(XY)] }
2 2
_ 15,1667(1 + 15,1667 {3, 5[1+3,5] }2

2 2
— 122,5977 — 62, 01562 = 60, 58212.

De forma ilustrativa, a fim de confrontar os resultados tedricos com os compu-
tacionais, foi realizado uma simulac@o. Utilizando o Software R Core Team (2021), 100.000
repetigoes do experimento foram simuladas. O pacote purrr, Henry e Wickham (2020), foi
utilizado para gerar aleatoriamente amostras da distribuicao uniforme com os parametros

antes discutidos.

Probabilidade
0.06 0.08
! !

0.04
|

0.02
|

T 1 T T 1 T T
2 15 18 20 24 30 36

o ‘ ‘ ‘
o
o

T T

9 1

Valores de y

Figura 1 — Probabilidades de cada resultado de Uy.

Na Tabela 2 podemos observar os resultados obtidos. Com isso, podemos
calcular a esperanca e variancia. Depois, comparar com os resultados discutidos neste

capitulo com os calculados. Portanto, temos que por defini¢ao, a esperanca pode ser obtida



de tal forma que

Uy = (1 x 0,09914) + (2 x 0,11067) + ... + (36 x 0,01385) = 7, 85.

A variancia de Uy ¢é tal que

Un Frequéncia P(Uy = u)

Un Frequéncia P(Uy = u)

1

9

10

9914

11067

11030

12478

11010

13970

2822

1431

2768

0,09914
0,11067
0,11030
0,12478
0,11010
0,13970
0,02822
0,01431

0,02768

12

15

16

18

20

24

25

30

36

5470

2758

1410

2838

2844

2786

1399

2620

1385

0,05470
0,02758
0,01410
0,02838
0,02844
0,02786
0,01399
0,02620

0,01385

39

(4.15)

Tabela 2 — Tabela de frequéncias e probabilidades das simula¢oes do experimento

of, = 60,0247.

(4.16)

Portanto, como podemos observar nos resultados anteriores, a teoria desenvol-

vida no Capitulo 5, consegue, de forma satisfatoria, se aproximar da esperanca e variancia

calculados computacionalmente. Logo, mesmo nao conhecendo a lei de Y, conseguimos

obter estas quantidades de forma funcional.

Ademais, também € interessante observar o comportamento da média e variancia

com numeros diferentes de simulagoes.
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Numero da Simulacao Numero de jogadas Média Variancia

1 100 7,35 93,3475
2 1.000 7,68 56,667
3 10.000 7,79 59,7639
4 50.000 7,89 60,6579
) 100.000 7,85 60,0247
6 200.000 7,84 60,1769
7 500.000 7,87 60,4475

Tabela 3 — Tabela de médias e variancias de diferentes simulacoes

Podemos observar que conforme o niimero de jogadas vai crescendo, os valores,
tanto da média quanto da variancia, vao tendendo para os obtidos com as Equagoes 4.5
e 4.8, assim também como representado na Figura 2. Isso significa que as igualdades
encontradas, da esperanca e variancia, para o produto aleatério, neste caso, funcionam de

forma consistente.
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Figura 2 — Médias e variancias das simulacoes.
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4.5 O produto aleatério de variaveis uniformes continuas

A fim de tornar o experimento anterior um tanto mais complexo, vamos
considerar que X ~ U(0, 1), isto é, agora a distribuicdo de X é continua e ndo mais
discreta. Ainda, iremos considerar o mesmo N do experimento anterior, logo, seus

resultados e sua relacao de independéncia com X; e X5 serao preservados.
4.5.1 Esperanca e variancia de Uy

Neste caso, temos que, por defini¢ao,

E(X) =+ =0,5 V(X)= 112 e E(X?) = ; (4.17)

Portanto, o valor esperado de Uy, neste caso é dado por:

E(Uy) = Gx[E(X)] = Gr(0,5) = 05(025“) - 2 — 0,375, (4.18)

O valor esperado de U%;, ¢ dado por:

1/1
n 33+l e
E(U2) = Gy[E(X?)] = Gy (3) -3 J_Z (4.19)
E, finalmente, a variancia de Uy, é tal que:
2 9 47
=EUxy) —E(Ux)?== - — = — 4.2

4.5.2 A funcao de densidade de probabilidade de Uy

Para obter sua f.d.p., iremos considerar Hy, (u) = H(u) sua fungao de distri-
buigao acumulada. Ainda, o suporte de Uy é o intervalo (0,1). Para 0 < u < 1 temos

que:

Hu)=PUy <u)=P(N=1,Uy <u)+P(N=2,Uy < u)

P(N =1) x P(Uy < u[N = 1) + P(N = 2) x P(Uy < u|N = 2)
P

(N=1)x P(X; < u|N =1) + P(N = 2) x P(X; X < u[N = 2).
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Como N, X; e X, sao independentes, temos que

Py, (u) + Sg[—In(u)]
5 ;

em que K = —In(X;) —In(Xy). (4.21)
Por defini¢ao, se K = —In(X;) — In(X3), entéo
K ~ Gama(2,1).
E ainda, considerando Y; = —In(X;) e Y2 = —In(Xy), entdo
Y1~ Exp(l) e Yo ~ Exp(l), independentes.
A f.d.p. de K é dada por

fre(k) = ke ™ 1(k),

0,00

e sua funcao de sobrevivéncia para k > 0 é tal que

SK(]{) = (/{Z + l)e_k.

Logo,
Skln(w)] = [—In(u) + 1]e™™ = [1 — In(u)] u. (4.22)
Em relagao a X, temos que sua fungao acumulada é dada por:
Fy, (z) =x. (4.23)
Portanto, Aplicando os resultados das Equagoes 4.22 e 4.23 na Equacgao 4.21,
temos que

_ Fx,(u) + Sk[=in(u)] w+[1—In(u)]u u[2-— ln(u)]

2 a 2 - 2

H(u)
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Derivando H (u), finalmente, temos que

B () = 2—In(u)—1 _1- In(u)

I(u 4.24
5 (571)) (4.24)

Para demonstrarmos que a Equagao 4.24 se trata de uma legitima f.d.p, temos

que, primeiro analisando seu suporte:
Demonstracao.

O<u<l
—o00 < In(u) <0
0 < —In(u) < oo

1 <1—In(u) < oo

Isso implica que o numerador de hy, (u) é sempre positivo no suporte. Agora, temos que

I:/Oll_l;b(u)du:;[/Dldu—i—/ol—ln(u)du} :;[1+/()1—ln(u)du]

Logo, fazendo a mudanca de varidavel tal que

v=—In(u), uw=e" du=—e "dv,
temos que
1 0 o0
/ —In(u)du = / ve '(=1)du = / ve 'du=T1(2) = 1.
0 —00 0
Portanto,
1 1 1
== [1+/ —ln(u)du} — S+ =1
2 0 2
O que caracteriza hy, (u) como uma legitima f.d.p. |

4.6 O produto aleatorio de variaveis lognormais

Como ja comentado no Capitulo 3, a familia lognormal é fechada para o produto
de variaveis aleatérias. Anteriormente investigamos o caso em que o produto de varidveis
lognormais possui um N fixo, mas agora, iremos analisar o fenomeno em que N é aleatério.
Para tal, vamos supor que N segue uma distribuicao geométrica com probabilidade p.
A varidvel aleatoria X, neste caso, ird seguir uma distribuicao lognormal com média u e

variancia o2.
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Portanto, se N ~ Geo(p), entao

{1,2,3,..}
Ainda,
N
Uy = [[ X,
i=1
Com isso temos que, a f.g.p' de N é dada por:
pt 1
Gy(t) = ——, |t| < —. 4.25
V) =7 < (425)

Por definicao, a esperanca de X pode ser definida como
L,
E(X) =exp (u + 2 ) : (4.26)
e, com 1sso,
E(X?) = exp (2u + 202> : (4.27)

Como ja vimos, de acordo na Equacao 4.5, a esperanca de Uy pode ser obtida

de tal forma que
1
E(Uy) = G[E(X)] = Gy [eap (n+ 50 ).

A condicao de existéncia de E(Uy) é dada por:

1, 1 1,

|t| = exp <,u+ —0 ) <- — <,u—|— —o ) < —log(q).

2 q 2

Logo,
L,
D exp (,u + 50 )

E(Ux) = L (4.28)
1—qexp <,u + 202>

De maneira anéloga,
E(Uy) = Gn[E(X?)] = Gnlexp(2p + 20°)]
A condigio de existéncia de E(U%) é dada por:

1
t| = exp (2,LL + 202) < p — p+o? < —log(2q).

L Ver Tabela 4 no Apéndice B.
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Portanto,

p exp (2u + 20?)

EWU 4.29
(Uy) = 1 —qexp(2u+ 202?) (4.29)
Finalmente, para obtermos a variancia de Uy, temos que:
1 2
2 o pexp(2u+20°) pexp (“ i 202>
V(Uy) =E(Uy) —E(Un)" = - (4.30)

1 —qexp(2u+202) 1—qexp (,U " 02>
2

Para calcularmos a f.d.p de Uy, vamos considerar H(u) como a fungao de
distribui¢do acumulada de Uy e F(u) como a fungao de distribui¢ao acumulada de U,

tais que
Hy,(u) =P(Uy <u) = Z[P’ =n,Unx < u)
_ZP P(U, < u)
_ZP n) Fy, (u)

HUN qun 1FUn( )

=1

Derivando Hy,, , temos que

huy (u qu" Yo, (w),

mas, como vimos no Capitulo 3, de acordo com a Equacao 3.18,
U, ~ LN (nu? no?),

portanto, temos que

huy (u qu - exp(—[log(u)_nw> I(uw). (4.31)
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5 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

No decorrer desde trabalho, investigamos um pouco da histéria do produto de
variaveis aleatorias, com teoremas e alguns exemplos que ilustram as ideias dos pesquisa-
dores da época. Na parte final do trabalho, percebemos que existe uma forma de calcular
os produtos aleatérios de varidveis aleatdrias, bem como suas caracteristicas (média e
variancia). Também podemos observar que a seguinte ideia somente funciona com variaveis
aleatorias positivas e nao foram estudadas formas nao paramétricas, visto que este ponto,
pode ser estudado em trabalhos futuros com intuito de generalizar ainda mais as ideias
aqui desenvolvidas.

Conseguimos, no presente trabalho, obter a f.d.p. do produto aleatério de
variaveis aleatorias lognormais. Outro ponto interessante a ser estudado é uma forma
de obtencao genérica de uma f.d.p dos produtos aleatérios. Para este fim, um estudo
ainda mais aprofundado é necessarios sobre transformacoes, funcoes e algebra de variaveis
aleatdrias.

A simulacao utilizada apresenta resultados satisfatérios que impulsionam a
pesquisa futura deste tema. Exemplos praticos sao necessarios para observar como estas
formulas obtidas se comportam com dados reais que respeitem as suposigoes apontadas.
Algumas areas como, biologia celular, andlise de crédito financeiro e probabilidade estocas-
tica, podem apresentar problemas 1teis levando em consideracao o produto aleatério de
variaveis aleatorias. Infelizmente, até a data do presente trabalho, nenhum problema real
deste tipo foi obtido para ser incluido aqui.

No mais, podemos convir que as ideias aqui desenvolvidas e os resultados
obtidos podem servir de suporte e passo inicial para futuros pesquisadores que tenham
interesse em trabalhar nesta area ou problemas em que as férmulas aqui desenvolvidas se

configurem necessarias.
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APENDICE A - DEMONSTRACOES

A.1 Integral da gama generalizada

Por defini¢ao, segundo Magalhaes (2015), a integral da gama é tal que:
I'(a) = / " e "dz, (A1)
0

Podemos ainda reescrevé-la, sem perda de generalidade, de tal forma que

1.G.G (a,b,c) = / e " dy, (A.2)
0
em que a,b,c > 0. Logo, considerando
1
w="bz’, du=cbzldr e dr=-—du
cheu e
téem-se que
ul Ulil
c c—1 1 c
r=—, du=cucbedr e dr=-—du.
be cbe

Aplicando a técnica de integragao por substituicao:

oo [ 4k a—1 yi-
I.G.G(a,b,c):/o ( 14) e ' ——du

be che
00 a—1 lfl
U ¢ Ue _
= — —e “du
0 b c COc
1 a_q _
= —a U e 16 udu
cbe Jo

Entao, por (A.1), temos que

e, finalmente,

emquea>0,b>0ec>0.

A.2 A transformacao da distribuicao uniforme para a distribuicao qui-quadrado

Se X é uma v.a. uniformemente distribuida no intervalo (0,1), entao sua f.d.p.

¢é dada por

x)) (A.3)
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Agora, considerando Y = —21In(X), temos que

Gy(y) =P(Y <y)
=P(—2In(X) <y)

)

:1—1@(){36*%):1—&(6*%).

SIS

:IP(XZe_

Derivando Gy (y) em relagdo a y, obtemos gy (y) tal que

0Gy(y) _ <_1> 73 fx(e72)

oy 2
1
gy (y) = 56‘511@)
A

Para encontrarmos o suporte A de gy (y), temos que analisar o suporte de X, de tal modo

que

0<z <l
—o0 < In(z) <0
0 < —2In(z) < o0

0 <y < oo.
Logo, A ={y € R|0 < y < oo}. Portanto,
gy (y) = e 2L(y). (A.4)

Podemos perceber que gy (y) ~ x?(2).

A.3 Esperanca condicional

Seja X e Y varidveis aleatorias com funcao densidade de probabilidade conjunta

dada por f(z,y) e marginais fx(x) e fy(y). Sabemos que E(Y|X) = h(X). Entao, temos
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b +o0
EE(Y|X)] = [ E(V]X)fx(2) da
- /_;OO /_J:O@/ fylz) fx(x) dy dx
- /+m/+ooyf(%y) dy dx

—/_;Ooy _+Oof(l’7y) dfr} dy
Z/fy fr(y) dy
—E(Y).

A.4 Variancia condicional

Vamos mostrar que E[V(Y|X)] = V(Y) — VIE(Y|X)]. Logo,

E[V(Y]X)] = E[E(Y?|X) — E*(Y|X)]
(

= E[E(Y?X)] — E[E*(Y|X)]
=E(Y?) - E[E*(Y]X)]
=V(Y) +E}Y) - E[E*(Y|X)]
=V(Y) - {E[E*(Y]X)] - E*(Y)}
= V(Y) — {E[E*(Y|X)] — E*[E(Y|X)]}
= V(Y) - VIE(Y|X)].
Ou seja, se
E[V(Y]|X)] = V(Y) — VIE(Y|X)],
entfo,

V(Y)=E[V(Y|X)] + VIE(Y|X)].
A.5 Caracteristicas da distribuicao uniforme discreta

Para as préximas subsegoes, iremos considerar que X ~ U(N), isto é, X segue
uma distribuicao uniforme discreta com parametro N constante. Logo, sua f.m.p é expressa

como

1
P(X = I(x
( ™) = Ny, 2?...,)1\/}
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A.5.1 Esperanca da distribuicao uniforme discreta

A esperanca de X pode ser demonstrada partindo da defini¢ao:

:;xIP’(X:x):; ]1[ Jb;x 1]\[(]\/2—1—1)
B(x) = ¥ 2“ (A.5)

A.5.2 Variancia da distribuicao uniforme discreta

A variancia de X pode ser demonstrada partindo do segundo momento central:

V(X) = E[(X — E(X))’] = E(X?) - E*(X),

mas,
SN I 1 N(N+1)(2N +1)
]EXQZ 27:7 2:7
(X% ;"EN N;’” N
E(X?) = (N+1)(2N +1)
Entao,

V(X) =

(N+1)(2N+1) [N+117 2(N+1)(2N+1) 3(N+1)?
6 _{ 2 ]_ 12 12

Colocando (N + 1) em evidéncia, temos que

_(N+1)@EN+2-3N—3) (N +1)(N-1)

V(X) =
12 12
N? -1
V(X) = A.
(X) =~ (A6)
A.5.3 f.g.p da distribuicao uniforme discreta
Partindo da definicao de f.g.p temos que
t) =E({l") = t* = = — = — R
X( ) ( ) ; ( I) Z N N ; (1 _ t)
t(1—¢V
Gx(t) = ( ) t#1 (A.7)

N1 —1)’



APENDICE B - TABELA DE DISTRIBUICOES DISCRETAS

Distribuicao

Funcao de Massa de Proba-
bilidade (f.m.p)

Func¢ao Geradora de Proba-
bilidade (f.g.p)

(1 —1tN)

Uniforme Discreta | f(z) = ~ I(z Gx=———=, t#1
() {172§...,)N} SN
Bernoulli | f(z) = p®¢' ~*I(x) Gx =q+pt
{0,1}
Binomial | f(x) = (Z)pxq”_“ I(x) Gx = (¢ +pt)"
{0,1,...,n}
() ()
Hipergeométrica | f(z) = ~~7 5 I(z) Nao utilizada.
(n) {0,1,...,n}
f)\)\x
Poisson | f(x) = ¢ p {]I(x)} Gx =MD
0.1,..
G I . p 1
eométrica | f(z) = pg* I(x) Gx=——, [t|<-
0,1,..} 1—qt
' 1
Binomial Negativa | f(z) = (r+i_1>prqx{]§(lx)} Gx = (1 fqt) , ] < p

Tabela 4 — Tabela de distribuicoes discretas e suas respectivas funcoes geradoras de
probabilidades.

52



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Contexto Histórico

	A densidade de probabilidade do produto de U = XY
	Exemplos de aplicação
	Exemplo 01: O produto de duas variáveis uniformemente distribuídas
	Exemplo 02: O produto de duas variáveis exponencialmente distribuídas
	Exemplo 03: O produto de duas variáveis aleatórias dependentes
	Exemplo 04: O problema da chapa retangular de metal


	O produto de variáveis aleatórias independentes
	O produto de 3 variáveis uniformemente distribuídas
	O produto de n variáveis uniformemente distribuídas
	A função de densidade de probabilidade de Un
	A esperança de Un
	A variância de Un

	O produto de n variáveis lognormais

	O Produto Aleatório de Variáveis Aleatórias
	A Função Geradora de Probabilidade
	Propriedades da função geradora de probabilidade
	O Produto Aleatório de Variáveis Aleatórias
	A esperança do produto aleatório
	A variância do produto aleatório

	O experimento do dado e da moeda
	O produto aleatório de variáveis uniformes contínuas
	Esperança e variância de UN
	A função de densidade de probabilidade de UN

	O produto aleatório de variáveis lognormais

	Conclusão e Trabalhos Futuros
	REFERÊNCIAS
	APÊNDICES
	Demonstrações
	Integral da gama generalizada
	A transformação da distribuição uniforme para a distribuição qui-quadrado
	Esperança condicional
	Variância condicional
	Características da distribuição uniforme discreta
	Esperança da distribuição uniforme discreta
	Variância da distribuição uniforme discreta
	f.g.p da distribuição uniforme discreta


	Tabela de distribuições discretas

