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RESUMO

Em diversas areas do conhecimento estdo presentes dados angulares. A andlise deste tipo de
observacdo é distinta da que é usada para dados lineares, ou seja, com suporte em R%. Neste
estudo foram apresentados conceitos, representagcdes graficas, assim como algumas estatisticas
resumo apropriadas para dados circulares. Além disso, o modelo probabilistico da distribui¢ao
Normal Circular foi estudado, visto que possui importantes propriedades tedricas e aplicacdes
praticas. Finalmente, foi realizado um estudo de simulagdo com a finalidade de explorar o

comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca da Normal Circular.

Palavras-chave: Dados circulares. Normal Circular. Medidas resumo. Estimadores de maxima

verossimilhanca.



ABSTRACT

Angular data are common in many research fields. The analysis of this type of observation is
different from that used for linear data, that is, with support in R?. In the present work were
presented concepts, graphical representations, as well as some summary statistics appropriate for
directional data. In addition, the circular normal distribution was studied, since it has important
theoretical properties and practical applications. Finally, a simulation study was carried out in

order to explore the behavior of the maximum likelihood estimators of circular normal.

Keywords: Circular data. Circular normal. Measures summary. Maximum Likelihood Estima-

tors.
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1 INTRODUCAO

A nomenclatura circular para dados circulares ou direcionais € usada para que haja
distin¢io dos dados lineares, os quais sio dados com dominio em R?. Medidas dadas em Angulos
constituem um tipo de dados circulares, contudo estes dados ndo sdo necessariamente registrados
inicialmente como angulos. Dados circulares ou direcionais ocorrem de inimeras formas, por
exemplo, as direcdes do vento, orientagdes e migracdes de passaros € animais, os horarios de
chegada dos pacientes em um hospital, a incidéncia de uma doenca ao longo do ano (em que
o calendario é considerado rel6gio do ano), estudos de mapas mentais, entre outros. Além
disso, a aplicacdo de dados circulares pode ser vista em diversos campos cientificos, como
em Demografia (COLEMAN; HASKEY, 1986) , Ornitologia (BERGIN, 1991), Psicologia
(MARDIA, 1972) , Biologia (BATSCHELET, 1981), entre outras areas.

Um dos trabalhos mais importantes sobre dados direcionais, a qual é amplamente
utilizada para resolver os problemas aplicados a este tipo de observacao foi introduzida por
Von Mises em 1918, na qual foi proposta a chamada distribui¢io Normal Circular ou Normal
Arqueada, sendo uma caracterizacdo andloga a distribui¢do normal.

Dados circulares ou direcionais sdo representados como pontos na circunferéncia
de um circulo unitdrio centrado na origem ou como vetores unitirios conectando a origem a
esses pontos, uma vez que uma dire¢ao ndo possui magnitude. Anédlogo a varidvel real, em que
cada valor define um ponto na reta, cada angulo define um ponto na circunferéncia do circulo
unitario. Entretanto, devido a natureza periddica dos dados circulares, medidas com respeito a
escolha de uma direcao zero arbitrdria e senso de rotacdo nos mostram a utilizar ferramentas e
medidas estatisticas que preservem estas caracteristicas. Dessa forma, diversos autores como
Mardia (1972), N. L. Fisher (1993), Mardia e Jupp (1999) e Jammalamadaka e SenGupta (2001)
fornecem métodos estatisticos para a andlise de dados circulares.

A andlise de dados circulares exige o uso de ferramentas e técnicas estatisticas espe-
cificas. Considere dois angulos, medidos em um experimento 345° e 15°, de forma que deseja-se
calcular a média destas observacdes. Utilizar os métodos usuais mais comuns pode torna-se
inadequado, visto que uma média aritmética simples destes dados é 180°, sendo diametralmente

oposta ao valor esperado. Dessa forma, torna-se uma medida equivocada.
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Figura 1 — Média aritmética dos angulos 345° ¢ 15°

Este trabalho tem como objetivo estudar e aplicar (manual e computacionalmente)
as medidas apropriadas para os dados circulares, como também abordar os conceitos estatisticos
da distribuicdo Normal Circular. Para ilustrar a teoria estudada, serdo apresentados os resul-
tados obtidos a partir das andlises quantitativas e graficas dos conjuntos de dados fisherB13c
do pacote circular e os dados biomédicos encontrado na plataforma UCI Machine Learning
Repository e alguns resultados obtidos em simulagdo (AGOSTINELLI; LUND, 2017; DHEERU;
TANISKIDOU, 2017)

A monografia encontra-se estruturada da seguinte forma. No Capitulo 2, apresen-
tamos os principais conceitos relacionados a dados circulares, como algumas representagdes
graficas e suas estatisticas resumo. No Capitulo 3, mostramos a distribui¢io Normal Circular,
como também alguns conceitos da distribui¢do e avaliar o desempenho dos estimadores de
maxima verossimilhancga dos pardmetros. No Capitulo 4, fizemos duas aplicacdes usando as esta-
tisticas resumo e a adequabilidade da distribui¢do Normal Circular para as varidveis circulares
dos dois conjuntos de dados. Posteriormente, estdo as conclusdes e anexos, como também os

apéndices que incluem os cédigos para a realizacdo do trabalho.
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2 DADOS CIRCULARES

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos relacionados a dados circulares,
assim como algumas representagdes graficas e estatistica resumo para este tipo de dados. As

estatisticas resumo serdo exemplificadas manual e computacionalmente.

2.1 Introducao

Observagoes circulares podem ser encontradas em distintas areas do conhecimento,
como por exemplo, na Biologia, Economia, Geografia, entre outras. Algumas aplica¢des nessas
areas sdo:

1. A dire¢do de uma abelha voando no campo coletando seu pdlen;
. A producdo de carro em determinado més;

2
3. Estudos de monitoramento usando latitudes e longitudes;
4. As direcdes do magnetismo remanescente;

5

. O ntimero de mortes devido a uma doenca em cada més durante anos.

Portanto, faz-se necessario o estudo de medidas que possam descrever corretamente
tais fendmenos, dado que as medidas estatisticas usuais associadas a dados com dominio em R?
podem ndo sdo viaveis para dados circulares (MARDIA, 1972).

Um dado de uma varidvel circular é composto por um determinado ponto P que
pertence a circunferéncia de um circulo unitrio de um sistema de coordenadas cartesianas que é
constituido por um vetor unitério em R%. A mesma observacio pode ser vista como um angulo ¢
formado pelo vetor ﬁ € 0 semi-eixo positivo 5? no sentido anti-horéario (Ver Figura 2). Portanto,
o par ordenado (x,y) pode ser representado por (rcos(y),rsen(y)) em coordenadas polares.

Na andlise de dados circulares ou direcionais € importante observarmos o sentido do
angulo e ndo a magnitude do vetor, uma vez que a mesma nos dd o comprimento do segmento
de reta e o sentido nos da o angulo que a reta forma com o eixo x. Portanto, por conveniéncia,
esses vetores podem ser considerados como unitdrios, isto €, o raio da circunferencia € igual a 1

(r =1 na Figura 1) (FISHER, 1993).
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Figura 2 — Relagdo entre coordenadas retangulares e polares.

2.2 Representacao grafica

Os dados circulares sdo representados por graficos e diagramas. Para dados agrupa-
dos a representacdo grafica € dada por histogramas circulares ou diagrama de rosas. O histograma
circular assemelha-se ao histograma usual, em que as barras representam as frequéncias de cada
classe, entretanto, para dados direcionais as bases de cada uma destas barras estdo sobre a
circunferéncia de um circulo unitdrio.

O diagrama de rosas € um tipo de histograma circular formado por setores cujas areas
sdo proporcionais as frequéncias de cada classe e os raios sdo proporcionais a raiz quadrada de
cada frequéncia (FISHER, 1993). Para dados nao agrupados, as observacdes sao representadas
por pontos na circunferéncia de um circulo unitario, sendo atribuida a mesma massa para cada

observagdo. Um exemplo € apresentado na Figura 3 (MARDIA, 1972).

Figura 3 — Pontos na circunferéncia de um circulo unitario para dados ndo agrupados.
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Exemplo 1 : Os dados da Tabela 1 representam os meses com seus respectivos
angulos e a frequéncia do nimero de ocorréncias de chuva de 1 segundo ou mais por hora nos
U.S.A 1908-37 (Dyck e Mattice, 1941). Cada dia do més que coresponde aos 365 dias do ano
equivale a 1°. Estes dados sdo utilizados para exemplificar a representacdo grafica dos dados

circulares.

Tabela 1 — O nimero de ocorréncias de chuva de 1 segundo ou mais por hora nos U.S.A 1908-37
(Dyck e Mattice, 1941)

Meses Angulos N“m‘i" 0 (.ie

Ocorréncias

Janeiro 0° - 30° 101

Fevereiro 30° F 60° 104

Marco 60° - 90° 231

Abril 90° + 120° 406

Maio 120° F 150° 683

Junho 150° F 180° 1225

Julho 180° F 210° 1475

Agosto  210° - 240° 1381

Setembro  240° - 270° 907

Outubro  270° F 300° 382

Novembro 300° - 330° 195

Dezembro 330° - 360° 145

Total 7235

£

.| [

Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

Meses

Figura 4 — Grafico de barras dos dados da Tabela 1
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a) Meses b) Radianos

Figura 5 — Diagrama de rosas dos dados da Tabela 1

2.3 Medidas descritivas

Dados direcionais tém suas proprias medidas estatisticas. Entretanto, € comum que
pensemos em usar as mesmas medidas utilizadas em dados lineares. No Exemplo 2 podemos
perceber a inadequacio de tais medidas para a andlise de dados circulares.

Exemplo 2: Medido da maneira padrdo, (com leste como dire¢@o zero e no sentido
anti-hordrio como o sentido positivo de rota¢@o), suponha que dois passaros voaram a 15° e 345°.

Calcular a média para estes dados JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001).

b :
s Y
i M,
N
!
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i e
e |
1snL = —
' — ]
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\\. ;,n’
\ s
- /

Figura 6 — Média aritmética dos angulos 15° e 345°

Como podemos ver na Figura 6 a média aritmética destes dados, considerando que as
duas observagdes apontam para o leste, é diametralmente oposta ao esperado, pois € direcionada
ao angulo de 180°. Dessa forma, a média aritmética pode nao ser uma medida adequada para

dados circulares.
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2.3.1 Medidas de tendéncia central

Medidas de posicao sdo valores que representam a tendéncia de aglomeragdo das
observacdes ou dados. Algumas medidas de tendéncia central importantes sdo: média, mediana

e moda. Vale ressaltar que, estas medidas sdo diferentes em comparacio aos dados em R2.

2.3.1.1 Média direcional

A partir do Exemplo 2, é perceptivel que a média aritmética dos dados ndo é uma
medida que indica o "centro" para um conjunto de observacdes direcionais. Uma medida
apropriada e significativa da direcdo média para um conjunto de direcdes que sdo unimodais,
¢ obtida tratando os dados como vetores unitdrios e usando a dire¢do do seu vetor resultante.

Seja 6; o dngulo que pertence a um circulo unitério referente a um ponto P; , paraj =1, ---,

C - . N — =
k . A média direcional ¥,, é definida como a direcdao do vetor resultante OP;, ---, OP;. As
coordenadas cartesianas associadas a P; sdo (cos(6;),sen(6;)),j =1, -+, k. Dessa forma, o

centro de gravidade desses pontos ¢ (C,S), em que,
- & cos(6; _ & sen(0;
cop o) g gsen(d)
= " ="
Ao analisar a Figura 7 com X, definida, vemos que:

C
cos(X,) = R © sen(x,) =

=l L

"
/

N /

Figura 7 — A média direcional %, e comprimento médio resultante R



Logo, X, é encontrado ao resolver a Equacio 2.1 em fungio de Se C,

S R Xo
== _sen(_ ) _ tan(%,)
C  Rcos(%,)
ou seja, a média direcional é dada por:
r S‘ _ _
arctan(é), §>0e C>0
r C=0e¢S5>0
? S
X, = { arctan (—_) +n, C<O0
¢
S — -
arctan (E) +2n, S<0eC>0
| Indefinido, C=0e S=0.
em que, )
71' < arctan S < 71:
2 C 2

n

n
A média direcional pode ser expressa em fungdo de C = Z cos(Bj)eS= Z sen(6;),
4 ]

J=1

21

2.1)

dessa forma sendo R = v/C2 + S2. A vantagem de utilizar C, S e R é que R € [0, 1]. No caso em

que X, € indefinida, temos que R=0, ou seja, C=0e S =0, isto nos mostra que as observa-

¢oes estao uniformemente distribuidas, dessa forma tem-se concentracdo minima ocasionando

variabilidade maxima.

Analogamente, note que X, como medida de tendéncia central possui propriedades

importantes. Se os dados forem deslocados para uma certa quantidade, o valor de X, também

muda na mesma quantidade. Para provar esta propriedade assume-se que 6’ = 0 + o, em que

a € R, portanto temos que,

sen(0) =sen(6 + o) = sen(0)cos(a) + sen( ) cos(H)

cos(0') = cos(0 + o) = cos(0) cos(or) —sen(H)sen(or)

consequentemente,
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& Z”: cos(6?) _ cos(at) z”: cos(6;) en(@) ¥ sen(6;)
= N = " =N
= cos(a)C —sen(a)§
= cos(a) cos(x,)R — sen(a)sen(x, )R
= Rcos(x, + a),
e
- i sen’iG}) _ cos(a) i sen}iej) +sen(o) ¥ cos’iej)
J=1 j=1 j=1

= cos(a)S +sen(a)C
= cos(ot)sen(%,)R + sen(a) cos(x,)R

= Rsen(%, + ).

Assim,

g < g’ )
X, = arctan | =
C/

_ Rsen(%, + )
~ Rcos(%, + @)
_ sen(X, + )
~ cos(%, + o)

= arctan(tan(%, + @))

=X, + O,

em que, X, ¢ a média direcional dos dados deslocados.

2.3.1.2 Dados ndo agrupados

Exemplo 3: A Tabela 2 representa as dire¢des de fuga de 15 pombos-correio,
langados a pouco mais de 16 quildometros ao noroeste de seu pombal, em que 1; sdo os angulos

transformados para radianos.
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Tabela 2 — Dire¢des de fuga de 15 pombos-correio, lancados a pouco mais de 16 quilometros ao
noroeste de seu pombal
0 n;_cos(n;) sen(n;)
85° 11,4835 0,0872  0,9962
135° 2,3561 -0,7071  0,7071
135° 2,3561 -0,7071  0,7071
140° 2,4434 -0,7660  0,6428
145° 2,5307 -0,8192  0,5736
150° 2,6179 -0,8660  0,5000
150° 2,6179 -0,8660  0,5000
150° 2,6179 -0,8660  0,5000
160° 2,7925 -0,9397  0,3420
200° 3,4906 -0,9397 -0,3420
210° 3,6651 -0,8660 -0,5000
220° 3,8397 -0,7660 -0,6428
225° 39269 -0,7071 -0,7071
270° 4,7123  0,0000 - 1,0000
285° 49741 0,2588 -0,9659
Total -9,4700  1,3109

Usando os dados da Tabela 2 temos que n = 15, C =-9,4700/15=-0,6313 e §=1,3109/15=
0,0874.

Além disso,

R=VCZ 132 =0,6373,
cos(%,) =C/R=—7,2237, e sen(%,) =S§/R=0,1371

Consequentemente, como C < 0e S <0, amédia direcional é dada por:

X, = arctan (%) +m=172,1186°

O pacote circular do software R (AGOSTINELLI; LUND, 2017) permite obter
diferentes estatisticas resumo para dados circulares. A média direcional para dados nao agrupados

pode ser obtida utilizando a funcao mean.circular do dito pacote.
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Média direcional da Tabela 2

> dados = circular(c(85,135,135,140,145,150,150,150, 160,
200,210,220,225,270,285), units = "degrees")

> mean.circular(dados)

Circular Data:

Type = angles

Units = degrees

Template = none

Modulo = asis

Zero = 0

Rotation = counter

[1] 172.1186

2.3.1.3 Dados agrupados

A média direcional para dados agrupados € obtida usando o ponto médio de cada
classe e sua respectiva frequéncia. Existem diferentes formas em que as observacdes podem ser
expostas, por exemplo:

1. Quando o intervalo dos angulos € (0°, 360°);
2. Quando o intervalo € de (0°, 180°);
3. Quando o periodo € expresso em tempo.

Para isso, as medidas C e S sdo multiplicadas pela frequéncia (f;) do intervalo de

classe. Entretanto, a média direcional dos dados é calculada da mesma forma que no caso dos

dados nao agrupados. Isto &,

n _ 1 & ~ _ _
Y ficos(6;), S=-=Y fisen(6;) e R=+VC>+8§.
j=1 "

J=1

C=

S | =

Exemplo 4: A Tabela 3 corresponde aos angulos de fuga de 714 patos britanicos
(adaptado de Matthews, 1961). Os dados se enquadram no primeiro caso, ou seja, estdo variando

de (0°, 360°).
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Tabela 3 — Angulos de fuga de 714 patos britinicos (adaptado de Matthews, 1961)

Direcado Frequéncia

0° = 20° 40
20° = 40° 22
40° = 60° 20
60° F  80° 9
80° + 100° 6
100° + 120° 3
120° = 140° 3
140° + 160° 1
160° + 180° 6
180° F 200° 3
200° = 220° 11
220° F 240° 22
240° F  260° 24
260° F 280° 58
280° = 300° 136
300° F 320° 138
320° = 340° 143
340° F  360° 69
Total 714

Na Tabela 4 apresentaremos os resultados obtidos das medidas necessdrias para

obtermos a média direcional para dados agrupados.

Usando os dados da Tabela 4, temos que n = 714 (soma das frequéncias), C =356,8315/714 =
0,4997 e §=-366,0377/714 =-0,5126.

Além disso,

R=VC?+5§2=0,7159,
cos(%,) =C/R=0,6981 e sen(%,) =S/R=—0,7160

Consequentemente, como C > 0 e § < 0, a média direcional é dada por:

S
X, = arctan (E) +27x =314,3°
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Tabela 4 — Resultados obtidos das medidas da Tabela 3
0 mj f fcos(n;) fsen(n;)

10 0,17 40 39,39 6,95
30 0,52 22 19,05 11,00
50 0,87 20 12,86 15,32
70 1,22 9 3,08 8,46
90 1,57 6 0,00 6,00
110 1,92 3 -1,03 2,82
130 2,27 3 -1,93 2,30
150 2,62 1 -0,87 0,50
170 2,97 6 -5,91 1,04
190 3,32 3 -2,95 -0,52
210 3,67 11 -9,53 -5,50
230 4,01 22 -14,14 -16,85
250 4,36 24 -8,21 -22,55
270 4,71 58 -0,00 -58,00

290 5,06 136 46,51 -127,80
310 5,41 138 88,70 -105,71

330 5,76 143 123,84 -71,50
350 6,11 69 67,95 -11,98
Total 714 356,8315 -366,0377

No software R a funcdo mean.circular nao esta implementada para calcular a média
direcional para dados agrupados. Portanto, foi implementada uma fungdo para obté-la. Os

codigos sdo apresentados no Apéndice A.

Média direcional da Tabela 3

> media.circ(dados,f)

[1] 314.2704

E possivel encontrar observa¢des em que os angulos variam somente no intervalo
de (0°, 180°), neste caso, temos que primeiramente dobrar os dngulos, ou seja , 6" = 26;.
Posteriormente, encontram-se os respectivos pontos médios de cada intervalo de classe associados
a 67 JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001) . As medidas C*, §* e &’ sdo quantidades
relativas a 6" que correspondem a C,Sex, . Portanto, a média direcional )E’O para 6; é obtida

por,

Ha possibilidade que o pesquisador tenha interesse em expressar a média em termos
de dias, por exemplo, a Tabela 1 que representa o nimero de ocorréncias de chuva de 1 segundo

ou mais por hora nos U.S.A 1908-37 nos 12 meses do ano. Dessa forma, € necessario que x,
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seja expresso em dias da seguinte forma,

KXo x 365
X,= ——
¢ 360
Equivalentemente, X, pode ser convertida em horas e minutos ao utilizar o fato que

1° equivale a 4 minutos.
2.3.1.4 Mediana

A dire¢do mediana & dos angulos 6y, 6,, - , 6, pode ser definida como um angulo
0, tal que:
e Metade das observagdes esteja no arco [0, 0 + 7);
e A maioria das observacdes esteja mais perto de 6 do que de 6 + 7.
E importante avaliar a ordem em que os dados estdo expostos, ou seja, é ajustada de
maneira angular. Dessa forma, quando o tamanho amostral n € impar, a dire¢do mediana € uma

~ . . n
das observagdes, mais especificamente a

- ésima observacgdo, sendo a primeira, a mais
distante de 0 pertencente a qualquer um dos dois arcos ([0, 6 + w) ou [0 =, 7)) . Quando n
€ par, € usual tomar a direcao mediana como ponto médio das duas observacdes apropriadas
(MARDIA, 1972).

Exemplo 5: Uma roleta foi autorizada a girar e suas posi¢des de parada foram
medidas em angulos com direcdo fixa. a mensuragdo dos nove ensaios foram 43°, 45°, 52°, 61°,

75°, 88°, 88°, 279°, 357°.

270

Figura 8 — Mediana para a mensuracio dos nove ensaios da roleta.

Pode-se observar que o nimero de observacdes € impar, dessa forma é selecionado

o angulo que divide as observacdes (de maneira angular) ao meio, ou seja, a mediana deste
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conjunto de dados é 52°.
A mediana circular para dados circulares pode ser obtida utilizando a fungao me-

dian.circular.

Mediana direcional dos nove ensaios da posigdo de parada de uma

roleta.

> dados = circular(c(43,45,52,61,75,88,88,279,357), units = "degrees")
> median.circular(dados)

Circular Data:

Type = angles

Units = degrees

Zero = 0

Rotation = counter

[1] 52

attr(,"medians")

[1] 52

2.3.1.5 Moda

A moda para dados direcionais agrupados € encontrada de forma semelhante aos

dados lineares. A férmula para encontrarmos a moda de um conjunto de dados € dada por

fO _fant
2f0 _fant _fpost

em que, 1 € o limite inferior da classe modal, fy € a frequéncia da classe modal, fuu; € fpos 30

Moda =1+

X h,

respectivamente as frequéncias das classes que antecedem e sucedem a classe modal, e 4 € a

amplitude do intervalo de classe (MARDIA, 1972).

Para encontrar a moda da Tabela 3, o primeiro passo € encontrar a classe modal, ou
seja, a classe (intervalo) que tem a maior frequéncia. Portanto, a maior concentragdo dos dados
estd no intervalo (320°,340°) com 143 observacdes. Dessa forma, a moda deste conjunto de

dados € dada por,

143 — 138

Moda =320+ =413 138 69 <

20,

dado que, 1 =320, fo = 143, fau = 138, fpos = 69, e h =20. Assim, a moda é 321,3°.
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2.3.2 Medidas de dispersdo

Uma maneira mais completa de apresentar os dados direcionais, além das medidas
de tendéncia central, é apresentar também uma medida de dispersdo. Estas medidas contém
informacdes que descrevem sobre até que ponto os valores da amostra estdo agrupados em torno
da média, entre outras finalidades. A seguir, introduziremos quantidades estatisticas tais como

amplitude , variancia e desvio circular (BATSCHELET, 1981).
2.3.2.1 Amplitude Circular

A amplitude circular é o comprimento do menor arco que contém todas as observa-
¢Oes. Para determinarmos a distancia circular inicialmente consideraremos os angulos 6y, -- -, 6;
de forma ordenada 6(1) < --- < 8(n). Os comprimentos de arco entre observagdes adjacentes

Sao0:

]}:6(i+1)—9(l~), i=1,---,n—1 € Tn:27l'—9(n)+9(1).
Dessa forma, a amplitude circular é dada por:
H =2n—max(Ty, -+ ,T)

Exemplo 7: A partir dos dados da Tabela 2 podemos encontrar a amplitude circular, dessa forma

temos que,
0; : 85°,135°,135°,140°, 145°,150°, 150°, 150°, 160°,200°,210°,220°,225°,270°,285°

o T; =135°-85°=50°
o Tp=135°-135°=0°
o T3=140° - 135° = 5°
o Ty=145° - 140° = 5°
o T5=150° - 145° = 5°
o Tg=150° - 150° = 0°
e Ty =160° - 150° = 10°
o Ty =200° - 160° = 40°
o Tip=210° - 200° = 10°
o Tjj =220°-210° = 10°
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Ty, = 225°-220° = 5°

Ti5 = 270° - 225° = 45°

Ti4 =285°-270°=15°

T, = Ti5 = 360° - 285° + 85 = 160°
Portanto, temos que H = 360° - 160° = 200°

A amplitude circular € obtida pela fun¢do range.circular.
x = circular(c(85,135,135,140,145,150,150,150,160,200,210,
220,225,270,285) ,units = "degrees")
> range.circular(x)
Circular Data:
Type = angles
Units = degrees
Zero = 0
Rotation = counter

[1] 200

2.3.2.2 Varidncia circular

Nao s6 o sentido ao do vetor resultante R fornece uma dire¢cdo média como acabamos
de observar, mas seu comprimento. Seja P; o ponto correspondente a 6; no circulo unitdrio e &
uma direcao fixa. Vamos supor inicialmente que ¢ = 0 e suponha que P € o ponto correspondente
no circulo. Uma medida da dispersdo circular entre P, e P € o menor dos dois angulos que 07@
faz com OP (MARDIA, 1972).

Ao analisar a Figura 9 vemos que,
6,' = min(@i,27r— 9,') =T — ’775— 9,"
Desde que 1 —cos(6;) é uma fungdo monotonicamente crescente de d; temos que,

1 n
:;; (1—cosd;)

¢ considerada a medida de dispersao dos pontos P;. Temos que ao mudarmos a dire¢do zero,

li (1 —cos(6;—))

Jj=1

3
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Figura 9 — Representacdo do i-ésimo ponto P; pertencente ao circulo unitério.

Por propriedade de minimizacao a dispersao W é minima quando o = X,,. Portanto

podemos escrever o valor de W sob X, por S, como,
1 ¢ _
= ——Z cos(6j—%,)) =1—-R
n :
A demonstracdo deste resultado encontra-se no Apéndice A.
em que, S, € a variancia circular e R é o comprimento médio resultante. Por fim,
0<S,<1

O conceito € andlogo ao da variancia de dados lineares, no sentido de que quanto
menor o valor da variancia circular, maior a concentra¢io nos dados.

A variancia direcional pode ser obtida pela fungdo var.circular.

Variadncia dos dados da Tabela 2

> dados = circular(c(85,135,135,140,145,150,150,150,160,
200,210,220,225,270,285), units = "degrees")
> var.circular (dados)

[1] 0.3626413

2.3.2.3 Desvio padrao circular

O desvio padrdo circular amostral é uma tranformacao da variancia S, definida por:

S
I
S

=(—2In(1-3S,)) (—2In(R))

O desvio padrao direcional pode ser obtido pela funcdo sd.circular.
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Desvio padrdo dos dados da Tabela 2

> dados = circular(c(85,135,135,140,145,150,150,150, 160,
200,210,220,225,270,285), units = "degrees")
> sd.circular(dados)

[1] 0.9491287

2.4 Distribuicoes Circulares

As distribui¢des circulares tedricas sdo ditas absolutamente continuas se existe uma
fun¢do densidade de probabilidade, isto €, uma fun¢do continua do angulo 6 que obedece as

seguintes regras:

1. f(6) =0
b2
2 [ f(e)de =1
3. f(0) = f(60+2nk),em que k € Z

2.5 Funcao distribuicao
Seja W uma varidvel aleatoria circular associada a um angulo 6 com suporte no
intervalo 0 < 8 < 27. Podemos definir a fun¢do de distribuicao F' de W pela equagao

F(O)=P(0<W<#), 0<6<2mw 2.2)

O angulo 0 estd restrito ao intervalo (0,27), entretanto podemos expandir o dominio

para toda a reta, de modo que
F(0+2m)—F(0)=1 6€R (2.3)

Propriedades:
o F(0)=0
e F(2m)=1
. /:2]‘(9)419 —F(61)—F(6), —oo< 8 <6 <oo

2.6 Momentos trigonométricos

Distribuicdes de probabilidade geralmente sdo descritas por seus momentos. O

primeiro momento € dado por U, ou seja, o valor esperado da varidvel aleatdria integravel X, ou
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seja, E(X) < . Entdo temos que,
p=EX) = [ xf(x,

u=EX?)= /prf(x)dx

Os momentos trigonométricos utilizados nas varidveis com dominio em R? sio
andlogos aos que serdo expostos para distribui¢des circulares, entretanto, momentos ordindrios
ndo podem ser aplicados devido a periodicidade envolvida na distribui¢do circular, portanto, um
novo tipo de momentos € definido (MARDIA, 1972).

A férmula de Euler mostra uma relagdo entre as fungdes trigonométricas seno e

cosseno com a funcdo exponencial, em que,
e"™ = cos(tx) +i sen(tx),em que € R

Portanto o primeiro momento trigonométrico circular amostral em torno da dire¢@o

zero é dado da seguinte forma,
mp = C+iS.

Podemos reescrever o primeiro momento amostral em fungfo do vetor resultante R e

a média direcional X,, em que

my = Rcos(x,) + iRsen(x,)

= R(cos(%,) + isen(¥,))
=R

iX,
e'Xo

Dessa forma, de maneira andloga, o momento trigonométrico circular populacional

de ordem p em torno da direcao zero é dado por,
my, =a,+ib,
em que,
j=1 j=1

Podemos definir o p-ésimo momento trigonométrico sobre a média direcional X,

como,
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O primeiro momento trignométrico (p = 1), é obtido com a fungdo trigonome-

tric.moment.

Primeiro momento trigonométrico dos dados da Tabela 2

> dados = circular(c(85,135,135,140,145,150,150,150,160,
200,210,220,225,270,285), units = "degrees")
> trigonometric.moment (dados)

$mu

Circular Data:

Type = angles

Units = degrees

Template = none

Modulo = asis

Zero = 0

Rotation = counter

[1] 172.1186

$cos

[1] -0.6313382

$sin

[1] 0.08739681

$p

[1] 1

$n

[1] 15

A fungdo trigonometric.moment retorna o p-ésimo momento trigonométrico amostral

desejado adicionando o valor de p.
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Segundo momento trigonométrico dos dados da Tabela 2

> dados = circular(c(85,135,135,140,145,150,150,150,160,
200,210,220,225,270,285), units = "degrees")
> trigonometric.moment(dados, p = 2)
$mu

Circular Data:

Type = angles

Units = degrees

Template = none

Modulo = asis

Zero = 0

Rotation = counter

[1] -71.07796

$cos

[1] 0.09137148

$sin

[1] -0.2665397

$p

[1] 2

$n

[1] 15

$call

trigonometric.moment(x = dados, p = 2)
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2.7 Funcao caracteristica

Seja Z uma varidvel aleatoria com os valores em um circulo unitdrio, vamos identifi-

car Z com uma varidvel aleatdria 6, em que
z=¢® 0<6<2n
Considere a seguinte funcdo andloga a linha real,
. 2z .
o) =E(e") = [~ 1 f(e),
0

em que, f(0) é a fungdo distribui¢do de 6.

Pela propriedade da funcao distribui¢ao dada em (2.2) podemos ver que,

2n 2z .
/ e(u(e+2n))f(6):/ 19 £(6),

0 0

sendo,
e27rlt _

=l,emque r€Z

Pela teoria das séries de Fourier para as funcdes periddicas podemos mostrar que é

suficiente tomar t como um inteiro. Portanto, a fungfo caracteristica ¢(¢) de 6 é definida por,

. 2r .
(pg(p):E(e’pg):/ P r(0), p=0+1,42,---.
0

Podemos reescrever a funcao caracteristica da seguinte forma,

sendo,
21
0, = B(cos(p0)) = [~ cos(p0)f(6)

27
By = E(sen(p0)) = [ sen(p0)/(6)

Assim, podemos notar as usuais propriedades de fungdes caracteristicas. Para maior

aprofundamento ver em (USHAKOV, 1999).
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3 DISTRIBUICAO NORMAL CIRCULAR

Um modelo estatistico para observagdes direcionais € a distribui¢do Normal Circular
ou arqueada, a qual € uma distribui¢do de probabilidade continua no circulo. Neste capitulo,
apresentamos alguns conceitos da distribuicdo como, a fun¢@o densidade, funcao distribui¢ao

acumulada, moda e os estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros.

3.1 Funcao Bessel

Uma familia de fungdes que € de extrema importancia neste estudo sdo as funcoes
de Bessel modificada do primeiro tipo de ordem p, em que foi definida pela primeira vez por

Daniel Bernoulli e generalizada por Friedrich Bessel e € dada por,

1

I)(x) = p /Onexp [k cos(x)] cos(px)dx

Se p =0, sabemos que cos(0x) = 1, entdo obtém-se a fun¢io I,(x) (ROBERT, 1922).

3.2 Funcao densidade de probabilidade

A funcdo densidade de probabilidade (fdp) de uma variavel aleatéria 6 com distri-

bui¢do normal circular € definida como:

1
£(8) = 57y exp[eos(8 — )] e (6). (1)

em que, K(k > 0) e u € [0,27) . Dizemos entdo que 6, dados u e k, tem distribui¢do
Normal Circular com angulo médio ( e pardmetro de concentracao k, sendo denotada por
0 ~ NC(u, x). A Figura 10 apresenta a forma da densidade da distribuicdo Normal Circular com
u = 0 e diferentes valores de k. Podemos observar que quando k — 0, a distribui¢io Normal
Circular converge para a distribui¢do circular uniforme no circulo (0, 27). Quando Kk — o=, a

distribui¢do converge para a distribui¢do degenerada no ponto 6 = u (FISHER, 1993).
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Figura 10 — Distribuicao Normal Circular para u = 0 e diferentes x.

As distribuicdes circulares obedecem as regras citadas na Secao 2.4, portanto deve-

mos provar que a Func¢do 3.1 € uma legitima funcdo densidade de probabilidade.

1. f(6) >0, paratodo 6 € [0,27]
Note que k >0e u € [0,27), assim € verdade que exp [kKcos(0 — )] > 0, dado que

I,(x) > 0. Portanto, implica que a densidade f é positiva.

2n 1
0 2nl,(x)

exp[kcos(6 —u)ldo =1

Para avaliarmos ser uma legitima funcdo densidade de probabilidade € necessario

integrar a fun¢do dentro do suporte. Ao utilizarmos a transformacio v =6 — u , temos que:

27 1 1 2r—u
o 27l (K) exp[kcos(v)]dv = 272l (%) /—u exp [k cos(v)]dv

A funcdo cosseno € periddica, assim podemos trocar o intervalo da integral que ndo
altera o resultado. Logo, como ja definida anteriormente, obtemos a fungdo bessel modificada
I,(x).

1

2r
m/o exp[kcos(v)]dv

Dessa forma,




39

3. f(0) = f(6 +2nk) para qualquer inteiro k

f(6) exp[kcos(6 — 1]

- 21l (K)
= 27tI(1,(K) exp[kcos((6 +2m) — u)]
Seja,
e cos((0+2m) —u) =cos(0 +2m)cos(u) +sen(6 + 2m)sen (i)
e cos(0+2m) = (cos(0)cos(2m) —sen(0)sen(27)) cos(u)
e sen(6 +27) = (sen(0)cos(2m) + cos(O)sen(2x))sen (1)
em que,
esen(2m) =0
e cos(2m) =1
portanto,

cos((6+2m) — ) =cos(0)cos(u) + sen(O)sen(u)

=cos(0 —u)
3.3 Funcao distribuicao acumulada

A funcdo distribui¢do acumulada da Normal Circular € dada por:

/Oxexp [Kcos(6 — )]
2nl,(K)

F(8)=PO<8)= de,

em que 0 < 0 < 27m. A Figura 11 apresenta a forma da funcao distribuicdo acumulada da Normal
Circular.
A funcdo densidade de probabilidade pode ser expressa como uma série de fungdes

de Bessel dada por:

16) = 3 (L,(x) “,,i] Iy(x)cos[p(0 —u)]) . (3:2)
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Figura 11 — Fun¢@o acumulada da Normal Circular para diferentes k.

Dessa forma, a funcao de distribui¢ao acumulada da normal circular € obtida pela

integracdo da Equacdo 3.2:

Fe) = [ Wim (mwzg Iy(K) cos[p(e—u)]> do

1 X o [
= S0 (/0 IO(K)+2P§/O Ip(K)COS[p(G—u)]>
1 N o Ip(K)sen[p(6 — )]
- 27l,(k) ( IO(K)+21§'1 p >

3.4 Moda

Seja 6 uma varidvel aleatéria continua com distribuicdo normal circular, a moda é
dada pelo ponto no qual a fun¢do de densidade de probabilidade dada em 3.1 € maxima, dessa

forma,
1

2nl,(x)

£(6)= expliccos(8 — )] [—ksen(8 — )],

I
o

para f'(6)
exp[kcos(6 — )] [—Kksen(6 — )] =0.

Quando 6 = u tem-se que U € o ponto critico da fun¢do. Se a segunda derivada
calculada no ponto critico for negativa tem-se o ponto de maximo, portanto, o préximo passo €

analisar a segunda derivada da funcdo para verificar o ponto critico encontrado,
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k(—Kxexp[kcos(@ — u)]sen?(8 — u) +exp[kcos(6 — )] cos(0 — )

99 9 — _
£7(6) ) ,
que avaliada em 6 = u, obtém-se
—Kexp|x]
(@)= ——— <0
(8 2nl,(K) <

Dessa forma, como a f”’(6) é menor que zero, entdo temos um ponto de maximo

que € a moda da distribui¢do.

3.5 Estimacao de parametros da distribuicio normal circular

Seja a funcdo densidade de probabilidade dada em 3.1, baseada em uma amostra
independente e identicamente distribuida, neste estudo iremos usar o método de maximo veros-
similhancga para estimar os parametros da distribuicao, entretanto existem estudos utilizando
outros métodos, como por exemplo o Método dos Momentos (SPURR; KOUTBEIY, 1991) ,
Estimacgdo Bayesiana (MURALIDHARAN; PARIKH, 2007), entre outros (ABEYASEKERA;
COLLETT, 1982). Portanto, a fungdo de verossimilhanca é dada por,

n
1
L(u;01,....6,) = | =——— K 0, —
(,Ll, 1 n) ZIZIZTL.I()O() exp[ COS( 1 [.L)]
1 " !
= K 0, —
(271.10(’()) eXp l:ZI COS( l ;u) 9
em que 6,...,0, ¢ uma amostra aleatdria simples de uma distribui¢do Normal Circular com

parametros i e K . Para encontrar o estimador de maxima verossimilhanga para u, devemos
encontrar o valor de u para o qual a fun¢@o de verossimilhanca é méxima. Aplicando a fun¢ao
logaritmo natural (In) na fun¢do de verossimilhanca L(p; 6, ..., 6,), temos que:
n
InL(p,61,...,6,) = —nIn(27m) —nln(l,(k)) + k) cos(6; — ).
i=1
Seja ¥, a média direcional dos dados temos que,
n —_
Z cos(6; — 1) = nRcos(x, — 1)
i=1

Logo,
InL(p,6,...,6,) = —nln(2w) —nin(l,(x)) + knR cos(x, — 1)

Observa-se que quando u = ¥, a fungdo tem seu ponto de médximo, pois cos(0) = 1. Assim

podemos afirmar que X, € o estimador de maxima verossimilhanga para u.
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Para a estimac¢do do parametro kK, temos:

JInL(x:6y,...,6,) —n , _ _
P = IO(K)IO(K) +nRcos(x, — 1)

Igualando a zero para encontrar o estimador que maximiza a fungao:

dInL(x;0q,...,6,)

=0
oK
Entao,
10_(@15(’%) +nRcos(%, — 1) =0
(k) = - LK) . '
Como I/(x) = I;(x), entdo: (%) = Aj(K). Ao substituir obtemos:
o
dInL(x;0,,...,0 _ )
nL( 812 n) = —nA(K) +nRcos(x, — [1)

E assim podemos encontrar o estimador de K,

—nA1(K)+nRcos(X, — 1) =0
= —nA(R)+nR
=n(—A1(K) +R)

—R=A,(k)

Ou seja, o estimador de x € dado por:

3.5.1 Simulacdo

Os resultados da Tabela 5 sdo referentes a 1000 simulagdes de amostras com distribui-
cdo normal circular de média t = 0,2 e K = 4 para analisar o comportamentos dos estimadores e
maéxima verossimilhanca de p e k. No Apéndice A podemos entender como foi feita a simulagao

da distribuicao.



Tabela 5 — Resultados das simulacdes para diferentes tamanhos amostrais

Tamanho amostral (n)

Resultados 10 20 50 100 200 500 1000
E(f1) 0,9658 04701 0,2007 0,1994 0,2011 0,1977  0,1990
E(i—u) 07658 0,2701 0,0007 -0,0005 0,0011 -0,0022 -0,0009
E(i—u)®> 44014 1,5374 0,0055 0,0029 0,0015 0,0005 0,0003
E(K) 5,6452 47537 4,2687 4,2081 4,1272 4,0958 4,0739
E(k—x) 1,6452 0,7537 0,2687 0,2081 0,1272 0,0958 0,0739
E(k—x)> 12,5184 34529 0,6980 03721 0,1576 0,0603 0,0300

Neste estudo de simulagcdo, podemos observar que os estimadores de maxima ve-
rossimilhanga dos parametros da distribuicao Normal Circular mostram um desempenho ruim
para pequenas amostras. Entretanto, aumentando o tamanho amostral podemos observar que
o estimador torna-se cada vez mais proximo do valor real do pardmetro. Assumindo-se que
a fungdo de verossimilhanca satisfaz algumas propriedades matematicas bdsicas, a partir dos
resultados obtidos podemos classificar os estimadores como consistentes. Outros estudos de

simulacdo foram desenvolvidos com diferentes valores dos pardmetros para o angulo médio e a

concentracdo. Nestes estudos os resultados foram equivalentes.
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4 RESULTADOS

Uma anélise descritiva para os dados direcionais utilizando o software R foi aplicada
ao conjunto de dados fisherB13 do pacote circular. Estas observagdes sdo provenientes de
orientacdes dos cupinzeiros de Amitermes Laurensis em 14 locais em Cape York Penisula, North
Queensland. Além disso, a andlise descritiva também foi aplicada ao conjunto de dados biomédi-
cos construido pelo Dr. Henrique da Mota, médico especialista em coluna vertebral, encontrado
no UCI Machine Learning Repository. O objetivo € estudar e analisar as estatisticas resumo da
varidvel circular para cada localidade individualmente, como também as representacdes graficas

e adequabilidade dos dados a distribuicio Normal Circular.

4.1 fisherBl3c

A Tabela 6 mostra as seis primeiras orientacdes dos cupinzeiros de Amitermes

Laurensis em 14 locais em Cape York Penisula, North Queensland.

Tabela 6 — As seis primeiras observagdes, em graus, do conjunto de dados fisherB13c para as 14

localidades.

Locall Local2 Local3 --- Local 13 Local 14
1 161 161 194 ... 196 180
2 182 182 188 --- 196 196
3 179 179 166 --- 180 192
4 193 193 185 --- 182 190
5 164 164 191 --- 180 162
6 166 166 184 --- 186 182

A Tabela 7 apresenta as estatisticas resumo usuais para as 14 localidades do banco
de dados. A partir dos resultados obtidos das medidas de posicdo e dispersao das 14 localidades
podemos observar que a localidade 10 é a mais homogénea em relagdo a varidncia e desvio

padrdo. Ja a localidade 1 possui alta variabilidade comparada com as demais.



45

Tabela 7 — Estatistica resumo usual para as localidades do conjunto de dados fisherB13.

n Média Mediana Variancia Desvio padrao

Local 1 100 182,82 180  1027,28 32,05
Local2 50 171,08 173 275,14 16,59
Local 3 50 174,64 173,50 198,56 14,09
Local4 50 171,58 171 201,68 14,20
Local5 50 172,82 173 237,17 15,40
Local6 50 177,82 177,50 134,56 11,60
Local 7 66 173,76 173,50 300,22 17,33
Local 8 48 174,44 177 412,08 20,30
Local9 100 173,45 173 280,35 16,74
Local 10 50 172,50 172 85,77 9,26
Local 11 37 184,42 182,50 99,08 9,95
Local 12 31 176,19 178 293,09 17,12
Local 13 132 182,05 181 137,17 11,71
Local 14 92 179,36 178,50 167,22 12,93

A Figura 12 representa o grafico de barras para a localidade 1. A frequéncia decresce
rapidamente em um dos lados, produzindo assim, uma calda mais longa. Podemos ver assimetria
positiva dos dados. Uma medida de dispersao importante a ser analisada para esta localidade € a
variancia, visto que a quantifica¢do indica que os valores estdo distantes da média, assim ndo ha

indicios de normalidade dos dados.

Figura 12 — Griéfico de barras para a localidade 1
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A Figura 13 representa o grafico de barras para a localidade 9. Uma caracteristica
importante para a andlise desta localidade € a proximidade entre e a moda e a mediana dos dados.
H4 maior concentracdo dos dados a partir do centro, o que indica simetria. A representacao
grifica e estatistica resumo usual dos dados da localidade 9 indica que temos indicios de

normalidade.

Figura 13 — Gréfico de barras para a localidade 9.
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Entretanto, faz-se necessario analisar os dados de natureza angular, assim, para as
andlises posteriores utilizaremos o conjunto de dados fisherB13c. Analogamente, verificaremos
a adequabilidade dos dados a distribui¢io Normal Circular.

As estatisticas resumo sao calculadas por meio das fungdes dispostas no pacote
circular e fornecidas nas Tabelas 8 € 9. A interpretacdo das estatisticas resumo para dados
circulares € andloga as lineares.

Tabela 8 — Sumadrio das estatisticas resumo para o conjunto de dados fisherB13c para as localida-
desla7.

Locall Local2 Local3 Local4 Local5 Local6 Local7

n 100 50 50 50 50 50 66
R 0,14 0,03 0,07 0,09 0,04 0,04 0,18
X, -177,20 171,22 174,66 171,50 172,86 177,80 174,07
T 242 81 65 59 82 54 94
So 0,12 0,04 0,03 0,03 0,03 0,02 0,04

c 0,50 0,29 0,24 0,25 0,27 0,20 0,30
my 1,29 -16,75 -10,56 -17,46 -14,00 -4,54  -10,14
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Tabela 9 — Sumario das estatisticas resumo para o conjunto de dados fisherB13c para as localida-
des 8 a 14.

Local 8 Local9 Local 10 Local 11 Local 12 Local 13 Local 14

n 48 100 50 37 31 132 92
R 0,03 0,08 0,06 0,04 0,05 0,04 0,08
X, 174,33 173,40 172,50  -175,63 176,30  -178,01 179,39
T 137 82 55 50 104 88 83
So 0,06 0,04 0,01 0,01 0,04 0,02 0,02
o 0,34 0,29 0,16 0,17 0,29 0,20 0,22
my -11,50  -13,55 -15,02 8,43 -6,71 3,66 -1,06

Utilizando a funcao pp.plot, obtemos a distribuicdo empirica de um conjunto de
dados contra a funcao de distribui¢do da Normal Circular. Portanto, podemos avaliar a ade-
quabilidade dos dados a distribuicdo citada, ou seja, quanto mais proximo da reta, poderemos
supor normalidade circular. A Figura 14 representa o grifico de dispersdo, diagrama de rosas e
PP-plot para a localidade 1, podemos notar que os dados ndo apresentam normalidade circular.
Entretanto, na Figura 15 que apresentam as mesmas representacoes graficas para a localidade 9,

podemos supor normalidade circular para os dados.

Figura 14 — Grafico de dispersdo, diagrama de rosas e PP-plot para a localidade 1.
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Figura 15 — Grafico de dispersdo, diagrama de rosas e PP-plot para a localidade 9.
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Adicionalmente, foi feito o teste de normalidade circular (Watson’s Test) para

verificar o inferido na parte grafica. Podemos observar na Tabela 10 que a estatistica do teste

foi maior que o valor critico, dessa forma rejeita-se a hipdtese de normalidade circular. Para a

localidade 9, como visto na Tabela 11, o teste ndo rejeitou a hipétese de normalidade circular,

sendo o valor critico menor que a estatistica. Para mais esclarecimentos sobre o teste, ver

JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001), por exemplo,

Tabela 10 — Teste Watson de normalidade circular para a localidade 1

Teste Watson para a distribuicio Normal Circular

Estatistica do teste 0,2214
Valor critico ! 0,113

Tabela 11 — Teste Watson de normalidade circular para a localidade 9

Teste Watson para a distribuicio Normal Circular

Estatistica do teste 0,0428
Valor critico 2 0,117

Nivel de significancia: 0,05

2 Nivel de significancia: 0,05



4.2 UCI Machine Learning Repository - dados biomédicos

O conjunto de dados biomédicos construido pelo Dr. Henrique da Mota, médico
especialista em coluna vertebral, possui seis atributos biomecénicos derivados da forma e
orientacdo da pelve e coluna lombar para cada paciente, sdo estes nesta ordem, incidéncia pélvica
(X1), inclinagdo pélvica (X3), angulo da lordose lombar (X3), inclinagdo sacral (X4 ), raio pélvico
(X5) e grau de espondilolistese (Xg). A seguinte convengdo € usada para os rétulos de classe:
DH (Hérnia de Disco), Espondilolistese (SL), Normal (NO) e Anormal (AB). Neste estudo, o
atributo biomecanico analisado € o angulo de lordose lombar para a classe AB. A Tabela 12

apresenta as cinco primeiras observacoes dos seis atributos biomecanicos da classe AB.

Tabela 12 — As cinco primeiras observacdes das varidveis descritas anteriormente para a classe

AB do conjunto de dados.

X, X2 X3 Xi X5 X X
63 22,6 39,6 405 98,7 -025 AB
39,1 10,1 25 29 114 4,56 AB
68,8 222 50,1 46,6 106 -3,53 AB
69,3 24,6 443 446 102 112 AB
49,7 9,65 28,3 40,1 108 7,92 AB

A Tabela 13 apresenta as estatisticas resumo para a varidvel lordose lombar. A partir
destas medidas podemos observar um certo grau de variabilidade dos dados. Além disso, a média

e mediana direcional ndo estdo tdo proximas, o que pode indicar ndo normalidade dos dados.

Tabela 13 — Sumario das estatisticas resumo da varidvel lordose lombar.

A Figura 16 representa grafico de dispersao, diagrama de rosas e PP-plot para a
variavel lordose lombar. Podemos notar que os dados nao apresentam normalidade circular ao

compararmos a distribui¢do empirica dos dados e o melhor ajuste da distribuicao.

Lordose lombar

Nuown ! 3

Q&

310
51,74
49,56

111.74
0,05
0,32
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Figura 16 — Grafico de dispersdo, diagrama de rosas e PP-plot para a varidvel lordose lombar.
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Adicionalmente, foi feito o teste de normalidade circular para verificar o inferido na

parte gréfica da varidvel. Dessa forma, podemos observar na Tabela 14 que a estatistica do teste

foi maior que o valor critico, dessa forma rejeita-se a hipétese de normalidade circular para a

variavel lordose lombar.

Tabela 14 — Teste Watson de normalidade circular para a varidvel lordose lombar

Teste Watson para a distribuicao Normal Circular

Estatistica do teste
Valor critico 3

0,2782
0,117

3 Nivel de significancia: 0,05
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Pode-se notar que, de fato, € necessario o uso de uma andlise estatistica adequada
para dados circulares, bem como novos modelos probabilisticos. Além disso, € imprescindivel
evitar possiveis erros de andlise em diversas dreas do conhecimento.

O estudo de simulagdo para os estimadores de maxima verossimilhanca dos parame-
tros da distribuicdo Normal Circular nos mostram as similaridades com a distribuicdo Normal na
reta. Além disso, a interpretacio das estatisticas resumo e das representacdes graficas para dados
circulares s@o similares aos dados lineares, o que nos possibilita maior facilidade.

Neste trabalho, a adequabilidade da distribuicdo Normal Circular para o conjunto de
dados do pacote circular realizada através das andlises descritivas e utilizando a representagcdo
grafica do PP-plot foi razodvel para algumas das localidades, entretanto, para o conjunto de
dados biomédicos a distribuicao nao foi adequada. Dessa forma, faz-se necessario estudar
outras distribui¢des circulares para que possamos reconhecer a distribui¢do adequada para as
observacdes. Portanto, para trabalhos futuros, a pretensio € elaborar uma familia de distribui¢des
circulares como tentativa de abranger possiveis conjunto de dados obtendo resultados eficientes

€ precisos.
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APENDICE A — CODIGOS PARA OS GRAFICOS E MEDIDAS DESCRITIVAS

PROVA:

1 & s _ _
- Z cos(6;, —X,) = — Z cos 0 cosx, + seansenxo)
i3 i=1

:

[l
@)

cos(%,) + Ssen(x,)

Rcos*(%,) + Rsen?(%,)

Il
=i

PROVA:

Z{cos (6;—u) = i‘i(cos(&)cos(u) +sen(6;)sen(ut))

=cos(u) Z cos(6;) +sen(u Z sen(
i=1

=cos(u) (g icos(&)) +sen(u) (g Z sen(@i))
= cos(u)nC + sen(p)nS

= cos(()nR cos(x,) +sen(u)nRsen(x,)

= nR(cos(t) cos(¥x,) + sen()sen(x,))

=nRcos(x, — 1)

install.packages("circular")
install.packages("NISTunits", dependencies = TRUE)
install.packages("xtable")

library(xtable)

library(circular)

library(NISTunits)

## Grafico da densidade

x = seq(-pi, pi, by = 0.01)

plot(x = x, y = dvonmises(x,circular(0),0),type="1",ylim=c(0,1),
ylab = "Fung3o densidade", xaxt="none")

axis(side=2)

axis(side=1, at=c(-pi, -pi/2, -pi/4, 0 ,pi/4, pi/2, pi)
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labels=expression(-pi, -pi/2, -pi/4, 0, pi/4, pi/2, pi))

lines(x dvonmises(x,circular(0),1), col "red", add=T)

X, ¥

lines(x = x, y = dvonmises(x,circular(0),2), col "green", add=T)

lines(x = x, y = dvonmises(x,circular(0),4),col = "blue", add=T)

legend(2, 0.9, legend=c(expression(paste(kappa, " =", 0)),
expression(paste(kappa, " =", 1)),
expression(paste(kappa, " =", 2)),
expression(paste(kappa, " =", 4))),

col=c("black", "red", "green", "blue"), lty=c("solid", "solid",
"solid","solid"), cex=0.8, bty="n")

## Grafico da acumulada

x = seq(-pi, pi, by = 0.01)

plot(x = x, y = pvonmises(x,circular(0),0),type="1",ylim=c(0,1),
ylab = "Fungdo acumulada", xaxt="none")

axis(side=2)

axis(side=1, at=c(-pi, -pi/2, -pi/4, 0 ,pi/4, pi/2, pi)
labels=expression(-pi, -pi/2, -pi/4, 0, pi/4, pi/2, pi))

lines(x = x, y = pvonmises(x,circular(0),1), col = "red", add=T)
lines(x = x, y = pvonmises(x,circular(0),2), col = "green", add=T)
lines(x = x, y = pvonmises(x,circular(0),4),col = "blue", add=T)
legend(2, 0.5, legend=c(expression(paste(kappa, " =", 0)),
expression(paste(kappa, " =", 1)),
expression(paste(kappa, " =", 2)),
expression(paste(kappa, " =", 4))),

col=c("black", "red", "green", "blue"),
lty=c("solid”, "solid", "solid","solid"),

cex=0.8, bty="n")
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## Média direcional para dados agrupados
mediacirc=function(x, f = 1){
mu=0
s=sum(f*sin(x))
c=sum(f*cos(x))
arc=atan(s/c)
if(s>=0 && c>0){
mu=arc
Yelse {
if (c<0){
mu=arc+pi
Yelsed{
if (s<0 && c>0){

mu=arc+2%*pi

}
return(mu)
}
dados = ¢(10,30,50,70,90,110,130,150,170,190,210,230,250,270,290,310,330,350)
f = c(40,22,20,9,6,3,3,1,6,3,11,22,24,58,136,138,143,69)
media.circ(dados,f)

[1] 314.2704



## Simulacgéo
n = 1000
mu = kappa = NULL
m=0.2
k=4
for (i in 1:1000) {
set.seed(1003*i + 1997%*n)
x = rvonmises(n, circular(m), k)
mu = c(mu,mean.circular(x))
kappa = c(kappa, Alinv(mean(cos(x - mean.circular(x)))))
}
c(mean(mu), mean(mu - m), mean((mu - m)~2))

c (mean(kappa), mean(kappa - k), mean((kappa - k)~2))
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APENDICE B - CODIGOS UTILIZADOS NA APLICACAO

install.packages("circular")
install.packages("ggplot2")
library(ggplot2)
library(circular)
data(fisherB13c)

str(fisherB13c)

## Andlise descritiva linear

n = medial = medianal = varl = dpl = O

for (i in 1:14) {
nl[i] = length(fisherB13[[i]])
medial[i] = mean(fisherB13[[i]])
varl[i] = var(fisherB13[[i]])
dpll[i] = sd(fisherB13[[i]])
medianal [i] = median(fisherB13[[i]])

}

xtable(cbind(n,medial ,medianal,varl,dpl))

## Andlise descritiva angular
n = media = amp = var = dp = r = trigm = 0
for (i in 1:14) {
n[i] = length(fisherB13c[[i]])
s=sum(sin(fisherB13c[[i]]))/n
c=sum(cos(fisherB13c[[i]]))/n
r[i] = sqrt(c~2 + s72)
media[i] = mean.circular(fisherB13c[[i]])
amp[i] = range.circular(fisherB13c[[i]])
var[i] = var.circular(fisherB13c[[i]])

dpl[i] = sd.circular(fisherB13c[[i]])

trigm[i] = trigonometric.moment(fisherB13c[[i]],

= 2)
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## Tabela - linear

xtable(round(cbind (fisherB13$set1[1:6] ,fisherB13$set2[1:6],fisherB13$set3[1:6],
fisherB13$set4[1:6] ,fisherB13$set5[1:6],fisherB13$set6[1:6],
fisherB13$set7[1:6]1),0))

xtable (round(cbind (fisherB13$set9[1:6] ,fisherB13$set10[1:6] ,fisherB13$set11[1:6],
fisherB13$set12[1:6],fisherB13$set13[1:6],fisherB13$set14[1:6],0))

## Tabela - angular

tr <- as.numeric(trigm)

f = round(rbind(n,r,media,amp,var,dp,tr),4)

colnames(f) <- c("Local 1", "Local 2", "Local 3", "Local 4", "Local 5", "Local 6",
"Local 7", "Local 8", "Local 9", "Local 10", "Local 11", "Local 12",

"Local 13", "Local 14")

xtable(£f[,1:7])

xtable(f[,8:14])

## Graficos

par (mfrow=c(1,2))

plot (fisherB13c$setl,stack=TRUE, units="degrees", bins = 100, shrink=1.5)
rose.diag(fisherB13c$setl, bins=20, units="degrees",col="darkgrey",add=TRUE)
pp.plot(fisherB13c$setl, xlab = "Distribuigdo Normal Circular",

ylab = "Distribuigdo Empirica")

plot (fisherB13c$set9,stack=TRUE, units="degrees", bins = 100, shrink=1.5)
rose.diag(fisherB13c$set9, bins=16, units="degrees",col="darkgrey",hadd=TRUE)
pp.plot(fisherB13c$set9, xlab = "Distribuigdo Normal Circular",

ylab = "Distribuig&o Empirica")



60

## Histograma
gplot(fisherB13$setl, geom="histogram", xlab = "Localidade 1",
ylab = "Frequéncia",xlim = c(0,300), binwidth = 0.5) +

geom_histogram(bins = 12,color="darkblue", fill="lightblue")
gplot(fisherB13$set9, geom="histogram", xlab = "Localidade 9",
ylab = "Frequéncia", xlim = c(120, 220), ylim = c(0,30),

binwidth = 0.1) + geom_histogram(bins = 11, color="darkblue", fill="lightblue")

## Teste Watson

watson.test (fisherB13c$setl, alpha = 0.05, dist = "vonmises")

watson.test(fisherB13c$set9, alpha = 0.05, dist = "vonmises")
##### import column_2C
length(X3); mean(X3); median(X3); var(X3); sd(X3)

X3 = circular(X3, units = "degrees")

media = mean.circular(X3); media

variancia = var.circular(X3); variancia

trigo = trigonometric.moment(X3, p = 2); trigo
desvio = sd.circular(X3); desvio

amplitude = range.circular(X3); amplitude

## Dispersdo , diagrama de rosas e PP-plot

par (mfrow = c(1,2))

plot (X3,stack=TRUE, units="degrees", bins = 100, shrink=1.5)
rose.diag(X3, bins=16, units="degrees",col="darkgrey",add=TRUE)
pp.plot(X3, xlab = "Distribuig¢do Normal Circular",

ylab = "Distribuig&do Empirica")

## Teste Watson

watson.test (X3, alpha = 0.05, dist = "vonmises")
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