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RESUMO

Modelos de regressao com suporte limitado no (0, 1) sdo tteis quando se tem o interesse
em modelar taxas e proporcoes, nesse sentido temos o modelo de regressao beta devido a
Ferrari e Cribari-Neto (2004, Journal of applied statistics) e mais recentemente o modelo
de regressao gama unitéaria proposto por Mousa et al. (2016, Advances and Applications
in Statistics) que tem como base a distribui¢do gama unitaria devido Grassia (1977,
Australian Journal of Statistics) sendo obtida por meio de uma transformagao logaritmica
de uma variavel com distribuicao gama e possui a caracteristica de ser bastante flexivel,
podendo assumir formas simétricas e assimétricas em (0,1). Portanto, tem-se um modelo
regressao para situagoes em que a variavel resposta é continua com suporte limitado, isso
inclui taxas e proporgoes tendo assim uma grande diversidade de aplica¢oes praticas. Além
disso, o modelo de regressao associado é reparametrizado de forma similar ao modelo beta
proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004, Journal of applied statistics), i.e., expresso
em termos de sua média e de um parametro de dispersao. Neste trabalho temos como
objetivo apresentar os aspectos tedricos e praticos do modelo, foi utilizado um conjunto de
dados reais no qual se considerou o ajuste e a analise de diagnéstico no software livre R
dos modelos de regressao gama unitaria e beta, no qual foi possivel verificar uma melhor
adequabilidade do modelo de regressao gama unitaria aos dados, evidenciando a sua

vantagem.

Palavras-chave: modelos de regressao. distribuicao beta. distribuicao gama unitéaria.

modelos de regressao beta. software R.
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1 INTRODUCAO

Distribui¢oes no intervalo unitario possuem aplicagoes em problemas que en-
volvem, principalmente taxas e proporcoes, logo surge um leque de aplicacoes como em
problemas de inoculagdo discutido em Moran (1954) e Grassia (1977), em estudos de dados
composicionais, encontrados em Geologia e Biologia e anélise de danos (Oguamanam et
al., 1995). Ou seja, as distribuigoes no intervalo unitario ou qualquer variavel resposta
com suporte limitado no intervalo (a,b), com a < b conhecidos sdo muito uteis, assim se
faz necessario o conhecimento de algumas dessas distribuigoes quando se tem o interesse
em modelar dados com essas caracteristicas.

Existem diversas propostas de distribui¢coes para modelagem no intervalo
unitario. Nesse sentido temos a distribuicao Kumaraswamy proposta por Kumaraswamy
(1980) que é uma alternativa frente a distribuigao beta (Gupta e Nadarajah, 2004). Outra
alternativa é devido a Smithson e Merkle (2013) que propoem distribuigoes para o intervalo
unitario induzidas por transformagoes. Ainda nesse sentido, Lemonte e Bazan (2016) a
partir da distribuicao Johnson S, desenvolveram uma classe de distribui¢oes com suporte
limitado com base na familia simétrica de distribuigoes. Além disso, Rodrigues et al. (2019)
propuseram um mecanismo no qual possibilita construir distribui¢coes de probabilidade
em intervalos limitados, em particular o intervalo (0,1). Mais recente Mazucheli et al.
(2020) propuseram a distribuigao Weibull unitaria como alternativa a distribui¢do de
Kumaraswamy para a modelagem de quantis.

Em geral os modelos de regressao possuem uma estrutura em que temos uma
variavel denotada como varidvel resposta e uma ou mais variaveis explicativas. No caso
dos modelos de regressao lineares usuais, ¢ comum admitir normalidade e uma série de
suposicoes para que os resultados obtidos sejam validos, tais como normalidade e homos-
cedasticidade, por exemplo. No caso em que ocorre a violagao de tais suposicoes, pode-se
recorrer a transformagoes com o objetivo de garantir, ao menos de forma aproximada, que
estas suposigoes fossem razoaveis. No entanto, Nelder e Wedderburn (1972) propuseram
uma classe mais abrangente, denominada de modelos lineares generalizados (MLGs).

Os modelos citados podem nao ser adequados, pois em geral, varidveis com
suporte em (0,1) nao sao homoscedésticas e além disso, ajustando os modelos tradicionais,
nao se garante as predigdes no intervalo (0,1). Desta forma, para incorporar essas

caracteristicas diversos autores propuseram modelos de regressao baseados em variaveis



14

com suporte limitado como por exemplo, Ferrari e Cribari-Neto (2004) que propuseram
um modelo de regressao, onde a variavel resposta é caracterizada por uma distribuicao
beta sendo 1util quando se tem interesse em variavel continua e restrita ao intervalo (0,1).

Dessa forma, diversos autores propuseram outras classes de distribuigoes para
servir de base para a modelagem no intervalo (0,1) como por exemplo, Song e Tan (2000)
com o modelo de regressao simplex, Ferrari e Cribari-Neto (2004) com o modelo de
regressao beta, Bayes et al. (2012) que propuseram um novo modelo de regressdo no
intervalo unitario considerando a distribuicao beta retangular, e mais recentemente Mousa
et al. (2016) que desenvolveram o modelo de regressao gama unitaria expresso em termos
de sua média e de um parametro de dispersao.

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 é
apresentada a distribuicao gama unitaria. O Capitulo 3 é apresentado o modelo de
regressao gama unitaria, medidas de diagnostico e influéncia local referentes ao modelo. E
por fim, o Capitulo 4 corresponde a uma aplicagao pratica do modelo de regressao gama

unitaria.
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2  DISTRIBUICAO GAMA UNITARIA

Diz-se que Y possui distribuigdo gama unitaria (Grassia, 1977) se Y = In[X ]
ou de forma equivalente Y = In[(1 — X)7!], em que X segue distribuigdo gama. A
distribuigdo gama unitéria tem aplicagoes em problemas de inocula¢ao Grassia (1977) em
que o mesmo considera o mesmo problema tratado em Moran (1954) que considerou a
distribuicao beta como proposta de modelagem, nesse problema tem-se o interesse em
estimar a densidade de bactérias ou virus em ensaios de diluicdo. A depender de suas
caracteristicas, propriedade e eventual facilidade de tratamento algébrico é com certeza
uma 6tima alternativa frente a beta Ferrari e Cribari-Neto (2004) e simplex Song e Tan
(2000) para modelagem de variaveis resposta no intervalo unitario.

Seja Y seguindo distribuigdo gama unitéaria (Grassia, 1977) com parametros de
forma «, 7 > 0, denotada por UG(«, 7). A fungao densidade de probabilidade (fdp) YV é
dada por

U (i0,) = 1o {mg (;)} Lo(1), (2.1)

ou equivalentemente por y = 1 — v, 0 < v < 1, assim por (2.1)

UG(v; a,7) = Fo(f') (1— ) {log (ﬁ)}_l Lo (v), (2.2)

com respectiva fungao distribuigao acumulada (fda) expressa por

Flosa7) = By~ log(Yla,r) = el o6 23)

em que F,(.) denota a (fda) da distribuigdo gama de pardmetros a,7 > 0 e 7(.,.) ¢é a
fungao gama incompleta inferior, denotada por v(a,x) = fow tele=t dt.
Grassia (1977) apresenta algumas propriedades referente a forma da distribuigao
gama unitaria (2.1) para valores de y € (0,1), entao segue que:
Para 7 < 1.
a<1:UG(y;a,7) tem forma de U, além disso, possui assintotaem y =0ey =1

com minimo em y = exp [—(7 — 1) /(e — 1)]
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a=1:UG(y;a,7) tem forma de J invertido tangente a y = 0 na origem e entao
assume uma forma de J tornando-se assintota em y = 1.
a>1:UG(y; «a, 7) tem uma forma de J comegando em 0 e aumentando abruptamente
para se tornar assintota em y = 1.

Para 7 = 1.
a<1:UG(y;a,7) tem uma forma de J invertido e possui assintota em y = 0.
a =1 : tem-se a distribui¢ao uniforme padrao.
a>1:UG(y;a,T) parte da origem e entdo intercepta y = 1, quando assume um
valor finito.

Para 7 > 1.
a<1:UG(y;a,T) tem uma forma de J invertido distorcido e possui assintota em
y=0.
a>1:UG(y; o, T) comega em 0, aumenta até atingir um maximo em exp [—(7 — 1) /(o — 1)]
e depois diminui.

Nas Figuras 1 e 2 apresentamos os graficos da fdp da distribuicao gama unitéria

para varios valores dos parametros « e 7, sendo possivel observar as diversas formas que a

densidade pode assumir.

Figura 1 — Funcao densidade de probabilidade da distribui¢ao gama
unitaria (a, 7), para alguns valores de « e 7.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 2 — Fungao densidade de probabilidade da distribuicao gama
unitaria (a, 7), para alguns valores de « e 7.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode-se ainda definir o r—ésimo momento em relagao a origem de (2.1) na qual

a mesmo apresenta forma analitica fechada expresso por

L SO S O P

portanto, a partir de (2.4) obtemos a média e variancia de (2.1) dadas, respectivamente,

por

Bl = s = | 22| valvl = - i = |22 - [ailr

De forma similar ao que foi feito com a Beta em Ferrari e Cribari-Neto (2004),
Lima (2017) reparametrizou a gama unitaria em termos de sua média p e de uma parametro

de dispersao, de forma que a densidade pode ser reescrita da seguinte forma:

1 ¢
B iR 1197
UG(y; 11, @) = W?Jl‘” {log (;ﬂ L(¥)0,1)- (2.5)

com média e variancia dadas, respectivamente, por

w21~ [5] = v = ]
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Na Figura 3 apresentamos os graficos da fdp da distribuicao gama unitaria
para varios valores dos parametros p e ¢, no qual pode-se notar forma assimétrica, U,
para média u = 0,5 e parametro de dispersao ¢ < 1, J e J invertido para valores da média
proximos de 0 e 1 e com parametro de dispersao ¢ = 1, assim como a forma simétrica no
caso em que = 0,5 e ¢ = 5. Portanto, fica evidente o com flexivel a distribuicao gama
unitaria pode ser tando na parametriza¢ao considerada em (2.1), quanto em (2.5).
Figura 3 — Comparagao entre os valores das variancias considerando

varios valores de ¢ e com pu fixo.

100

2= — u=075;p=1
50 7 . : H P

ugly:ng)

25

00 e e =gt .~

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além de ser um modelo extremamente flexivel, segundo Rocha (2020) a distri-
bui¢ao gama unitaria (2.5) apresenta uma vantagem frente a distribuigao beta Ferrari e
Cribari-Neto (2004), esse fato ocorre quando a média da variavel reposta p esta proxima
de 1, nessa condicao a distribuicao gama unitaria apresenta uma variancia menor que a
distribui¢@o beta. Para ilustrar, considerou-se de Rocha (2020) os seguintes valores de p =
(0,2; 0,6; 0,9), » = (0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1,0; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5),
¢ = (2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38, 41, 44, 47, 50) e ¢35 = (50, 100, 150,
200, 250, 300, 350, 400, 450, 500) de modo a comparar as seguintes variancias

1 (1—p)
Var,,(Y) = p {m — u] e Varp,(Y) = H,

que pode ser visualizada na Figura 4 a seguir.
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Figura 4 — Comparagao entre os valores das variancias considerando
vérios valores de ¢ e com p fixo.
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Fonte: Adaptado Rocha (2020).

2.0.1 FEstimacao

Para estimagao dos parametros « e 7 da distribuigdo gama unitaria (2.1) Dey
et al. (2019) apresentam diferentes métodos do ponto de vista frequentista, sendo os
estimadores de méxima verossimilhancga, estimadores de momentos, estimadores de minimos
quadrados ordinérios, estimadores de maximo produto de espacamentos, método de Cramer-
von-Mises, métodos de Anderson-Darling e quatro variantes do teste de Anderson-Darling.
De forma similar podemos utilizar os diferentes métodos de estimacao frequentista para a
distribui¢ao gama unitéaria reparametrizada (2.5), assim, nesse trabalho sera apresentado
os métodos mais usuais para estimagao dos parametros de (2.5), em particular o método

maxima verossimilhanca, método dos momentos e o de minimos quadrados ordinérios.

2.0.1.1 Método de mdxima verossimilhanca

um vetor de amostra aleatoria de tamanho n da

Sejam y = (y17y27 e ayn)T

distribuigao gama unitaria (2.5). Portanto, a fungao de log-verossimilhanga da distribui¢ao

gama unitaria (2.5), é expressa por

Up, ) = Zlog[?/lg(yi;u,cb)]

= 3 {otos (505 ) —tos(6) — (125 1) o)+ (6 — 1log o1/ |

=1

(2.6)
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As equacgoes necesséarias para determinar os estimadores de maxima verossimi-

lhanca fi,,; e qgml sao dadas por

n ul/e

85 N; 1—,1/% 1 Ml/qﬁ
=2 ﬁw1{+5<Tjﬁﬁ log(y:)| p =0 (2.7)

=1

O, & u . /% et 1
(8/; ) - Z {log(log(yi)) {% (%) log(ﬂ)} [1+W] —log (%) 1/1(¢>)} =0, (28)

i=1 1—pl/o
em que ¢(.) e a fungao digama. No entanto, (2.7) e (2.8) ndo possuem solu¢ao
com forma fechada, assim devemos recorrer a métodos iterativos como Newton-Raphson,

Escore de Fisher, BEFGS e SANN, por exemplo.
2.0.1.2 Método dos momentos

Os estimadores de momentos da distribuigdo gama unitaria (2.5) sdo determi-

nados igualando aos dois primeiros momentos amostrais, assim, tem-se que

py = p=m (2.9)
e
, 1 ,
Mo = 1 m—ﬂ + pt = my, (2.10)

em que my =y .y emg =y . y2. Entretanto, nesse método também se deparamos
com uma complexidade algébrica para resolver as equagoes o que torna esse método menos
preferivel em relagao ao método de méxima verossimilhanca uma vez que o mesmo garante
propriedades 6timas dos estimadores. Apesar disso, podemos utilizar as estimativas dos
métodos do momentos como chute inicial para a estimacao por maxima verossimilhanca

via processo iterativo.
2.0.1.3 Método de minimos quadrados ordindrios

Esse método é bem menos usual do que o método de méxima verossimilhanca e

de momento além de possuir uma complexidade algébrica na obtencao dos seus estimadores
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similar aos anteriores ainda envolve a derivada da func¢ao acumulada da distribuigao (2.5), o
que torna esse método um dos tdltimos a ser considerado na pratica. Essencialmente temos
que F(Y{;)) ~ Beta(i,n —i+1) a (fda) das estatisticas de ordem da amostra y1, s, . .., Un,

dessa forma, tem-se que

E[F(Y)] = (2.11)

iln—i+1)
(n+1)*(n+2)

Var[F(¥;,)] = (2.12)
Assim, os estimadores de minimos quadrados ordinarios fi.s € éols para os parametros p e

¢ sao obtidos minimizando a fungao

n

S(u, dly) = Z[ (ilu, ¢ ! r (2.13)

— n+1

com respeito a i e ¢, de forma alternativa pode-se obter tais estimadores resolvendo as

seguintes fungoes nao-lineares

= . QaF n )
S|Pl o) - | St g 214
=1
e
- ' QaF n )
[ o niJ (yé¢ ) _y, (2.15)

=1

em que F'(.) corresponde a fungao acumulada da distribui¢do gama unitaria (2.5). Além
disso, como as equagoes (2.14) e (2.15) sdo nao lineares a obtengao das solugdes algébricas
ficam complexas, assim, é necessario obter as respectivas solugoes por meio de métodos

computacionais.



22
3 MODELO DE REGRESSAO GAMA UNITARIA

A distribui¢ao gama unitaria devido a Grassia (1977) é a distribuigao base da
proposta do modelo de regressdo gama unitaria Mousa et al. (2016), no qual se considerou
a parametrizacdo em termos da média ja mencionada (2.5), sendo assim, possivel a
modelagem da média da resposta. Diversas literaturas versam sobre o modelo de regressao
gama unitaria, dentre elas temos Guedes et al. (2021) que apresentam duas estatisticas de
teste corrigidas em que as mesmas conduzem a inferéncias mais precisas em relagao ao teste
da razao de verossimilhancas padrao, especialmente em amostras de tamanho pequeno e
moderado. Rocha (2020) que avalia a qualidade do ajuste do modelo de regressao gama,
unitaria em relacao a predicao e em relagao a variabilidade propondo as expressoes das
estatisticas PRESS e P2. Rocha et al. (2021) tratam sobre métodos de diagnéstico para
o modelo de regressao gama unitaria. A seguir, vamos especificar o modelo de regressao
gama unitaria.

Sejam 1, ..., ¥y, variaveis aleatorias independentes seguindo uma distribuicao

gama unitaria (2.5) com média u; e parametro de precisdo constante ¢.

p
g(pe) = thiﬁi = M, (3.1)

i=1
sendo B = (Bi,...,8,)" o vetor de parametros, z,..., Ty as observagoes conhecidas

e fixas e g(.) uma fungdo estritamente mondtona e ao menos duas vezes diferenciavel,
com dominio no (0,1) e imagem em R. Podemos ainda estender para o caso em que o

parametros de dispersao é nao constante, dessa forma, tem-se que

q
h(¢) = Z 24575 = Nats (3.2)
j=1
em que v = (71,...,7,) ¢ o vetor de parametros, z, ..., 2, as observagoes conhecidas e

fixas e h(.) uma funcao estritamente mondtona e ao menos duas vezes diferenciavel, com
dominio no (0,1) e imagem em R.

Sob a suposicao de que y; segue distribuicao gama unitaria e considerando

(3.1), temos que i = g~ (me) @ Var(y) = 9~ (me) | periggs — 9 (m)

.. s
Dada uma amostra yq, ...,y iid UG (g, ¢) com oy = 1“’5—1/¢ e e = gy (),
—Hy
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entao temos que

1B,0) = > blm,9) (3.3)

= log [ug(y; pur, 9)]
= ¢log(ay) —log [['(#)] + (ay — 1) log(y;) + (¢ — 1) log [~ log(y:)] -

A funcao escore para 3 é um vetor de dimensao p, dado por
Uﬁ(/gv ¢) = X(Tn><p)T S, (34)

emques = (ui+y;, o yn) | T o= diag{1/g) (), - 1/ g, ()} e i = % ey =

a7 log(yt)
1 1
4’/% / o+

Para o parametro ¢ a funcao escore é

Us(B,0) = D (3.5)

1/¢
em que u; = log(—log(y:)) — [éat log(ut)} [1 + %ﬁ%’f)] — log (“;—t> — (o), sendo ¥(.)
a funcao digama.

A matriz de informagcao de Fisher é dada por

K K
K(B8,¢)= | PB “Ps|, (3.6)
K,3 Koo

em que K(8,9) = X'WggX, Wgg = diag{(¢j/¢) [1/g:(m)]’}, Kg, = K,g =
X'Wg,liuxy, Wg, = diag{(b/9)(ci/¢ + 1) [1/g1 (1]} Koo = Ly WosLinx), ©
W, = diag[(2c:/¢?) + (¢2/¢?) + ' (¢)]. Além disso,

~T ~

K(8,4) = X WX,

em que

~ X, 0,,%1 ~ A\%% \%%
X2n><(p+1) = P * e Wy, xon = /3/6 /6¢
0,5 ]-(n><1) W¢ﬁ W¢¢

Assintoticamente e sob as condigoes de regularidade usuais de Flechet-Cramer-Rao (Sen

et al, 1994), temos que
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3.1 Critérios de informacao

Ao que tange aos critérios de selecao de modelos temos diversas alternativas
quais podemos citar o C}, de Mallows, critério de informacao generalizados (GIC), critério de
informagao consistente (CAIC), critério de informagao Akike (AIC) e critério de informagao
Bayesiano (BIC), por exemplo. Tais procedimentos consideram a penalizagao da fungao
de verossimilhanca por meio da subtragao do nimero de parametros associado ao modelo
e eventualmente do niimero de observagoes, ou seja, o modelo que possui mais parametros
é consequentemente mais penalizado. Portanto, nesse trabalho consideremos os critérios
(AIC) e (BIC) devido a Akaike (1974) e Schwarz (1978), respectivamente. Ambos critérios

Sa0 exXpressos por

A

AIC = —2log(¢) + 2p (3.8)

A

BIC = —2log(¢) + plog(n) (3.9)

em que £ é valor maximo da log-verossimilhanca, p o nimero de parametros e n o nimero
de observagoes. Dessa forma, devemos escolher o modelo no qual resulte nos menores

valores de AIC e BIC.

3.2 Medidas de diagnéstico
3.2.1 Residuos

Os métodos de diagnostico para classe de modelos gama unitaria podem ser
encontrados em Rocha (2020) e Rocha et al. (2021) onde sao propostos os residuos
ponderado e ponderado padronizado na qual se utiliza o processo iterativo Scoring de
Fisher para o vetor (3. Assim, para o modelo de regressdao (3.1) temos que Bim+h) —

~1
g™ 4 [Kg%,} Ug”) (B, ¢) em que m indica a m—ésima iteragao até a convergéncia que
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por sua vez acontece quando a distancia entre B(m“) e B(m) ¢ menor que um certo valor €

pré-estabelecido. Para o modelo de regressao gama unitaria a expressao fica
-1
(m+1) _ g(m) [XTW(m) X] X T(m) g(m) 3.10
B B + B3 S ( )

em que s = (i +ui, ..., 1y +yp) e T = diag [gi‘l(ul), .-+ 9y "(1n)| - Rocha (2020)
considera a partir de (3.8) um processo iterativo de minimos quadrados reponderados,

assim temos que

-1
Bimth — gim) | [XTW,(@%X} XTT(m)WB,@ a(™ (3.11)

em que a™ = n™ + Wéllé, TMs(™ com g = (n1,...,n,)" = XB. Posteriormente a

convergéncia, obtém-se o seguinte estimador B = [XT ,3 ,3 ] - XT/VI?ﬁ J&; a™ com
a=n+ W,B BT S que por sua vez pode ser visto com um estimador de minimos quadrados
considerando regressao linear de ngﬁ a em VV6 ,BX' O residuo de minimos quadrados da
regressdo ¢ definido por rf = ng(a -n) = ,3,3? s no qual Rocha (2020) denomina

como residuo ponderado que pode ser expresso por

rf:All/Z ,EA)gz i _ (3.12)
ere) (1)*/¢

Os residuos padronizados sao determinado considerando que Wﬁ B8~ Wﬂ 3
que por meio de propriedades de covariancia obtém-se que Cov(rt) (I — H) sendo

H = gg (XT glé )~ 1XTWB 3 dessa forma o residuo padronizado fica expresso por

B A
Ty 5

= = (3.13)

VGor(rf) [ /601~ )

em que ﬁtt o t-ésimo elemento da diagonal de H.
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3.3 Analise de influéncia
3.3.1 Alavancagem

Um ponto alavanca é aquele que possui um perfil diferente dos demais pontos
em relacao as varidveis explicativas. O poder de alavanca da t—ésima observacao é dado
por hy, isto é, pelo t—ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projecao H que é
simétrica e idempotente implicando que 0 < hy; < 1. Entao, se hy = 1, tem-se que 4y = v,
de forma que a t—ésima observacao tem influéncia total no seu valor predito. Ademais,
uma vez que tr(H) =31 | hyy = p, temos que o valor médio do poder de alavanca é p/n.
Com isso, podemos identificar uma observac¢ao com alto poder de alavanca se hy > 2p/n
ou hy > 3p/n, uma vez que quando todos os elementos da diagonal principal de H sao
proximos de p/n, nenhuma observagao influencia o seu valor predito de forma proporcional.
Entretanto, vale salientar que no caso do modelo de regressao gama unitaria os valores de
hy dependem da matriz de pesos Wﬁ 3 assim as observagoes com valores grandes de hy
nem sempre sao de fato pontos de alavanca. Uma forma pratica de identificar tais pontos
é construimos o grafico de hy versus os indice das observagoes destacando os hy > 2p/n

ou hy > 3p/n como mencionado anteriormente.
3.3.2 Ponto aberrante

Um ponto aberrante é aquele que apresenta uma caracteristica diferente das
demais observagoes em relagao a variavel resposta e possui um valor baixo na matriz de
projecao H. Podemos identificar tais pontos por meio do gréfico dos residuos padronizados

(3.13) wersus o indice das observagoes t.
3.3.83 Distancia de Cook

Uma estratégia para identificar pontos influentes, isto é, pontos nos quais
exercem um peso desproporcional nas estimativas dos parametros do modelo e possui
caracteristica diferente dos demais em relagao aos valores da variavel resposta além de
apresentar valor alto na matriz de projecao H é considerar a distancia de Cook devido a
Cook (1977) em que o mesmo sugere que a influéncia de uma observagao, ou um conjunto

delas, seja avaliada por meio dos efeitos causados da sua remoc¢ao no conjunto de dados.
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A distancia de Cook é definida por
(s 5 17 for— -~ -
DG = { B-By| (XTWggX) |8~ By } (3.14)

em que p corresponde ao nimero de paradmetros do modelo, ,@(t) a estimativa do parametro
sem a t—ésima observacao e W,@,@ a matriz de pesos. Com isso é possivel medir o
afastamento do vetor com todas observagoes B e sem a observagao v (B(t)).

Uma aproximacgao da distancia de Cook no qual nao necessitamos realizar n + 1

ajustes é expressa por

DC, = (52—

ot) o= )’ (3.15)

em que 7’5,5 ¢ o residuo padronizado (3.13). Dessa forma, pontos supostamente influentes
sao detectados por meio do grafico de DC, versus t e em geral sao aquelas observagoes

que apresentam os maiores valores de DC; em relagao as demais.
3.3.4 Grdfico de probabilidade meio normal

O grafico de probabilidade é um meio grafico no qual dispormos no grafico
os quantis de duas variaveis de interesse, em que espera-se visualizar um padrao linear
dos pontos. No caso do grafico de probabilidade meio normal, utilizamos os valores
esperados das estatisticas de ordem da normal padrao no eixo das abcissas e nas ordenadas
os residuos provenientes de um modelo de regressao. Além disso, podemos utilizar um
envelope simulado devido Atkinson (1981) para termos um referencial quanto as flutuacoes

dos pontos.
3.3.5 Grdfico dos residuos quantilicos aleatorizados

Similar ao gréafico de probabilidade meio-Normal com evelope simulado usual,
este método proposto por Dunn e Smith (1996) apresenta distribui¢ao Normal, indepen-
dente da distribuicao da variavel resposta, no qual os mesmos se baseiam no teorema da
funcao distribuicao acumulada.

Seja Y uma variavel aleatoria absolutamente continua, entao pelo teorema da

fungao distribui¢ao acumulada temos que U; = F(y;; i, ¢) tem distribui¢ao uniforme no
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intervalo (0, 1). Assim, temos que o residuo quantilico fica expresso por
rf =07 [F(yﬁﬂiqu)] ; (3.16)

em que ®(.) a funcao distribuigdo acumulada da Normal padrdo. A distribuicao de r{
converge para a uma Normal padrao se 3 e ¢ forem consistentemente estimados. Portanto,
podemos construir um grafico dos residuos quantilicos versus os quantis da Normal padrao
com bandas de confianca para avaliar o ajuste do modelo. Se o modelo estiver bem
ajustado espera-se que os pontos apresentem um padrao de reta além de que 95% deles

estejam dentro das bandas de confianca.
3.3.6 Influéncia local

O conceito de influencia local foi proposto por Cook (1986) com o interesse
em verificar as mudancas nos resultados da analise quando pequenas perturbagoes sao
incorporadas ao modelo e/ou aos dados. Se tais pertubagoes causarem algum efeito
desproporcional podemos entao ter indicios de que o modelo postulado esteja mal ajustado.
A ideia inicial é avaliar o deslocamento pela verossimilhanga, no caso mais geral é expressa

por
LD;s = 2 [e@) - 4@5)} (3.17)

em que ¢(.) é a log-verossimilhanga do modelo postulado, @ um vetor s x 1 de parametros
((.|6) é a log-verossimilhanga do modelo "perturbado", § denota um vetor n x 1 de
perturbacoes, restrito a algum subconjunto aberto D € R", e 55 os respectivos EMV de
0(.) e £(.|6).

A ideia de Cook (1986) foi avaliar o comportamento local de LDs em uma
vizinha do vetor dy de nao perturbacao do modelo postulado, em que tal procedimento
representa a sensibilidade de /¢ (5) com respeito a uma pequena perturbacgao induzida em
0(0). Dessa forma, Cook (1986) propos a utilizacdo de curvaturas normais, em que se
avalia como a superficie geométrica a(§) = (6',LDg)" desvia-se de seu plano tangente

em 0o 4 medida que & se afasta levemente de .

Nesse caso a curvatura normal apresentada por Cook (1986) fica expressa por
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C,=2I"ATE AT (3.18)

em que £ = [92¢(0) /aoTae} oo A= [626(016) /aeTaJ}

- e I um vetor de norma
0=0:6=9,
unitaria.

Podemos ainda avaliar a influéncia para apenas uma parte do vetor de pa-

rametros. Assim, considere entdao o particionamento do vetor de parametros como

0=(6/,0,)". Scja

. (£ l
i— [70:0 76.0. ) (3.19)

Lg,0. 0.0,

em que £ g, = 0%((0)/00,00], Ly g, = 0°(0)/06,00,, £g g = 0°((60)/00:00] e
Ly, = 9°1(0)/06,00, .
Portanto, Cook (1986) comenta que se o interesse recai em calcular a influéncia

somente para 61, o deslocamento da verossimilhanca fica expresso por
LDgg, =2 |((61,0,) - 4(91579(92))] : (3.20)

neste caso £(0,5,9(82)) representa a log-verossimilhanca perfilada de ;. Portanto a

curvatura normal na dire¢ao do vetor unitario I é expressa por

Cro, = ’ITAT(E_I —In)AT (3.21)
em que
.. 0O O
£y = 1 (3.22)
0 4g,0,

Para o modelo de regressao gama unitiria com parametro de dispersao fixo

Rocha (2020) propoe o seguinte esquema de influéncia local

. lgg €
éB.9)=| P8 P (3.23)
L3 Los
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em que £gg = X diag(qr, ..., ¢.)X, £g, = (£,8)" = X diag [¢ (1), ..., g~ (ttn)]
(—c1y ..., —cn) T e byy = tr[diag(—g1, ..., —gn)] -
Considerando (3.23) e por meio da inversa de uma matriz particionada Rao

(1973), temos que

o 788 e
£ (B, ¢) = , 3.24
(8, ¢) jos oo (3.24)
com (F *)1 = 1x(G) — £ TTX(XTQX)'X T, # P = (# P)T = (xTQx)IXT T,
e i PP _ (XTQX) ! [Liwr + XTT £ TT(XTQX) '] £ * Sendo f= (—c1,...,—cn)7,
T = diag [g'_l(ul), . ,g'_l(,un)} e G =diag(—gi1, ..., —gn)-

3.3.6.1 FEsquemas de perturba¢ao

O esquema de perturbacao considerando o modelo de regressao gama unitaria

com precisao fixa apresentado Rocha (2020) ¢ dado por

0B, 05 = 8ilulp, ), (3.25)

com & € [0,1]. Considerando 8y = (1,1,...,1)T, A = 84,(0)/80 e a influéncia local

anterior temos que

Ag X'TE
A = - , (3.26)
A, i

em que € = diag{(p;+y;), -, (un+yp)} e & = log(—log(y:))— [éat log(ut)] [1 + %ﬁ%’} -
1/¢

log (“;—t) —(¢), sendo 9 (.) a fungao digama.

3.3.6.2  Perturbacao da varidvel resposta

Para esse caso Rocha (2020) considerou o esquema aditivo de perturbagao
da resposta em que vetor de resposta y = (y1,...,y,) ¢ alterado através da adicao de

um vetor de pequenas perturbacoes. Para compensar o caso em que cada y; apresentam
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variancias diferentes utiliza-se um fator de correcao, usualmente a estimativa de y;, de

forma que

Y1(8) = yr + 0us(ye), (3.27)

em que s(y;) = s(y;) = \/ﬂt(l/ [(2 - ,&tl/‘i))‘f’D. Entdo considerando 8y = (0,0,...,0)",

temos que

Ag X'"TMS,
A= S , (3.28)
A, b'S,
sendo M = diag{m, ..., m,} com
2
)
my = —t—— (3.29)
yiy'

~ ~ ~

S, = diag{s(y1),...,5(yn)} e b= (b1,...,b,), ademais tem - se

—atlog(p) 1

b, —
t yotp’® 1og(ye)ue

(3.30)

3.3.6.3 Perturbacao individual de covaridveis

Rocha (2020) segue a sugestao de Cook e Thomas (1989) de modificar a k—ésima
coluna da matriz X, isto é, cada coluna zj, com k£ = 2,...,p adicionando um vetor de
pequenas perturbacoes ponderado por um fator de escala que corresponde ao desvio padrao

de zy, assim, tem-se que

T (0) = Ty, + 0454, (3.31)

se temos k # 2 e k # p,

m(0) = B1 + Poxie + ... + Bi(@we + 0150,) + - . + BTy, (3.32)

com f1;(8) tal que g(j1:(8)) = n:(8) e considerando §y = (0,0,...,0)", assim temos que
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. (BkaTQ _ PTs)
_ , (3.33)
Ay _Bs, £ T

em que a matriz P(,y,) ¢ formada de zeros exceto a k—ésima linha, que ¢ composta por

uns.

3.4 Recursos computacionais

Recursos computacionais implementados em pacotes ou bibliotecas para o
modelo de regressao gama unitéria ainda sao escassos devido ao mesmo ser um modelo
bastante atual. No entanto, é possivel criar rotinas especificas em qualquer software tanto
para estimagao dos parametros do modelo quanto para a analise de diagnostico. Nesse
trabalho utilizamos o software gratuito R por ser o mais popular na comunidade Estatistica,
além disso utilizou-se também o pacote Template Model Builder TMP devido a Kristensen
et al. (2015) para a diferenciagdo automética na qual o usuério define a probabilidade
conjunta para os dados como uma funcao de modelo em C++, enquanto todas as outras
operacoes sao feitas em R. As implementacoes referentes ao ajuste e diagnostico do modelo
de regressao gama unitaria que foram utilizadas nesse trabalho, além do template em C++

encontram-se disponiveis no Apéndice A.
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4 APLICACAO

Para essa aplicagao foi considerado o conjunto de dados de Zhang et al. (2016).
Este conjunto de dados é referente a um estudo que trata sobre o transplante autologos de
células-tronco do sangue periférico. Foram considerados 242 pacientes avaliados entre os
anos de 2003 a 2008 no Edmonton Hematopoietic Stem Cell Lab em Cross Cancer Institute
- Alberta Health Services. O conjunto de dados dispoe de informagoes sobre as idades dos
pacientes, sexo, bem como suas caracteristicas clinicas. A variavel dependente considerada
em Zhang et al. (2016) e nessa aplica¢ao é a taxa de recuperacao de células CD34+
enquanto as varidveis independentes sao: idade do paciente ajustada, isto €, considerou a
idade < 40 como a idade inicial e subtraiu-se as outras idades por 40, e a segunda uma
variavel dummy que indica se o paciente recebe quimioterapia em um protocolo de um dia
(0) ou em um protocolo de 3 dias (1). Portanto, tem-se o interesse em modelar a taxa de
recuperacao de células CD34+ em funcao da idade do paciente e do tipo de quimioterapia

em relacao ao protocolo.

4.1 Analise descritiva

A analise descritiva corresponde a etapa inicial de uma modelagem estatistica,
nessa etapa podemos verificar as caracteristicas das variaveis interesse de forma a auxiliar
na etapa de propor o modelo. Ademais, podemos também ter nocao de pontos atipicos que
possivelmente venham a influenciar no ajuste do modelo, assim podendo ser identificados
de forma mais adequada em uma analise de diagnostico posteriormente. A Figura 5

correspondem a anélise descritiva para a taxa de recuperagao de células CD34+.
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Figura 5 — Histograma e Boxplot para variével taxa de recuperagao
de células CD34-+.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A média da taxa de recuperacao de células CD34+ é de 0,79 destacada pela
linha tracejada no histograma da Figura 3 com um desvio padrao 0,1141, além disso
nota-se que os valores variam no intervalo (0, 1) com valor minimo observado de 0,40 e
maximo observado de 0,99. Existe uma forte assimetria a esquerda com alguns pontos
que se destacam dos demais, assim os modelos gama unitaria e beta passam a ser fortes
candidatas a modelar a taxa de recuperagao de células CD34+ devido ambas distribuigoes
possuirem suporte no intervalo (0,1) e serem capaz de assumir formas assimétricas a

esquerda.

4.2 Ajuste com o modelo de regressao beta

Consideramos que as observagoes yi, . . . , 239 sao independentes e tém distri-
buigao beta com média p; (t =1,...,239), e parametro de dispersdo ¢ desconhecido.
9(pe) = Bo + i + Boisa, (4.1)

em que se considerou ¢(.) como a fun¢ao logito devido a interpretagao direta dos parametros

em termos da razao de chances (odds) e x4 : a idade ajustada do t—ésimo individuo e zy; :
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variavel dummy que indica se o t—ésimo paciente recebe quimioterapia em um protocolo
de um dia (0) ou em um protocolo de 3 dias (1).
Tabela 1 — Estimativas dos parametros do modelo de regressao

beta ajustado aos dados de transplante autélogos de células-
tronco do sangue periférico.

Parametro Estimativa Erro Padrao Valor p
Bo 1,0422 0,1115 < 0,0001
b1 0,0143 0,0053 0,0067
Ba 0,2143 0,1017 0,0351
10) 11,3210 1,0160 < 0,0001

Fonte: Elaborada pelo autor.

E possivel verificar que todas as estimativas do modelo proposto sdo significati-
vas ao nivel de significancia de 5%. Além disso, foi realizada uma anélise diagnostico com
objetivo de identificar possiveis pontos atipicos e verificar a adequabilidade do modelo.

Figura 6 — Graficos de diagnostico para o modelo de regressao beta

ajustado aos dados de transplante autélogos de células-tronco do
sangue periférico.
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Pela Figura 6 (grafico inferior esquerdo) nao é possivel detectar possiveis pontos
de alavanca, entretanto nota-se a presenca de possiveis pontos discrepantes e influentes
(graficos superiores esquerdo e direito) correspondentes as obervagoes: # 16, #23, #36,
#48, #7171, #115 e #168. Pelo grafico de probabilidade meio-normal com com envelope
simulado (grafico inferior direito) é possivel visualizar que grande parte dos pontos caem
fora das bandas de confianca e por esse fato temos indicios que o modelo de regressao beta
parece nao ser adequado para modelar os dados de transplante autoélogos de células-tronco

do sangue periférico.
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4.3 Ajuste com o modelo de regressao gama unitaria

Consideramos que as observagoes ¥, . . . , Y239 s@0 independentes e tém distribui-
¢ao gama unitaria com média p; (t = 1,...,239), e parametro de dispersao ¢ desconhecido.

O modelo para as médias é escrito similarmente ao modelo de regressao beta (4.1).

g(e) = Bo + Brzas + Baia, (4.2)

em que se considerou g(.) como a fun¢ao logito devido a interpretagao direta dos parametros
em termos da razao de chances (odds) e x4 : a idade ajustada do t—ésimo individuo e zy; :
variavel dummy que indica se o t—ésimo paciente recebe quimioterapia em um protocolo
de um dia (0) ou em um protocolo de 3 dias (1).

Tabela 2 — Estimativas dos parametros do modelo de regressao

gama unitaria ajustado aos dados de transplante autélogos de
células-tronco do sangue periférico.

Parametro Estimativa Erro Padrao Valor p
Bo 1,0026 0,1147 < 0,0001
51 0,0165 0,0053 0,0019
5o 0,2400 0,1030 0,0198
10) 2,3683 0,2032 0,0001

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode-se observar que todas as estimativas dos parametros do modelo proposto
sao significativas ao nivel de significaAncia de 5%. Posteriormente, foi realizada uma anélise
de diagnostico para verificar a existéncia de algum ponto atipico e verificar a adequabilidade

do modelo.
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Figura 7 — Gréficos de diagnéstico para o modelo de regressao gama
unitaria ajustado aos dados de transplante autélogos de células-
tronco do sangue periférico.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela Figura 7 (grafico inferior esquerdo) notamos que parece nao haver pontos
de alavanca, no entanto nota-se possiveis pontos aberrantes e influentes (gréaficos superiores
esquerdo e direito), nesse caso, correspondem as seguintes observagoes: #81, #107, #181,
#205 e #221. Ademais, pelo grafico de probabilidade meio-normal com envelope simulado
(grafico inferior direito) é possivel visualizar que todos os pontos se encontram dentro das
bandas de confianga.

Dessa forma, pelos critérios de informagao de Akaike e Bayesiano de Schwarz,
obteve-se AIC = —400,0404 e BIC = —410,4698 para o modelo de regressao gama
unitaria com todas as observagoes e AIC = —383,3042 e BIC = —369, 3983 para o modelo
de regressao beta com todas as observacoes. Portanto, por esse fato e pela analise de
diagnostico, em particular o grafico probabilidade meio-normal pode-se concluir que o
modelo de regressao gama unitaria, nesse caso, apresentou um melhor ajuste, assim, é
preferivel optar por tal modelo para explicar a taxa de recuperacao de células CD34+ ao

invés o modelo de regressao beta.



38

5 CONCLUSAO

Apresentamos a distribuigdes gama unitaria devido a Grassia (1977) e sua
versao reparametrizada, além das principais propriedades e o meios de estimagao mais
usuais. Tal distribuicao serviu de base para o modelo de regressao gama unitaria proposto
por Mousa et al. (2016), ademais, apresentamos as medidas de diagnoéstico e influéncia
local devido a (Rocha, 2020; Rocha et al., 2021).

Desenvolvemos uma rotina computacional no software R para os graficos da
distribuicao gama unitéaria e ajuste do modelo de regressao gama unitaria, além disso,
implementamos também a analise de diagnostico baseado no trabalho de Rocha et al.
(2021) e o grafico de probabilidade com envelope simulado.

Foi apresentado uma aplicacao em dados reais no qual foram ajustados os
modelos regressao gama unitaria e o modelo de regressao beta, ambos modelos foram
avaliados por meio das medidas de diagnostico e critérios de informacao de Akaike e
Bayesiano de Schwarz que por sua vez nos indicou que o modelo de regressao gama unitaria
apresentou um melhor ajuste aos dados em relagao ao modelo de regressao beta.

A distribuicao e o modelo de regressao gama unitaria apresentados em questao
sao baseados no contexto frequentista, no entanto, é possivel realizarmos uma nova extensao
para o contexto bayesiano, isto €, considerando agora os parametros p e ¢ como variaveis
aleatorias, assim utilizar os métodos de Monte Carlo via cadeia de Markov para obter
os resultados de interesse, o que também pode ser realizado de forma similar para a
distribuigdo Weibull unitéaria (Mazucheli et al., 2020). Podemos ainda considerar mais
extensoes, mas agora para além dos dados transversais, nesse sentido, temos a proposta de
Petterle et al. (2021) no qual os autores propoem o modelo de regressao gama unitéria
misto para lidar com variaveis limitadas continuas no contexto de medidas repetidas e
dados agrupados. Ademais, desenvolver a parte de analise de diagnéstico na linha de
Nobre e Singer (2007), Nobre e Singer (2011), Pinho et al. (2015) e Singer et al. (2017).
Pode-se ainda implementar a distribuigdo gama unitaria no pacote GAMLSS e usar a
estrutura ja existente para ajuste e possivel extensoes para modelos nao paramétricos.
Indo mais além, podemos desenvolver os modelos de regressao quantilicos baseados na

gama unitaria retangular.
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6 APENDICE A

6.1 Rotina computacional em R para os graficos da distribuigao gama unitaria

## Pacotes

library(ggplot2)

## Distrbuigdo gama unitaria (Grassia, 1977)
tau = ¢c(0.5, 1, 1.5, 2)
alpha = ¢c(0.5,1,2,3,4,5)

fun_ugamal = function(y){
alpha = 0.5; tau = 1.5
¢ = (alpha~(tau))/gamma(tau)
cxy~(alpha-1)*(log(1/y))~ (tau-1)

fun_ugama2 = function(y){
alpha = 1; tau = 1.5
c = (alpha~(tau)) / gamma(tau)
cx( y~(alpha-1) * (log(1/y))~(tau-1))

fun_ugama3 = function(y){
alpha = 2; tau = 1.5
c = (alpha~(tau)) / gamma(tau)
cx( y~(alpha-1) * (log(1/y))~(tau-1))

fun_ugama4 = function(y){

alpha = 3; tau = 1.5
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c = (alpha~(tauw)) / gamma(tau)
cx( y~(alpha-1) * (log(1/y))~(tau-1))

fun_ugama5 = function(y){
alpha = 4; tau = 1.5
c = (alpha~(tau)) / gamma(tau)
cx( y~(alpha-1) * (log(1/y))~(tau-1))

fun_ugama6 = function(y){
alpha = b; tau = 1.5
c = (alpha~(tau)) / gamma(tau)
cx( y~(alpha-1) * (log(1/y))~(tau-1))

g = ggplot(data = data.frame(x = c(0,1)), mapping = aes(x = x))

gl = g + geom_function(aes(colour = "1"), fun = fun_ugamal,lwd = 0.8, 1ty =1) +

geom_function(aes(colour = "2"), fun = fun_ugama2,lwd = 0.8, 1ty =2) +
geom_function(aes(colour = "3"), fun = fun_ugama3,lwd = 0.8, 1ty =3) +
geom_function(aes(colour = "4"), fun = fun_ugamad,lwd = 0.8, 1ty =4) +
geom_function(aes(colour = "5"), fun = fun_ugamab,lwd = 0.8, 1ty =5) +
geom_function(aes(colour = "6"), fun = fun_ugama6,lwd = 0.8, 1ty =6) +
x1im(0,1) +

labs(col = " ", x = "y" , y = "f(y)")+

theme_minimal ()+

scale_colour_discrete(labels = c(expression(paste( alpha, " = 0,56 ", " ;

" ,tau, [ J— 1’5||),

paste( alpha, " =1 ", " ; " ,tau, " = 1,5"),paste(alpha, " =2 ", " ;



n ,tau, n - 1’5”),
paste(alpha, " =3 ", " ; " ,tau, " =
" ,tau, [ J— 1’5u)’
paste(alpha, " =5 ", " ; " ,tau, " =

fun_ugamall = function(y){
alpha = 0.5; tau = 2
c = (alpha~(tau))/gamma(tau)
cxy~ (alpha-1)*(log(1/y))~ (tau-1)

fun_ugama22 = function(y){
alpha = 1; tau = 2
c = (alpha~(tau)) / gamma(tau)
cx( y~(alpha-1) * (log(1/y))~(tau-1))

fun_ugama33 = function(y){
alpha = 2; tau = 2
c = (alpha~(tau)) / gamma(tau)
cx( y~(alpha-1) * (log(1/y))~(tau-1))

fun_ugama44 = function(y){
alpha = 3; tau = 2
c = (alpha~(tau)) / gamma(tau)
cx( y~(alpha-1) * (log(1/y))~(tau-1))

1,5"),paste(alpha, " =4 ", " ;

1,5"))))
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fun_ugamab5 = function(y){
alpha = 4; tau = 2
c = (alpha~(tau)) / gamma(tau)
cx( y~(alpha-1) * (log(1/y))~(tau-1))

fun_ugama66 = function(y){
alpha = 5; tau = 2
c = (alpha~(tau)) / gamma(tau)
cx( y~(alpha-1) * (log(1/y))~(tau-1))

g2 = ggplot(data = data.frame(x = c(0,1)), mapping = aes(x = x))

g2 + geom_function(aes(colour = "1"), fun = fun_ugamall,lwd = 0.8, 1ty =1) +

geom_function(aes(colour = "2"), fun = fun_ugama22,lwd = 0.8, lty =2) +
geom_function(aes(colour = "3"), fun = fun_ugama33,lwd = 0.8, lty =3) +
geom_function(aes(colour = "4"), fun = fun_ugamad4,lwd = 0.8, lty =4) +
geom_function(aes(colour = "5"), fun = fun_ugamab5,lwd = 0.8, lty =5) +
geom_function(aes(colour = "6"), fun = fun_ugama66,lwd = 0.8, lty =6) +
x1im(0,1) +

labs(col = " ", x = "y" , y = "f(y)")+

theme_minimal ()+

scale_colour_discrete(labels = c(expression(paste( alpha, " = 0,5 ", " ;
" ,tau, " = 2"),

paste( alpha, " =1 ", " ; "  tau, " = 2"),paste(alpha, " =2 ", " ;

" tau, " = 2"),

paste(alpha, " =3 ", " ; " ,tau, " = 2"),paste(alpha, " =4", " ;

" ,tau, " = 2"),

paste(alpha, " =5 ", " ; " ,tau, " = 2"))))
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6.2 Rotina computacional em R para os graficos da distribuicao gama unitaria

reparametrizada

## Distrbuig8o gama unitéria reparametrizada

fun_ugamal = function(y){
mu = 0.5 ; phi =5
k = mu~(1/phi)/ (1-mu~(1/phi))
(k" (phi))/(gamma(phi)) * y~(k-1)*((log(1/y))~(phi-1))

fun_ugama2 = function(y){
mu = 0.95 ; phi = 1
k = mu~(1/phi)/ (1-mu~(1/phi))
(k" (phi))/(gamma(phi)) * y~(k-1)*(log(1/y))~(phi-1)

fun_ugama3 = function(y){
mu = 0.5 ; phi = 0.4
k = mu~(1/phi)/ (1-mu~(1/phi))
(k~(phi))/(gamma(phi)) * y~(k-1)*(log(1/y))~(phi-1)

fun_ugama4 = function(y){
mu =0.75 ; phi =1
k = mu~(1/phi)/ (1-mu~(1/phi))
(k" (phi))/(gamma(phi)) * y~(k-1)*(log(1/y))~(phi-1)

fun_ugama5 = function(y){

mu = 0.2 ; phi = 10



k = mu~(1/phi)/ (1-mu~(1/phi))
(k~(phi))/(gamma(phi)) * y~(k-1)*(log(1/y))~(phi-1)

fun_ugama6 = function(y){
mu = 0.8 ; phi =5
k = mu~(1/phi)/ (1-mu~(1/phi))
(k~(phi))/(gamma(phi)) * y~(k-1)*(log(1/y))~(phi-1)

fun_ugama7 = function(y){
mu = 0.15 ; phi= 1
k = mu~(1/phi)/ (1-mu~(1/phi))
(k~ (phi))/(gamma(phi)) * y~(k-1)*(-log(y))~(phi-1)

fun_ugama8 = function(y){
mu = 0.6 ; phi = 9
k = mu~(1/phi)/(1-mu~(1/phi))
(k~ (phi))/(gamma(phi))* y~(k-1)*(log(1/y))~(phi-1)

g = ggplot(data = data.frame(x = c(0,1)), mapping = aes(x = x))

g + geom_function(aes(colour = "1"), fun = fun_ugamal,lwd = 0.8, 1ty
geom_function(aes(colour = "2"), fun = fun_ugama2,lwd = 0.8,
geom_function(aes(colour = "3"), fun = fun_ugama3,lwd = 0.8,
geom_function(aes(colour = "4"), fun = fun_ugama4,lwd = 0.8,
geom_function(aes(colour = "5"), fun = fun_ugamab,lwd = 0.8, 1ty

lty =
1ty =
lty =
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2) +
3) +
4) +
5) +
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geom_function(aes(colour = "6"), fun = fun_ugama6,lwd = 0.8, 1ty = 6) +
geom_function(aes(colour = "7"), fun = fun_ugama7,lwd = 0.8, 1ty = 7) +
geom_function(aes(colour = "8"), fun = fun_ugama8,lwd = 0.8, 1ty = 8) +
x1im(0,1) +

y1lim(0,10) +

labs(col = " ", x = "y" , y = "f(y)")+

theme_minimal ()+

scale_colour_discrete(labels = c(expression(paste(mu, " = 0,5 ", " ;

" phi, "= 5 "),

paste(mu, " = 0,95 ", " ; " ,phi, " =1 "),paste(mu, " =0,5", " ;
" phi, " = 0,4 "),

paste( mu, " =0,75", " ; " ,phi, " =1 "),paste( mu, " =0,2", " ;
" ,phi, "= 10 "),

paste( mu, " =0,8", " ; " ,phi, "= 5 "),paste( mu, " =0,15", " ;
" o,phi, "= 1 M),

paste( mu, " =0,6", " ; " ,phi, " = 9 "))))+

theme_minimal ()

6.3 Rotina computacional em C++ para o ajuste do modelo de regressao

gama unitaria

#include <TMB.hpp>

template<class Type>

Type objective_function<Type>::operator() ()

{
DATA_VECTOR(Y) ; //observagdes
DATA_MATRIX(X); //matriz de efeito fixo
PARAMETER_VECTOR(beta); //vetor de pardmetros

PARAMETER (logphi) ; //parametro de precisdo

Type phi = exp(logphi);
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// preditor linear para média

vector<Type> mu = exp(X*beta)/(1 + exp(X*beta)); // fungdo logito
//vector<Type> tau = pow(mu,1/phi)/(1l-pow(mu,1/phi));

// log-verossimilhanga negativa

Type nll = 0;

for(int i=0; i < Y.size(); i++)

nll -= phi*xlog(tauli]) - lgamma(phi) + (taul[i] - 1)*log(Y[i])+
(phi -1)*log(-log(Y[il));

// método delta

ADREPORT (phi) ;

return nll;

6.4 Rotina computacional em R para o ajuste do modelo de regressao gama

unitaria

library(TMB)

compile("gama_unitaria.cpp")

dyn.load(dynlib("gama_unitaria"))

dados_gu = 1list(Y=Y, X=X)

## Chutes inicias para os parametros

parametros = list(beta = c(rep(0,3) ), logphi = 0)



o1

## Estimacgdo

gu_TMB = MakeADFun(dados_gu, parametros, DLL = "gama_unitaria",

hessian = TRUE, silent = TRUE)

opt = nlminb(start = gu_TMB$par, obj = gu_TMB$fn, gr = gu_TMB$gr)

rep = sdreport(gu_TMB)

## Sumario das estimativas

summary(rep, "fixed", p.value = TRUE)

summary(rep, "report", p.value = TRUE)

## Critérios de informagédo

BIC_gu

-2x(logV) + log(n)*p

AIC_gu = -2x(logV) + 2xp

## modelo gama unitdria c/ fungdo logito

Xgama = betal0 + betal*xl + beta2x*x2

gu_predict = exp(Xgama)/(1+exp(Xgama))

6.5 Rotina computacional em R para o diagnéstico do modelo de regressao

gama unitaria

## (Quantidades estimadas
yt = y # variadvel reposta dos dados

k = p # nimero de parametros do modelo

n = length(yt)



phi_hat = exp(rep$par.fixed[4])

mu_hat = gu_predict

alpha_hat = (mu_hat~(1/phi_hat))/(1-mu_hat~(1/phi_hat))

mu_star = (alpha_hat)/(mu_hat~((1/phi_hat) + 1))

y_star = (alpha_hat~2 * log(yt))/(phi_hat*mu_hat~((1/phi_hat) + 1))
a_hat = alpha_hat/(mu_hat~((1/phi_hat) + 1))

g_1 = 1/(mu_hat*(1l-mu_hat))

Wbb

diag( ((a_hat~2)/phi_hat) * (1/g_1)"2 )

Wbb_12 = sqrt(Wbb)

s_hat = mu_star + y_star

H = Wbb_12)*)X%*%solve (t (X) %*%Wbb%*%X) fxht (X) f*/Wbb_12
ht = diag(H)

## Funcdo distribuicdo gama unitaria

dGU = function(y, mu, phi, log = FALSE){

# Parametros

alpha = mu~(1/phi)/(1- (mu~(1/phi)))

# Densidade g.u (reparametrizada)

fy = (alpha~(phi)/gamma(phi))*y~(alpha-1)

*Llog(1/y) ~(phi-1)

if (log){return(log(fy))telse{ return(fy)}

## Funcdo distribuig8o gama unitéaria

pGU = function(q, mu, phi, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE){

# Fungdo distribuicdo

value = 0



53

for(i in 1:length(q)){
if (lower.tail){
value[i] = integrate(function(x) dGU(x,muli],phi), 0, qlil)$value
Yelse{value[i] = 1-integrate(function(x) dGU(x,mu[i],phi), O, q[i])$value
}
} # fim for
if (log.p){
return(log(value))

Yelseq{

return(value)

## Grafico quantil-quantil

N = nrow(dados)

resq = 0

for(i in 1:N){

resq[i] = gqnorm(pGU(yt[i],mu_hat[i],phi_hat))

dados_resq = data.frame(resq)

## Graficos diagndstico
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library(ggplot2)
library(patchwork)
library(car)

library(qgplotr)

# Grafico quantil-quantil
gl = ggplot(dados_resq,aes(sample = resq)) +
stat_qq_band(bandType = "pointwise", fill = "gray", alpha = 0.8) +
stat_qq_line(colour = "red") +
stat_qq_point )+
theme_minimal ()+

labs(x = "Quantis da Normal padrdo ", y = "Residuo Quantilico", title = "")

# Residuo ponderado padronizado

r_pond_pd = s_hat/sqrt(((mu_star~2)/phi_hat)*(1-ht))

g2 = ggplot() +
geom_point(aes(y = r_pond_pd , x = 1:length(yt)))+
labs(x = "Indice das observagdes",
y = "Residuo ponderado padronizado", title = "")+

ylim(-4,4)+

geom_hline(aes(yintercept= 0), col = "black", linetype = 2)+
geom_hline(aes(yintercept= 3), col = "red", linetype = 2)+
geom_hline(aes(yintercept= -3), col = "red", linetype = 2)+

theme_minimal ()

# Residuo ponderado padronizado X preditor linear
g3 = ggplot() +
geom_point(aes(x= mu_hat,y = r_pond_pd), ymin = -4, ymax = 4)+
labs(x = "Preditor linear", y = "Residuo ponderado padronizado", title = "")+
geom_hline(aes(yintercept= 0), col = "black", linetype = 2)+
ylim(-4,4)+
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geom_hline(aes(yintercept= 3), col = "red", linetype = 2)+
geom_hline(aes(yintercept= -3), col = "red", linetype = 2)+

theme_minimal ()

# Distincia de Cook

DC2 = (r_pond_pd~2)* (ht/(k*(1-ht)))

g4 = ggplot() +
geom_point(aes(y = DC2, x = 1:length(yt)))+
labs(x = "Indice das observagdes", y = "Distancia de Cook", title = "")+
ylim(0, 0.30)+
geom_hline(aes(yintercept= 2*k/n), col = "red", linetype = 2)+

theme_minimal ()

# Alavanca

gh = ggplot() +
geom_point(aes(y = ht, x = 1l:length(yt)))+
labs(x = "Indice das observagdes", y = "htt", title = "")+
geom_hline(aes(yintercept= 2*k/n), col = "red", linetype = 2)+
ylim(0, 0.30)+

theme_minimal ()
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