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RESUMO

A suposicao de normalidade dos erros é comumente considerada na utilizagdo de
modelos de regressao linear (MRL). Embora outros modelos tenham surgido para lidar
com essa limitacao, tais como os modelos lineares generalizados (MLGs) e os aditivos
generalizados (MAGs), eles ainda se restringem a familia exponencial linear. Na
expectativa de superar tais limitagdes, foi proposto o modelo aditivo generalizado para
localizagdo, escala e forma (Generalized additive model for location, scale and shape -
GAMLSS), que é capaz de modelar dados com, teoricamente, qualquer distribuicao.
Mesmo com toda essa flexibilidade, o GAMLSS ainda apresenta uma utilizacao pouco
expressiva frente aos outros modelos que lidam com distribui¢des distintas da normal
(tais como MLGs e MAGs). Essa expressividade é ainda menor quando se trata da classe
de modelos com variaveis latentes (modelos mistos). Neste trabalho, é apresentado
um referencial tedrico sobre essa classe de modelos e realizada uma aplicagdao a um
conjunto de dados de natureza longitudinal de producao polinica. Empregando o
pacote gamlss implementado no software R, percebe-se a enorme flexibilidade do
GAMLSS (dada a grande quantidade de distribuicdes disponiveis no pacote e a
capacidade de modela explicitamente diferentes tipos de parametros, por exemplo). A
utilizagdo do modelo GAMLSS com distribuicdo marginal gama generalizada mostrou
bom ajuste aos dados de producao polinica, sendo capaz de lidar com a assimetria dos
dados. A modelagem dos dados de produgdo de polen via modelos lineares mistos
(MLM) violou alguns pressupostos (tais como normalidade dos residuos e
homogeneidade da variancia). Por outro lado, o emprego do GAMLSS apresentou bom
ajuste sem violar pressupostos, sugerindo que esta classe de modelos é capaz de
fornecer inferéncias e estimativas mais confiaveis. Contudo, a auséncia de ferramental
para analise de influéncia (amplamente abundante nos MLM) ainda é uma limitacao
do GAMLSS.



ABSTRACT

The assumption of normality of errors is commonly considered when using linear
regression models (LRM). Although other models have emerged to deal with this
limitation, such as generalized linear models (GLMs) and generalized aditives models
(GAMs), they are still restricted to the linear exponential family. In order to overcome
such limitations, the generalized additive model for location, scale and shape (GAMLSS)
was proposed, which is capable of modeling data with, theoretically, any distribution.
Even with all this flexibility, GAMLSS still has a little expressive use compared to other
models that deal with distributions different from the normal (such as GLMs and
GAMs). This expressiveness is even lower when it comes to the class of models with
latent variables (mixed models). In this work, a theoretical framework on this class of
models is presented and an application is made to a dataset of longitudinal nature of
pollen production. Using the gamlss package implemented in the R software, one can
see the enormous flexibility of GAMLSS (given the large number of distributions
available in the package and the ability to explicitly model different types of
parameters, for example). The use of the GAMLSS model with generalized gamma
marginal distribution showed a good fit to the pollen production data, being able to
deal with the asymmetry of the data. The modeling of pollen production data via mixed
linear models (MLM) violated some assumptions (such as normality of residuals and
homogeneity of variance). On the other hand, the use of GAMLSS showed a good fit
without violating assumptions, suggesting that this class of models is able to provide
more reliable inferences and estimates. However, the absence of influence analysis
tools (largely abundant in MLM) is still a limitation of GAMLSS.
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INTRODUGAO GERAL

A utilizacdo de modelos mistos é amplamente difundida em diversos
campos do conhecimento e ainda se mostra um campo fecundo de pesquisa (Baumann
etal. 2019, Fitzmaurice et al., 2008, Schielzeth et al., 2020). Os primeiros modelos mistos
consideravam unicamente a variavel resposta como tendo distribuicdo normal.
Contudo, com o avanco cientifico, modelos que consideram outras distribuicdes além
da normal surgiram e se consolidaram como eficientes ferramentas na analise de dados
(Singer et al., 2017, Zuur et al. 2009).

Duas principais classes de modelos mistos sdo comumente empregadas
para lidar com situagdes em que nao é razoavel admitir normalidade por parte da
variavel resposta, os modelos lineares generalizados mistos e os modelos aditivos
generalizados mistos. Embora eles apresentem consideravel flexibilidade quando
comparados aos modelos lineares mistos (MLM), ainda confrontam com algumas
limitagOes, tal como lidar apenas com distribui¢cdes pertencentes a familia exponencial
linear (Hastie e Tibshirani, 1990, Nelder e Wedderburn, 1972, MacCulloch e Searle,
2004). Nesse sentido, os modelos aditivos generalizados para localizacao, escala e
forma (denominado de GAMLSS) surgiram com uma estrutura tedrica e com um
ferramental capaz de modelar uma gama maior de distribuices quando comparados
as propostas anteriores (Rigby e Stasinopoulos, 2005).

O GAMLSS permite, em tese, que qualquer distribuicao de probabilidade
seja assumida para a variavel resposta e permite ainda modelar seus parametros.
Atualmente, a principal implementacdo dessa classe de modelos estad presente no
software R (R Core Team, 2021) através do pacote gamlss (Rigby e Stasinopoulos,
2005) e outros pacotes complementares. Existem mais de 80 distribui¢des disponiveis
no pacote gamlss.dist, além da possibilidade de se trabalhar com misturas finitas no
pacote gamlss.MX (Stasinopoulos et al. 2017).

Os objetivos desse trabalho sao (i) apresentar alguns aspectos tedricos dos

modelos GAMLSS e (ii) realizar uma aplicacdo de tais modelos a dados longitudinais

11



reais, comparando seu ajuste com aquele obtido via modelos lineares mistos, o
ferramental mais utilizado na pratica. Para tal, inicialmente é apresentado um breve
referencial tedrico e, por fim, apresentada a aplicacdo do GAMLSS aos dados de
producao de pélen em colmeias de abelhas Apis mellifera, presentes em Nascimento

et al. (2019).

12



CAPITULO 1

ASPECTOS TEORICOS DOS MODELOS ADITIVOS
GENERALIZADOS DE LOCALIZAGCAO, ESCALA E FORMA (GAMLSS)

13



1. Introducao

Historicamente, os modelos de regressdao tém sido amplamente empregados
nas mais diversas areas do conhecimento, tais como: Biologia, Agronomia, Engenharia,
Economia, Sociologia etc. Um dos principais objetivos do uso desses modelos é a
obten¢do de uma equacao que explique de modo satisfatério a relagdo entre uma
variavel resposta e uma (ou mais) variaveis explicativas. Isso possibilitaria fazer predicéo
de valores da variavel de interesse (Montgomery et al., 2012; Zuur et al. 2009).

Os modelos de regressao lineares (MRL) iniciais foram (e sao) extremamente
limitados em seu uso, dados os seus pressupostos, tais como (i) relacéo linear entre o
E(y|xy, ..., xp) € as variaveis explicativas, normalidade e homoscedasticidade dos erros
e auséncia de colinearidade. Todavia, com o avanco desses modelos e sua importancia
crescente, esforcos de pesquisas foram dirigidos ao campo da estatistica tedrica, o que
culminou com MRL cada vez mais complexos, capazes de lidar com relagdes nao
lineares entre E(y|xy,...,x,) € as variaveis explicativas, distribuicbes outras além da
normal e até mesmo a utilizacao de outras fun¢des de regressdo, como valor mediano
e quantis, por exemplo (Stasinoupolos et al. 2017).

Neste cenario surgiram os Modelos Aditivos Generalizados para Localizacao,
Escala e Forma (GAMLSS). Esses modelos, além de superar os pressupostos ja
mencionados (com excecdo da colinearidade), sao capazes de modelar todos os
parametros de localizacdo, escala e forma da distribuicdo da variavel resposta. Dessa
forma, esses parametros podem ser modelados em funcao das variaveis explicativas.
Ademais, pode-se ainda inserir funcbes ndo-paramétricas de suavizacdo nos
preditores, além de efeitos aleatdrios ou outros termos aditivos (Stasinoupolos et al.
2017).

O objetivo deste capitulo é realizar uma breve apresentacao dos principais

modelos de regressdo, apresentando seus aspectos teoricos, destacadamente dos

14



GAMLSS. Adicionalmente, é apresentada uma anélise cienciométrica’ sobre o emprego

dos GAMLSS frente a outro modelos.
2. Aspectos tedricos
2.1. Modelos de regressao e o GAMLSS

A analise de regressdo é, indubitavelmente, uma das técnicas mais
difundidas e empregadas para estudar a relagdo funcional entre uma variavel de
interesse e uma ou mais variaveis explicativas (Montgomery et al., 2012). Um modelo
introdutdrio é o modelo de regressao linear multiplo (MRLM), que pode ser expresso

por

Vi = BoXio + B1Xix + -+ Byxiy + €, (M

em que y; representa a variavel resposta, com i=1,..,n (n sendo o tamanho
amostral), ,ijs sao os coeficientes do modelo, com j =0,...,J, x;; sdo as ] variaveis
explicativas (com x;, =1,Vi) e ¢; é a fonte de variacdo, com eiii‘«iN(O; 0?). Esta
especificagdo é equivalente a y;~N(u;,02),com w; = Bo+ Pixi + -+ Bxi; e yi's
independentes. Embora ndo seja obrigatdrio ter intercepto (B,), os modelos aqui
considerados serdo apresentados com ele. O modelo pode ser reescrito na forma

matricial como

y & N(u, 02I,,)
p=Xp

(2)

! Andlise cienciométrica é uma andlise da cienciometria. Esta é a ciéncia que busca analisar a producéo cientifica
e tecnoldgica, através do estudo dos aspectos quantitativos da producéo intelectual com o objetivo de mensurar e
compreender a dimenséo cientifica (Parra et al. 2019).
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em que y = (y;,...,¥v,)T, X é a matriz de planejamento n X p (p =J + 1) que contém
as covaridveis mais uma coluna de 1's, 8 = (B, B1, ...,[)’])T é o vetor de coeficientes do
modelo e I,, representa a matriz identidade de ordem n.

O emprego do MRLM comumente pressupde normalidade e
homoscedasticidade dos erros, além de supor que a relacgdo dos parametros do
modelo com a esperancga da variavel resposta condicional nas variaveis explicativas seja
linear nos parametros. Tais pressuposicdes sdo muito restritivas e excluem o uso do
MRLM em diversas situa¢des praticas, tais como a modelagem de variaveis binarias,
proporcdes e contagem (entre diversas outras situacdes).

Para sobrepujar tais limitacbes do MRLM, Nelder e Wedderburn (1972)
propuseram os modelos lineares generalizados (MGLs), que podem ser representados

por

ind

yi ~ FE(ui, d)

J (3)
g(u) = Po + ijl Bjxij

com F€ denotando a familia exponencial linear de distribuicdes, i e j iguais aos
apresentados na equacéo (1), ¢ sendo o parametro de dispersdo e g(.) uma fungéo
mondtona e ao menos duplamente diferenciavel denominada de fungdo de ligacao.
Pode-se escrever a equacgao (3) como

ind

y ~ FE(u @)
gw) = XB,

(4)

com u = (u;, ..., uy)T sendo o vetor dos parametros de localizacdo. Esses modelos sdo
estruturados por trés componentes. O primeiro é o componente aleatério formado
pela variavel aleatéria y = (y;,...,y,)T, de modo que E(y)=pu. A matriz de
especificacdo X e os coeficientes do modelo B = ([30,,81, ...,B,)T formam o segundo

componente, a parte sistematica, de modo que n = XB (denominado de preditor
16



linear). O terceiro componente € a fungao de ligacdo que relaciona o componente
aleatério ao componente sistematico, g(E(y)) = g(w) = n = XB.

Dessa forma, os MLGs empregam funcdes de ligagdo para relacionar o valor
esperado da variavel resposta com as variaveis explicativas. A escolha adequada dessa
funcdo permite que esse relacionamento seja linear e que os valores ajustados do
modelo assumam valores no suporte da distribuicdo. Os MLGs findam por ser uma
generalizacao flexivel de regressao linear que permite modelar variaveis respostas que
tém distribuicdo pertencente a familia exponencial linear. Contudo, as fun¢des de
ligacdo sao, por vezes, insuficientes para analisar a relagdo entre a resposta e o preditor
linear.

Para contornar a limitacdo da estrutura da relacado entre E(y) e XB, Hastie
e Tibshirani (1990) propuseram os modelos aditivos generalizados (MAGs). Os MAGs
sao uma flexibilizacao dos MLGs com um preditor linear envolvendo a soma de funcdes
suavizadas das covariaveis. A aplicacao de funcdes de suavizacdo nao-parameétricas as
covariaveis permite que os dados moldem a natureza da relacao entre E(y) e XB de
modo distinto aquele proposto pelos MLGs. A forma funcional dos MAGs é dada por

ind

yi~ FE(W, P)

J J (5)
9 = Bo + zjzlﬁjxij + z _ S

em que s; € uma funcdo suavizada ndo-paramétrica aplicada a variavel explicativa x;,
j=1,..,] e funcdo de ligacdo g(.) € a mesma da equacdo (3). Na pratica, o s; é
estimado a partir dos dados usando técnicas desenvolvidas para suavizacao em
graficos de dispersdo. Existem muitos tipos de graficos de dispersdao suavizados, tais
como splines cubicos, B-splines, Lowess de Cleveland (1979) e o supersmoother de

Friedman e Stuetzle (1981). Os MAGs também podem ser expressos por

17



ind

y ~ Fe(u ¢)
gw) =n=Xp +s,(x) + -+ s;(xy)

(6)

com u,¢,X e B iguais aqueles da equacdo (4) e s; uma funcdo suavizada néo-
paramétrica aplicada ao vetor x; = (x4}, ...,xnj)T, comj=1,..,J.

No entanto, os MLGs e os MAGs nao sao capazes de modelar outros
parametros além da média ou da variancia da distribuicdo da resposta de modo
explicito como funcbes das variaveis explicativas. Ademais, existem situacdes em que
é requerido o emprego de distribuicdes que ndo pertencam a familia exponencial
linear, exigindo um modelo mais flexivel. Para superar essas limitagdes, Rigby e
Stasinopoulos (2005) desenvolveram os modelos aditivos generalizados para
localizagdo, escala e forma (GAMLSS). Esses modelos, além de generalizar os MLGs e
MAGs, permitem, em tese, a utilizacdo de qualquer distribuicdo para a variavel resposta
e a modelagem de parametros outros além da média e variancia. Desse modo,
parametros de localizagdo, escala e forma podem ser modelados em fungdo das
covariaveis e os preditores lineares podem incorporar fungdes suavizadas nao-

parameétricas. Os modelos GAMLSS podem ser expressos por

ind.

yvi ~ D, 04V, 1))

1) = fo, + Zj iy + Z;sj(xl-,a
92(0;) = By, + Zj; Bjxij + zjilsj(xij) 7)
95 = o, + Zj iy + Z )
9a(1)) = Bo, + Zj:lﬁjxij + z;:lsj(xij)

emquei=1,..,nj=1,..,J e, ointercepto referente a k-ésima funcao de ligacdo

que estd associado a um dos 4 parametros de interesse, com k=1,2,3,4
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representando o numero de parametros que a distribuicdo de y; é considerada
assumir. O simbolo D representa uma distribuicao qualquer com quatro parametros,
em que u e g sao os parametros de localizagdo e escala, respectivamente, enquanto v

e T sao os parametros de forma. Matricialmente, pode-se expressar o GAMLSS como

y illvd'D(u, o,V,7)
g1 =m =X1B1+Zy 1y + -+ Z1;,Y1y,
92(0) =My = Xy + Zy1¥o1 + -+ 23y, (8)
93(V) =m3 = X3B3 + Z31Y31 + -+ Z3), Y3,
92(@®) =Ny = XyBs+ Zy Vs + - + Z4;,Vag,

em que u = (uy, ..., uy)7T € o vetor de parametros de localizacdo, o = (a4, ...,0,)T ©
vetor de parametros de escala e v = (vq,...,v,)T e t=(14,..,7,)7 0s vetores dos
parametros de forma da distribuicdo. A matriz de especificacdo X, esta associada aos
efeitos fixos By referente ao modelo do k-ésimo parametro. Tem-se que s;, (x;j,) =
Zy;, Yky, com s (x;5,) sendo a funcdo suavizada ndo-paramétrica empregada nos
MAGs e Z,;, a matriz de especificacao associada aos efeitos aleatérios yy;, do modelo
do k-ésimo parametro. Assume-se que 0s yy; sdo independentes entre si e
Yi;~N(0, [ij(lkj)]_l), em que [ij(lkj)]_l é a inversa generalizada da matriz
simétrica Gy ;(Ax;) e Ax; € o vetor de hiperparametros. Resumidamente, os coeficientes

dos efeitos fixos e aleatorios sdao representados, respectivamente, por B =

T
BLBLBLBD ey = (viy - V1) Vin - ¥hy,)
2.2. Estimagao de parametros

Parametros sao funcdes dos valores da variavel de estudo (OECD, 2021). Eles
podem ser classificados como sendo de localizacéo, escala ou forma. Seja Fy =

{f(.;04,6,),0, € R,6, >0} uma familia de densidades. Os parametros 6, e 6, sao
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definidos como parametros de localizacao e escala, respectivamente, se e somente se

x—91
0,

a densidade f(x; 84, 8,) puder ser escrita da forma f(x;0) = 651g ( ) com g sendo

uma funcdo conhecida, denominada de funcao geradora (Mood et al, 1973). O
parametro de localizacao determina a “localizagdo" ou o deslocamento da distribuicao,
enquanto o de escala determina a dispersao estatistica da distribuicdo de
probabilidade (OECD, 2021). Por outro lado, parametro de forma pode ser entendido
como qualquer parametro que influencia a forma da distribuicdo de probabilidade,
mas ndo atende a definicdo de parametros de localizacdo ou escala. No GAMLSS, tais
parametros podem ser estimados de modo independente por fungdes que podem
incluir diferentes conjuntos de covariaveis.

Os modelos GAMLSS expressos somente por g,(p) =n, = XiByr sao
denominados de paramétricos, enquanto os modelos de variaveis latentes (ou
modelos de efeitos aleatérios) sdo acrescidos por Zy;yy;. Os parametros dos
denominados modelos paramétricos sao estimados por maxima verossimilhanga,
conforme o logaritmo da funcdo de verossimilhanca (denominada de log-

verossimilhanga de agora em adiante) que se segue

L= inlf il 1, vy, 6)
i=1

Para os modelos de variaveis latentes € empregada a maxima verossimilhancga

penalizada, conforme a funcao de log-verossimilhanca

Os modelos paramétricos consideram somente a parte paramétrica da

funcao de regressdao e nao possuem funcdes de suavizacdo (os efeitos aleatérios),
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requerendo apenas a estimagdo de B, enquanto os modelos de efeitos aleatérios
requerem a estimacéo de y e 2 = (47,,..., 47, , 7, ...,/1114)T. Existem dois algoritmos
(denominados RS e CG), além da mistura deles, para maximizar [ (modelo paramétrico
com respeito a B) e [, (0 modelo de efeitos aleatdrios com respeito a B e y) para 4
fixo.

O algoritmo RS, proposto por Rigby e Stasinopoulos (2005), maximiza a log-
verossimilhanca para cada parametro 8 = (u, o, v, )T por vez em um processo iterativo
até a convergéncia. Esse algoritmo pode ser descrito como tendo trés partes que
compdem um todo: i) as iteragdes externas, ii) as iteragdes internas, e iii) o algoritmo
de ajuste posterior modificado (Figura 1). O algoritmo € iniciado nas iteragOes externas,
mas a maximizacao é realizada pelas iteragcdes internas e o algoritmo de ajuste
posterior modificado, cada um hierarquicamente contido no anterior. Apds a

maximizagao da fungdo de log-verossimilhanca para cada parametro, uma medida de
desvio global (global deviance — GDEV = —21(9)) é obtida para analisar a

convergéncia. A ndo convergéncia do GDEV implicara em uma outra rodada do
algoritmo.

O algoritmo CG é uma generalizagdo daquele proposto por Cole e Green
(1992), o que justifica a sigla CG. Ele é bastante similar ao RS, diferindo principalmente
pelo fato de empregar as derivadas cruzadas da funcao de verossimilhanga. Isso faz
com que tal algoritmo seja capaz de atualizar conjuntamente todo o vetor de
parametros 8. Contudo, em algumas funcdes de distribuicdo os parametros tém
informacao ortogonal e as derivadas cruzadas sao nulas. Nessas situagdes, o algoritmo

RS deve ser empregado.
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Figura 1. Esquema de trés partes do algoritmo RS e CG. MMP é o método de minimos
quadrados ponderados e MMPP é o minimos quadrados ponderados penalizados. As

setas representam a interagao ciclica entre as partes. Adaptado de Thomas (2017).

Iteragoes externas: ajusta o modelo para
cada pardmetro e verificase o GDEV
convergiu.

Iteragdes internas: fornece as estimativas
atuais, calcula (ou atualiza) as variaveis e
pesos que estdo sendo trabalhadas e
verifica se o GDEV convergiu.

Ajuste posterior modificado: fornece as
estimativas atuais, emprega MMP para
atualizar os coeficientes, emprega MMPP
para atualizar as suavizagoes e verifica se
as estimativas convergem.

\ =

2.3. Estimacdo de hiperparametros 4

Para o ajuste de varios termos de suavizagdo em um GAMLSS, existe um
método global (externo) e um local (interno) para o algoritmo de ajuste. Rigby e
Stasinopoulos (2014) afirmam que o método local tende a ser muito mais rapido,
geralmente produzindo resultados semelhantes ao global. O método local ajusta cada
um dos hiperparametros sequencialmente em ciclos até a convergéncia dentro do
algoritmo RS. Além desses métodos, existem outros a serem escolhidas para a
estimativas dos parametros de suavizacao. As estratégias atuais disponiveis sdo a
maxima verossimilhanca (ML), a maxima verossimilhanca restrita (REML), o critério de
informacdo de Akaike generalizado (GAIC), a validacao cruzada (VC) e validacao
cruzada generalizada (VCG). Detalhes sobre os procedimentos de estimacao podem

ser obtidos em Stasinopoulos et al. (2017), por exemplo.
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2.4. Efeitos aleatodrios

Os modelos de efeitos mistos apresentam tanto fatores fixos quanto
aleatorios, além do erro experimental. Nestes modelos, os parametros da regressao
podem variar de individuo para individuo explicando as fontes de heterogeneidade da
populacdo. Ademais, eles sdao capazes de lidar com correlagao entre observagdes
individuais por introduzir diferentes fontes de variacdo nos dados. Isso é conseguido
assumindo que existem efeitos aleatérios y fornecendo uma fonte adicional de
variagao, que tém fdp f(y|4), em que 4 é um vetor de hiperparametros a ser estimado
a partir dos dados. Pode-se pensar em y como um vetor de variaveis latentes ou nao
observadas, que existem no modelo para levar em conta a interdependéncia ou
superdispersao. No modelo GAMLSS, dados os efeitos aleatérios y, presume-se que as
variaveis respostas yy, ..., y, sejam distribuidas independentemente com fdp f(y;|B, y).

Sob essas premissas, a densidade marginal de y = (y4, ..., )T € dada por

FYIB.A) = ] FOIBFFID dy, ®)

em que, dado B e y, f(y|B,A) denota a distribuicdo marginal de y, f(y|B.y) é a
distribui¢do condicional de y dado y, e f(y|A) é a distribuicdo marginal para os efeitos
aleatorios y. O principal obstaculo para modelar a distribuicdo marginal de y € a
integral sobre as variaveis aleatorias y. Para superar o problema, existem varias formas
para avaliar (8) implementadas na literatura, incluindo o algoritmo EM, aproximacao
de Laplace, técnicas de Monte Carlo via cadeia de Markov (MCMC) ou aproximacao da
integral por uma soma (por exemplo, via quadratura gaussiana). Obviamente, todas
essas técnicas vém com alguns custos computacionais extras.

Os efeitos aleatdrios podem ser modelos em dois niveis: observacional ou
do fator. Os efeitos aleatérios no nivel do fator sdo os efeitos aleatorios de "grupo”

usuais. Nesse caso um ou mais fatores classificam as observacdes em diferentes
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categorias, entdo Z neste caso serd uma matriz de especificagdo com 1 se a observacao
pertencer a um dado nivel do fator e 0 caso contrario. Ou seja, Z sera uma matriz de
variaveis do tipo dummy. Para o nivel observacional, ha tantos efeitos aleatérios quanto
observagdes. Neste caso, Z serd igual a matriz identidade e g, (0y) = X Bx + Vi

Existem diferentes formas de implementar modelos com efeitos aleatérios
no pacote gamlss. A fungcdo gamlssNP usa estimativa "global" e pode aplicar
quadratura gaussiana para aproximar a verossimilhanga marginal da variavel resposta
¥, substituindo a integracdo sobre uma variavel de efeitos aleatérios normalmente
distribuida por um somatoério. Isso permite estimar o hiperparametro 4, maximizando
a verossimilhanca marginal dos dados.

Por outro lado, as fungdes random e re usam uma aproximag¢ao normal
"local" para a verossimilhanga, conhecida na literatura como quase verossimilhanca
penalizada (QVP) (Breslow e Clayton, 1993). Para esses modelos, os valores ajustados
do modelo sdo derivados da funcao de verossimilhanca conjunta, enquanto a
inferéncia para o comportamento da variavel resposta é baseada na verossimilhanga
condicional dado os efeitos aleatoérios.

Ao considerar a inclusao de interceptos aleatorios na modelagem de um

parametro, deve-se assumir que
¥j ~ N(0,0%), 9)

independentemente para j = 1,2, ...,J. Dessa forma, o modelo GAMLSS com efeitos
aleatorios pode ser ajustado com auxilio da técnica de quadratura gaussiana para
aproxima a integral apresentada em (8). A quadratura gaussiana € um método de
integracdo numérica em que a integral é aproximada por um somatorio. Ela substitui
a distribuicdo continua f(y) por uma distribuicdo discreta aproximada. Com base em
(9), tem que y~N(0,05I). Tomando U;~N(0,1), tem-se que yj~ofU; e U=
0, %y~N(0,1), em que U= (Ul, ...,U])T. A quadratura gaussiana aproxima a

distribuicdo N(0,1) de cada U; por uma distribuicao discreta:
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P(Uj =u,) =mpk =1,..,K (10)

em que os u, e m, sao conhecidos e fixados por um total fixado de K pontos discretos

usados pela aproximacao via quadratura gaussiana.
2.5. Inferéncia

Stasinopoulos et al. (2017) destacam dois métodos inferenciais empregados
em GAMLSS, o baseado em verossimilhanca e o baseado em técnica de bootstrapping.
Para inferéncias baseadas em verossimilhanca, considere um modelo GAMLSS
paramétrico com vetor de parametros 6. Sob a otica da teoria da verossimilhanca

classica, pode-se assumir que, assintoticamente
a ~ N(BTI i(eT)_l)l
em que 8 é o estimador de maxima verossimilhanca de 6, e

221(8)

) = £ [W

€ a matriz de informacao esperada de Fisher para o verdadeiro valor 8. Como nem
sempre é possivel obter i(8;) de modo analitico, utiliza-se, por vezes, a matriz de

informacao de Fisher observada, definida como

221
1O == [ﬁ

Deve-se atentar que 1(08) € igual ao valor negativo da matriz Hessiana do
logaritmo da funcdo de verossimilhanca de 6. Dessa forma, pode-se empregar

1(07)~' em vez de i(6;)~! para estimar a matriz de varidncia-covariancias de 8.
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Obviamente, 8, é desconhecido e as quantidades costumeiramente empregadas sao

1(87)" ou i(8;)". De modo geral, os modelos paramétricos GAMLSS assumem que
O~N (BT, I(@T)_l).

Se o modelo est4 incorreto, entdo a distribuicdo assintotica de @ pode ser aproximada,

sob certas circunstancias, pelo estimador do tipo sanduiche de 8 dado por
9~n(0.,1(8) k(®)1(8)"),

em que K(8) é uma estimativa da matriz de variancia-covariancia da primeira derivada
da fung¢do de log-verossimilhanga com respeito aos parametros e 8. € o valor 8 mais
‘proximo’ do verdadeiro modelo medido pela distancia de Kullback-Leibler (Kullback e
Leibler, 1951).

Usualmente, os erros-padrdao sao obtidos a partir da raiz quadrada da
diagonal da matriz de covariancia 1(8;) " (ou 1(8) 'K(8)1(8) " para estimadores do
tipo sanduiche) . Um método alternativo para obtencdo dos erros-padrdo para uma
estimativa qualquer 8 quando a matriz de informacdo observada é de dificil obtencao,

é dado por

-~ B
EP(B) * e

em que AGDEV é a diferenca entre o desvio global com as variaveis explicativas
associadas ao parametro de interesse 8 e desvio global obtido pela omissdo dessas
variaveis. Para mais detalhes e sobre a inferéncia baseada em bootstrapping, ver

Stasinopoulos et al. (2017), por exemplo.
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2.6. Selecao de modelos

A selecao de modelos em GAMLSS pode ser realizada via i) selecao da
distribuicdo para a variavel resposta; ii) selecdo da funcdo de ligagao; iii)

estabelecimento dos melhores preditores; e iv) ajuste dos parametros de suavizacao.

2.6.1. Selecao da distribuicdo para a variavel resposta

A selecao da distribuicdo pode ser feita via comparagdo de modelos e
analise grafica. O critério de Akaike generalizado (GAIC) (Akaike, 1983) é comumente
empregado na comparacdao de modelos com distribuicbes diferentes. Tal critério
penaliza o sobreajuste por ser definido como a soma do desvio ajustado mais uma
penalidade fixa para cada grau de liberdade efetivo (Hastie e Tibshirani, 1990). A
estratégia grafica consiste em comparar graficos de distribuicdes ajustadas em
modelos selecionados por apresentar os menores valores de GAIC. Inadequacgbes
nesses modelos podem ser detectadas com graficos denominados de worm plots, que
sao graficos quantil-quantil (QQ) sem tendéncia introduzidos por Buuren e Fredriks

(2001).

2.6.2. Selecdo da funcéo de ligacao

A funcdo de ligacdo adequada depende do suporte dos parametros da
distribuicdo da variavel de resposta. Por exemplo, para uma variavel resposta com
distribui¢do normal com parametros u e 0%, em que u assume qualquer valor nos R e
a2 > 0, uma funcao de ligacdo identidade para u e uma logaritmica para o2 podem ser
escolhas adequadas. No entanto, pode haver situacdes em que mais de uma fungao
de ligacdo pode ser adequada para um parametro especifico. Nesses casos, as

diferentes funcbes devem ser comparadas diretamente usando o desvio global e
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graficos worm plots. Tais graficos serdao detalhados no item 2.7 (sobre ‘analise de

diagnostico’) deste capitulo.

2.6.3. Estabelecimento dos melhores preditores

Dada uma distribuicdo para a variavel resposta com um conjunto de
parametros p,o,vet, os procedimentos forward, backward e stepwise podem ser
empregados para encontrar os melhores preditores para um dado parametro da
distribuicdo da variavel de resposta. Como exemplo, uma estratégia é descrita

sequencialmente por Thomas (2017):

i) Usar o procedimento forward com base no GAIC para selecionar um

modelo apropriado para y, com g, v e T ajustados como constantes;

i) Dado o modelo para pu obtido em (i) e para v e 7 ajustados como
constantes, deve-se usar o procedimento forward para selecionar um

modelo apropriado para g;

iii) Dados os modelos para | e o obtidos em (i) e (ii) respectivamente e com
T ajustado como constante, usar o procedimento forward para selecionar

um modelo apropriado para v;

iv) Dados os modelos para y, o e v obtidos em (i), (ii) e (iii) respectivamente,
usar o procedimento forward para selecionar um modelo apropriado para

T,

v) Dados os modelos para y, ¢ e T obtidos em (i), (ii) e (iv) respectivamente,
usar o procedimento backward de selecao para selecionar o modelo

apropriado para v;

vi) Dados os modelos para y, v e T obtidos em (i), (v) e (iv) respectivamente,
usar o procedimento backward para selecionar o modelo apropriado para
o,
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vii) Dados os modelos para g, v e T obtidos em (vi), (v) e (iv) respectivamente,
usar o procedimento backward para selecionar um modelo apropriado para

i e parar.

Deve-se atentar que o modelo final podera possuir diferentes variaveis explicativas
para cada um dos parametros, assim como um ou mais parametros podem ser

constantes para um dado conjunto de dados.

2.6.4. Ajuste dos parametros de suavizagao

Os parametros de suavizagdo podem ser estimados a partir dos dados ou
fixados. Ao se fixar os parametros de suavizacdo, um procedimento comum é fixar os
graus de liberdade efetivos para a suavizagdo (Hastie e Tibshirani, 1990). Como ja
apresentado anteriormente, os parametros de suavizacdao sao estimados pelos

métodos VCG, GAIC ou ML. Stasinopoulos et al. (2017) trazem detalhes sobre tais

métodos.

2.7. Analise de diagnostico

A analise de residuos é uma das ferramentas mais aplicadas para se analisar
a qualidade de ajuste dos modelos. Uma das formas mais elementares de realizar essa
analise é através do emprego de residuos ordinarios (ou brutos), que sdo dados pela

diferenca entre os valores observados e estimados

€ =Yi— Vi

Obviamente, existem formas mais elaboradas para analisar a qualidade de

ajuste. Por exemplo, os residuos studentizados sao comumente empregados em MRL.

Eles sdo dados por
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s f1-hy

em que h;; sdo os valores da diagonal da matriz ‘chapéu’ H = X(X'X)~1X’, enquanto
modelos MLGs empregam os residuos componente do desvio (deviance) e de Pearson,

dados respectivamente por

ri = sign(y; — a)Vd; (12)
= (= AV V(@) (13)
em que di:—Zlog(i—g) com LS representando a verossimilhanca ajustada da

observacao i do modelo corrente e L} do modelo completo (saturado) e V(. ) é a funcéo
de variancia dos MLGs.

Contudo, esses residuos apresentam algumas limitagdes. Os residuos
ordinarios apresentam dificuldades de serem generalizados para distribuicdes outras
além da normal. Os residuos componentes do desvio ndo sao, em geral, bem definidos
(por exemplo, ao modelar varios parametros para a distribuicdo da variavel resposta),
enquanto os residuos de Pearson nao apresentam normalidade para variaveis resposta
altamente assimétricas ou 'achatadas’.

Para contornar essas limitacdes, os modelos GAMLSS usam os residuos
quantilicos normalizados, introduzidos por Dunn e Smyth (1996). Os residuos

quantilicos normalizados podem ser definidos por

fi = @71 (@), (14)

em que ®1(.) é ainversa da funcao de distribuicdo acumulada da distribuicdo normal
padrdo e #; sdo os residuos quantilicos. Se y é uma observacdo de uma variavel
continua Y entdo u = F(y|0) e @ = F(y|8) sdo os valores da funcdo na distribuicio

acumulada do modelo e do ajuste, respectivamente. Se U é uma variavel aleatdria
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definida como U = F,(Y) = P(Y < y), entdo U tem funcdo de distribuicdo acumulada

dada por

Fyw)=PU<w)=PFXY)<w=P(Y < F*W)=FKF'W)=uy,

de modo que

Oseu<0
Fy(w) =juse0<uc<1,
l1seu>1

que ¢ a fung¢do de distribuicdo acumulada de uma distribuicdo uniforme padrao. Esse
procedimento é denominado de transformada integral de probabilidade e ele garante
que, se o modelo for corretamente especificado, os residuos quantilicos u terao
distribuicdo uniforme padrdao e os residuos quantilicos normalizados r terdo
distribuicao normal padrao.

Se a Y é variavel resposta discreta, entdo u = F(y|0) é uma funcdo degrau,
o que implica que para uma dada observacdo y existe um intervalo de valores [a, b]
em F(y|@). Uma forma de lidar com essa situacao é definir, respectivamente, u e i

como um valor aleatério de uma distribuicao uniforme nos intervalos

[ug, u] = [F(y — 1]6), F(y|0)],

[2y, 2,1 = [F(y — 118), F(19)].

Dada uma funcao de probabilidade, uma observagado y é transformada em um intervalo
[u;,u,] e u é selecionado de uma distribuicdo uniforme com intervalo [u;,u,] e
transformado em residuos. Dessa forma, para variaveis discretas, u sdo denominados

de residuos quantilicos aleatorizados.
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Uma vez obtidos os residuos, comumente cinco tipos de graficos sao

empregados para analisar a qualidade do ajuste nos modelos GAMLSS. Séao eles:

i) Grafico dos residuos quantilicos normalizados contra os valores ajustados
do parametro y;

ii) Grafico dos residuos quantilicos normalizados contra a ordem das
observacdes ou uma covariavel;

iii) Grafico da densidade kernel estimada dos residuos quantilicos
normalizados;

iv) Grafico QQ dos residuos quantilicos normalizados; e

v) Worm plot.

Se o modelo é ajustado adequadamente, espera-se que os graficos (i) e (ii)
apresentem pontos dispostos aleatoriamente ao redor do valor zero, sem muitas
observagbes acima de 3 ou abaixo de -3. Nos graficos (iii) e (iv) espera-se que 0s
pontos formem uma curva em forma de sino e uma linha reta, respectivamente. O
worm plot €, sem duvida, a principal técnica empregada para analisar os residuos de
modelos GAMLSS. Eles foram propostos por Buuren e Fredriks (2001) a fim de
identificar regides (intervalos) de uma variavel explicativa dentro da qual o modelo nao
se ajusta adequadamente aos dados (que eles chamaram de "violagdo do modelo").
Esses graficos sdo um tipo de grafico normal quantis-quantis sem tendéncia e é
esperado que os residuos se distribuam de modo linear ao redor do zero caso o
modelo esteja bem ajustado. Outros padrdes da disposicdo dos residuos podem

indicar um ajuste inadequado, como apontado na Figura 2 e Tabela 1.
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Figura 2. Diferentes problemas (situacdes a) a h) da Tabela 1) que podem ser

diagnosticados pelo worm plot. Adaptado de Stasinopoulos et al. (2017).

a) Média elevada b) Média baixa

- -
T T T T T T T T T T T
-4 =2 ] 2 4 -4 =2 0 2 4
Quantis normais Quantis normais
€) Variancia elevada d) Variancia baixa
g - 2 -
o ] ®q - - ] o
< T 1 T T T T T f
-4 =2 ] 2 4 -4 =2 0 2 H
- Quantis normais Quantis normais
=]
3
o &) Assimetria positiva f) Assimetria negativa

; I I 1 1 1 ;‘ I I I 1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
Quantis normais Quantis normais
g) Leptocurtose h) Platicurtose

=04 02
[
=0.4 0.2
Ll
o

Quantis normais Quantis normais

33



Tabela 1. Formatos distintos que o

Adaptado de Stasinopoulos (2017).

worm plot pode assumir e suas interpretacdes.

Situacao Formato

Residuos

Parametro ajustado

Pontos acima da . . Localizacao
a) ; Média muito alta .
origem subestimada
Pontos abaixo da . . : Localizacao
b) ; Média muito baixa g
origem superestimada
Q) Inclinacao positiva Variancia muito alta Escala subestimada
d) Inclinacao negativa Variancia muito baixa Escala superestimada
. : . Assimetria
e U Assimetria positiva .
) P subestimada
. . . : . Assimetria
f) U invertido Assimetria negativa .
superestimada
S com curva esquerda :
9) . a Leptocurtose Cauda muito leve
para baixo
S com curva esquerda . :
h) : g Platicurtose Cauda muito pesada
para cima

3. Popularizacao do modelo GAMLSS

Foi realizada uma pesquisa no Google Académico e na plataforma
ScienceDirect para analisar a popularizacdo dos modelos GAMLSS frente aos modelos
MLGs e MAGs. A pesquisa foi realizada considerando os ultimos 11 anos (2010 a 2021)
e empregando os termos “Generalized Linear Model”, “Generalized Additive Model” e
"GAMLSS" para verificar o nimero de resultados encontrados para os modelos MLGs,
MAGs e GAMLSS, respectivamente. Analogamente, foram empregados os termos
“Generalized Linear Mixed Model”, “Generalized Additive Mixed Model” e “Mixed
GAMLSS" para verificar o nimero de resultados encontrados para os modelos mistos
MLG, MAG e GAMLSS, respectivamente.

O Google Académico é uma ferramenta de pesquisa do Google que permite
pesquisar em trabalhos académicos, literatura escolar, jornais de universidades e
artigos variados, enquanto a ScienceDirect € uma plataforma para acesso de

aproximadamente 2500 revistas cientificas e mais de 26000 e-books. Dessa forma,
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acredita-se que o numero de resultados retornados em cada pesquisa representa, em
algum grau, a popularizacao do tipo de modelo pesquisado (ou o quao empregado o
modelo é).

Os resultados da pesquisa estdao na Tabela 2. Percebe-se que quanto mais
geral o modelo, menos popular ou empregado é. Percebe-se também que esse cenario
é agravado quando se consideram os modelos mistos. Os MLGs sdo, de longe, a classe
que apresenta o maior numero de resultados retornados, seqguido pelos MAGs. Por
outro lado, o GAMLSS ainda tem um uso inconspicuo e, pela pesquisa, nenhum artigo
ainda foi publicado em periédicos do catalogo da ScienceDirect para modelos mistos
no periodo analisado. Mesmo os trés resultados encontrados no Google Académico
sao uma dissertacao (Thomas, 2017) e dois preprints no arXiv (Thomas et al., 2018;
Sodja, 2020) ainda ndo publicados em revistas com avaliacbes por pares. Isso

claramente mostra que os modelos GAMLSS sao poucos utilizados.

Tabela 2. Resultado da pesquisa pelos modelos MLG, MAG e GAMLSS nas plataformas
Google académico e ScienceDirect. Os valores em parénteses é o percentual em relagcao

ao total por linha. Detalhes no texto.

Misto Plataforma Modelo
MLG MAG GAMLSS
Google académico 48300 17700 4550
NZo (68,46%) (25,09%) (6,45%)
ScienceDirect 24922 6312 428
(78,71%) (19,94%) (1,35%)
Google académico 28750 2280 3
Sim (92,64%) (7,35%) (0,01%)
ScienceDirect 10533 801 0
(92,93%) (7,07%) (0%)
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4. Consideracoes finais do capitulo

Teoricamente, os GAMLSS sdo mais capazes de lidar com dados reais quando
comparados aos demais modelos aqui mencionados. Isso ocorre porque ele permite
empregar qualquer distribui¢cao (ou mistura de distribuicdes) no modelo de regresséao,
além de permitir explicitamente a modelagem de todos os parametros da distribuicao
da variavel resposta. Contudo, a analise cienciométrica sugere que tal classe de
modelos tem sido subutilizada, destacadamente para modelos mistos. Isso
provavelmente se deve a trés principais fatores: (i) dificuldades inerentes de
entendimento de modelos mais complexos; (i) modelo muito recente e ainda
desconhecido por parte da populacao cientifica; e (iii) grande exigéncia computacional
para executar os algoritmos propostos.

O GAMLSS possui forte arcabouco tedrico para analisar qualidade de
ajuste de seus modelos com base nos residuos quantilicos. Entretanto, embora exista
proposta de analises de influéncia para estudos transversais (Silva, 2021), ndo foram
encontradas (até o presente momento) propostas para modelos mistos desta classe, o

que € uma limitacao.
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CAPITULO 2

APLICACAO DO MODELO GAMLSS A DADOS LONGITUDINAIS
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1. Introducao

O polen é uma estrutura reprodutiva das plantas produtoras de sementes.
Ele contém o gameta masculino, que quando encontra o gameta feminino, pode
ocorrer a fecundacao e a consequente formacgado de semente. Contudo, na perspectiva
das abelhas, o polen é a principal fonte de proteinas e aminoacidos, sendo também
uma importante fonte de lipidios, fibras, enzimas, minerais, agUcares e vitaminas
(Arruda et al., 2013; Avni et al., 2014; Sattler et al., 2015). Essa composicao nutricional
torna o pdlen essencial para a alimentacao da ninhada e manutengdo das col6nias das
abelhas sociais, tais como a Apis mellifera (Marchini et al., 2006).

O polen também é de crescente importancia para os seres humanos, visto
gue muitas comunidades em diversos paises dependem da produgdo de pdlen apicola
para complementar ou gerar toda a renda familiar. No Brasil, é sabido que a maior
parte da producao apicola se localiza no semiarido (Barreto et al., 2006), onde a
fisionomia vegetal varia de desertos com vegetacao esparsa a areas com florestas secas
cobertas por densas camadas de arvores (Araujo-Filho, 2013). Nesses ambientes, a
agua é o principal recurso limitante, de modo que a maior niUmero de espécies e
densidade de plantas em floragdo ocorre no periodo Umido. Dessa forma, espera-se
que a producao de polen também seja maior nesse periodo.

Indubitavelmente, a producdo de pdlen esta aquém do seu potencial. Isso
se deve, em parte, a duas limitacdes. Primeiro, comumente ha desconhecimento da
identidade da flora apicola da regidgo (Milfont et al, 2011). Segundo, ha
desconhecimento da disponibilidade temporal de fontes de pdlen para as abelhas ao
longo do ano (Nascimento et al, 2019). Qualquer estudo que tente mitigar essa
segunda limitagdo, tera que trabalhar com a dimensao temporal. Isso podera implicar
em estudos de dados longitudinais que conhecidamente requerem maior
conhecimento estatistico e computacional por parte dos pesquisadores.

Dessa forma, este estudo objetiva apresentar uma aplicacdo do modelo

misto GAMLSS para modelar dados longitudinais de producao de polen.
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Adicionalmente, os resultados obtidos com o GAMLSS sdo contrastados com os
resultados da modelagem por MLM para verificar qual dessas técnicas apresenta

melhor ajuste aos dados.

2. Materiais e métodos

2.1. Sobre os dados de producdo de pdlen

Os dados aqui tratados foram originalmente publicados em Nascimento et
al. (2019). Eles consistem na producdo de pdlen da abelha A. mellifera em dez colmeias
do tipo Langstroth. As coletas foram realizadas de novembro de 2012 a outubro de
2013 em uma floresta semidecidua localizada no municipio de Meruoca (3°35'40.63" S
e 40°24'11.91" W), estado do Cear4, Brasil.

As amostras de polen foram obtidas instalando coletores de podlen nas
entradas das colmeias, padronizadas quanto ao nimero de abelhas (28 mil + 2 mil),
nuimero de favos (n = 10) e idade da rainha (um ano). Os coletores de pdlen exigem
que as abelhas entrem na colmeia através de pequenos orificios que raspam o pdlen
das corbiculas da abelha. Essas corbiculas sdo estruturas localizadas nas pernas que
funcionam como cestas de pdélen e auxiliam no transporte deste recurso ao ninho. A
coleta de polen foi realizada em dias alternados, sempre as 17h30, totalizando 15
coletas mensais para cada coldnia. As amostras de podlen frescas foram limpas
(removendo sujidades, tais como abelhas mortas, larvas de abelha e prépolis) e
armazenas adequadamente, para posterior pesagem.

Ademais, foram contabilizados (i) o numero de espécies vegetais em
floragdo por més em um raio de 1 km das colmeias e (ii) a precipitacao total por més
na regido de estudo. Dessa forma, os dados utilizados nas analises sdo de frequéncia
mensal e separados por colmeia. Maiores detalhes podem ser obtidos em Nascimento

et al. (2019).
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2.2. Analises estatisticas

Inicialmente foi realizada uma analise descritiva dos dados. Ap0s tal analise,
foram empregados os modelos GAMLSS misto e MLM, tomando a producéo polinica
como variavel resposta (y) e os meses apos a instalacdo das colmeias, o niUmero de
espécies vegetais em floracao por més e a precipitacdo total por més na regido de
estudo como variaveis explicativas. O MLM foi empregado tomando a resposta como
y (sem transformacao) e como log(y + 1) (com transformagdo logaritmica, ou log-
transformacao). Aqui, utilizou-se a média das 15 coletas mensais realizadas em cada
colmeia.

Para analisar a qualidade de ajuste dos modelos aos dados, foram realizadas
analises de residuos (de Pearson para os MLMs e quantilicos para o GAMLSS) e
verificado o atendimento aos pressupostos de cada modelo. Os melhores modelos de
cada classe foram selecionados de acordo com GAIC e qualidade de ajuste.

Finalmente os coeficientes foram estimados, bem como seus intervalos de
confianga. Para o MLM com transformacao, foi aplicado o método delta para se obter
a variancia dos coeficientes estimados e depois calculado o intervalo de confianga
assintotico. Todas as analises foram realizadas no ambiente estatistico R (R Core Team,
2021), com auxilio dos pacotes gamlss (Rigby e Stasinopoulos, 2005) e nlme (Pinheiro

et al. 2021).

3. Resultados e discussao

3.1. Analise descritiva

A producdo de polen oscilou consideravelmente entre os meses de estudo
(Tabela 3). Marco e abril foram os meses que apresentaram maior producao de pdlen
(tanto em média, quanto em mediana), o que coincide com o periodo de maior

precipitagdo na regidao de estudo. Por outro lado, agosto e setembro apresentaram
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menor produgdo. Nota-se também nitidas diferencas na magnitude da variancia na

producao mensal de pélen, com abril apresentando maior valor (Tabela 3).

Tabela 3. Medidas resumo da producao de pélen apicola (em g/colmeia) das 10

colmeias de Apis mellifera estudadas por Nascimento et al. (2019).

Més Média Minimo Mediana Maximo DP CV (%)

Novembro 11,52 3,54 9,82 29,02 7,12 61,78
Dezembro 15,03 4,57 11,92 4494 12,39 8240
Janeiro 18,16 4,94 14,75 36,86 11,58 63,73
Fevereiro 16,07 5,28 14,99 3219 852 53,03
Margo 34,51 8,66 35,16 59,64 1949 56,48

Abril 3027 5,79 28,17 77,68 20,74 68,50
Maio 20,89 7,87 16,48 59,33 1512 72,35
Junho 18,00 1,68 15,52 3349 1041 57,83
Julho 914 095 9,41 1568 4,13 45,22

Agosto 517 2,99 3,88 1205 299 5783
Setembro 8,11 4,16 7,03 23,13 567 6994
Outubro 10,71 3,79 8,60 2507 6,86 64,02

DP = Desvio padrao; CV = Coeficiente de variacdo

Analisando os perfis individuais (Figura 3), é possivel notar que as colmeias
nao apresentam um padrdo nitido quanto a producao polinica. Algumas delas
apresentam grande variabilidade (como a C7), enquanto outras sao bem menos
variaveis (por exemplo, a C10). Em termos médios, a produgdo polinica é crescente de
novembro a marco e depois declina, com valores minimos em agosto. Esse é o padrao
esperado, dado que a abundancia das espécies florais (fontes de pdlen) segue o

volume de precipitagao.
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Figura 3. Perfis individuais (linhas coloridas com pontos) e médio (linha preta) da
producao de pdélen das colmeias ao longo de doze meses de observagao.
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A quantidade de polen coletada pelas abelhas em um dado dia é
dependente da quantidade ja coletada. Dessa forma, espera-se que os dados
apresentem autocorrelacao. A observagao da Tabela 4 sugere que as correlagdes (e as
covariancias) sao ligeiramente maiores (em valores absolutos) entre meses adjacentes.

Na figura 4 € apresentado o variograma amostral da producéo de pdlen.
Nele, os pontos sdo os valores de v;j;, = 0,5 X (rij — rik)z, com 7;; sendo o residuo (a
partir de um ajuste de minimos quadrados) da i-ésima colmeia (i = 1, ...,10) e da j-
ésima observacgdo (j = 1, ...,12). A defasagem (eixo x da figura) é dada por t;; — t;, em
que t;; € o tempo correspondente a i-ésima colmeia na j-ésima observacdo. A linha
preta pontilhada é a estimativa da variancia total dos dados (s? = 200,12) e a linha
vermelha representa a curva média dos v; ;. Pode-se perceber nessa figura uma curva
crescente com valor maximo para uma defasagem de 4 a 6 meses. Depois disso a curva

é decrescente. Isso novamente sugere maior dependéncia entre meses mais proximos.
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Os resultados da analise descritiva em conjunto sugerem que a estrutura

funcional para modelar a producao de pdlen ao longo dos meses deve ser capaz de

lidar com lidar com heteroscedasticidade e autocorrelacao.

Tabela 4. Variancias (diagonal), correlagbes de Pearson (acima da diagonal) e

covariancias (abaixo da diagonal) da producgdo de pdlen.

Més Nov Dez Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out
Nov 5641 051 030 007 018 -007 -020 -0,14 -026 -0,09 001 0,10
Dez 50,53 17248 066 -021 033 005 -009 -032 -0,18 0,15 074 0,63
Jan 22,67 8724 10220 029 044 031 027 -010 026 -0,10 056 0,50
Fev 423 -2347 2485 7117 051 069 064 023 030 -050 -025 -0,38
Mar 2598 83,17 86,03 8191 36575 063 051 -023 -024 -039 008 0722
Abr -11,02 14,16 67,10 122,65 256,44 44800 097 046 049 -025 0,10 -0,04
Mai -24,50 -17,91 44,14 8576 156,46 326,35 25430 0,51 060 -0,19 0,06 -0,06
Jun  -10,81 -42,77 -9,81 1924 -4473 97,35 81,60 101,67 084 -027 -027 -046
Ju -837 -10,10 11,29 10,65 -19,44 44,59 4062 36,28 1819 -0,02 0,10 -0,15
Ago -192 576 -312 -12,55 -22,44 -1566 -885 -804 -031 894 062 067
Set 037 5858 3402 -12,79 881 1237 579 -1627 261 11,08 36,06 0,83
Out 527 5805 3579 -2254 2944 -623 -678 -3291 -4,51 14,01 3510 49,40

Figura 4. Variograma amostral da producdo de pélen.
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3.2. Ajuste do modelo via gamlss

O pacote gamlss (Rigby e Stasinopoulos, 2005) possui algumas fungoes
para selecao da distribuicao de probabilidade da variavel resposta (tais como fitDist,
histDist e gamlssML). A funcao fitDist ajusta todas as distribuicbes paramétricas
relevantes presentes no pacote gamlss para um Unico vetor de dados (sem variaveis
explicativas). As distribuicdes marginais sugeridas sao aquelas com menor GAIC, dada
uma penalidade k. Assim, pode-se ter indicios de quais sdao as distribuicbes de

probabilidade mais adequadas para a variavel resposta.

Tabela 5. Resultado da sele¢do da distribuicdo de probabilidade para a variavel

resposta (Producdo de pdlen) de acordo com a fungdo fitDist do pacote gamlss.

Distribuicao
GAIC(k = 2)

Sigla em gamlss  Nome

LOGNO Log-Normal 883,73
GG Gama generalizada 885,56
BCCG Box-Cox Cole e Green 885,57
IG Normal inversa 886,86
BCT Box-Cox-t 887,57

Destaca-se que, como a variavel resposta y de interesse (Producao de pélen)
assume apenas valores ndo negativos, considerou-se apenas distribuicdes com suporte
em R*. Na Tabela 5 sdo apresentadas as cinco distribuicdes com menor GAIC (com

k = 2) e na Figura 5 as curvas ajustadas sobre o histograma da variavel resposta.
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Figura 5. Curvas ajustadas das distribuicbes consideradas na Tabela 5 sobre o

histograma da variavel y = Produgao de polen.
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Os valores de GAIC para as diferentes distribuicdes da Tabela 5 sao
semelhantes, e uma analise da Figura 5 sugere que elas apresentam um razoavel ajuste
a variavel resposta. Embora o modelo de regressdao seja baseado na distribuicao

condicional y|X, essas distribuicdes e outras foram empregadas para modelar a
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producao de pdlen tomando trés variaveis explicativas de efeito fixo: (i) més, (ii)
precipitagdo total mensal e (iii) nUmero de espécies em floragdo em um dado més.

Inicialmente foi ajustado um modelo para o parametro u empregando as
variaveis explicativas supracitadas e utilizando as colmeias como efeito aleatério.
Contudo, considerando o grafico de perfil da variavel resposta, os termos quadraticos
e cubico da variavel ‘més’ também foram incluidos. Como o termo cubico foi altamente
significativo, foi ajustado um modelo quartico. Analogamente, como o termo de quarto
grau foi significativo, utilizou-se um termo de quinto grau, mas este nao foi
significativo ao nivel de significancia de 5%. Portanto, os modelos ajustados seguiram
um polinémio de quarto grau.

Os parametros o e v foram modelados em fungdo da varidvel 'més’,
enquanto o t foi considerado constante. Destaca-se que a presenca desses parametros
depende da distribuicdo empregada (Tabela 6). Os valores de GAIC e os worm plots
para esses modelos estao dispostos na Tabela 6 e Figura 6, respectivamente. Destaca-
se que somente os ajustes baseados nas distribuicbes apresentadas na Tabela 5 e
Figura 5 sdo aqui apresentados, pois foram os que apresentaram melhor ajuste aos
dados.

Pode-se observar que o modelo com pior ajuste foi o IG, pois além de
apresentar maior valor de GAIC, os pontos (residuos normalizados) e seu ajuste cubico
(linha vermelha) ndo se dispdem como uma linha horizontal em torno do zero. O
mesmo ocorre para o modelo com distribuicao LOGNO, embora este apresente menor
valor de GAIC. Os demais modelos apresentaram o padrao esperado de um bom ajuste

de acordo com o worm plot (Tabela 6 e Figura 6).
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Tabela 6. Critério de informacao de Akaike generalizado (GAIC) e graus de liberdade

(gl) para os modelos ajustados com as distribuicdes de probabilidade LOGNO, GG,

BCCG, IG e BCT para a variavel resposta ‘producao de pélen’.

Distribuicdo Parametros gl GAIC

LOGNO Wwo 8109 811,078
BCCG Ko, v 7428 818,194
GG Ko, v 7476 818,257
BCT Wo,Vv,T 8428 820,194
IG U, o 8,045 830,769

Observando com mais detalhes esses modelos restantes, pode-se notar

pelos residuos quantilicos contra os valores ajustados que a heterogeneidade da

variancia foi bem capturada. Pela anélise dos residuos quantilicos contra a variavel

explicativa ‘'més’, percebe-se que a dispersdo dos residuos foi aproximadamente

homogénea ao longo do tempo (com exce¢do do nono més de observacao, julho).

Ademais, os erros apresentaram distribuicao aproximadamente normal, como se pode

perceber pelo grafico quantil-quantil (Figura 7). Ressalta-se que os modelos com

distribuicdo marginal BCCG e BCT utilizam o parametro u como mediana. Como se

deseja comparar a aplicagdo do GAMLSS com o MLM, optou-se por utilizar a

distribuicdo marginal GG, pois toma u como a média, além de apresentar excelente

ajuste aos dados.
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Figura 6. Worm plots para os modelos ajustados com as distribuicdes marginais
LOGNO, GG, BCCG, IG e BCT. Existem pontos (residuos) omitidos da distribuicao IG por

possuir valores de desvios menores que -1,0.
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Figura 7. Analise dos residuos dos modelos ajustados com as distribuicGes marginais

GG, BCCG e BCT.
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A distribuicdo gama generalizada (GG) é adequada para lidar com dados
nao negativos que podem apresentar tanto assimetria positiva quanto negativa. Sua

densidade pode ser dada por

|V|0929€_9Z
flwo,v) = WHJ»O;

em que z=(y/uw)¥ e 0=1/(c*v?) para u>0,0>0e —ow<v<o. Essa

parametrizacao foi proposta por Lopatatzidis e Green (apud Stasinopoulos et al. 2017)
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[vlyo=ter(-(y/B)")
Bver()

e arelacdo delacom f(ylu,o,v) = (forma funcional mais comumente

empregada) com f = u(02v2)117 é apresentada no Anexo |.

A distribuicdo GG permite modelar simultaneamente 3 parametros da
distribuicdo condicional da variavel resposta: um parametro de localizagdo u, um
parametro de escala ¢ e um parametro de forma v (que controla a assimetria)

(Stasinopoulos et al. 2017).

Figura 8. Worm plot segmentado por més para o modelo ajustado com a distribuicdo
marginal GG. Os graficos sao lidos em linhas da parte inferior esquerda (més de

novembro) a parte superior direita (outubro).
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O worm plot pode ser utilizado para analisar o ajuste do modelo ao longo
de uma variavel de interesse. Para se compreender melhor a qualidade de ajuste do
modelo selecionado, foram construidos worm plots para cada més de estudo (Figura
8). Pode-se perceber, para alguns meses, que os pontos (e a curva de ajuste) se
distanciam de uma disposicao em reta horizontal centrada no zero. Contudo, ressalta-

se que quase todos os residuos (pontos) estdo delimitados entre os limites dos
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intervalos de confianga (representados pelas linhas curvadas pontilhadas). Ademais,
como destacado por Stasinopoulos et al. (2017), é praticamente impossivel construir
um modelo sem areas de desajustes para as covariaveis incluidas.

Quando se analisa os efeitos aleatérios preditos pelo modelo com
distribuicdo marginal GG, vé-se que eles apresentam uma distribuicao
aproximadamente normal (Figura 9). Essa aproximacao € tal que o teste Shapiro-Wilks

nao foi capaz de rejeitar a hipétese nula de normalidade (W = 0,932, p = 0,464).

Figura 9. Efeitos aleatdrios estimados com o modelo misto GG.
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3.2. Ajuste do modelo via nlme

Uma forma comum de ajustar modelos mistos é pela utilizacdo dos pacotes
nlme (Pinheiro et al. 2021) e 1me4 (Bates et al., 2015) implementados no software R.
Aqui os dados referentes a producao de polen (g/colmeia) foram analisados com o
pacote nlme para comparar as estimativas geradas pelo gamlss. O modelo foi ajustado
utilizando o polindbmio de quarto grau, empregando uma estrutura exponencial para a
matriz de variancias e covariancias e considerando as colmeias como efeitos aleatorios.
Basicamente (mas ndo unicamente), esse modelo difere do ajustado via gamlss (com
distribuicdo marginal GG) por considerar uma estrutura da matriz de variancias e

covariancias e por lidar com uma distribuicdo marginal normal.
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Figura 10. Analise dos residuos do modelo ajustado via nlme.
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Uma analise dos residuos do modelo ajustado via nlme pode ser vista na
Figura 10. Pela analise dos dois graficos superiores dessa figura, claramente se percebe
gue o modelo ndo foi capaz de lidar com a heterogeneidade da variancia. Ademais, os
residuos (Figura 10) e os efeitos aleatorios (Figura 11) ndo apresentam distribuicdo

normal, ndo atendendo aos pressupostos dos modelos mistos lineares.

Figura 11. Efeitos aleatdrios preditos pelo modelo ajustado via nlme.
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Retornando a Figura 5, tem-se indicios que uma transformacao logaritmica

possa lidar com a assimetria presente nos dados. Assim, um novo modelo foi ajustado
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ap6s somar uma unidade aos dados de producao de polen (por eles apresentarem
valores menores que 1) e aplicar a transformacao logaritmica. O ajuste foi realizado
utilizando as mesmas covariaveis dos modelos anteriores. A analise grafica sugere que
a transformacao foi capaz de resolver os problemas de heterogeneidade das variancias
e nao normalidade dos erros (Figura 12). Pode-se perceber também que o pressuposto
de normalidade dos efeitos aleatorios ndo foi atendido (Figura 13). Todavia, deve-se
atentar que o modelo é robusto com relacao a quebra desse pressuposto.

Quando se contrasta os perfis médios, é possivel perceber um bom ajuste
aos dados de todos os modelos (Figura 14). As médias dos valores ajustados via
GAMLSS e MLM com log-transformagdo foram mais similares entre si, quando
comparadas as médias dos valores ajustados pelo modelo linear misto sem
transformacao. Contudo, todos os erros-padrao se sobrepdem aos erros-padrao dos

valores observados.

Figura 12. Analise dos residuos do modelo ajustado via nlme e com a variavel resposta

(y =Producao de podlen) transformada como log(y + 1).
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Figura 13. Efeitos aleatérios preditos pelo modelo ajustado via nlme e com a variavel

resposta (y =Producdo de pdlen) transformada como log(y + 1).
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Figura 14. Producdo de pdlen (g/colmeia) observada (linha azul) e predita via GAMLSS
(linha amarela), modelo linear misto sem transformacao (linha vermelha) e modelo

linear misto com transformacao (linha cinza). As linhas verticais sao erros-padrao.
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As estimativas dos modelos ajustados via nlme e gamlss podem ser

comparadas ao observar os valores da Tabela 7. Deve-se atentar que o nlme modela
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de modo explicito apenas o parametro de localiza¢ao (u), enquanto o gamlss com
distribuicao marginal GG modela os parametros de localizagao (u), escala (o) e forma
(v). Quanto a modelagem do parametro y, embora as estimativas pontuais divirjam
entre os modelos, vé-se que as estimativas intervalares se sobrepdem (com excecao
do Bs) (Tabela 7 e Figura 15). Para o parametro de escala, tem-se que B,o(terro-
padrdo) = —0,376 (£0,145) e B, (terro-padrao) = —0,032 (+0,020). Para o parametro
de forma, tem-se que B,,(+erro-padrdao) = —0,360 (£0,570) e B,,(terro-padrao) =

—0,084 (£0,086).

Figura 15. Estimativas pontuais e intervalares dos coeficientes do parametro u para os
modelos lineares mistos (com e sem transformacdo log(y + 1) com y = Producao de

poélen (g/colmeia)).
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Tabela 7. Estimativas pontuais e intervalares para os modelos lineares mistos (com e

sem transformacao log(y + 1), com y = Producdo de pélen (g/colmeia)). As estimativas

do modelo linear misto com transformacao sofreram transformacdo inversa para

possibilitar comparacdes. Os intervalos de confianca (IC) - com 95% de confianca -

foram calculados de acordo com método delta.

IC (95%)
Modelo Covariaveis Coeficientes  Estimativas
Inferior Superior

Intercepto Bo 18,893 -2,809 40,596

Més B1 -4,297 -24,045 15,451

Més? B 0,833 -4,874 6,540
Linear misto

Més3 B -0,093 -0,768 0,582
(nlme)

Més* Ba 0,004 -0,022 0,031

Precipitagao Bs 0,102 0,043 0,162

N° de espécies em floragdo Be -0,185 -0,545 0,175

Intercepto Bo 17,255 1,368 33,141

Més B1 -0,402 -0,912 0,109
Linear misto

Més? B 0,249 -0,108 0,606
(nIme) com

Més3 B -0,031 -0,066 0,004
transformacao

Més* Ba 0,001 0,000 0,003
log(y +1)

Precipitagao Bs 0,003 0,000 0,006

N° de espécies em floracdo Be -0,009 -0,027 0,008

Intercepto Bo 7,210 -5,883 20,304

Més B1 -2,856 -15,686 9,974

Més? B 0,658 -3,592 4,908
GAMLSS (gama

Més3 B -0,091 -0,620 0,438
generalizada)

Més* Ba 0,004 -0,017 0,026

Precipitacao Bs 0,089 0,027 0,150

N° de espécies em floragdo Be -0,118 -0,349 0,113

Uma vez que os dados originais foram transformados para um dos modelos

(log(y + 1)), uma transformagdo reversa pode ser requerida. Aqui, foi aplica a

transformacao exp(estimativa) — 1. Todavia, alguns problemas podem surgir. No caso
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de a transformacao reversa ser nao linear, como a exponencial, poder-se-a obter um
estimador positivamente viesado (Changyong et al. 2014). Neste caso, existira a
tendéncia de sobrestimar o valor do parametro. Uma vez que a log-transformacgao sé
pode ser usada para resultados positivos, € comum adicionar uma constante positiva
a todas as observagdes antes de aplicar essa transformacao. Embora essa pratica seja
comum, ela pode ter um efeito perceptivel no nivel de significancia estatistica em testes
de hipoteses. Isso porque quanto maior o valor da constante empregada, menor o
valor do nivel descritivo do teste (Changyong et al. 2014). Neste trabalho, nenhum
destes problemas pode ser encontrado com a transformacgdo. Mas nitidamente os
intervalos de confianga para os coeficientes foram extremamente estreitados (Tabela 7

e Figura 15).

4. Consideracoes finais do capitulo

O modelo GAMLSS com distribuicdo marginal GG para os dados de
producao de pdlen apresentou um bom ajuste, com intervalos de confianca mais
estreitos quando comparados aqueles gerados pelo MLM (sem transformacao). Pode-
se notar também que a modelagem via GAMLSS atendeu aos pressupostos da técnica,
diferentemente da modelagem via MLM (com e sem transformacao). Dessa forma, o
GAMLSS se apresentou como uma boa ferramenta para lidar com os dados
longitudinais de producgdo polinica.

O MLM (com transformacao) apresentou bom ajuste aos dados, semelhante
ao GAMLSS. Contudo, a transformacao da variavel resposta pode implicar em prejuizos
para as estimativas e inferéncias, especialmente ao que tange a interpretabilidade.
Ademais, essa classe de modelos possibilita, explicitamente, modelar os diferentes
parametros da distribuicdo. Por outro lado, na classe de MLM existe grande variedade
de ferramentas diagnésticas, inclusive de influéncia para estudos transversais (Seber e
Lee, 2012) e longitudinais (Nobre, 2004). Ferramental para analises de influéncia ainda

é inexistente para GAMLSS longitudinais.
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CONSIDERAGOES FINAIS

A proposta dos GAMLSS é bastante recente e suas aplicagbes sao
numericamente pouco representativas quando comparadas as demais técnicas. A
utilizagdo se torna ainda mais timida quando se trata de modelos mistos (como para
dados longitudinais). Aqui, empregou-se o GAMLSS com distribuicdo marginal GG para
os dados de producdo de podlen presentes em Nascimento et al. (2019). A boa
qualidade de ajuste sugere que essa classe de modelos seja uma ferramenta poderosa
para lidar com os dados longitudinais de produgdo polinica, que comumente seguem
distribuicdes ndo pertencentes a familia exponencial linear.

No modelo GAMLSS aqui empregado, ndo sé o parametro de localizagao
da distribuicdo GG dependeu de covariaveis, mas também os parametros de escala e
forma. Isso implica em uma descricao e interpretacao mais precisa da natureza da
variavel resposta (quando comparado as demais classes de modelos).

Destaca-se que mesmo a variavel resposta assumindo somente valores
positivos, poder-se-ia colocar a restricdao na escolha das fungdes de ligagdo de forma
que a média assumisse sempre valor positivo. Dessa forma, a utilizacao das fungdes de
ligacdo juntamente com as técnicas de suavizagdo e o grande numero de distribui¢cdes
disponiveis no pacote gamlss eleva ainda mais as possibilidades de modelagem de
dados reais.

Para a analise de residuos, os worm plots sao excelentes ferramentas para
analisar ajuste em GAMLSS, destacadamente quando se analisa o ajuste ao longo de
uma variavel de interesse. Contudo, analises de influéncia, amplamente disponiveis
para os MLM, ndo estdo disponiveis para os GAMLSS. Embora propostas de analises
de influéncia para estes modelos tenham sido recentemente elaboradas para estudos
transversais (Silva, 2021), ndo foram encontradas (até o presente momento) propostas
para modelos mistos desta classe, o que é uma limitagcdo. Portanto, sugere-se o
desenvolvimento de técnicas de analises de influéncia em GAMLSS para diagnosticar

de modo mais completo o ajuste dessa classe de modelos a dados empiricos.
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ANEXO |

e Reparametrizacao de Lopatatzidis e Green (apud Stasinopoulos et al. 2017) da

distribuicdo gama generalizada

A forma funcional mais comumente empregada para representar a distribuicao

gama generalizada é dada por
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