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RESUMO

Neste trabalho, investiga-se a equacdo de Schrodinger estaciondria sem spin para o elétron
quando este estd permanentemente restrito a se movimentar numa superficie tipo buraco de mi-
nhoca de Ellis-Bronnikov generalizado por meio de um potencial confinante. Verificou-se que
a curvatura da superficie dd origem a um potencial geométrico que, consequentemente, afeta
a dindmica eletronica. Os resultados analiticos sdo determinados nos casos limites R — 0 e
u — oo, e os qualitativos apds a andlise dos grificos do potencial efetivo com a coordenada-
meridiano u. Com isso, vé-se que o caso da variedade lorentziana tipo-catendide € um caso
especial do modelo que trabalhamos, pois nos d4 somente um poco de potencial, e que n con-
trola a deformacdo do buraco de minhoca, diferente de R, que nos diz sobre o seu tamanho.
A transicdo catendide-cilindro € presente quando aumentamos 7, ou seja, a escala de energia
diminui no crescimento de n. Para n > 2, pogos de potencial surgem simetricamente para u = 0

e tornam-se profundos quando se aumenta n, confinando o elétron nas bordas.

Palavras-chave: mecénica quantica bidimensional; potencial de da Costa; buraco de minhoca

de Ellis-Bronnikov generalizado; estados ligados.



ABSTRACT

In this work, we investigate the spinless stationary Schrodinger equation for the electron when
it is permanently constrained to move in a generalized Ellis-Bronnikov wormhole surface is
investigated means of a confined potential. It was verified that the curvature of the surface gives
rise to a geometric potential that, consequently, affects the electronic dynamics. The analytical
results are determined in the limiting cases R — 0 and u — oo, and the qualitative ones after
analyzing the graphs of the effective potential with the meridian-coordinate u. With this, it is
seen that the case of the catenoid-type Lorentzian variety is a special case of the model we work
with, since it only gives us a potential well, and that n controls the deformation of the wormhole,
different from R, which tells us about its size. The catenoid-cylinder transition is present when
we increase n, that is, the energy scale decreases as we grow n. For n > 2, potential wells
appear symmetrically for u = 0 and become deeper when increasing n, confining the electron at
the edges.

Keywords: two-dimensional quantum mechanics; da Costa’s potential; generalized Ellis-

Bronnikov wormhole; bound states.
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1 INTRODUCAO

A nogdo de buraco de minhoca comegou por Flamm, Einstein e Rosen [1, 2] e
ainda foi desenvolvida por Wheeler [3]. Sabe-se que os buracos de minhoca surgem como
uma espécie de solucdo das equacdes de campo de Einstein [5, 6]. Por meio de argumentos
filosoficos, Weyl especulou sobre essas estruturas do espaco-tempo [7, 8] e, para a solugdo
original de Einstein-Rosen, a garganta do buraco de minhoca nao permite a passagem de objetos
classicos. No entanto, muitos argumentam que poderiam ligar particulas quanticas para formar
emaranhados [9, 10].

Do ponto de vista topoldgico [11], pode-se pensar em um buraco de minhoca como
um tinel conectando duas regides assintoticamente planas do mesmo universo ou de dois uni-
versos diferentes. Uma das caracteristicas mais importantes dos buracos de minhoca ¢ a ideia
de atravessabilidade (viagem no tempo, p. ex.), estudada pela primeira vez por Morris e Thorne
[11]. Desde o trabalho de Morris e Thorne se consolidou a ideia de que construir um buraco
de minhoca que seja atravessavel é necessario matéria exétical como fonte [11]. Portanto, a
busca por buracos de minhoca atravessdveis em teorias alternativas da gravidade [12-26] sem a
necessidade de matéria exdtica € um intenso topico de pesquisa.

A primeira solugdo atravessidvel para um buraco de minhoca foi encontrada por
Ellis e Bronnikov [27,28]. Em seu trabalho, Bronnikov percebeu, com evidéncia, que o dreno
de Ellis é geodesicamente completo, sem horizontes de eventos?, com singularidade livre e com
transitabilidade independente da dire¢do [27,28]. Além disso, sabendo que a fonte de campo
escalar do buraco de minhoca € fantasma, entao, todas as condi¢des de energia da Relatividade
Geral (GR) sao violadas.

Na fisica de baixas energias, nanoestruturas bidimensionais, como o grafeno [29—
31] e o fosforeno [32], tém chamado a aten¢ao devido as suas propriedades incomuns, tais como
algumas levam destaque: condutividade elétrica, condutividade térmica, propriedade otica e
resisténcia. As propriedades eletrOnicas de tais sistemas bidimensionais sdo altamente depen-
dentes da geometria por natureza [33-35], consequentemente, podem ser usadas como mode-
los anédlogos para sistemas fisicos de alta energia [16,36-42]. Além disso, o efeito da curva-
tura em tais sistemas bidimensionais abre a possibilidade de constru¢ido de novos dispositivos
eletronicos baseados em estruturas curvas de grafeno. Isso motivou o estudo do grafeno em di-
versas superficies curvas, como Mobius-strip [43], ondulacdes [44], superficies onduladas [45],
catenoid [46—49], Torus [50-52], paraboloide [53], esferas [54], entre outros [55, 56].

Como uma superficie minima (curvatura média nula), a geometria bidimensional

do buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov € equivalente a uma catendide [46]. Na Ref. [57,58]

'E toda matéria tomada como fonte de campo-energia cujas solucdes das equacdes de Einstein violam as
condi¢des usuais de energia.
%E o limite cldssico de “escape” da luz num buraco negro.
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foi proposta uma ponte conectando uma bicamada de grafeno usando um nanotubo. Para obter
uma ponte de ligacdo suave, Ref. [59,60], sugeriu-se uma superficie catendide para descrever
a bicamada e a ponte usando apenas uma superficie. Isso pode ser conseguido devido a curva-
tura da catendide que se concentra em torno da ponte e desaparece assintoticamente [46]. Para
elétrons ndo relativisticos, a curvatura da superficie induz um potencial geométrico na equagdo
de Schrodinger. Os efeitos da geometria e campos elétricos e magnéticos externos sobre a ponte
catenoide de grafeno foram explorados na Ref. [46], onde um unico elétron € governado pela
equacao de Schrodinger na superficie. Alids, a influéncia de um problema de massa dependente
da posicado sobre o elétron em uma ponte catendide foi estudada em Ref. [48], onde foi pro-
posta uma massa isotropica dependente da posi¢do em fungdo das curvaturas gaussiana e média.
Em [61], os autores descrevem por principios bdsicos as propriedades eletronicas de camadas
de grafeno conectadas por nanotubos de carbono (CNT, que é uma sigla em inglés de Carbon
Nanotubes). Eles relatam que, para CNTs metdlicos, a condutincia é quase independente do
comprimento do nanotubo, mas altamente dependente da ligacdo entre as camadas de grafeno e
o CNT. O oposto acontece para CNT’s semicondutores, ou seja, a condutancia agora € depen-
dente do comprimento do nanotubo e independente da ligacao entre as camadas de grafeno ao
CNT.

Conectar camadas de grafeno através de pontes € um tema amplamente abordado
na literatura também pela comunidade experimental [62]. Em [62], os autores relatam a sintese
de estruturas de carbono auto-organizadas nas quais as camadas de grafeno sdo conectadas
perpendicularmente entre si por nanotubos de carbono.

Neste trabalho, propde-se um modelo tedrico para investigar a equagao de Schrodin-
ger estaciondria sem spin para o elétron quando ele estd permanentemente ligado a uma su-
perficie tipo buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov generalizado de grafeno com bicamada no
limite continuo. O buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov generalizado € caracterizado por uma
funcdo que controla deformagdes discretas de uma catendide para um cilindro. A curvatura
d4 origem a um potencial geométrico afetando assim a dinamica eletronica. Discute-se o pa-
pel desempenhado pelo pardmetro n que controla a deformacao (estd, portanto, relacionado a
ligacdo entre as camadas de grafeno e a ponte) e 0 momento angular orbital em estados ligados
e densidade de probabilidade para o elétron.

No Capitulo 2, sera estudado o buraco de minhoca atravessavel desenvolvido por
Morris-Thorne, mostrando a sua métrica, as condi¢des de contorno das funcgdes redshift e a
forma dessa métrica, a familia de buracos ultraestaticos de Ellis-Bronnikov, e finalmente, abor-
dando um pouco sobre o mapeamento induzido euclidiano da sua estrutura. Isso servird como
um embasamento para que seja entendida a estrutura espago-tempo de um buraco de minhoca
dessa natureza, ja que o de Ellis-Bronnikov é obtido quando sdao impostas condicdes sobre as
fungdes P (redshift) e b (forma).

No Capitulo 3, faremos também uma discussao rasa sobre a teoria de massa efetiva

usada para o grafeno, apontando quais defini¢des de massa efetiva sdo apropriadas para sélidos
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parabdlicos e ndo-parabdlicos. E ainda, por motivacdo, provaremos a massa de ciclotron de
sistemas fisicos de estado sélido, comparando com a teoria geral de massa efetiva.

No Capitulo 4, estudaremos a Mecanica Quantica em superficies com grandes po-
tenciais de confinamento, sendo o nosso formalismo-padrao usado na tese. Veremos a diferenca
entre vinculos geométricos e de potenciais superconfinantes. Geometricamente, obteremos a
dependéncia da métrica induzida (métrica de um vinculo estruturado sob um superpotencial)
com a métrica do espago euclidiano propriamente dito. Depois, montaremos a equacao de
Schrédinger do elétron sujeito a altos potenciais restritivos, € usando coordenadas induzidas e
transversal, demonstraremos, sob dadas condi¢des, o potencial de da Costa. Damos um exemplo
de aplicacao disso no final do capitulo. Ressalto que no Apéndice B fizemos uma abordagem da
dindmica quantica do elétron em curvas vinculantes também construidas sob superpotenciais.

No Capitulo 5, discutimos com detalhes o caso catendide (n = 2) para o buraco de
minhoca de Ellis-Bronnikov, em que a dinamica do elétron é estudada no limite nao-relativistico.
Calcularemos os simbolos de Christoffel, as curvaturas gaussiana e média, conhecendo ja a
métrica induzida, depois, no espago 2-euclidiano, montaremos a equagao de Schrodinger para
o elétron sem spin, estudando as suas solucdes com somente potencial geométrico (sem cam-
pos externos) e com potenciais elétrico e magnético, chegando aos niveis de Landau. Nisso,
concluindo que teremos somente um pogo de potencial simétrico (sem campos externos) e as-
simétrico (com campos externos). O potencial geométrico € o de da Costa e o confinante. A
relacdo entre eles se da pelo momento angular do elétron.

No Capitulo 6, faremos um itinerario idéntico ao do capitulo antecessor, onde para
n > 2, ndo tratamos 0s casos com campos externos. Somente o efeito geométrico foi estudado.
Nos Capitulos 5 e 6, usamos o formalismo de 1* e 2* formas fundamentais de uma superficie
para calcular as curvaturas gaussiana e média. No Apéndice E, demonstramos esse cdlculo
usando as conexdes ndo-coordenadas de Christoffel, resolvendo implicitamente as equagdes de

Cartan para a torsao livre.
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2 BURACOS DE MINHOCA DE MORRIS-THORNE

Neste capitulo, discutiremos o artigo de Morris-Thorne [11], em algumas secdes,
para mostrar o porqué da escolha de buracos de minhoca atravessaveis. A atravessabilidade des-
ses objetos exige duas coisas: auséncia de quaisquer singularidades e de horizontes de eventos
neles. Sem isso, € impossivel a viagem no tempo, mesmo, feita por um flash de luz. Veremos
como se da a construgdo dos buracos de minhoca atravessaveis desenvolvidos por eles no final
do século XIX.

Antes disso, falaremos sobre as coordenadas meridiano (/) e paralelo (¢). Na Figura
1(a), a coordenada [ varia de —oo a oo, sendo nula na garganta. Ela € totalmente diferente da
coordenada radial polar r (0 < r < o). A relagdo entre r e [ é r> — [> = R? (relagio que permite
obter as regides assintéticas do buraco de minhoca, ou seja, [ — 4-o0) [63], sendo R o raio da
garganta, ja que, para [ = 0, temos r = R. A coordenada paralelo ¢ serd a coordenada polar
usual, com 0 < ¢ < 27w. Se escolhermos uma parametrizagdo conveniente para o buraco de
minhoca, a coordenada z, com eixo perpendicular ao plano xy, depende de / e ¢, de forma geral.
Se houver simetria axial do buraco de minhoca, z = z([) e é par. A sua inversa [ = [(z) também
tem essa paridade. Para os nossos interesses, a parametrizacido X = x(/, ¢) (raio vetor que liga a
origem de z/¢, que é (x =0,y =0,z =0), aum ponto (/,,z)) serd x = (rcos@,rsen@,z), com
r=r(l)ez=2z(l).

Tendo se familiarizado com essas coordenadas, iremos escrever tudo em termos de
[ e ¢. Um buraco de minhoca é uma estrutura do espaco-tempo obtida das equacdes de campo
de Einstein da Relatividade Geral. A topologia nos diz que, tal regido é uma jun¢ao de duas
regides assintoticamente planas por meio de um tinel (drainhole). E evidente que a conexdo
deverd ser suave, permitindo que a parametrizacdo do buraco seja infinitamente diferencidvel.
E bom ressaltar aqui que o termo “buraco de minhoca” ndo foi dado por eles mas por Wheeler,
as chamadas pontes Rosen-Einstein [2]. Outros, antes de Morris e Thorne, descobriram esses
tipos de estrutura do espaco-tempo, como Schwarzchild [4]. Mas, todos esses objetos admitiam
alguma singularidade.

O caminho usual, em Relatividade Geral, de se estudar a presenca de singularida-
des em solucdes das equacdes de Einstein € muito exaustivo, pois consiste numa abordagem de
campo classico da fonte-matéria [81]. Vendo isso, a forma tomada por Morris-Thorne € simples
e facil, pois considera-se uma métrica respeitando o seguinte rol de condicoes fisicas. E poste-

riormente por meio das equacdes de Einstein, determinar o tipo de setor de matéria associado:

* A métrica deve ser estdtica e esfericamente simétrica. Isso é somente para simplificar as

contas. Perturbagdes esféricas ou nao podem deixar um buraco de minhoca instavel;

* A solucdo deve, em qualquer lugar, obedecer as equacdes de campo de Einstein. A

correcao dada pela Relatividade Geral serda assumida. Pelo teorema de Birkhoff [6], para
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Figura 1 — (a) Diagrama de mergulho para um buraco de minhoca que conecta dois universos
diferentes. (b) Diagrama de mergulho para um buraco de minhoca que conecta duas regides
distantes do nosso proprio universo. Cada diagrama descreve a geometria de uma fatia
equatorial (60 = 7/2) através do espaco em um momento especifico (¢ = constante).
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Fonte: Retirada de [11].

oy

um tipo de vdcuo, podemos obter um buraco de minhoca esfericamente simétrico das
equacgoOes de Einstein: buraco ndo-atravessdvel de Schwarzchild. Buracos atravessdveis
devem ser encadeados pela matéria ou campos tendo um tensor momento-energia nao-

nulo (ndo coincide com o do vacuo);

* A solucdo deve possuir uma garganta (tunel) conectando duas regides assintoticamente
planas do espaco-tempo. Um diagrama de mergulho equatorial deve ter, qualitativamente,

a forma da Figura 1;

* A métrica ndo pode possuir horizonte de eventos. Se houver pelo menos um, a viagem
nos sentidos de ida e volta no tinel seria impedida. Em qualquer espago-tempo assinto-
ticamente plano, incluindo o do buraco de minhoca, é facil identificar horizontes. Eles
aparecem como superficies fisicamente nio-singulares, tais que, ¢*® — 0 (desapareci-
mento do lapse de tempo adequado durante qualquer tempo de coordenada finita). O
buraco de Schawrzchild (ndo-atravessavel) ocorre na garganta. Os buracos atravessaveis

ndo possuem horizontes de eventos porque a fungido ®(r) é finita para qualquer r;

* As forgcas de maré gravitacionais sentidas por um viajante devem ser suportavelmente
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pequenas [11];

* O tempo de viagem deve ser finito e razoavelmente curto (menor que um ano), para o

referencial do viajante ou para os referenciais atrds e a frente dele no buraco de minhoca;

* A matéria e os campos que geram a curvatura do espago-tempo do buraco de minhoca
devem ter um tensor de momento-energia razoavel. A forma desse tensor € restrita diante
dos seis pontos anteriores. E isso viola o que chamamos de “fisicamente razodvel”. Disso,

toma-se alguns cuidados para minimizar a viola¢ao da razoabilidade fisica;

* O buraco de minhoca deve ser perturbavelmente estavel. Usar isso nos obrigaria a usar
uma andlise temporal e sem simetria esférica, que supera o nosso objetivo nesse trabalho.
A falta de um entendimento detalhado da matéria exdtica, que gera o buraco de minhoca,
deixa impossivel dizer algo concreto sobre a estabilidade desse buraco para pequenas
ou grandes perturbagdes (p. ex., aquelas produzidas por uma espaconave atravessando
a conexao desse buraco). Um buraco de minhoca, sendo estavel ou estabilizado, possui
uma estrutura espacial que persiste sobre o tempo, que € bastante diferente de um bu-
raco branco anti-horizonte ou tunel de Kerr (horizonte de Cauchy). Esse ultimo para um
observador fisico tem localizac¢ao transiente (dura pouco a sua existéncia). O buraco €
um entidade tipo-tempo e o tinel de Kerr, tipo-espaco. Essa diferenca torna-se muito
mais fécil para uma civilizagdo avancada estabilizar um buraco de minhoca do que um

anti-horizonte (horizonte de Cauchy);

* Deve ser possivel montar um buraco de minhoca. Por exemplo, a montagem deve exigir
muito menos que a massa do universo e muito menos que a idade do universo. Embora
ndo se saiba o suficiente para permitir uma andlise quantitativa, o conhecimento atual
da gravidade quantica sugere que a montagem pode ser possivel. A montagem pode
parecer especialmente assustadora porque implica uma mudanga na topologia do espaco;
e na relatividade geral cléssica tais mudangas provavelmente envolvem singularidades
do espago-tempo, que sé serdo devidamente compreendidas apds a gravidade ter sido
quantizada com sucesso. Por outro lado, ha fortes razdes para acreditar que em escalas
de comprimento da ordem do comprimento de Planck-Wheeler, os efeitos da gravidade
quantica dominam e produzem uma estrutura de espaco-tempo multiplamente conectada

semelhante a uma espuma [11].
2.1 A métrica

Um buraco ser esfericamente simétrico tornaria algumas dessas restrigdes ténues,
por ser uma geometria trivial. A atravessabilidade ndo € somente para objetos de matéria.
Um sinal luminoso viaja sem nenhum problema pela conexdo, tornando ‘“‘as forcas de maré

negligencidveis” e “o tempo de viagem razoavelmente curto” mas confortdveis na discussao.
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Desse jeito, um buraco de minhoca de Morris-Thorne sera estético, simetricamente
esférico e irrotacional, conectando duas regides assintoticamente planas. Em termos de / (coor-
denada meridiano ou distincia radial propria), a métrica que descreverd, sem perda de genera-

lidade, esse objeto sera
ds* = —*®Vdi® + dI> + (1) (d6? +sen’6 d¢?), 2.1)

onde [ € (—oo,0), e as regides planas aparecem para [ = +oo. A fungdo ®(I) tem que ser finita
no espago-tempo assegurando o ndo-aparecimento de horizonte de eventos. Para que tenhamos

uma geometria assintoticamente plana para o buraco, devemos ter

Iim — =1 2.2
ke 1] 22)
lim ®(l) = ®s, (2.3)
[—+oo

onde ¥, sdo finitos. A (2.2) € parcial pois sO pega a parte espacial, diferente da (2.3). A
garganta € definida como sendo o minimo de r, tal que [ = 0. Ou seja

R = ripim = r(0). 2.4)

Figura 2 — Diagrama de mergulho para um buraco de minhoca qualquer, num corte de perfil, o
qual devera ser rotacionado em torno do eixo-z para obter o buraco de maneira completa.
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R

Fonte: Retirada de [11].

Vendo a Figura 2, nota-se facilmente isso pois nunca teremos um r < ry, OU s€ja, a garganta
sempre serd um anel e jamais, um ponto, que seria a origem cartesiana (x,y,z) = (0,0,0).
A func@o (1) é inversivel e ndo-monotdnica decrescente de r — o a r = R, ou seja,

I(r), que pode ser positiva ou negativa. Na garganta, [, (R) = [_(R) = 0. Disso, (2.1) pode ser
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reescrita como

diz\?
ds* = —2®x( g2 ¢ <d—i> dr* +r*(d6* +sen’0 d¢?), (2.5)
r

notando que colocamos duas func¢des para @, na dependéncia, também, de r. Colocando ainda

(2.5) nas coordenadas de Schwarzchild, vem

b -1
ds? = _ 2@ gg2 o (1 _ ir)) dr* +1r*(d6* +sen*0d¢?), (2.6)

r

tal que

r b / -1/2

lﬂﬂZi/(L—ivw dr’, 2.7
R r

e ®(r) e b(r) sdo, respectivamente, denominadas de funcdes redshift' e forma. Ha duas possi-

bilidades de cobrir [R,o0): acima da garganta ou abaixo da garganta. Em termos de r, (2.2) e

(2.3) serao reescritas como

b
im 220 _ g, (2.8)
r—e
lim ®(r) = P, (2.9)

2.2 Condicoes de contorno para as funcoes redshift e forma na garganta

O raio da garganta definido em (2.4) nos diz que

N
dr ’

para [ = 0. Ou seja, de (2.7), € evidente que a 1* condi¢do de contorno serd dada por
bi(R)=b_(R)=R. (2.10)

A outra condi¢do de minimo para r(/) ocorrerd pela concavidade positiva. Ou seja

d’r 1 (by(r)—rb' (r)
W‘i( o )>°’

ou seja, na garganta
b (R) < 1. (2.11)

A regido r < R ndo pode ser mapeada, entdo,

bi(r) <R, r<R. (2.12)

'Essa funcdo controla o efeito de maré sobre o viajante, ou seja, o efeito gerado pelas forgas gravitacionais de
maré.
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2.3 A familia de espacos-tempo ultraestaticos de Ellis-Bronnikov

Em 1973, Ellis e Bronnikov, independentemente, entre si, obtiveram um espago-
tempo gerado por uma fonte de campo escalar tipo-phantom (matéria exética) [27,28]. Geome-
tricamente falando, essa estrutura da Relatividade Geral possui uma variedade estatica, esferi-
camente simétrica, geodesicamente completa e sem horizonte de eventos, possuindo uma ponte

(drainhole) conectando suavemente duas regides assintoticamente planas. A métrica associada

¢ da forma |
R*\ "~
ds* = —dt* + (1 —~ —2) dr* +*(d6* +sen®0 d¢*). (2.13)
14
Comparando (2.6) com (2.13), conclui-se que
R2
O(r)=0, b(r)=—. (2.14)
r

Se as condi¢des necessarias de Morris-Thorne [11] para construir uma variedade Lorentziana
sdo levadas em conta, entdo, existem uma familia de buracos de minhoca com ® e b conhecidos.
Um membro dela seria o de Ellis-Bronnikov. Em [63], foi sugerida uma versdo generalizada
para (2.13), dependendo de dois parametros dimensionais: n € R, obtendo assim uma familia
de buracos de minhoca de Ellis-Bronnikov dentro daquela de Morris-Thorne onde ® e b foram
particularizados. A motivagao por trds de tal construgdo foi estudar a geodésica e a propagagao
de campos escalares para uma classe mais ampla de espagos-tempos de buracos de minhoca.
Por causa das ressonéncias no coeficiente de transmissao para n > 2, geometrias para n > 2
sdo distintas das geometrias para n = 2. Em termos de distancia radial prépria /, a métrica

generalizada de Ellis-Bronnikov serd dada por
ds? = —di> +dI* + (1) (d6* + sen’0 d¢?), (2.15)

onde
r(l) = (I"+R"'/", (2.16)

sendo que n = 2,4,6,... assume somente valores pares justamente para tornar r = r(/) uma
fung¢do bem comportada (suave) no dominio dos inteiros para qualquer [ € (—eo,00). Perceba
que quando tomamos / = 0 em (2.16), recuperamos a condi¢do minima para r, ou seja, r(0) = R.
E ainda

d"r

W >0, Vl’l:274,6,....
=0

Agora, encontremos b(r). Sabemos que dI> = dr*/ (1 —b(r)/r), entio, de (2.16),

dr
“r :ln—l "+ R" 1/n—1'
T (I"+R")
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Derivando isso novamente, temos
d*r
di?
d
b(l’) . rb/(r) — r372n(rn _Rn)272/n . rd_ (r_ r372n(rn _Rn)272/n) :
r

_ (l’l— l)rl—Zn(rn _Rn)l—Z/an’

ou seja, a forma explicita de b(r) serd
b(r)=r—r=2"(/" —R")>2/", (2.17)

As componentes da métrica (2.15) ndo dependem do tempo e, portanto, todos os fateamentos
t = constante serdo idénticos. Isso implica que os buracos de minhoca generalizados de Ellis-

Bronnikov s@o ultraestaticos com simetria puramente esférica.
2.4 Diagramas de mergulho (embbeding)

Vimos que a nossa métrica tem duas simetrias presentes: no tempo e na esfera.
Isso significa que df = 0 e d@ = 0, disso, dQ; = d¢?, com fateamento espacial 8 = +7/2,
ou sem perda de generalidade, 6 = 7/2 (plano equatorial). E evidente que isso nos dd uma
outra simetria, que € axial, ou seja, devemos fazer o mergulho da nossa métrica no 3-espago

euclidiano cuja métrica € dada por (veja a Figura 2)
ds® = dr* + r*d¢> + dz%, (2.18)

que nos diz sobre a forma do buraco de minhoca estudado. Esse espaco € induzido e servira

para mapearmos os pontos (¢,/,¢,0) de (2.15) sobre o cilindro infinito de raio r (2.18). Para

2 12 dz ? 2 2 2 2
ds” = 12+—R2+ a1 dlI*+ (I"+R%)d¢~,

dz R

e
di VIZ+R?

n =72, temos

ou seja

isso ja nos d4, usando z(0) = 0, que

z(I) = Rarcsenh (é) : (2.19)

No caso geral n > 2, o procedimento € andlogo ao que fizemos anteriormente. Ou seja

R? dz\?
2 2 2 2
ds* = (1_—(ln+Rn)2/"+<_dl) )dl +rd¢”,

! dr

isto é
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Nao € possivel resolvermos (2.20) analiticamente, mas, a paridade de z = z(/) continua sendo
impar independentemente de n. O ndo-conhecimento da forma explicita de z(/) ndo impede
os cdlculos das curvaturas gaussiana e média do buraco de minhoca generalizado de Ellis-
Bronnikov. Vamos estudar o comportamento assint6tico desse objeto tomando [ — oo em z(I).

No caso catendide (n = 2), vem

que € um plano assintético passando pela origem [ = 0 e z = 0. Isso significa que nessa regiao,
temos regides planas.

No capitulo seguinte, discutiremos, sucintamente, a teoria sobre massa efetiva do
elétron para s6lidos (parabdlicos e ndo-parabdlicos) de acordo com suas dispersdes energéticas,
que podem ser quadraticas ou ndo. O grafeno, que € o nosso objeto de estudo, é um sélido
nao-parabdlico, com isso, € preciso buscar outras alternativas para definir a massa efetiva de um

elétron que se move sobre ele.
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3 TEORIA DE MASSA EFETIVA DO ELETRON PARA O GRAFENO

Neste capitulo, faremos uma apresentagdo rasa da teoria de massa efetiva do elétron
para sélidos ditos parabdlicos e ndo-parabodlicos. Em nosso trabalho, usamos a massa efeitva do
elétron como sendo uma constante e isso € uma aproximacao boa para descrever a dinamica dele
nas camadas de grafeno, que € um material com dispersao de energia ndo-quadratica. Em ma-
teriais cuja fisica € de estado solido, usam-se vérias defini¢es para a massa efetiva do elétron,
tais como: condutividade, densidade de estados, Optica e massa efetiva de ciclotron [82-85].
E muito comum que teoricamente usemos a massa efetiva como sendo dada por uma derivada
de segunda ordem na energia, porém, isso sO serve para materiais parabolicos, cuja dispersdao
na energia é quadrética. Diante disso, materiais nao-parabdlicos devem ter uma nova defini¢ao
para a massa efetiva, como o grafeno [86,87]. Em trabalhos recentes [88], foi apresentada uma
expressao de massa efetiva consistente para materiais parabolicos e nao-parabdlicos. Essa pro-
posta satisfaz a definicao experimental de massa efetiva de ciclotron. No grafeno, usando essa
definicdo, mostraremos que existe uma dependéncia linear entre massa de ciclotron e momento

linear.
3.1 Definicao de massa efetiva

Trataremos particulas como pacotes de onda no contexto semicldssico tradicional.
Esse tipo de abordagem € o padrao adotado na discussao da fisica do estado sélido para calculos
de estrutura de banda de energia e de propriedades de transporte de carga. Aplicando a dualidade
onda-particula, associamos a velocidade da particula com a velocidade de grupo do pacote de

onda e 0 momento da particula com o momento do cristal p = fik. Entdo

10E
n ok

I

V="yg 3.1

A massa efetiva surge como um fator de proporcionalida entre 0 momento da particula e a

velocidade de grupo do pacote de onda, ou seja

p=nhk=m"v,. (3.2)
Com (3.1) e (3.2), temos
(Ed) =L~ (2E h (3.3)
AR = Ve ok ’ '

que depende geralmente da energia e do momento. Essa expressao foi desenvolvida em [86,88]
e € chamada muitas vezes de massa efetiva Optica [83]. Em fisica do estado sélido, usa-se

demasiadamente como defini¢do de massa efetiva esta expressao [85]

1
T 92E/okY

*

m 3.4)
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Esta defini¢do é obtida usando uma condi¢do implicita da relagdo parabdlica E(k), com isso,
nao pode ser usada para uma restri¢ao nao-parabolica entre E e k [88]. Note que (3.3) serve para

materiais ndo-parabdlicos, como o grafeno. Disso, (3.4) € usada para materiais parabolicos.
3.2 Comparacao entre a massa de ciclotron e a massa efetiva

Na presenca de um campo magnético externo constante, a componente de k, dada
por k., na dire¢do do campo serd uma constante de movimento, diferente da componente
ortogonal ao campo, k |, que mudara com o tempo de acordo com o movimento do elétron no
k-espagco numa linha fechada com energia constante. A trajetéria do elétron € espiralada cuja
projecdo perpendicular ao plano € um caminho fechado tanto no espago real quanto no espago

dos momentos. Para um elétron livre, a frequéncia ciclotronica ressonante sera dada por

H
0=, (3.5)
m-c
que nos leva a uma massa efetiva dada por [82]
h? 0A(E)
e ——2 3.6
" T on T 9E (3.6)

onde A(E) € a area de contorno do caminho fechado no k| -espaco que é percorrido por um
elétron com energia E constante. Sem espalhamento, a trajetoria da particula num material

isotropico € um circulo perpendicular a dire¢do do campo e portanto
A(k) = k>, (3.7)

Nesse material, usando (3.6), vem

M= ok 9E ~ 2 Mg

. W2 OAKk) ok R ok ., (QE\ "
= = =ik( o)

Ou seja, a massa efetiva de ciclotron para um material isotrépico € igual a massa efetiva dada
por (3.3). Este resultado permaneceria correto para qualquer relagido de dispersdo E (k) desde
que o material fosse isotropico. Podemos obter desde (3.3), a frequéncia dada por (3.5). A

equacgdo de movimento para k| sera

8kL e
h? = —EVg x H. (38)

Sendo Kk | € vy perpendiculares a H, podemos usar (3.2), disso

hkH H
hok = ¢ — ¢

e =

m*c m*c’

Provamos usando a abordagem semicldssica anteriormente dita.
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O géas de elétrons bidimensional observado no grafeno pode ser descrito pela se-

guinte relagdo isotrépica E (k) na vizinhanga dos pontos de Dirac [31]
E = hkvg,
onde vg € a velocidade de Fermi. Usando (3.1), obtemos
(1)
v = —(hvp) = vp.
7 WVE F

E por (3.3)

1 h
= 1k =T P
hve Ve g

(3.9)

(3.10)

(3.11)

A dependéncia linear acima da massa efetiva da particula no grafeno foi confirmada pelas me-

didas de ressonancia ciclotronica [31]. No grafeno, a massa efetiva parabdlica (3.4) nos leva a

uma expressao divergente. A defini¢do proposta da massa efetiva (3.3) pode ser sucessivamente

aplicada ao grafeno e pode ser experimentalmente verificada.

Como dito no Capitulo 1, no proximo capitulo, veremos como se dd a dinamica

quantica de uma particula sem spin sobre uma superficie induzida de um espaco tridimensional

que a contém. O contexto oferecido para o movimento dela é ndo-relativistico, ou seja, usa-

remos a abordagem de Schrodinger para obter propriedades geométricas consequentes de seu

movimento altamente vinculado.
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4 MECANICA QUANTICA BIDIMENSIONAL

Neste capitulo, serd abordada a dinamica quantica de Schrodinger de uma particula
sem spin e que tem massa m numa superficie. Faremos isso propositalmente para chegar a
expressao do potencial de da Costa, que € um tipo de potencial vinculante usado nesse trabalho.
Esse potencial é caracterizado como “vinculante” para garantir que a particula jamais perca
contato com a superficie. Nos proximos capitulos, além desse potencial, teremos outro que sera
responsavel por repelir a particula da conexao entre as camadas.

Na Mecanica Cléssica [89], € comum tratar o movimento de um ponto material
de duas maneiras bem distintas representadas pelas seguintes abordagens: (i) newtoniana e
(i1) lagrangeana. A (i) necessita que forgas externas ao sistema sejam consideradas, porém,
os vinculos geométricos f(x,7) = 0 serdo dispensados, dando liberdade no movimento da
particula'. J4 a (ii) requer essas limitacdes cinemdticas, sem haver preocupagio vetorial so-
bre tais forcas, mesmo aquelas oriundas desses vinculos. Para uma particula sujeita a um
vinculo, o nimero de graus de liberdade serd reduzido, pois nesse caso, 3-1—1 =2 (movi-
mento numa superficie, por exemplo). Em (i), evidentemente, teremos 3 -1 —0 = 3 graus de
liberdade (translacdes espaciais), pois ndo ha vinculos nessa situagao.

As restringdes consideradas serao holondmicas [89], isto €, podem ser diferenciadas

com o tempo gerando outros vinculos da forma
g(X7 X? t) = 07

sendo integraveis, retomando f(x,#). Outra consideracdo a ser apontada é que essas restringdes
nao se deformam ou movem com o tempo, permitindo a invariincia de f e g diante da translag¢do
temporal.

Infelizmente, pelo principio da Incerteza de Heisenberg, as posicdes e velocidades
das particulas sdo indetermindveis no sentido de lei de correspondéncia com o tempo?, mas, as
forcas de vinculo ainda serdo normais as restrin¢des, possibilitando naturamente “localizar” a
particula em dado instante ¢. E além disso, forcas de compressado (associadas aos vinculos) serdo
infinitas impossibilitando o espalhamento transversal dos pacotes de onda, inclusive quando nao
houver curvatura em f.

Assim, considerar-se-4 a dindmica quéntica de uma particula usando (i) porque po-
derdo ser esquecidas todas as propriedades do espago externo, em algum momento, € cair no
erro de trabalhar paralelamente ao tratamento de um procedimento de quantizacdo adequado

para o movimento curvo [33], a priori. Sabe-se que forgas de vinculo devem ser conservati-

'O movimento livre da particula é quando restringdes ndo interferem em seu movimento, apesar de forcas
externas nao-vinculantes existirem sobre ela.

Diferente da mecanica de Newton, isso nio acontece porque podemos resolver equagdes diferenciais de mo-
vimento e obter claramente a posi¢do, a velocidade etc de uma dada particula com o tempo, sob dadas condigdes
iniciais apropriadas.



30

vas, e contudo, normais as restrincdes. Como (i) ndo permite vinculos, serdo exigidas forcas
espaciais cujos potenciais sdo constantes e limitados neles, e divergem fora deles. Quando a
particula sair deles, surgirdo reagdes infinitas de confinamento em regides vizinhas a eles, que
fardo a particula permanecer neles. Em outras palavras: todas as restringdes a serem discutidas
aqui serdo agentes limitantes desses potenciais atrativos que sao infinitos no espago e servirao
para comprimir a particula nelas. Para um potencial limite que ndo dependa do tipo de poten-
cial de compressao, € preciso que haja algum tipo de separacdo da equagdo de Schrodinger na
qual a parte da superficie da funcdo de onda obedeca a uma equacao especial que nao conte-
nha a varidvel transversal (g3, nesse caso) que aparece no potencial restritivo. Dar-se-4 énfase
ao vinculo superficial S. No Apéndice B, o leitor tem acesso a discussdo unidimensional e
quantica do movimento da particula, ou seja, o vinculo do potencial confinante serd uma curva
suave C. Este capitulo € uma reproducao do artigo do da Costa [33], com o objetivo de falar um
pouco sobre a dindmica de particulas sem spin sujeitas a restrin¢des de natureza potencial e ndo

geométrica como € feito pela mecanica cléssica.
4.1 A geometria de S e o superpotencial vinculante V;

Seja uma superficie regular S contida num espaco tridimensional gerado pela base

o (a=1,2,3), tais que, §,4° = 55 . Uma parametrizagdo local (P) de S serd da forma x(q1,¢>),

e um ponto qualquer Q, fora de S, terd localiza¢do imediata X(q,¢>,q3) dada por

X =x+4¢3N(q1,92), 4.1)

sendo g, coordenadas curvilineas generalizadas [90] € N um vetor normal unitdrio a S em P.
Os indices que percorrem 1, 2 e 3 serdo a, b, c, ..., € 0s que percorrem 1 e 2, chamados indices
induzidos, serdo i, j, k, ... . Quando g3 =0, P e Q confundem-se. Ou seja, g3 diz sobre a

distancia entre P e Q (Figura 3), pois
X —x| = |g3| IN| = lg3] = [X —x].

Seja ainda uma particula de massa m de posi¢do X, que esteja sempre presa a S. Essa superficie €
um vinculo uma vez que nela o potencial confinante é limitado e igual a zero. Se g3 # 0, surgira
uma reagdo de S sobre ela que tende a “puxd-la” para a restringdo. Desse jeito, o potencial
geométrico V; (¢3), responsavel por confinar aquela particula em S, serd definido como
) 0,segz3=0
limv, =4 0B : 4.2)
o oo, 5¢ g3 # 0
onde A é um pardmetro de compressdo e serve para dizer quanto V ndo deixard a particula
“escapar” de S.
Um exemplo de (4.2) € o potencial harmonico V) = m/lzq% /2 (a frequéncia angular

¢ infinita para satisfazer tais condicdes ja impostas anteriormente). Da incerteza momento-
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Figura 3 — Sistema de coordenadas curvilineas baseado em S de equagdo paramétrica x(g1,¢2).

Qs
Q

N(g1, G2)

Fonte: Feita pelo autor.

posicdo (transversal), vem

h
8p38qs <h=—=mAq3 <h=—¢3 < —
m

ou seja, a incerteza de g3 ndo pode exceder 71/(mA). E ainda

1 LR\ hA
Wa) = yma2 () =5 = o

que € a energia para o estado nao-excitado de um oscilador harmonico.
As equagdes de Weingarten [92] de S serdo

oON W, 0x 1 . Jx © OX
I My, ZX _ grkglsg ., O _ gk OX 43
aqi 8 i aqk g 8rs'il aqk i aqk 4.3)

onde g;; € h;j sdo os componentes da métrica induzida e os coeficientes da segunda forma. E

para X, usando (4.1) e (4.3), vem

X _ox, 0N
dqi  dqi  Pag
_ X | k9%

- (5{‘ k) X XN (4.4)
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A métrica do espaco, G, usando (4.4), serd

90X X
7 dgi 9q;
- (o) (o) -2

= <5l~k51+q36"a +q30f 8t + g30f >gkl

=gij +q306jgiz +q30 g+ g504 ajgkl

= gij+a3 (ag+(ag)"),;+a3 (aga’) ;. (4.5)
e as outras serao
JdX dJX
Ga=55—
dqi 9q3
d
- (5,-" +q3a,-’<) X N=o0, (4.6)
G

vendo que x; estdo no plano tangente a S, e finalmente

Gu= X X _NN=t 4.7)
dqz Iq3

4.2 A dinamica 2 + 1 para o elétron

A equagdo de Schrodinger do elétron serd [90,91]

”o1 9 0¥ A 4
—%ﬁg—qa (\/EG 8—%)+V/1(q3)lp—1hy. (4.8)

Onde g = detg;j e G = detG,. Por causa de (4.5), (4.6) e (4.7), a equagdo (4.8) sera dividida

em duas partes: uma superficial, onde tem Z(q1,¢)>, e outraem a = b = 3. Disso

h? 82‘11 0¥
———9¥Y - —InvG VWY =ih—. 4.9
2m9 ( 943 8(]3 8q3) TV -y 49)
Para a funcdo de onda, facamos
X(491,92,93) = x(91,92) Xn(q3), (4.10)

30perador laplaciano bidimensional. Ele serd explicitamente dado por

1 0 0¥
g- 12 \@G’f).
\FGaqz'( dq;
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cuja densidade superficial de probabilidade seré |xi(q1,92)|* [ |a(q3)|* dg3. A troca de ¥ por

x ¢ justificada pelo elemento de volume 4V, tal que

dVZf(Q]7q27q3)deq37 4.11)

onde dS = /gdq1dq> (elemento de drea em torno de P) e

f(q1,q2,93) = 1+ @3Trot + g3 detor/. (4.12)

Disso,
x =y (4.13)

Usando (4.13) em (4.9), obtemos

1 X 2(%y 1 af\?% _ 9%f
“om f@<ﬁ>_%<aq§+4ﬂ<(aq3) g )*

0
YV (ga)x = 1ha—7f. (4.14)

No limite A — oo, a fun¢@o de onda “enxergard” duas barreiras abruptas de potencial em ambos
os lados da superficie, onde lim,_,.,Vj (¢3) serd significamente diferente de zero apenas para
uma ordem muito pequena de valores de g3 em torno de gz = 0. Com isso, toma-se o limite

q3 — 0 de (4.14), exceto para o termo que contém o potencial confinante. Assim

219 oy RE (/1. N\ : n2 9%y dx
S L I — 7l — J -~z —ih-2
2m /g 9qi (\/gg 9%‘) 2m ((ZTral) deta; 2m dgq3 +Valgs)x =in ot
(4.15)
Usando (4.10) em (4.15), temos
72
=5 +Vaa3) o = i e (4.16)
o1l o9 ( i,-c')xt)
2m /g dgq; ves dq;
n? 1 j ? J I
_;n <<ETI'(XI-) —det(xl- Xt—lhw, (417)

onde ¥ = d*y./ dq% € Xn = d)n/dt (notagdes de Leibniz-Newton). A equagdo (4.16) pode ser
ignorada, ja a (4.17) seréd usada para o nosso interesse pois obtém-se o potencial de superficie
Vs(q1,42) dado por

B2/ N\ -
VS(ql,qz):—% (ETrag) —detor/ |, (4.18)

ou em termos das curvaturas média H e gaussiana K, tem-se ainda

Vs(q1,42) = =5~ (H*-K). (4.19)
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A dependéncia desse potencial com g; € especialmente notdavel por causa da presencga da curva-
tura média, ja que ela ndo pode ser determinada da métrica g;; € de suas derivadas isoladas (dife-
rente do que ocorre com K). Esse resultado tem uma consequéncia importante: Vs muda com su-
perficies isométricas. Isso bate de frente com os resultados da mecanica cldssica, onde a lagran-
geana do movimento superficial livre é dada por L(q1,92,41,¢2) = am(ds/dt)? = 1mg'igq;,
que depende somente das propriedades da métrica da superficie. Por mais estranho que possa
parecer a primeira vista, este ndo € um resultado inesperado, pois, independente de quao pe-
queno seja o intervalo de valor assumido para g3, a func@o de onda sempre se “move” na por¢cao
tridimensional do espago, de modo que a particula estd ciente das propriedades externas da

superficie-limite S.
4.3 Um exemplo: restrin¢ao tipo-cinta cilindrica

Para ilustrar as propriedades de Vs, considere uma superficie deformada cilindrica-

mente (raio @) como mostra a Figura 4.

Figura 4 — Sec¢do transversal C da superficie de encapamento cilindrico de raio a. O ponto A é
a origem para o arco s.

Fonte: Feita pelo autor.

Escolhe-se como parametros geométricos o comprimento de arco s dessa superficie

e a coordenada z (cota cartesiana), cujo eixo € perpendicular a esta pagina. Disso, (4.17) torna-

hz (32)(t 827&> B hz

N

K2 (s) 0 = ih%, (4.20)

" 2m \ 0s? + 072 2m
onde x(s) é a curvatura de C para um arco s. Se for considerada uma solucédo y;(s,?), indepen-

dente de z, obtém-se uma equacdo de Schrodinger unidimensional na presenca de um poco de
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potencial quadrado dado por

2

Vo— 0
Visy=4 V0= "gpaz S€ sl <ab 4.21)
0, se |s| > a6

com 0 < 1/2, tendo somente um estado ligado de energia Ey (Vo < Ep < 0). No limite a — 0
e 6 = const., que corresponde a uma curva infinitamente acentuada em nosso plano, o coefici-
ente de transmissao de (4.21) é zero. As duas camadas s < 0 e s > 0 sdo entao efetivamente
desconectadas, no contraste forte com as solu¢des usuais onde o termo V (s) é ausente.

Uma ultima observacdo deve ser feita sobre os resultados anteriores afirmando que
o limite aqui obtido ndo existe de fato. Nossa opinido € que esses calculos, embora matemati-
camente incontestaveis, sdo mal concebidos do ponto de vista fisico, pois envolvem potenciais
com forcas tangentes diferentes de zero em todas as vizinhancas da superficie S. Para usar o
procedimento descrito por [93] imaginemos nossa particula comprimida entre duas surperficies
impenetraveis, nossa superficie propria S e outra surpeficie ', e seja a distancia d(q1,q2), en-
tre elas, que é muito préxima de zero. Se tomarmos d = €f(q1,q2), com € — 0, entdo, pelas
proprias palavras do Cheng [93], “a equacdo de Schrodinger deverd adquirir um termo propor-
cional a 1/(ef)? que varia muito sobre g;”> Ou seja, de fato, ja poderia ser esperado desde o
inicio, uma vez que esse tipo de potencial impede a separacdo da funcdo de onda y nas partes
tangencial e normal, dadas pelas equacdes (4.16) e (4.17). Escusado serd dizer também que o
fato de as forgas tenderem a ser normais a S no limite € — 0 ndo implica o desaparecimento
das componentes tangenciais, uma vez que as proprias for¢as vao ao infinito, impossibilitando
qualquer comparag@o direta com a situag@o clédssica. Se agora for tomado d(q1,q2) = €(1+€f),
entdo, novamente de acordo com Cheng [93], “tudo depende dos termos de ordem superior a
O(€?).” Aqui, no entanto, niio pode-se esquecer que embora os termos de ordem &2 possam
ser uma pequena perturbagdo para o potencial total, eles ainda podem ser importantes quando
comparados com as energias envolvidas no movimento da superficie.

No pendltimo capitulo seguinte, dissertamos sobre a dinamica quantica de Schrédin-
ger do elétron sem spin sobre uma catendide, e disso, determinar suas propriedades geométricas
e eletromagnéticas, com os estados ligados e niveis de Landau. A catendide sendo um caso par-
ticular de um buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov para n = 2 serviu como motiva¢ao para

estudar as propriedades eletronicas para n > 2, tomando esse limite de mecénica [61].
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S PROPRIEDADES ELETRONICAS DA BICAMADA DE GRAFENO COM
PONTE CATENOIDE

5.1 Elétron numa superficie catenodide

Neste capitulo, discutiremos a dindmica quantica estacionaria de Schrodinger do
elétron sem spin numa bicamada de grafeno! tipo-catendide. A catendide, como veremos a
seguir, tem curvatura média nula, ou seja, a direcdo normal (eixo-z) do operador momento
linear desse elétron desaparece com essa propriedade geométrica. E isso é muito interessante
porque ajuda o elétron a ndo se espalhar nessa dire¢do. O seu movimento fica somente na
superficie (cada camada da catendide). Uma outra coisa que quero destacar € que a catendide é
um caso especial de buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov para n = 2. No Capitulo 2, vimos
que buracos de minhoca atravessdveis permitem a “viagem no tempo” de uma particula de uma
camada para outra, sem ter o contato desagraddvel com alguma singularidade da conexio?.
Por causa disso, veremos como se comportardao as propriedades eletronicas quando usamos a
catenoide como estrutura do grafeno.

Os efeitos de interac@o a ser considerados aqui sdo por causa da geometria da ca-
tendide e de campos externos (elétrico e magnético). Disso, obtemos os estados ligados e os
niveis de Landau para o espectro energético do elétron. Esse capitulo € uma motivagdo para
estudarmos o caso geral. Como serdo as propriedades do elétron quando tem movimento so-
bre uma superficie tipo buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov para n > 2?7 A resposta estd no
préximo capitulo.

Uma possivel parametriza¢do x(u, @) para a catendide (Figura 5 e Figura 6) ¢ dada
por [46,47]

X =V u?+R%(cos¢i+sen¢ j) + Rarcsenh (u/R)k, (5.1

onde u = Rsenh(z/R)? e ¢ sido coordenadas meridiano e paralelo, respectivamente, tais que,
—co<u<we <9< 27*. Evidentemente, z é a cota cartesiana e u é similar a radial cilindrica
p [90], porém, esta somente permite valores positivos. As camadas superior e inferior aparecem

por causa da relacdo de vinculo entre u e r dada por> [11]
rr—u* =R (5.2)

O elemento quadratico de linha ds? para a caten6ide® é a sua primeira forma funda-

A massa efetiva do elétron é constante e isso é suficiente para estudar o grafeno como uma catenéide.

ZBuracos de minhoca atravessaveis sio livres de singularidades.

Essa escolha nio significa que a catendide seja obtida por revolugio em torno do eixo-z [67,92,94].

4E a coordenada polar cilindrica.

SMuitas vezes, u é conhecida como coordenada tartaruga.

®Na verdade, o buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov surge pela imposicdo das condi¢des nas fun¢des do
desvio para o vermelho ®(r) e de modelagem b(r) na métrica de Morris-Thorne [11] tal que ®(r) = 0 (sem efeito
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Figura 5 — Perto da garganta
ZA

Fonte: Retirada de [46].

Figura 6 — Longe da garganta

Fonte: Retirada de [46].

mental / dada por
I(dux,+d9xg,dux,+doxy) = dux; +d>xg + 2%, - Xg dud

e usando os vetores X, € Xy que geram qualquer espago tangente a catenoide [67], que sdo dados

por
u A R A
X, = ———=(cos@Pi+send j) + ———k, (5.3)
u 2 +R2( ¢ o D IR
Xp = Vu2 +R*(—sen¢i+cos¢ J), (5.4)
com normal unitaria dada por
N R (cos¢i+send j)+ N (5.5)
= l ——k, .
u? + R? / Vu? + R?
obtemos a métrica da catendide
ds* = du® + (u* + R*) d¢?, (5.6)

de Maré) e b(r) = R?/r, ou seja

b\ ! R2\ !
ds? = —*®dr? + (1 - —> dr* +r*dQy = —dt* + <1 - —2) dr* +r2dQ,.
r I
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ie, em termos de componentes, g, = 1, gup =0 € ggp = u? + R%. Analogamente, ao que foi

feito anteriormente, a segunda forma fundamental dela sera

R
H=——"__ @2 +Rdo?
Vu?+R? ¢

cujos coeficientes identificaveis serao

R
huu - _M7 (57)
hyy =0, (5.8)
hoo = R. (5.9)

Usando as componentes da métrica (primeira forma) e da segunda forma, dadas por (5.7), (5.8)

e (5.9), as curvaturas média (H) e gaussiana (K) serdo iguais a
H=0, (5.10)

K=————. (5.11)

(w2 + R2)’
A nulidade de H nos diz que a catendide é uma superficie minima e K < 0 diz que ela tem na-
tureza hiperbdlica, ja que as suas curvaturas principais minima e maxima sao iguais e possuem
sinais contrérios (kK1 = —k») [94]. Como ja foi destacado acima, a métrica g;; de (5.6), que €

uma matriz diagonal e real de ordem 2, tem componentes dadas por

uu =1, (5.12)
8u¢ :07

_ 2 2
8¢p =u +R", (5.13)

uma vez que ds®> = gijdxidxj = gudu® + 28updud@ +g¢¢d¢)2, com i,j = 1,2 sendo indices
espaciais coordenados, e aqui x! = u e x> = ¢. E os coeficientes de Christoffel [66] ndo-nulos

serao
’$¢ = —u, (5.14)
¢ . u
Fu¢ = m (5.15)

Considere um elétron de massa efetiva m* permanentemente vinculado a uma ca-
ten6ide como essa. Existird acoplamento por causa da inducdo magnética e os seus potenciais

A' serdo tratados como campos abelianos, disso, usar-se-4 este gauge

§ViA; =0 (5.16)
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para fins de simplica¢c@o na equagao dinamica eletronica. Disso

. 1 . .
H = —g" (=12V;V; +eihA;V; +e*AA;) + Ve + Vg, (5.17)
sendo P, = —ihV, —eA j 0 momento linear do elétron, Ve o potencial elétrico e V; o poten-

cial geométrico que serve para “comprimir” essa particula a superficie [33]. Entdo, a equacgdo

dindmica do elétron com spin zero serd HW¥(u, ¢) = €¥(u,¢) [95]

K2 ieh
RV +—5——0,% a +—AVP
2m ( TR u>+R TR 2+R2 > 2m
2 h2 R2
AlARp Ve — Y =¥ 5.18
+2 <8k " 2m* (42 4 R2)? e (5:18)

onde usou-se o potencial confinante como sendo o de da Costa dado por

oo,
=— H"—K 1
Vac oy ( ), (5.19)
e com (5.10) e (5.11), segue
. R?
Vic = — . (5.20)

2m* (MZ + R2)2
Esse potencial desaparece quando u — +oo, ou seja, para um elétron livre de interacdo eletro-
magnética, ele ndo terd mais “contato” com a superficie. Expandindo (5.20) em série de Taylor,

em torno do ponto de equilibrio u = 0, vem
Vac =V Lyt ., (5.21)

notando que para regides sem curvatura, o potencial centrifugo € mais acentuado do que para
qualquer outro dominio de u. A “for¢ca” confinante muda de sinal de acordo com u. Pode-se ver

1SS0 nisto
>0,seu<0

Fyc = — . (5.22)
<0,seu>0

Em outras palavras, o elétron serd atraido acima de u = 0 e repelido abaixo de u = 0. Nao
havera violacao de paridade espaco-temporal de Vyc pois P Ve =Vyc e TWye T =Vy',
Vu real. A presenca de u> em (5.20) torna isso evidente. Isso ja ndo acontece para (5.22), pois
a simetria de paridade espacial serd violada devido a presenca da linearidade de Fyc com u. E
para u = 0, essa forca serd nula.

A fungdo de onda W em (3.18) € invariante sob a transformacdo exp(im¢), m =

"Recorde que & = PT ¢ 7 = .77, ou seja, os autovalores dessas transformagdes de paridade espacial e
temporal sdo +1.
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0,£1,%2,..., isto &, vendo que a catendide tem simetria axial em torno do eixo-z,
Y(u,d) = d(u)exp(img), (5.23)

disso, (5.14) nos dard uma equagdo para ®(u), dada por

> u ieh
- @ @)+ AV DY,
Zm*( TR )+2m* et e
72 2 R2 2
+ m__ + = AlA; | @ =ed. (5.24)
2m* \ P +R* (24 R?)? 2m*

A equacgdo (5.19) sempre tera sinal negativo. Da Geometria Diferencial, em termos das curva-

turas Ky € K,

K = det(K/), (5.25)
H= %Tr(Kl.j ), (5.26)

sendo o operador de Weingarten o tensor de curvatura (torsdo livre para Cartan) Kl] [97]. Pode-
se escrever H = MA(kj, kz) (média geométrica) e K = MG(k7, k») (média aritmética), apesar

de k7 e k» ndo forem sempre nimeros reais positivos. Isso pode ser provado. Tem-se

H?>—K= (k] — K2)2 >0, VK, K. 0O

Bl

5.1.1 Efeitos geométricos

Tomando V. =0 e A’ = 0, (5.24) torna-se

2 2 *
oy (™ R o g (5.27)
u? +R? W +R> (2 4 R?)?

O termo centrifugo externo ao potencial geométrico ndo permite a quiralidade eletronica pois

2

esse tem m?, ou seja, Ver(—m) = Vep(m). E ainda, ndo violard a simetria .7 & porque h4 u?. O

termo u/ (u2 +R2) @’ ndo é hermitiano, uma vez que

u P, u P,
D O S gy QU
< 1|( u2+R2ih)’ 2) < W2+R iR

pois o segundo termo de (5.28) ndo é nulo no intervalo [a,b], tal que, ¥ (a,9) = ¥2(b,9)

A

¥2), (5.28)

2 2
R
o)+ ( W,
(u? +R?)

[95,96]. A equacdo (5.27) ainda permite valores reais para € mesmo que aquele termo € néo-
hermitiano [70, 71].

Para eliminar o termo de derivada primeira de (5.27), precisa-se substituir ¢ por y,
tal que,

—1/4

O(u) = (u* +R*) " y(u), (5.29)
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pois
1
lim ®(u) = lim ————- lim y(u) =0,
U—stoo U—rToo (MZ —I—R2) U—rtoo

respeitando um dos postulados da Mecanica Quantica [98], e ainda,

lim y(u) =0.

U—rtoo

Disso, obtém-se as relacoes

2
u (u? -I—Rz)f1 @ =u (v’ +R?) 75/4y’ — % (u? +R2)79/4y, (5.30)
" — (uz —|—R2)_1/4y” —u (uz +R2) _5/4y/
n §u2 (uz +R2) —9/4y_ 1 (uz JrRz)—5/4y, (5.31)

4
e usando (5.29), (5.30) e (5.31) em (5.27), chega-se a

_y,,+<m2+1/2 (3u2/4+R2)> _ 2m'e

u2 +R2 B (u2+R2)2 h2

2

. (5.32)

Comparando (5.27) e (5.32), ocorreram as mudancas m?> — m?>+1 /2¢e R? — R? +3u? /4. Isso
ndo fere as simetrias .7 e &, pois ainda tem-se termos quadraticos em m e u. Mas, (5.32) é
hermitiana pois a derivada primeira em @ sumiu. A quiralidade continua ausente apds isso.
Quando u — oo, 0 potencial efetivo em (5.32) desaparece. Os potenciais centrifugo
e geométrico anulam-se igualmente pois ambos, nesse regime, serdo inversamente proporcio-

nais a u?. Isso nos dé estados assintéticos livres para o elétron®, os quais satisfazem esta equagio
Y+ k2y =0, (5.33)

onde k = /2m*e/h, e (5.33) mostra que o elétron € livre mas admite estados de potencial
minimo harmonicamente classico.
Analisa-se agora o comportamento de m quando o potencial efetivo é negativo para

qualquer u. Desse jeito, vem

2
m-+1/2 1 ( 1 >
M (), 5.34
w?+R> 4 cosh?(z/R) 639

e lembrando que cosh(z/R) > 1, vem

1

—<1=1+
cosh?(z/R) ~

9

cosh?(z/R) =

8Vimos anteriormente que em regides muito afastadas da garganta, nio temos curvatura. Isso faz do elétron
livre da acdo geométrica da superficie, pois o potencial associado ndo mais a aprisiona nela. Microscopicamente,
tal afirmacgdo € coerente. No contexto newtoniano, a curvatura nao € mais zero e a particula se movimentard sobre
“ondulacgdes”.
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ouseja, —1/ V2<m<1 / v/2. Como m é inteiro, entdio, apenas m = 0 dard Vs < 0. Tal potencial

Vet = " ( ! + ! ) (5.35)
4 T 8mR2 cosh?(z/R) ~ cosh*(z/R))’ .

serd dado por

de acordo [69], como (5.35) é inversamente proporcional a cosh?(z/R) e cosh*(z/R), o elétron
serd completamente transmitido. Ao contrario, para m # 0, Ve nem sempre € negativo, que
fisicamente nos da reflexdo para o elétron diante dessa barreira de potencial ja que o termo
centrifugo € dominante diante do geométrico, repelindo-o quando chega perto da garganta.
Uma outra discussdo interessante, analiticamente possivel, € quando R — 0 (ponte
muito fina). Nesse caso, (5.27) transforma-se numa equacao ja conhecida na literatura, que € a

de Bessel de ordem m [90]. Com isso, vem
X (x) +xP' (x) + (x> —m?) P(x) = 0, (5.36)

com x = ku (adimensional). A funcdo de onda para essa equagdo é proporcional a funcao de
Bessel J,,(x) de primeiro tipo. O perfil desse pogo € tipo-delta [96]. O Grifico 1 a seguir é para

o potencial efetivo quandom =0,m =1, R =70 Aem* = 0,03mg (massa efetiva do carbono).

Griafico 1 — Grafico Vef versus u com m* = 0,03mg,m=0em =1
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Fonte: Retirado de [46].
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Como se vé nele, para m = 0 (linha preenchida) ndo existird barreira para o elétron, e sim
um poc¢o de potencial simétrico em torno de u = 0. Isso justifica a falta de reflexdo dele e o
confinamento ocorrerd em torno de um anel na ponte (nao tem-se o efeito centrifugo por causa
de m mas o potencial de da Costa contém um termo centrifugo responsavel por dar orbitas ao
elétron proximas da garganta). Para m = 1 (ou m = —1, pois ndo ha quiralidade), haverd uma
barreira de potencial (linha tracejada) que dard reflexdo parcial ao elétron quando se aproxima
da ponte. A fung¢do de onda, para m #£ 0, € nula. Quando m = 0, se o elétron vem pela camada

de cima, a transmissao ocorrerd para a camada de baixo e vice-versa.
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5.1.2 Campo elétrico constante

Nesta parte, a acdo externa serd produzida por um campo elétrico uniforme E apon-
tando para cima, ou seja
E=Ek. (5.37)
Esse campo ndo possui componente paralelo ao plano xy. A outra E,, = x,, - E serd dada por

ER

Entdo, a energia potencial eletrostética serd [96]

V. = eRFE arcsenh <I%> . (5.39)

Disso, o potencial efetivo serd

o(m?4+1/2 3u/4+R?
Vet

u
=5 AR (u2+R2)2 ) + eERarcsenh (E) . (5.40)

Imediatamente, uma simetria serd violada para V., que é a de paridade . Sendo a fungdo
arcsenh(u/R) impar, ou seja, arcsenh(—u/R) = —arcsenh(u/R), V. = —V,. Isso pode ser
visto no Grafico 2, onde o potencial tanto para m = 0 quanto para m = 1 € assimétrico em torno
de u = 0. Havera tunelamento do elétron por causa de um efeito tipo-diodo entre as camadas:
(1) para m = 0, ocorrerd transmissdo méaxima do elétron para a outra camada que estd do lado
oposto ao da original e (ii) para m = +1, havera reflexdo parcial do elétron para a outra camada

do mesmo lado.

Grafico 2 — Grafico Vs versus u com m* = 0,03mg,m=0,m =1, E = 1kV/cm
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Fonte: Retirado de [46].
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5.1.3 Campo magnético constante

Aqui, serd colocado outro campo externo, o magnético, para interferir na dinamica

do elétron. O campo magnético também serd axial, ou seja,
B = Bk. (5.41)
As componentes do potencial de (5.42) serdo
A= g VIZ+R2$,

ou seja, o gauge de Landau sera alcangado se

AY=0¢e (5.42)
B
A? = 5\/142 +R2. (5.43)

Usando (5.12), (5.13), (5.42) e (5.43) em (5.24), obtém-se o potencial magnético

mag —

h

1 [e?B?
2m* ( 412

B
(2 +R?) — =2 m) (5.44)
Lembre que 0 nosso potencial efetivo € da forma Ve = Vg + Ve + Vi, tal que

1% 241/2 3u?/4+R2
_ m +1/2 3w /4+R) (5.45)
2m* \ wP+R* (24 R2)?

Ve

O Grifico 3 € o comportamento desse potencial quando ndo se tem campo elétrico externo ao
sistema (E =0), etoma-se B=1T,R =70 A m= 0,03mg e m = 0,%1. Nele, vemos que para
m = (0, o perfil € a unido de um poco profundo em u = 0 e ramos parabdlicos em torno de u = 0
quando u é muito grande. Quando m # 0, a parte magnética de V¢ produz dois pogos simétricos
em torno de u = 0 e uma barreira de potencial em u = 0. O termo linear em m na equagdo (5.44)
quebra a simetria de reversao temporal pois ao fazer m — —m, ter-se-4 quiralidade no elétron
porém nao havera violagdo na simetria & pois a parte parabdlica nessa expressdo € presente.

No Gréfico 4, tem-se a presenca dos campos elétrico e magnético anteriormente
impostos. O duplo potencial perderd a sua simetria em torno de u = 0 (quebra na simetria
7). Isso garante a prisao dos elétrons em anéis (Orbitas) préximos da ponte nas duas camadas.
Usou-se E=1kV/cm,B=1T,m=0,4+1em* = 0,03my.

5.2 Estados ligados

Com excec¢ao das situagdes u — o« ¢ R — 0, onde obtém-se as aproximacgdes de
(5.24), que sdo as equagdes de um oscilador harmdnico e Bessel de ordem m = 0,£1,+£2,...
(com varidvel independente ku), respectivamente, fez-se um estudo qualitativo da dinamica do

elétron por meio de V. Sabe-se que € € um numero real, e agora, serd visto como se dardo esses
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Grafico 3 — Grafico V¢ versus u com m* = 0,03mg,m=0,m==+1,E=0eB=1T
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Fonte: Retirado de [46].
Grifico 4 — Grafico V¢ versus u com m* = 0,03my, m=0,m=+1,E=1kV/cmeB=1T
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niveis energéticos que s@o os de Landau ja que o potencial magnético em (5.44) caracteriza uma
inducdo magnética que age axialmente a um sistema.

No Grifico 5, o espectro ocorre para m = 0, 1,2, juntamente, com sua distribui¢ao
de probabilidade quando nao se tem o campo elétrico. Para m = 0, o estado fundamental (linha
vermelha tracejada) nos da uma distribuicdo gaussiana centrada em u = 0 e primeiro excitado
(linha tracejada azul), dois picos simétricos em relacdo a u = 0, pois em u = 0, ndo se tem a
possibilidade de encontrar o elétron. O estado ndo-excitado parece-se bastante com o ligado ja
que o termo centrifugo no potencial efetivo nao existe. Para m = 1,2, o elétron sentird o efeito
repulsivo por causa do termo centrifugo que depende de m?. E os estados ligados ndo ocorrerdo
mais em u = 0, mas em regides simétricas a essa origem que colocam o elétron em anéis, nas
camadas inferior e superior da catendide.

No Gréfico 6, com a a¢ao do campo elétrico, o elétron tende a ser aprisionado na
camada inferior. Para m = 0, a assimetria do potencial € mais forte no primeiro estado excitado.

A localizag@o do elétron na camada inferior aumenta com m. Para m = 2, o primeiro estado
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Gréfico 5 — Graficos € e |<I>]2 versus u com m* =0,03mg,m=0,m=1,m=2,E=0eB=1
T
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excitado localiza-se em duas regides tipo-anel.

Grafico 6 — Graficos € e |<I>|2 versus u com m* = 0,03mg, m=0,m=0,m=2, E=1kV/cm
eB=1T
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No ultimo capitulo, que € a esséncia do nosso trabalho, discutiremos os resultados

obtidos da dindmica eletronica sem spin tipo-Schrodinger no caso geral (n > 2), onde a su-
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perficie cobrird completamente (camadas e ponte) um buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov.
Essas propriedades eletronicas sdo puramente de origem geométrica. Disso, obtemos somente

os estados ligados e quais papéis de n e R nesses resultados.
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6 SUPERFICIE GENERALIZADA TIPO-BURACO DE MINHOCA DE
ELLIS-BRONNIKOV COM BICAMADA DE GRAFENO

6.1 Espaco-tempo do buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov generalizado

Neste dltimo capitulo, investigaremos as causas dos efeitos geométricos quando um
elétron move-se numa superficie tipo buraco de minhoca generalizado de Ellis-Bronnikov. Por
ser de Ellis-Bronnikov, o buraco torna-se atravessdvel, permitindo que o elétron transite, entre
as camadas, pela ponte (conexdo)'. O elétron ndo sofre interacdo por spin e nada dependerd
do tempo. No capitulo anterior, dissemos que o momento linear do elétron some na direcao do
eixo-z. Para n # 2, a curvatura média ndo se anula, porém, o momentum do elétron some em
z. Obteremos dois estados ligados (po¢o duplo de potencial) quando n > 2 sem a presenga do
momento angular orbital do elétron, diferente do caso n = 2, onde tem-se um pogo de potencial.
Os parametros n e R (raio da ponte) interferem na profundidade de cada poco e no tamanho do
buraco de minhoca GEB, respectivamente. Ha outros resultados interessantes dados para o caso
geral, que serdo dados durante a leitura deste capitulo.

Um buraco de minhoca de Morris-Thorne geral é uma variedade Lorentziana cujo

elemento de linha pode ser escrito como

dr?
ds* = —e*®Mg2 =7 1200 6.1
s e +1_b(r)/r+r 2, (6.1)

que estd na assinatura lorentziana (— + + +), onde e2®(") ¢ a funcdo redshift e b(r) é a funcédo
shape. Os (1,0, ¢) sido coordenadas esfericamente polares e dQ, = d6? + sin® 0d¢>.

Para o buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov usual temos ®(r) = 0 e b(r) = R*/r,
caracterizando um buraco de minhoca sem efeito de maré com R sendo o raio da garganta.
No entanto, uma versao generalizada do usual buraco de minhoca Ellis-Bronnikov foi proposta
em [63, 64] satisfazendo todas as condi¢cdes de Morris-Thorne necessarias para fazer buracos
de minhoca atravessaveis de Lorentz. Este buraco de minhoca generalizado de Ellis-Bronnikov
(GEB) € caracterizado por dois parametros, a saber, n e R, que nos informam sobre seu tamanho

e forma. Entdo, o elemento de linha de buraco de minhoca GEB ¢é dado por
ds? = —dr* +du* + £ (u)dQ, (6.2)

com f(u) = (u" —|—R”)]/ " sendo uma fung¢do bem comportada para 7 inteiros pares. Portanto, o

elemento de linha GEB pode ser escrito como [11,64]
ds® = du® + (R +u")?/"dQy,, (6.3)

onde u = (r2 —R2) 172 € a coordenada de distancia radial adequada (tartaruga). A coordenada

I¢f. o Capitulo 2.
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angular cilindrica ¢ € [0,27) é chamada de paralela. Essas coordenadas fazem parte de um
sistema cartesiano paralelo-meridiano capaz de cobrir todo o espaco do buraco de minhoca
de GEB. Nestas coordenadas, —oo < u < oo, que € diferente da coordenada radial cilindrica p
porque 0 < p < oo, permitindo distinguir entre as camadas inferior e superior do grafeno, e n é
um ndmero inteiro par. Considerando uma fatia 6 = /2, o elemento de linha pode ser reescrito
como

ds* = di® + (R +u")*/" d¢>. (6.4)

Figura 7 — Abaixo, o sistema de coordenadas, o vetor, 7 = f(u)cos ¢ i+ f(u)sin¢ j+h(u) k,
localiza qualquer ponto no meridiano # em relagcdo a origem do sistema de coordenadas. Para
n = 2, a superficie convencional do buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov, que tem a
geometria catendide. Para n = 4,6,8 e 10, varias superficies generalizadas de buracos de
minhoca de Ellis-Bronnikov sdo apresentadas. Essas superficies tendem a geometrias

cilindricas 2 medida que n aumenta. Aqui o raio, R, é 20 A.

De (6.4), os componentes ndo-nulos do tensor métrico g;; (i, j = 1,2) sdo dados por

gu(u) =1, (6.5)
8o0(u) = (R"+u")*/". (6.6)

Os componentes que ndo desaparecem dos simbolos de Christoffel [5,66—68] F{k = ng’"(a,-gmk +

Ok&mi — Im&ix) sao calculados diretamente e escritos como

8o (1) = —u" (R +u")? 6.7)
un—l

Vamos agora considerar um elétron de massa efetiva m* e carga elétrica —e permanentemente
restrito a superficie de um buraco de minhoca de grafeno de bicamada-GEB devido a um po-

tencial geométrico Vg, dado por o seguinte Hamiltoniano,

A I isa
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Como é amplamente conhecido, o grafeno de bicamada apresenta uma relacdo de dispersao
quadratica que fornece um hiato na banda de condutancia [29], sendo, portanto, descrito pela
equagdo de Schrodinger. A massa efetiva m* leva em consideracdo a estrutura reticulada, de
modo que o sistema pode ser descrito aqui como um modelo continuo. Destacamos aqui que,
para que o sistema seja considerado de fato no limite continuo, o raio R deve ser considerado
muito maior que a estrutura de rede do grafeno. Como o comprimento das ligagdes na rede
do grafeno é de cerca de 1,43 A [65], o raio R = 70 A considerado neste trabalho permite
considerar o sistema atual no limite continuo. O operador momento € escrito como P = —inv;,
onde o elétron se acopla com a superficie por meio da métrica induzida da superficie do buraco

de minhoca de GEB, g;;, e a derivada covariante de Vi como V,~Vj = (9l~Vj + F{ka .

h2
Além disso, consideramos também o potencial de da Costa [33] Vyc = o (H 2_K ) ,

onde H ¢ a curvatura média e K € a curvatura gaussiana. O potencial de da Costa produz para a
superficie do buraco de minhoca de GEB a seguinte expressao

h? (n—1)R"u"?
2m*  (u*+ R")?
2
h2 <1 . un—2<un +Rn)2/n—2 (un + (n . l)Rn)>
m* (un +Rn)2/n (1 _ u2n72(un +Rn)2/n—2)

Vdc(u) = —

(6.10)

Para n = 2, recuperamos o potencial de da Costa para a catendide anteriormente abordada na
literatura [46, 59]. O Gréfico 7 mostra o potencial de da Costa para trés valores de n, a saber,
n=2,4e 6. Como podemos ver no Gréfico 7, o potencial de da Costa € um potencial atrativo
para qualquer valor de n. Para n = 2, o potencial de da Costa promove um confinamento do

elétron em u = 0, enquanto que a medida que aumentamos o valor de n o potencial de da Costa
exibe dois pocos de confinamento simétricos.

Grafico 7 — Potencial de da Costa para trés valores de n, a saber, n = 2,4 e 6. Consideramos
R =70 A para este grifico.
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Fonte: Retirado de [99].

A funcdo de onda, por causa da simetria axial (ao longo do eixo-z) da superficie do
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buraco de minhoca de GEB, deve ser invaridvel sob a transformacao de U(1), isto &,
W(u,¢) =D(u)e™, m=0,+1,£2,.... (6.11)

Portanto, a equacdo de Schrodinger, sem spin e estaciondria para o elétron, pode ser expressa

como
h2 hZ un—l
__¢// _ q)/
2 W i © W)
> m?
d(u)=€d 12
+ 2 (u” +Rn)2/n + VdC(”) (I/t) € (I/l), (6 )

onde £ sio os autovalores de AV (u, ¢ ) = €¥(u, ). A seguir, discutiremos algumas implicacdes

da geometria da superficie do buraco de minhoca de GEB na dinamica eletronica.
6.2 Efeitos geométricos

A equacdo (6.12) governa a dinamica do elétron na superficie do buraco de minhoca

¢ hermitiano, pois

(@

de GEB. Neste ponto, é¢ importante destacar aqui que o termo derivado de primeira ordem nao

n—1 n—1
- Ly Y =—( - L |D
W'+ R ih 2> < WA RViR 2>
o u2n72 . (n . 1)Rnun72
1 (u”+R”)2

c1>2> : (6.13)

onde P, = —ihd,. No entanto, o Hamiltoniano associado 2 equagdo (6.12) € simétrico sob
aplicaciio simultinea de operadores de paridade e reversio de tempo, ou seja, Z FH P .7 = H.
Assim, como a simetria de reflexdo espaco-tempo € preservada, o espectro dos autovalores
hamiltonianos € inteiramente real, embora ndo seja hermitiano [69-75]. Portanto, é possivel
encontrar um Hamiltoniano equivalente sendo hermiteano e possuindo o mesmo espectro de

autovalores. Para isso, vamos realizar a seguinte mudanca de varidvel
D(u) = (" +R") "/ y(u), (6.14)

com y(u) satisfazendo uma equag@o do tipo-Schrodinger, de modo que (4.12) se torna
2

2m

" (1) + Ver(u)y (1) = ey(u), (6.15)
com

Ver(u) = Vina(u) + Vac(u), (6.16)
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sendo que

Vind(u) =

2 n—2 _ n n 2
h (u ((2=2n)R"+u") m ) 6.17)

o 4w +RD): (ur R

Como podemos ver, o potencial efetivo € composto pelo potencial induzido pela superficie do
elétron, Vinq(u), que é essencialmente um potencial repulsivo, e pelo potencial de da Costa,
Vac(u), que surge da interagdo do elétron com a superficie do grafeno, sendo um potencial
atrativo. Esses potenciais, Ving () € Vyc (1), competem entre si quando os pardmetros do buraco
de minhoca Ellis-Bronnikov sdo alterados, como o raio R do buraco de minhoca, ou quando a
geometria do buraco de minhoca € alterada.

Portanto, o comportamento do elétron confinado a superficie do buraco de minhoca
de GEB feito de grafeno € descrito por um Hamiltoniano Hermitiano com um potencial efetivo
escrito como (6.16).

No limite u — oo, temos estados assintdticos livres para o elétron, pois y” +k*y =20
(k> = 2m*e/ h?, que é positivo para permitir estados assintéticos livres dispersos), onde se vé
claramente que o potencial efetivo se cancela. E para R — 0, a solucdo € proporcional a fun¢do
de Bessel do primeiro tipo [76]. Em resumo, quando (i) u — doo, y(u) = Acos(ku+ ¢) (A é
uma amplitude para y e ¢ é uma fase inicial) e (ii) R — 0, y(ku) = NJ,,(ku) (N é uma constante
de normalizacdo para y). Esses resultados assintéticos sdo idénticos aos obtidos para n = 2. Até
agora, nesses regimes, a nanofisica do grafeno ndao depende de n.

Antes de discutir os estados ligados de um elétron na superficie do buraco de mi-
nhoca de grafeno de GEB, precisamos discutir o potencial efetivo gerado por essa superficie.
Para n = 2, o buraco de minhoca de GEB recupera o buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov
convencional, com o buraco de minhoca tendo a geometria de uma catendide, como mostra a
Figura 7. Para esta geometria, o potencial efetivo € mostrado no Grafico 8. As linhas pontilha-
das pretas, tracejadas vermelhas e azuis correspondem ao momento angular orbital, m = 0,1 e
2, respectivamente, para R = 70 Aem* = 0,03mq [77]. Esta configuracao ja foi abordada na
literatura [46].

Grifico 8 — Potencial efetivo para R = 70 A e n = 2, para alguns valores de m.
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Para o0 momento angular orbital m = 0, o efeito do potencial de da Costa, que é
atrativo, é mais pronunciado do que o potencial induzido de superficie, que € repulsivo, de
modo que o potencial efetivo toma a forma de um potencial bem centrado, na origem do buraco
de minhoca, em u = 0. Neste ponto o valor do potencial é —13,12 meV (veja o Grafico 8).
No entanto, quando o momento angular orbital € levado em consideracio, ou seja, quando
m # 0, o potencial induzido é drasticamente modificado, devido ao termo centrifugo, em (4.17),
e nestas condicoes, o efeito do potencial induzido torna-se maior do que o efeito produzido
pelo potencial de da Costa, de modo que o potencial efetivo assume a forma de uma barreira
de potencial, também centrada na origem do buraco de minhoca, conforme Gréfico 8. Esses
potenciais sao amplamente discutidos em [46].

No Gréfico 9, a geometria do buraco de minhoca € alterada para n = 4, pois altera
o potencial efetivo. Para m = 0, o potencial de da Costa é mais significativo que o potencial
induzido, mas agora o potencial efetivo assume a forma de um pogo duplo, cujos minimos estao
localizados em u = —58 A e u = 58 A, e nestes pontos, o valor do potencial é —14,2 meV, con-
forme mostrado no Gréfico 9. Este potencial em forma de poco duplo surge porque a geometria
generalizada do buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov apresenta dois pontos de curvatura mais
intensa, um em cada extremidade do buraco de minhoca (veja a Figura 7). Para m # 0, o poten-
cial induzido torna-se mais relevante que o potencial de da Costa, devido ao termo centrifugo,
e o potencial efetivo assume a forma de uma barreira de potencial, localizada na origem do

buraco de minhoca, conforme mostrado no Grafico 9.

Grifico 9 — Potencial efetivo para R = 70 A e n = 4, para alguns valores de m.
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Fonte: Retirado de [99].

A discussdo do potencial efetivo mostrado no Gréfico 10 € qualitativamente similar
a do potencial efetivo mostrado no Grafico 9. No entanto, o pogo de potencial duplo mostrado
no Gréfico 10 € mais profundo do que o pogo de potencial duplo mostrado no Grafico 9. Como
a superficie do buraco de minhoca generalizado de Ellis-Bronnikov assume a forma de um
cilindro (que pode ser pensado como um nanotubo de carbono), para valores maiores de n (ver

Figura 7), o efeito da curvatura de grafeno nas extremidades do buraco de minhoca é acentuado,
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o que explica o porqué da profundidade do poco duplo ser maior no Grafico 10, quando n = 6,
do que no Gréfico 9, quando n = 4. Este fato estd de acordo com os resultados encontrados em
[61], onde os autores relatam a existéncia de picos indicando a presenca de estados localizados
na interface entre o grafeno e o nanotubo. Da mesma forma Gonzalez et al [78] previram a
existéncia de estados confinados na interface entre nanotubos metélicos e grafeno, sob certas
condi¢Oes usando a equagdo de Dirac. Os dois minimos do potencial efetivo, para m = 0,
mostrados no Grifico 10, estdo localizados em u = —67 A e u = 67 A, e nesses pontos o valor

do potencial é —24,4 meV.

Griéfico 10 — Potencial efetivo para R =70 A n = 6 e para alguns valores de m.
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Fonte: Retirado de [99].

6.3 Estados ligados

Na secdo anterior, estudamos a interacdo de um elétron em vdérios tipos de su-
perficies generalizadas de buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov, de raios R, feitas de grafeno.
O potencial efetivo foi obtido a partir deste estudo dado pela (6.16). Nesta secao, estudaremos
seus estados ligados, considerando o raio dessas superficies igual a R = 70 A, e a massa efetiva
do elétron no grafeno igual a m* = 0,03my. Para isso, resolvemos numericamente a (6.15),
usando o método das diferencas finitas [80], para o potencial efetivo dado pela (4.16).

O Griéfico 11 mostra quatro potenciais efetivos associados a quatro superficies de
buraco de minhoca GEB feitas de grafeno, a saber: a) n =2, c) n =10, e) n =20 e g) n = 40.
Nestes potenciais, 0 momento angular orbital ndo € levado em consideracdo, entdo m = 0. No
Griéfico 11 a), o potencial efetivo para um elétron confinado a superficie de um buraco de mi-
nhoca de Ellis-Bronnikov convencional € mostrado pela linha preta s6lida. Para este potencial
existe um dnico estado confinado, cuja energia € —3,42 meV. Sua funcio densidade de probabi-
lidade é uma funcio gaussiana, cuja largura da meia altura é Au = 231 A, conforme mostrado no
Grifico 11 b). Fazendo uso da simetria angular do sistema e tomando a largura da meia altura da
funcao densidade de probabilidade é possivel visualizar uma nuvem de probabilidade, centrada
na origem do buraco de minhoca da superficie, em forma de anel, ou anel de probabilidade,

onde o elétron € mais provavel de ser encontrado.
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Grifico 11 — Os estados ligados e suas densidades de probabilidade para um buraco de

minhoca generalizado de Ellis-Bronnikov com raio R = 70 A m=0em" = 0,03myg. A linha
preta s6lida representa o potencial efetivo para: a)yn =2,c) n=10,e) n =20 e g) n = 40. As
linhas pontilhadas vermelhas e azuis correspondem ao estado fundamental e primeiro estado
excitado e suas densidades de probabilidade, respectivamente.
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Para n = 10, o potencial efetivo, mostrado no Gréfico 11 ¢), tem a forma de um
poco de potencial duplo (linha preta sélida), cujos minimos estéo localizados em u = —70,5 A

e u=70,5 A, com valor de —59,3 meV. As linhas tracejadas vermelhas e azuis representam o
estado fundamental e o primeiro estado excitado, respectivamente, sendo que as energias des-
ses estados sdo —9,98 meV e —0,034 meV. Esses estados s@o ditos hibridos, pois o potencial
efetivo é composto por dois pocos de potencial que estdo proximos e seus estados se combinam
e formam estados hibridos [79]. Isso pode ser visto nas func¢des de densidade de probabilidade
mostradas nos Gréfico 11 d.1) e Grafico 11 d.2). O Grafico 11 d.1) mostra a fun¢do densidade
de probabilidade do estado fundamental do sistema, que tem a forma de duas fun¢des gaussia-
nas praticamente sobrepostas, cujos maximos estdio localizados em u = —64 A e u = 64 A. A
largura da meia altura desta fungiio de densidade de probabilidade é Au = 510 A. A nuvem de
probabilidade deste estado tem a forma aproximada de um anel de probabilidade centrado na
origem da superficie do buraco de minhoca, porque os dois maximos da fun¢do de densidade de
probabilidade sdo muito préoximos. Portanto, aqui € mais provavel que o elétron seja encontrado
entre 0s pogos, ou seja, em torno de u = 0.

O primeiro estado excitado para n = 10 (linha azul pontilhada) apresenta também

uma funcdo densidade de probabilidade na forma de duas funcdes gaussianas, com seu maximo



56

localizado em u = —328,5 A, e a outra localizado em u = 328,5 A. A largura de meia altura
de cada uma das funcdes gaussianas é Au = 1.348,5 A (veja o Grifico 11 d.2)). Portanto, a
nuvem de probabilidade do primeiro estado excitado tem a forma de dois anéis de probabilidade
centrados em u = —328,5 A e u = 328,5 A de largura Au = 1.348,5 A cada. Esses anéis de
probabilidade estdo muito proximos da origem da superficie do buraco de minhoca (1 = 0). A
grande largura desses anéis de probabilidade mostra que esse estado € fracamente ligado.

O Griéfico 11 e) mostra o potencial efetivo, para n = 20, na forma de dois pogos,
com seus minimos localizados em u = —71 A e u = 71 A, onde sua energia ¢ —228,95 meV.
Aqui existem dois estados hibridos, cujas energias sdo —22,63 e —6,72 meV. As funcdes de
densidade de probabilidade do estado fundamental (linha vermelha pontilhada) tem a forma de
duas funcdes gaussianas praticamente sobrepostas com seu maximo separado de u = —70 A e
u=70A. Aqui, a largura a meia altura é definida como se houvesse um tnico pico devido
a proximidade entre eles, portanto ndo € possivel visualizar dois anéis de probabilidade, mas
apenas um, de largura Au = 206 A, localizado em u = 0. Assim, o elétron pode ser encontrado
tanto nas extremidades do buraco de minhoca quanto dentro dele.

O primeiro estado excitado (linha pontilhada azul) ¢ mostrado no Grafico 11 f),
cuja densidade de probabilidade assume a forma de duas fun¢des gaussianas centradas em
u=-75A¢eu=75A, e alargura de cada uma dessas funcdes gaussianas é Au = 83 A. No-
vamente, levando em conta a simetria angular do buraco de minhoca, a func¢do de densidade de
probabilidade do primeiro estado excitado (linha pontilhada azul) assume a forma de dois anéis
de probabilidade localizados em u = —75 A e u = 75 A, com cada anel tendo uma largura de
Au = 84 A. Entdo, é igualmente provavel que o elétron seja encontrado nas extremidades do
buraco de minhoca.

Para n =40, no Gréfico 11 g), o potencial efetivo tem dois pogos localizados em u =
—71 Aeu="71A, e seus minimos tém energia igual a —912,6 meV. Sio obtidos dois estados
ligados de energia, cujos valores sio —63,0 meV e —50,4 meV. Os dois picos da funcdo de
densidade de probabilidade estdo em u = —71 Aeu=71A,coma largura de Au =40 A, cada
um (veja o Gréfico 11 h)). Os picos da funcdo de densidade de probabilidade para o primeiro
estado excitado tém a mesma localizagc@o que os picos da funcdo de estado fundamental, porém
sua largura é 38 A. Portanto, dois anéis de probabilidade, para cada estado ligado, podem ser
visualizados simetricamente em torno da origem do buraco de minhoca.

Vale ressaltar que, para n = 40, a funcdo densidade de probabilidade do estado
fundamental indica que o elétron tem a mesma possibilidade de estar em cada um dos pogos; o
mesmo vale para a fun¢do densidade de probabilidade do primeiro estado excitado. Como os
dois pocos sdo indistinguiveis, este sistema tem simetria bilateral, entdo, um elétron localizado
em um dos pogos pode tunelar para o outro realizando um movimento periddico com uma
frequéncia dada por f = (Ey — Ey)/h = 3 THz [79].

Observe que os estados ligados obtidos para o buraco de minhoca de GEB, n = 40,

sdo mais ligados do que para buracos de minhoca generalizados para n < 40, o que € razoavel,
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pois 0s pocos se tornam mais profundos devido ao aumento do efeito de curvatura na bordas da
superficie do buraco de minhoca.

Grafico 12 — Os estados ligados e suas densidades de probabilidade para um buraco de

minhoca generalizado de Ellis-Bronnikov com raio R =70 A m=lem*= 0,03mg. A linha
preta solida representa o potencial efetivo para: a) n =18, c) n =20,e) n =30e g) n =40. As
linhas pontilhadas vermelhas e azuis correspondem ao estado fundamental e primeiro estado
excitado e suas densidades de probabilidade, respectivamente.
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Fonte: Retirado de [99].

Como dito anteriormente, quando o momento angular € levado em consideracao,
m = 1, o potencial induzido pelo buraco de minhoca da superficie, dado por Ving(u), torna-
se mais relevante que o potencial de da Costa Vyc(u), entéo, o potencial efetivo apesar disso
assuma a forma de uma barreira de potencial, para alguns valores de n para buracos de minhoca
de GEB. O potencial efetivo em forma de poco duplo inicia sua formacdo para o buraco de
minhoca de GEB para n = 6, porém, sao muito rasos. O primeiro estado ligado s6 € obtido para
o buraco de minhoca de GEB para n = 18, que € mostrado no Grafico 12 a), entdo, o potencial
efetivo, representado pela linha preta sélida, também apresenta dois pocos, com seus respectivos
minimos localizados em u = —71 A e u = 71 A, e com valores de energia iguais a —161,6
meV. Um unico estado é observado com energia igual a —1,61 meV. Sua funcdo de densidade
de probabilidade € mostrada no Grafico 12 b). A funcdo densidade de probabilidade tem a
forma de duas gaussianas quase sobrepostas. Seus maximos estio localizados em u = —72 A
e u="72A. Como os picos da fungdo de densidade de probabilidade estio muito préximos, a
largura de meia altura de cada pico perde resolugdo e € vista como um unico pico de largura

Au = 206 A. Entdo, apenas um anel de probabilidade é observado no centro do buraco de
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minhoca, que € a regido onde o elétron provavelmente estd localizado.

Para n = 20, também é observado um unico estado com energia igual a —3,85
meV. Os minimos de potencial efetivo estdo localizados em u = —71 Aeu=71A, com valor
energético igual a —204, 84 meV. Os Gréfico 12 c) e Grafico 12 d) mostram o potencial efetivo,
a energia de nivel e a funcdo densidade de probabilidade. Aqui, para n = 20, a funcdo de
densidade de probabilidade € semelhante a mostrada para n = 18 (ver Grafico 12 d)), porém,
os picos da funcio de densidade de probabilidade sio mais estreitos, com Au = 100 A, embora
0s picos sejam mais estreitos, a resolucdo dos dois anéis de probabilidade ndao é muito clara,
portanto, um unico anel de probabilidade € observado no centro da superficie do buraco de
minhoca.

O Grifico 12 e), para n = 30, mostra dois estados ligados com energias iguais —19,5
meV e —7,53 meV. O potencial efetivo tem dois minimos com valor de —491 meV (linha preta
sOlida). As fun¢des de densidade de probabilidade dos dois estados confinados sdo praticamente
semelhantes. Ou seja, dois anéis de probabilidade localizados em u = —71 Aeu=71A, com
largura de Au = 56 A, conforme mostrado no Grifico 12 f). Como as fungdes de densidade de
probabilidade tém semelhangas com aquelas discutidas para o buraco de minhoca param =0 e
n =40, aqui para m = 1 e n = 30, aqui também o elétron pode realizar movimento oscilatorio
com frequéncia f = 2,9 THz.

O potencial efetivo, para a superficie de um buraco de minhoca de GEB se n = 40,
tem dois estados ligados com energias iguais a —41,6 meV e —30,6 meV. Os minimos do poco
de potencial sdo —887,7 meV (ver Grafico 12 g)). A func¢do de densidade de probabilidade
dos dois estados exibe dois picos. A largura dos picos do estado fundamental é Au = 40 A,
enquanto, o primeiro estado excitado é Au = 38 A. Portanto, a nuvem de probabilidade do
estado fundamental consiste em dois anéis de largura 40 A um em u = —71 A e outro em u =
71 A . Considerando que o primeiro estado excitado consiste em dois anéis de largura 38 A
localizados nas mesmas posi¢des que o estado fundamental, como mostrado no Gréfico 12 h).
Aqui também o elétron pode oscilar de um poco para outro com frequéncia f = 2,7 THz.

Ao alterar o raio R do buraco de minhoca nao hd alterac@o qualitativa, porém, quan-
titativamente hd alteracdes nos valores dos niveis de energia. A medida que R diminui, o po-
tencial efetivo torna-se mais profundo, devido ao efeito crescente da curvatura das superficies
dos buracos de minhoca, de modo que os niveis de energia ficam mais confinados. E o aumento
do valor de R tem o efeito contrario, o potencial efetivo torna-se menos profundo, e os niveis
tornam-se menos confinados.

A Tabela 1 abaixo mostra as frequéncias de oscilagc@o dos elétrons oscilando entre as
extremidades do buraco de minhoca (n = 40), para alguns valores de R. Observe que a medida

que R aumenta, a frequéncia de oscilagdo diminui.



Tabela 1 — Frequéncias de oscilagio para R =50 A, 70 A, 100 A ¢ 200 A, n =40, m =0, 1.

R n m f=AE/h m f=AE/h
50A 40 0 6,0THz 1 5,2THz
70A 40 0 3,0THz 1 2,7THz
100A 40 0 1,5THz 1 1,2THz
200A 40 0 04THz 1 0,3THz

Fonte: Retirada de [99]
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7 CONCLUSAO

Para um bom acompanhamento desse trabalho sem interpreta¢des equivocadas, co-
loquei os Capitulos 2, 3 e 4 para darem o melhor embasamento ao leitor, antes de proseguir em
sua leitura nesta obra. A existéncia do Capitulo 2 € para justificar a escolha do buraco de mi-
nhoca de Ellis-Bronnikov, que é de Morris-Thorne para certas condi¢des impostas, no referido
estudo. Além disso, mostramos o porqué de lidarmos com buracos atravessaveis de Morris-
Thorne. Esses buracos sao mais realistas no que diz respeito ao nosso objetivo, pois o elétron
poderd ir de uma camada para outra, passando pelo tiinel (conexdo do buraco de minhoca),
livre de qualquer risco de se encontrar com uma singularidade. No Capitulo 3, fiz uma breve
revisdo sobre massa efetiva do elétron. A teoria usada nesse trabalho foi a de massa efetiva para
um limite continuo nas ligacdes entre carbono-carbono. Sendo discreto o ambiente oferecido
por cada camada, contendo conexdes de nanotubos de carbono, as propriedades eletronicas nao
dependem, aproximadamente, do comprimento de cada CNT, mas sdo altamente dependentes
das conexdes de estrutura [61]. Isso nos permite tratar as camadas como estruturas geométricas
continuas de nanotubos de carbono. No Capitulo 4, tratou-se da abordagem bidimensional
da Mecénica Quantica de Schrodinger, sem contar com a interacao de spin do elétron e a de-
pendéncia no tempo nas equagdes de movimento. Evitando o espalhamento dos pacotes de onda
do elétron na direcao normal a superficie que o vincula, nesse contexto se chega a um potencial
atrativo que dependerd das curvaturas média e gaussiana dessa superficie, ou seja, ao potencial
de da Costa. Esse capitulo € uma revisao feita do artigo [33]. Com a inten¢do ainda de revisdo,
antes de tratarmos o tema desse trabalho, pus o Capitulo 5, que € uma dissertacdo do artigo
[46], justamente, para dar direcionamento em nossa investigacdo, embora, levam-se em conta
os campos magnético e elétrico na dindmica do elétron.

Neste trabalho estudamos a intera¢do do elétron com uma bicamada de grafeno tipo
buraco de minhoca generalizado de Ellis-Bronnikov (GEB), via aproximacdo de massa efe-
tiva. Para isso, obteve-se um potencial efetivo que confina o elétron na superficie do buraco
de minhoca GEB. Este potencial efetivo é a combinacdo de um potencial induzido pela su-
perficie, Ving (), com o potencial de da Costa, Vyc(u), que surge da vinculagio forte do elétron
na superficie do buraco de minhoca. O potencial induzido pelo buraco de minhoca GEB ¢€ es-
sencialmente repulsivo, enquanto o potencial de da Costa € atrativo. Na auséncia de momento
angular orbital (m = 0), o potencial de da Costa predomina sobre o potencial induzido, o que
faz com que o potencial efetivo assuma a forma de um pogo de potencial para n = 2, ou um
poco de potencial duplo para n > 2. Resolvendo a (6.15) para esses potenciais, considerando
R =70 A, obtém-se um estado ligado para n = 2 e dois estados para n > 8, que sdo hibridos. O
potencial efetivo é drasticamente alterado quando se leva em conta 0 momento angular orbital
(m # 0), pois o potencial induzido torna-se mais relevante que o potencial de da Costa. Apesar

do potencial induzido (repulsivo) ter relevancia em relagcdo ao potencial de da Costa (atrativo),
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obteve-se um estado hibrido ligado param =1, R =70 A e n > 16, e dois estados hibridos para
n > 24. Uma frequéncia de um elétron oscilando entre esses estados foi estimada da ordem de
THz. Essa frequéncia pode ser utilizada como uma forma de caracterizar o proprio sistema.

O potencial efetivo ndo apresenta alteragdo qualitativa quando o raio do sistema é
modificado, porém, os valores dos niveis de energia podem ser alterados. Por exemplo, para va-
lores menores de R, a profundidade do potencial efetivo aumenta. Mesmo vendo que o nimero
de estados ndo seja alterado, esses estados assumem valores de energia baixos, entdo, a radiacao
emitida pelo elétron ao transitar de um pogo para o outro também pode ser modificada. Aqui,
pode-se inferir que a frequéncia de oscilacdo eletronica pode estar relacionada ao tamanho do
sistema. Uma extensao natural deste trabalho € analisar estes resultados quando temos a a¢do de
campos externos (campos elétrico e magnético constantes), ja que tomamos apenas os efeitos
geométricos gerados pelas camadas quando ha movimento do elétron nelas. Outras possibilida-
des interessantes sdo as discussoes das propriedades termodinamicas do presente sistema, bem

como a investigacao de uma pequena tor¢ao entre as folhas de grafeno superior e inferior.
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APENDICE A - OBTENCAO DA EQUACAO DE SCHRODINGER ELIMINANDO O

TERMO NAO-HERMITIANO

Considere uma EDO linear de 2* ordem f(y",y’,y,x) = 0, cujos coeficientes ndo sdo

constantes e iguais a P(x) e Q(x) [90, 100], dada por

¥+ P(x)y' +Q(x)y = 0.

(A.1)

Pode-se transformar (A.1) numa outra EDO linear e homogénea de mesma ordem sem o termo

de derivada primeira. Tal equacgdo sera da forma
1/
7' +q(x)z=0,
uma vez que fagcamos a seguinte mudanga de variavel y — z, tal que
1 X
Iny = Inz — E/ P(xdx .

Demonstragdo. Derivando (A.3) com respeito a x, vem

y_<_P
y z 2

e derivando 1SS0 novamente a x, temos

y Yy _+&_ < B
y ¥ oz £ 2
y// ( 7 P>2 B 1" Z/2 p
y z 2) z 2 2
y// Z/2 Z/ P2 B J Z/2 P/
y 2z : 4 z 2 2
" " / P/ P2
' _Z g PP
y z z 2 4
e usando (A.1) e (A.2)
! / / 2
z P z PP
—O—-P|>2-" )= —g—p> 4
¢ <z 2) L
P2 P/ P2
Oty =gty
| |
q(x) = Q(x) — 5P (x) — P (x)

(A.2)

(A.3)
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Ou seja, chegamos a esta equacdo reduzida de (A.1)
7
z +4qx)z=0,

com g(x) = Q(x) — %P’(x) + %Pz(x). O
Se Q(x) = 0, basta escrever (A.1) como

y'+P(x)y =0, (A4)

isto é

" —1

y:cl/ (exp/ P(x')dx’) dx" + ¢, (A.5)

com c; # 0 e ¢; sendo constantes.
Caso se tenha uma EDO nédo-homogénea, ou seja, y” + P(x)y + Q(x)y = R(x), em

€C_9

que o termo em “x” ndo exista nela, pode-se definir y'(x) = v(x), entéo

d?y
72 =0
dv dv
e Vd— =f(nv)

y
[rvav=[ sy

2
% = /f(v,y)dercl

o= (es2 [ 100t (*6)
e natmente
s ena [ rotawpat)
o) =ert [ (q = xﬁf(v(x’)y(x’))dy(x/)) F (A7)

Analogamente, se y estiver ausente, a solucdo geral passa a ser

y(x)=c j:/x (cl +2/x,,f(x/,v(x'))dy(x’)> v dx". (A.8)

Um exemplo da aplicagdo de (A.l) seria a equacao (4.29). Primeiro, prova-se
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(4.31). Para isso, deve-se resolver essa integral

In® =1 L dii (A.9)
n =1my— — u .
2 i+ R

para depois obter tal relacdo. Troca-se i por 7, tal que, f = " + R", disso, df = nii"'di, e

usando isso em (A.9), segue

In® = Iny — —
n ny -~
1

=Iny — %ln (u"+R")
:1n<y(u"—|—R")_l/(2")>

@ =u"+R")"Cy o

1 (tfR")]/” di
t

Finalmente, pode-se agora chegar a (4.32), assim

1 1
() = 0) ~ 3P/ (u) ~ 1P
B 2m*e  2m* m?
- K2 o FVdC - (un +Rn)2/n

1 (I’l _ l)un—Z nuZn—2 1 u2n—2
2\ u"+R (u*+R")?2 ) 4 (u"+R")?

- e B <m2 + (n _ 1)un—2(un +R”)2/"_1)

K2 (un +Rn)2/n
2n—2 2n—2

(un +R")2 h2

2 n—1 n—2(,n n\2/n—1
R
_2m*8_<m+( 5 )u (u"+R") )
B2 (u”+Rn)2/”

2n—1 I
( 4 ) " 2m*

(un +Rn>2 h2

Vac, ' +q(u)y=0.0
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APENDICE B - DINAMICA UNIDIMENSIONAL DE SCHRODINGER SEM SPIN DO
ELETRON: VINCULO SENDO UMA CURVA C DE CLASSE
INFINITA

Nesse apéndice, como foi dito anteriormente no capitulo 2, discutir-se-4 como
serd o movimento de um elétron sobre uma curva suave quando hd um superpotencial V;. A
parametrizagdo serd pelo comprimento de arco ¢ para a curva C, ou seja, X(q;) € a imagem de
C no espaco anteriormento considerado para g pertencente a um intervalo aberto do conjunto
dos ndmeros reais. E ainda, tomar-se-4 trés vetores unitdrios, o tangente T(q;) ¢ os binormais
N(q1) e B(g1) a C. Seguindo o mesmo raciocinio daquele capitulo, introduzir-se-a agora um

sistema de coordenadas curvilineas baseado em C (Figura 8), que € este

X(q1,92,93) = x(q1) +¢2N2(q1) +q3N3(q1), (B.1)
N, = cos 8(q1)N(g1) —sen6(q1)B(q1), (B.2)
N3 =sen0(g1)N(gq1) +cos0(q1)B(q1), (B.3)
com 40
dar T(q1), (B.4)

onde 7(g1) € a torsdo de C'. De (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4), obtém-se

dX
A (1—x(q1)f(q1,92,93)) T(q1), (B.5)
dX
onde
f(q1,92,q3) = cos 0(q1)q2 +sen 8(q1)qs, (B.7)

e k(q1) = |dT/dq| é a curvatura de C no ponto do comprimento de arco, ou simplesmente, arco

q1. Sendo o nosso sistema de coordenadas ortogonal, (g—;‘) (g%
4 J

forca cldssica F associada ao potencial V(q1,¢2,¢g3) como

> = h%ﬁi j» pode-se escrever a

1 dV X

F=—VV=——2"22
I 9q; dq;

(B.8)

Procedendo como no caso da restri¢ao de superficie, serd selecionado, de (B.8), um potencial

de ligagdo V) (¢2,q3) independente de ¢;, a fim de manter sempre a forca —VV; nos planos

'Para nosso interesse de simplicidade, introduzimos um sistema de coordenadas cartesianas para cada plano
normal de C.
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normais de C. A equagdo de Schrodinger é entdo escrita como
h? 1 9 1 0¥
2m\1—xfdq \1—xfdq

’¥ 9 ow ow
+ (3_(]§+8_qjln(1_1<f)a_q'>) +V;L(q2,Q3)‘P_1hW, (B.9)

J

O elemento de volume é dado por dV = (1 — kf)dq1dq2dqs, que sugere a introdugdo da nova
fungdo de onda x(q1,92,43) = (1 - k£)"/*¥(q1,q2,43)- A equagio (B.9) passa ser

n? 1 a(l 0 X )_h2 K2

_%(1—1@1/2) I \1—xfdq (1—xf)2) ~ 8m(1—xf2*
0%y 9%y _dx
_ (aqz + 5 2) +V,1(q27q3)95—1h§. (B.10)

Assumindo para V), as propriedades esperadas de um potencial vinculante, ou seja,

- 0,seqgs+q3=0
lim Vy (q2,93) = 22 32 7 B
A —oo o<>7 Seq2+q37é0
pode-se diretamente tomar f — 0 em (B.10), nos dando
hz azx hZ ) (92% 82 ax
“amogt s V. === B.12
2m aq% 8m (ql) 2m (a 2 + J 2) + X(QZ7Q3)X 1 Bp ( )

Disso, (B.12) pode agora ser separada tomando y = x(q1,¢)xn(q2,93,t). O resultado sera

azxn a %n . ax]’l
5 ( 943 5 2)+V7L(6]2,6]3)Xn—1h o (B.13)
hz 82 t hz 2 . aXt
Tom g gm® ARG B19

A equagdo (B.14) tem a mesma propriedade da (B.6): embora todas as curvas sejam isométricas,
cada uma tem, dependendo da curvatura, sua propria mecanica quantica distinta. Isso deve
também ser notado que (B.14) nio depende do comportamento detalhado do potencial V} (g2, ¢3)
(suas equipotenciais em torno de C podem ser circulares, elipticas, retangulares etc), desde que
uma vez definido em um plano normal seja conhecido em todos os pontos do espaco dando o
mesmo potencial a todas as curvas “paralelas” com os mesmos valores de g € g3. Em certo
sentido isso pode ser dito que em V) (¢2,¢3) tem-se introduzido uma generaliza¢do do potencial
ordindrio bidimensional (obtido quando C é uma linha reta).

Uma ultima observagdo ainda a ser feita sobre a possibilidade de restringir uma
particula a uma curva divide-se em duas etapas sucessivas: primeiro, usando uma superficie
vinculante como empregada na secdo anterior e, depois disso, assumindo um potencial superfi-

cial extra para diminuir o movimento a uma curva. Isso ndo dificulta ver que o resultado obtido
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Figura 8 — Sistema de coordenadas curvilineas baseado na curva C de equacdo paramétrica
x = X(g1 ). As coordenadas cartesianas ¢ e g3 foram usadas para o plano normal P.

c

Fonte: Feita pelo autor.

dessa maneira, em geral, dependera de uma superficie intermedidria escolhida no processo. A
razao € que as normais para essa superficie intermididria nao sao necessariamente contidas num
plano normal da curva. Isso significa que o potencial responsavel pela restricdo de superficie
pode dar origem a forcas com componentes tangenciais ndo-nulas em uma vizinhanga da curva,
contrdria a defini¢do de V) (¢2,¢3). Isso pode também mostrar que o mesmo resultado (B.11)

pode ser obtido se a superficie escolhida pertencer a seguinte familia

X(q1,8) = x(q1) +q2(s)N2(q1) +q3(s)N3(q1), (B.15)

onde g1 (s), g2(s) dao a interse¢do da superficie com planos normais de C. Note que, pelo fato de
que ¢» € g3 ndo dependerem de g1, a superficie € completamente determinada do conhecimento

de suas intersecoes com um dos planos normais.
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APENDICE C - INVARIANCIA DE PARIDADE NA EQUACAO DINAMICA DO
ELETRON NO CASO GENERALIZADO

C-1 Simetria & (inversao espacial):

C-11 Potencial de da Costa:
2

PVac P = —2h—m* ((n— DR"Pu" 2P P " +R") 2P

-1
+ i@(un +Rn)—2/”{@¢@ (1 o u2n—2(un _|_Rn)2/n—2> P
2
X P (1 W2+ R (i (n— 1)Rn)) gz)
2

— _27?/”* ((n_ 1)Rn(_l)n72un72(_1)72n(un _i_Rn)fZ

1

+ (_1)_2(14" _I_Rn>—2/n(_1)0 (1 . u2n—2(un _|-R”)2/n—2> _

1
4
X (_1)0 (1 — un_z(un +Rn)2/n—2 (I/ln + (l’l— 1)R”)>2)

= V¢ (ndo viola).

C-12 Equagdo dinamica:

! § 2m* 2m*e
PO P+ P :+Rn<@9¢/@—@<( m )2/ + F’:; Vic | 2202 = — ’Zz PO
u un+Rn n
-1 2 * *
" qou" / - m 2m _ 2m*e
n—1 2 m* o
(I)//+ rI:[_i_RncI)/_ (( " )2/ + 7’;}; VdC D= ’;-ZZECD (I’lﬁO ViOla).
u un_|_Rn n

O termo de derivada primeira em ® esta associado a0 momento linear, e ainda temos i1 % =1,

por isso o surgimento daquele —1.
C-2 Simetria .7 (reversao temporal):

C-21 Potencial de da Costa:
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2

TVacT = —2;;* ((n— DR"Tu" 27 T (u"+R") T
1 -1
+ Zg(u” +R")*2/”§y (1 _ u2n72(un _'_Rn)Z/an) T

x T (1= 2+ R (o (n 1)R"))2 y)
2

— —;’In* ((n — DR 2" +R") 2

—1
+ l(un +Rn)—2/n <1 _ u2n—2<un +Rn)2/n—2>

N

2
« (1 . un—Z(un +Rn)2/n—2 (un + (I’l . I)Rn)> )
= V¢ (ndo viola),

Ja que V4c ndo depende de nenhuma componente do momento linear.

C-22 Equacgdo dindmica:

n—1 2 2t om*
T T+ T Z+Rnﬁy¢’9—y<( " it Vi | 7707 = ’Zz‘gycpy
n—1 2 2m* 2m*e
I Y m Vie | @ = — @ (ndo viol
+un +RI’l ((un+Rn>2/n + h2 dC hz (nao V10 a))

ja que 9T = @', pois 0 momento linear muda de sinal diante dessa transformag¢do com
1.7 = —i. Assim, prova-se que a equacdo dindmica geométrica para o elétron é invariante

diante das transformagoes .7 e &. A saber, usa-se as seguintes identidades para k par:

1 =k
PP =(—Du={ ,

—1,sel=k=+1

1 =k
(@Pll(@: (—l)lPl: , S€ 7

—1,sel=k=%1

ﬂPfﬁ:(—l)lP,-:{ l,sel=k .
—1,sel=k=%1
Tul T =u, para todo /.

Se for inserido valores impares para a dimensionalidade do buraco de minhoca de
Ellis-Bronnikov generalizado, o potencial de da Costa viola a simetria de inversdo espacial,
entdo, a equagao de Schrodinger também quebrard essa transformagao, nos dando um perfil de
potencial efetivo assimétrico com comportamento assintético inesperado nas bordas da ponte.

A parametriza¢ao da variedade que cobre esse buraco, nessas condi¢des de pari-
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dade, dependera da coordenada paralelo, e o potencial centrifugo pode ser escrito explicita-
mente em termos de ¢, colocando um problema muito complicado para a dinamica do elétron.

Trabalhos futuros podem analisar isso com mais profundidade. E dado apenas
uma perspectiva de como serd isso. Esse comportamento assimétrico no potencial pode, com
especulacdes ainda ndo aprovadas, ser justificado com a presenca de um falso campo elétrico

externo ja que esse desloca o grafico em torno de u = 0, dando-lhe uma espécie de torsao.
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APENDICE D - CURVATURAS MEDIA E GAUSSIANA

D-1 Introdu¢ao: Uma superficie S, no espaco euclidiano real, sera regular quando for possivel
definir alguma base {x;} de vetores tangentes localmente nela, e assim, qualquer ponto P € S
possa ser a intersecdo de um espaco tangente 7pS a S. Vulgarmente, falando: 7pS € um plano
tangente a S em P. Trataremos S como sendo globalmente regular. Ha trés condicdes que devem

ser satisfeitas para que S seja seguramente regular. Sao estas [67]:

(i) Seja x(u,v) uma parametrizagio de S, com u,v sendo reais. Como esse vetor é de R? =

R X R X R, entdo, teremos as seguintes componentes cartesianas
x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v). (D.1)

A diferenciabilidade de x(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) deve existir, ou seja, x, y € 2
devem ser de classe infinita. Todas as ordens das derivadas parciais delas devem existir e

ser continuas para quaisquer u e V.
(ii) O mapeamento x(u,v) deve ser um homomorfismo.
(iii) O mapeamento dx(u,v) deve ser injetivo.

As coordenadas curvilineas u e v, a saber, sdo limitadas, ou seja, (u,v) estd sempre dentro de um
aberto U, que é uma regido retangular, u; < u < uy e vi < v < vy, contida no plano cartesiano
real R2. Sendo a parametrizacdo continua, a sua inversa também o sera.

Diferenciando (D.1) com respeito a u € v, vem

ox ox

dx = Edu + Edv = 6x - (du,dv), (D.2)
definindo 6x como % 3
X 0Xx
ox = <£, %) = (Xu,Xyp) (D.3)

tomado na base candnica de R?. Os vetores X; compdem uma base para TpS em algum ponto P €
S, tais que, sejam linearmente independentes, garantindo que um ndo seja paralelo ao outro, caso
contrario, seria impossivel definir uma base para tal espaco tangente. De maneira compacta, a

condicdo de regularidade para S pede que um dos jacobianos de 8x seja ndo-nulo!. Como

IConsidere a seguinte matriz de entradas reais

o v
du Jdu Jdu Xu Yu Zu
M= =
dx dy 0z (x1 v Zv)7

dv Iv Iy
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exemplo, vamos tomar x = (R? +u?)'/2cos ¢, y = (R* +u?)"/?sen¢ e z = h(u). Assim
d(x,y) u/(R2+u?)2cos¢p —(R*+u?)"/?sen¢
d(u,9) u/(R2+u?)2sen¢  (R2+u?)"/?cos¢

= ucos® ¢ +usen’d = u #0,

d(x,2) u/(R2+u2)1/zcos¢ —(R2+u2)1/2sen¢

d(u, 9) h (u) 0

= 1 (u)(R* +u?)*sen ¢ # 0 = I (u) #0,

d(y,2) u/(R2+u?)"?sen¢ (R®+u?)'/*cos ¢
d(u,9) h (u) 0

= ' (u)(R* + 1) ? cos ¢ # 0= I (u) #0,

ou seja, i’ (u) ndo pode ser nulo, verificando o que ja esperdvamos.
D-2 Formas fundamentais:

D-21 Primeira forma fundamental: Tomando o médulo de (D.2), obtemos o comprimento di-

ferencial de arco ds, ou seja

ds = |dx| = |x,du+x,dv|
ds® = (X, du+x,dv) - (X,du+x,dv)
= (X, - X, )du* + (2%, - X, )dudv + (X, - X, )dv?
[ = ds* = guudu® + 28, dudv + gy, dv?. (D.4)

Em (D.4), I € a primeira forma fundamental de S, sendo g;; os seus coeficientes. Ainda podemos

reescrever (D.4) como

I = @duz—i— g_ﬁvdVZ_’_ 2guuguv dudv + Buu8vv de . g_fwdvz
8uu 8uu Suu Suu Suu
1 02
= —(guudu+ gudv)* + (M> dv? >0,
uu 8uu

pois o coeficiente de dv? acima é positivo pois
(X % x,)* = (X Xu) (X0 X)) — (X ‘Xv)z = Suu8w — giv > 0.

D-22 Segunda forma fundamental: Vamos considerar uma curva C nessa superficie S, definida

pelos vetores tangente e normal unitarios dados por T = dx/ds e M. E evidente que T-N =0,

cujas matrizes menores sio todas quadradas de ordem 2. Seus determinantes sdo os jacobianos. Quando uma
coluna ou linha de M € nula, temos pontos singulares. Por exemplo, para uma esfera, um de seus polos € um ponto
singular (6 = +7/2), e para um cone, o seu vértice serd um ponto singular. E assim por diante.
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onde N # M € um vetor unitario normal a S. Diferenciando isso, vem

d(T-N)=dT -N+T-dN=0
1
Ky = _W(dXdN)

1
= o (%udu+xydv) - (Nydu+Nydv)

1
- _W(Xu 'Nudu2+xv'NvdV2+Xu'NvdudV+XV'Nududv)7

ou seja, a segunda forma fundamental de S serd dada por

11 = hyydu® + 2y dudv + hyy dv?, (D.5)
onde
huu = —Xy- Nua (D6)
1
huv = _§<XM'NV+XV'NM)7 (D-7)
hyy = —X, - N,. (D.8)

A grandeza ky € a componente da curvatura k = kM na direcdo N. Sendo k = ky + kg, onde

ko € a curvatura geodésica, temos
k-ky =ky -ky+ko-ky = kkyM-N = k3 = ky = 0 ou kcos Oyy = Ky,

onde tomando o caso ky # 0 (dire¢des ndo-assintdticas), vem, k = Ky /cos Oyy. Perceba que
k = Ky se cosOyn = 1, ou seja, Oy = 2nmw, com n =0,£1,£2,+3,... . Como esse angulo
nao pode exceder um quarto de volta, M e N devem ser paralelos e a curvatura geodésica €
desprezivel diante da normal.

Em (D.7), como x e N sdo continuas,
hyy = =X, -N, = =X, - Ny,. (D.9)

Perceba ainda que N € perpendicular tanto a x,, como a x,,, disso

(x4 N)y =% N+x,-N, = 0= hy, = x* N, (D.10)
(xpN)y =%, N+x,-N, =0= h, =x,,,- N, (D.11)
(x,-N)y, =%y, -N+x,-N, =0= h,, =x,,-N. (D.12)

D-3 Curvaturas principais x; (minima) e k» (maxima): Por simplicidade, defina A = dv/du,

disso,
B+ 2Py A+ Ty A
K'N( ) = 5
Suu+ 2guvA +gvvl

(D.13)
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Agora, vamos achar o regime de extremos para (D.13), entdo

dKN (Zhuv + 2hvvl)(guu + 2guv)L + gvvlz) - (huu + 2huv)L + hvvﬂ‘z) (Zguv + 2gvv)~)

= = O
dﬂ‘ (guu‘l‘zguv)v +gvv)tz)2
= (huv + hvvx)(guu ‘*’guv;L +gw/12) - (huu + hyA + hvvlzxguv +gw/1) =0,
ou seja
h hyyA
kK(A) = ”V+—"V7 (D.14)
thV +gVV2’
cujo valor de A ser tal que
(huv + hvvl)(guu + guvA + gvvlz) = (huu + huvl + hvv)tz) (guv + gvvl)
(guu + guvk) (huv + hvvl> - (huu + huvl) (guv + gvvl)a
ou seja, (D.14) passa a ser
Ry — Kguu)d hy—Kguw)dv =0
( g ) u+< v gV) v , (D.IS)
(hyy — K guy)du+ (hyy — K gyy)dv =0
que € homogéneo, cuja Unica solu¢do ndo-trivial ocorrera se
huu — K8&uu huv — K&uv —0
huy — K &uv  hyy — K gy 7
disso,
(guugvv - giv) KZ - (guuhvv + gvvhuu - zguvhuv) K+ huuhvv - hﬁv = O; (D16)
cujo discriminante sera
guugvv_g2 2 28uv 2
A=4 <fuv> (guuhuv - guvhuu) + <guuhvv - gvvhuu - _(guuhuv - guvhuu)> )
uu 8uu
(D.17)
que devera ser maior que zero, pois devemos ter duas curvaturas. Disso
K| = l Guuhvy + gwhuu — 2gzuvhuv - \/Z ’ (D.18)
2 Suu8vw — 8y
Ky = l Guuhvy + gwhuu — 2gzuvhuv + \/Z . (D.19)
2 Suu8vw — 8y

Dependendo do sinal de (D.18) e (D.19), S pode ter estas naturezas:
(i) Eliptica, se k1, k> > 0 ou k1, Kk < 0;
(11) Hiperbdlica, se k1 >0exy <Oouk; <0eky>0e

(iii) Parabdlica, se k1, k» = 0.
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Se § for minima, k7 + k» = 0, ou seja, as curvaturas devem ter sinais opostos, ou seja, € hi-

perbdlica. Nem toda superficie desse tipo tem kK1 = —Kj.

D-4 Curvaturas média H e gaussiana K: A curvatura média H é dada pela média aritmética

simples entre as curvaturas principais minima e maxima, ou seja

1
H= E(K'l +K2)

e a curvatura gaussiana K serd a média geométrica quadrdtica entre tais curvaturas, dada por
K=x%. (D.20)
Desse jeito, sempre teremos esta condig¢io respeitada
H—K*>0.
Podemos ainda reorganizar (D.16) da seguinte forma

(k—x1)(k—%2) =0
K2 — (ki +K)Kk+ KK =0

K?—2HKx+K=0,

disso
_OH — — <guuhvv + gwhuu _ZZguvhuv> L H— l (guuhvv + gwhuu _223uvhuv> . (D21)
Suu8v — 8uy 2 Suu8vw — 8uy
huhoyy — h2
K=" —w (D.22)

guugvv_g%v.

Uma discussao trivial de (D.21) e (D.22) pode ser feita para S com métrica sendo
0; j, Ou seja, ds* = du® + dv*. Nesse caso, podemos tomar os vetores candnicos como sendo os
elementos da base do espaco tangente, disso, 4;; = 0, ou seja, temos apenas a primeria forma,

com g,, =1eg, =1, portanto, H =0e K =0.

D-5 Equacoes de Gauss-Weingarten: Diante das formas quadraticas diferenciais para uma
superficie regular §, € razoavel pensar em relacdes entre os coeficientes g;; (métrica) e h;;
(i, j = 1,2 sdo indices induzidos). Como vimos nas sec¢Oes anteriores, g;; dependem de x; € N,

e hjj, de x;;. Ou seja

Xy = 0X] + 0Xo + 03N, (D.23)
X = B1X1 + Boxo + B3N, (D.24)
Xy = %1X1 + ppX2 + B3N, (D.25)

com {x;,N} sendo uma base LI, isto é, um triedro mével [92]. Os coeficientes a;, B, V1, ... 40
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determindveis e dados por
03 = Xy - N = hyy, ﬁ3 = hyy, V3 = hyy, (D.26)
e usando os simbolos de Christoffel do primeiro tipo [ij, k] = X;; - X¢, vem

_ Swlu,u] — gulue,v] - uulute, v] — guy|uu, ul
Suu8vv _gI%v , Suu8vv _g%v
. gvv[MV7 I/t] - guv[uV7 V] _ guu[’/wy V] — Suy [”Va u]
Pr = 2 B = 2
Suu8vw — 8uy Suu8vw — 8uy

(0]

, (D.27)

Y

: (D.28)

e ainda, ao perceber que (guu)u = Xuu " Xy + Xy - Xy = 2Xy - Xy = 2t u], (guu)y = 2[uv,u] e

(&uv)u = Xuu - Xy + Xy, - Xy, = [uu,v] + [uv,u], podemos escrever

1 1

[uu’u] = E(guu)m [uuav] = (guv)u - E(guu)v- (D.29)

Os simbolos de Christoffel de segundo tipo e os coeficientes &, B e ¥ sdo relacionados como

k
Usando (D.29) e (D.30) em (D.28), temos as componentes de I’} j dadas por

. . 1.
Iy = g"[jk,1] = 58’1 ((gj0)k+ (gxt)j— (gx)1) - (D.31)

Note que nio existe distingdo entre covariancia e contravariancia entre esses indices espaciais

induzidos, ou seja, u' = u;, &' = @; etc. Sendo g;;g*/ = 8F (delta de Kronecker), segue ainda
Lk, 1] = &l (D.32)

Ainda temos as derivadas de primeira ordem do vetor normal N restantes para que sejam escritas
em termos dos vetores da base do espago tangente. Essas combinacgdes sdo denominadas de

equagoes de Gauss-Weingarten. Analogamente, ao que fizemos antes

Ny = p1xu + p2x,, (D.33)
Ny = q1Xu + q2%y, (D.34)
disso, em p; e g;, vem
P18uu+ P28uv = —huu, (D.35)
P18uwv + P28&w = —huv], (D.36)
918uu + 928uv = —huy, (D.37)

q18uv + 428w = _hvv]a (D.38)
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assim
N; = —gMh;x;. (D.39)
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APENDICE E - OBTENCAO POR CONEXAO NAO-COORDENADA DAS
CURVATURAS GAUSSIANA E MEDIA PARA O BURACO DE
MINHOCA GENERALIZADO DE ELLIS-BRONNIKOV

A parametrizacdo regular do buraco de minhoca generalizado de Ellis-Bronnikov

serd dada, num sistema de coordenadas u (meridiano) e ¢ (paralelo), por
F="+R") " (cospi+sing ))+h(u)k, n=2,4,6,... (E.1)

onde R € o raio da ponte e i € uma funcao bem comportada e desconhecida em u na reta real, que
tem paridade impar garantindo a simetria axial desse buraco de minhoca, sendo z o cartesiano

coordenada axial. A métrica associada (2+ 1) com base em tetradas serd dada por

ds* =dt @ di —du@du— (R" +u")?"do @ d¢

=020’ —-0'®0' -0’20 (E.2)
com d7 = w* ® é,,. Os vierbeins ndo-nulos serdo dados por
=1, ey=1,e5=(R"+u")"/", (E.3)

cuja inversa € dada por
eh=1,¢ei=1,e) = (R +u") /", (E.4)

com simbolos de Christoffel ndo-nulos,

1
rﬁv = —g’w(&ugev + avgeu - aeguv)7

2
dados por
Mnfl
u
F¢¢ - (Rn + un)le/n’ (E.5)
1
9 _ U
Fmp =R (E.6)

e conexOes de Christoffel nao-coordenadas

o _ o ATV A o
w,p = eyegly, —egduey,



usando (E.3), (E.4), (E.5) e (E.6), serao dados por

0
Wyo =

ul_

a)ﬂz =

#3_
uﬁ:

13_
a)(zk,zz

2
w¢]

Com (E.13), ainda segue

eveOF —elo e
0 T

A base coordenada serd dada por

com (A (u))*=1—u

Entao

e vendo que dé3 =

2n72(

dés =

89

=e/epl, —ehdued =0V, (E.7)

ovu, (E.8)

= e3eST0, —e3 el (E.9)
~1

2 _ 19 05 o U ~1 -1 _

2 =L —€30uey = R " (R 4u") T =0, (E.10)
0V, (E.11)
0Vu, B, (E.12)
ev eﬁFM =evle g%, +eglgu)
eueﬁ ¢¢ +€¢€ﬁ (Pu, (E13)

I
1,9 _ u'”
eMeZI_z‘P - (Rn+un)1—l/n’ (E14)
B E.I5
(R”—l—u")l 1/n (D¢2 (E.15)
2 2 o,
— do = . E.16
O] = 05d¢ R”+u"w (E.16)
ey =u" " (R"+u") "o+ B (u)k, (E.17)
6=, (E.18)
W'+ R")2/"2 E &3 = &) x &, serd dada por
o3 =u"" " (R" +u") /" k—H p. (E.19)
]A{{(n_ 1)un72(Rn+un)1/n71_’_
1
22 (_ _ 1) (Rn+un)l/n—2:| o' —h//(l)lﬁ
n
— KR+ u") 0?9, (E.20)

(1)31 e+ (1)%@2, temos

déz =

N R ) 0l p4 1 (u) 0d k+ 026 (E21)
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Comparing (E.18) and (E.19), obtemos

0} =—H W) (R +u") " o?, (E22)
a)3] — _w]h//(u)u—n+](Rn+un)—l/n+] (E23)
=o' (n— DR 2R+ u™) "2 /1 (u). (E.24)
Por (E.21) e (E.22)
_ I)RnMZn—3(Rn+un)2/n—3
W) = — . E.25
(1) W (E.25)
E ainda 12
CO?% — (Rn+un)—l/n [1 _u2n—2(Rn+un)2/n—2} a)Z’ (E26)
— 1R 2(R" n\1/n—2
ol = T DRWT(RT +u) - (E.27)
[1 _u2n72(Rn_|_un)2/n—2} /
Pelo outro lado, dé; = Kga)b ® €4, Ou seja
% —(n—1)R""2(R" n\2/n—2 W2 0
Ko— 1 ~lnm DRWEER )T , (E.28)
(R"+um)/n 0 1
portanto
l a
H= ETr(Kb)
H — DR 2(R" n\1/n—2
_ _ (= DR R ) T (E.29)
2(Rm +um)t/n 2K
K =det(K})
B B2 (n_ I)Rnun—Z(Rn+un)2/n—2
CEOEE iz |
ou seja

K=—(n—1R"W" 2R (E.30)
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