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RESUMO

Nessa tese, investiga-se a massa Gauss-Bonnet-Chern (GBC) na classe dos graficos euclidianos
assintoticamente planos, de codimensao arbitrdria, com um bordo fechado e planar, possivelmente
vazio ou desconexo. Na investigacdo, foi obtida uma férmula integral para esse invariante
geométrico global, expressa em termos da curvatura GBC, da segunda forma fundamental
e da transformacdo de Newton do grafico, visto como subvariedade do espaco euclidiano; a
contribui¢do do bordo para a massa também € quantificada através de uma férmula integral,
expressa em termos do angulo de contato do grifico com cada hiperplano que contem uma
componente conexa do bordo e de uma curvatura média de alta ordem dessa componente, vista
como subvariedade do hiperplano. Quando essa curvatura média € nao-negativa, a férmula pode
ser aplicada para derivar uma versao parcial da conjectura da massa GBC positiva, nessa classe
de gréficos. Por sua vez, quando o bordo € estrelado, satisfaz uma hipétese de convexidade
apropriada e o angulo de contato € reto, a férmula pode ser combinada com a desigualdade de
Alexandrov-Frenchel, para derivar a validade parcial da desigualdade de Penrose para essa no¢ado

de massa.

Palavras-chave: massa GBC; teorema da massa positiva; desigualdade de Penrose.



ABSTRACT

In this thesis, we investigate the Gauss-Bonnet-Chern (GBC) mass in the class of asymptotically
flat Euclidean graphs, of arbitrary codimension, with a closed and planar boundary, possibly
empty or disconnected. In the investigation, an integral formula was obtained for this geometric
global invariant, expressed in terms of the GBC curvature, the second fundamental and the
Newton transformation of the graph, seen as a submnifold of Euclidean space; the contribution
of the boundary for the mass is also quantified through an integral formula, expressed in terms
of the contact angle of the graph with each hyperplane that contains a connected component
of the boundary and a higher order mean curvature of this component, seen as a submanifold
of the hyperplane. When this mean curvature is non-negative, the formula can be applied to
derive a partial version of the positive GBC mass conjecture, in that graph class. In turn, when
the boundary is star-shaped, satisfies an appropriate convexity hypothesis and the contact angle
is straight, the formula can be combined with the Alexandrov-Frenchel inequality to derive the

partial validity of the Penrose inequality for this notion of mass.

Keywords: GBC mass; positive mass theorem; penrose inequality.
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1 A MASSA GBC

No artigo A new mass for asymptotically flat manifolds (Uma nova massa para
variedades assintoticamente planas, em traduc¢do livre) (GE et al., 2014b), os autores Yuxin
Ge, Guofang Wang e Jie Wu, inspirados na no¢do de massa ADM, advinda da Relatividade
Geral (ARNOWITT et al., 1961; ARNOWITT et al., 2008), propuseram uma definicao de massa
para a classe das variedades riemannianas assintoticamente planas, a qual batizaram pelo nome
de massa Gauss—Bonnet—Chern ou, abreviadamente, massa GBC. De fato, a definicdo proposta

estende a nocao de massa ADM.

Definicao 1.1 (Variedade Riemanniana Assintoticamente Plana). Uma variedade riemanniana
assintoticamente plana (a taxa 7) é uma variedade riemanniana suave (M",g), completa, pos-
sivelmente com bordo, que admite um niimero finito de fins, assintoticamente planos (a taxa T,
para algum niimero real positivo T > 0). Ou seja, é uma variedade riemanniana que admite
a existéncia de um subconjunto compacto K C M, cujo complemento M\ K = I_Ifif)"Ei tem
um ntimero finito de componentes conexas E;, cada uma delas munida com um difeomorfismo

®; : E; — R"\ Bg.(0), R; > 0, tal que, com respeito as coordenadas induzidas x = (x1,...,x,), a

métrica g satisfaz a seguinte condigdo assintotica:
(81— 8;j) () = O2(Ix]77), x| =0, T>0, (1.1)

onde § e |- | denotam a métrica e a norma euclidiana canénicas, respectivamente. Cada compo-
nente conexa (E;, 8| E;) € um representante de um fim. Os difeomorfismos ®; sdo denominados

difeomorfismo dos fins ou cartas dos fins.

Observacao 1.2 (Notacdo Assintética). A notagdo f(x) = O(|x|™*),|x| — oo, com s € R um
niimero real, significa que, f é uma fungdo de classe C*, em um aberto do espaco euclidiano R",
a valores reais, tal que, para |x| suficientemente grande, vale a desigualdade:
Y Rt <C, W >> 1,
0<|o| <k
para alguma constante real positiva C > 0 e independente do ponto. Ou seja, para qualquer
niimero real positivo Ry > 0, existe uma constante real positiva C = C(Ry) > 0, tal que, para
todo ponto x no dominio de defini¢do da funcdo e fora da bola aberta de raio Ry, |x| > Ry, vale
a desigualdade. Aqui, d%* denota o operador derivada parcial canbnico no espago euclidiano

R", em notagdo multi-indice.
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Conforme proposto pelos autores no artigo (GE et al., 2014b), a massa GBC é uma

quantidade que pode ser definida da seguinte forma.

Definicao 1.3 (Massa Gauss—Bonnet—Chern — Massa GBC). A g-ésima massa Gauss—Bonnet—
Chern (massa GBC) de um fim E, ecolhido em uma variedade riemanniana suave (M",g),

assintoticamente plana e com dimensdo n > 3, é dada pelo limite,

mig) (E,g) i=c(n,q) lim ¢ P "gjei(ve);dS, (12)

r—e Js,
onde 1 < q < 5 designa um niimero inteiro fixado,

(n—2q)!
C(”l,CI) = 2q_1(n— lq)!(x)n_l

¢ uma constante de normalizacdo; ®, 1 = |S"!| indica o volume da esfera redonda S"~'

de raio unitdrio e dimensdo n—1; S, = ®~1(S""! € R") é uma esfera coordenada de raio r,
induzida por um difeomorfismo ® fixado no fim E (definicdo 1.1); v, e dS, sdo o campo normal
unitdrio, apontando pro fim, e o elemento de volume, respectivamente, ambos com respeito a
métrica ®* 8, induzida pela métrica euclidiana candnica 8, e ao longo da esfera coordenada S,,
gjkts V1 < j k1 <n, denotam as derivadas parciais 0)g jx = %, com respeito as coordenadas
induzidas pelo difeomorfismo fixado; P(q) ikl designa um polinémio de ordem (q — 1) no tensor

de curvatura de Riemann, tomando valores tensoriais, que, em notacdo de indices, pode ser

definido pela expressado,
—1
ijkl | 1 6“1""12(1721.]. ! bys—1bas ck dl
P(Q) " 0q “bibygocd l—IlR“%—laZs 8§ 8 (1.3)
s=

aqui, Rabc‘i = gMgdnR . indica o tensor metricamente equivalente ao tensor de Riemann

totalmente covariante,

Rapmn = <V[8a,8b]am - [Vc?aavc?b] amv an>g; (1.4)
V denota a conexdo de Levi-Civita determinada pela métrica g,

By i= X san(0)5y )-8 (1)
CES)

remete a delta de Kronecker generalizada (GE et al., 2014b, p. 6), que é um tensor totalmente

anti-simétrico, conforme se pode concluir da sua definicdo.

Observacao 1.4 (Massa ADM). Quando o inteiro g = 1, a massa GBC coincide com a massa

ADM (GE et al., 2014b, Secdo 8).



11

Observacio 1.5. O polinoémio P, é dito ser um tensor de curvatura, haja visto que, tal qual o
tensor de curvatura de Riemann, satisfaz todas as simetrias algébricas e a identidade diferencial
de Bianchi (GE et al., 2014b, Secdo 3). Ademais, esse tensor de curvatura também é totalmente

livre de divergéncia (GE et al., 2014b, Lema 3.1).
O tensor de curvatura P, estd intimamente relacionado a g—ésima curvatura Gauss—
Bonnet—Chern (curvatura GBC),

. 1 "az bos_1bos
L(q) g 6171 bzqq HRa% 1425 . ) (16)

que é um polindmio de ordem ¢ no tensor de curvatura de Riemann, a valores reais'. A saber,
essas curvaturas estio relacionadas pela identidade 2

o ijk
o =Fg " Riju-

L
Embora seja definida fazendo uso da carta fixada do fim escolhido, a massa GBC é,
de fato, um invariante geométrico, quando a variedade (M", g) é assintoticamente plana a uma

taxa T > “—=I e tem g—ésima curvatura GBC integrdvel, conforme verificado em (GE et al.,

2014b, Teorema 3.3).

1

Para fins de comparagdo, pode-se verificar que L1y € justamente a curvatura escalar.
2

De fato, ¢ justamente fazendo uso dessa relagdo, que Ge, Wang e Wu constroem a defini¢do da massa GBC (GE
et al., 2014b, Secdo 3).
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2 A MASSA GBC NA CLASSE DOS GRAFICOS EUCLIDIANOS

Inspirado no trabalho de George Lam (LAM, 2011; LAM, 2010) e seus sucesso-
res (MIRANDOLA; VITORIO, 2015; LIMA; GIRAO, 2014; LIMA; GIRAO, 2015; GE et
al., 2014b; LI et al., 2014), nesse capitulo serd estudada a massa GBC na classe dos gréficos

euclidianos, isto €é:

Definicao 2.1 (Grifico Euclidiano). Uma variedade riemanniana suave (M",g), com bordo
(possivelmente vazio) e dimensdo n > 1, é dita ser um gréfico euclidiano, quando pode ser
realizada, isometricamente, no espago euclidiano R"™™ = R" x R™, como o grdfico de uma
aplicagcdo suave' f:QCR"—= R™ avalores no espaco euclidiano R™, com dimensdo m > 1,
cujo dominio é um subconjunto Q C R" do espaco euclidiano R", com interior ndo-vazio, tal que
o seu bordo dQ (possivelmente vazio) é uma hipersuperficie suave. Ou seja, é uma variedade

riemanniana que, a menos de um mergulho isométrico, pode ser identificada com o conjunto
M'={(x,f(x)) eR"xR™";x € QCR", f(x) € R",m > n},

munido com a métrica g = 0|y induzida pela métrica candnica do espago euclidiano (R" x

R™, §).

Observacao 2.2 (Carta Gréfica). A aplicacdo f: Q C R" — R™ determina a carta gréifica
(global)

F=ldox f:QCR"— M"CR"xR"
x— (x, f(x))
que, por sua vez, determina a topologia diferencial canénica do grdfico M". E possivel checar
que a sua inversa € a restri¢do ao grdfico da projecdo no primeiro fator do produto R" x R™:
Flemy:M"CR"XR" — QCR"
(2, f(x)) —> x
Observacao 2.3 (Coordenadas Gréficas). A carta grdfica determina um sistema de coordenadas

candnico (global) (x1,...,x,) sobre o grdfico M, associado as coordenadas cartesianas induzidas

sobre o subconjunto Q C R", o qual recebe a alcunha de coordenadas graficas. Associado

' Quando o dominio tem bordo nio-vazio, isso significa que a aplicagcio admite uma extensio suave, em uma

vizinhanga aberta do seu dominio.
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a esse sistema de coordenadas, tem-se um referencial coordenado candnico (global) {9d; =
(ei, [Feq) ! |, onde {e;}! | e {eq}_, denotam as bases candnicas dos espagos euclidianos
R"™ e R™, restritas ao subconjunto Q e a sua imagem f(Q) pela aplicagdo f, respectivamente;
= % designa as derivadas parciais das fungdes componentes da aplicagcdo f = f%eq, com

respeito a base candnica do espaco euclidiano R™.

A abordagem proposta por George Lam em sua tese (LAM, 2011) consiste em
tomar uma exaustiao por compactos, escolhidos adequadamente, em um gréfico euclidiano de
codimensdo um e aplicar o teorema de Stokes, obtendo assim uma férmula explicita para a massa
ADM nessa classe de variedades. Essa abordagem foi estendida, por Feliciano Vitério e Heudson
Mirandola (MIRANDOLA; VITORIO, 2015), para o cendrio em que o grifico tem codimensio
arbitrdria (finita). O intento desse trabalho € aplicar essa abordagem para investigar a massa

GBC nesse cenario.

Observacio 2.4. O caso especial da massa GBC m(y), no cendrio em cujo o grdfico tem
codimensdo um, foi estudado no artigo em que Yuxin Ge, Guofang Wang e Jie Wu propuseram
o conceito de massa GBC (GE et al., 2014b). Por sua vez, o caso da massa mz), no cendrio
em que o grdfico tem codimensdo qualquer (finita), foi estudado por Haizhong Li, Yong Wei e
Changwei Xiong (LI et al., 2014). No primeiro cendrio foi aplicada a abordagem desenvolvida
por Lam (LAM, 2010; LAM, 2011), enquanto que no segundo foi aplicada a extensdo da
abordagem do Lam desenvolvida por Mirandola-Vitorio (MIRANDOLA; VITORIO, 2015 ).

Heuristicamente, do ponto de vista do teorema de Stokes, pode-se interpretar a

integral

ijkl -
fg, Py giki(Ve)idSe,

na defini¢do da massa GBC (defini¢cdo 1.3), como sendo o fluxo total do campo

i _ pijkl
Xiq) =Py 8ikis

com respeito a métrica euclidiana, ao longo das esferas coordenadas S,, escrito em termos de
um referencial coordenado determinado por um difeomorfismo dos fins. Haja visto que, em
principio, os difeomorfismos dos fins ndo estdo definidos em uma certa regido compacta da
variedade, esse raciocinio heuristico manifesta uma certa dificuldade para ser tornado preciso em

toda sua generalidade, a saber, tem-se o problema da extensdo do campo X, a toda a variedade.
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No caso especial dos graficos euclidianos, esse problema da extensdo pode ser
contornado de uma maneira muito simples. Para isso, basta definir o campo X, através da
expressdo acima, desde que se concorde em reescrevé-la em termos das coordenadas graficas

2.3.

Definicéo 2.5 (Campo Gerador da Massa GBC). Considere um grdfico euclidiano suave (M",g),
de dimensdo n > 3. Para cada inteiro 1 < q < 5, pode-se definir um campo Xy € [(TM)
através da expressdo

X Pijklgjk,l 9, 2.1

(9)

q)

escrita em termos do referencial coordenado canonico (Observagdo 2.3) determinado pela carta
grdfica (Observagdo 2.2), onde P(Z ;d € o tensor de curvatura dado na definicao da massa GBC
(Definicdo 1.3). Haja visto que o fluxo desse campo nos fins gera a massa GBC, doravante serd

dito que ele é o campo gerador da massa GBC.

A primeira vista, essa expressdo de definicio do campo X(4) néo tem um significado
geométrico claro. Na proposi¢ao a seguir, estabelece-se a sua relagdo com a geometria extrinseca
do grafico, visto como uma subvariedade do espago euclidiano R"*™. Porém, antes de enunciar
essa proposi¢do, faz-se conveniente introduzir um pouco mais de linguagem e notagdes, no
intento de melhorar a comunicacao.

Considere um grifico euclidiano suave (M", g), possivelmente com bordo, de dimen-
sdo n > 3. Para cada inteiro 1 < g < 5, denota-se por T{,_1) 0 seu tensor de Newton de ordem
2g — 1, que € um polindmio dessa ordem na segunda forma fundamental do grafico, visto como

uma subvariedade do espaco euclidiano R"™™, a qual (por defini¢do) é dada por
B(X,Y):=(DxY)*:, VX,Y €T(TM), (2.2)

onde D denota a conexdo de Levi-Civita do espaco euclidiano ambiente R" ™™, determinada por

sua métrica candnica §. A saber, o tensor de Newton de ordem 2g — 1 é o polindmio

1 it

ay--ayg—1i b bog by i
T(Zq—l) - WSb:mbzz:—llj H<Bazs—1 2 laBazs ) Bay, N lgik dx]®dxk, (2.3)

s=1
onde (-,-) denota a métrica canonica do espaco euclidiano ambiente R, B > = ¢*“B(d,,d.)

e o simbolo ® designa a simetrizagdo do produto tensorial, e indica o fato de que o tensor de

Newton é simétrico. Fixado o referencial global {nq }?_, para o fibrado normal T--M do grafico
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M" — R"™™ com cada campo desse referencial sendo dado por

Na = (—Df%, eq), (2.4)

onde Df* denota o gradiente euclidiano (com respeito & métrica euclidiana candnica) da compo-
nente da aplicacio f = (f!,...,f™), na direcdo ey determinada pela base candnica do espago
euclidiano R™, em cujo o qual a aplicacdo toma valores; as projecdes do tensor de Newton
Tog—1)a = (T(zq_l),na), em cada uma das dire¢Oes 1y fixadas, determinam uma familia de
tensores simétricos {T(zq,l)a}’g: 1> que sob a acdo do isomorfismo musical sustenido §, deter-

. e § . .
minam a familia de endomorfismos do fibrado tangente {T(zqq) a}’g:l, cada um dos quais sera
denominado pela alcunha de operador de Newton (de ordem 2q — 1) com respeito a diregcdo Mg,

e pode ser descrito pela expressao

. [q—1

1 . 1 ap--ang_1i by by byy—1 ) Jj

T(Zq—l)a N mabr"bz:flj H<Ba2‘v71 ’ I’Bazs 2> BO“’Zq—l " o@adx, (2.5)
: s=1

onde B,,” = g"“(B(0y,0:),Na) é determinado pelo endomorfismo do fibrado tangente, denomi-
nado operador de forma com respeito a direcdo Mg,

-
)

B, -X:=—(Dxna)', VXeI(TM). (2.6)

Posto isto, tem-se linguagem suficiente para enunciar a proposicao.

Proposicio 2.6. Considere um grdfico euclidiano suave (M",g), possivelmente com bordo. Se
f% (ou qualquer outro indice do alfabeto grego) denota cada uma das componentes da aplicagdo
f=(f'....f™ que o determina ?, calculadas com respeito a base candnica {ea}]_, do

espaco euclidiano onde a aplicacdo toma valores, entdo vale a identidade

! t
X(q) = §<2q_ 1)' T2q

by VI 2.7)

# ; P ;
onde cada T(zq—l) o designa o operador de Newton na dire¢do > Ng; V f % denota o gradiente
(com respeito a métrica g) da a—ésima componente do levantamento da aplicacdo f ao grdfico
M, via carta grdfica® F, isto é, f : M" — R™ é tal que f = foF~', a qual serd designada pelo

mesmo simbolo sempre que ndo houver ambiguidade.

Para propdsitos de organizagdo do texto, faz-se conveniente agrupar no seguinte

lema algumas identidades que serdo usadas recorrentemente.

2 Vide definigdo 2.1.
3 Vide equagio (2.5) e a descricio que a precede no mesmo paragrafo.
4 Vide observagio 2.2



16

Lema 2.7. Denotando-se as quantidades com respeito ao referencial coordenado canonico
(Observacdo 2.3) com indices latinos (1 < i, j,k,l,... <n), e aquelas com respeito ao referencial
normal especificado em (2.4) com indices gregos (1 < a,f,... < m), conclui-se que, sob as

mesmas hipoteses da Proposicdo 2.6, valem as seguintes identidades:

gjk= O+ 7 1 (2.8)
gik1 = [ + 1 (2.9)
V=gl red, =ub Py, (2.10)
U =845 — (VI V), 2.11)

onde U*P denota a matriz inversa da métrica do fibrado normal T+M, com respeito ao refe-
rencial normal especificado em (2.4); esta métrica é aquela que provém da métrica do espaco

euclidiano ambiente onde o grdfico estd mergulhado;

B(9,,0;) = fU" ng 2.12)
Bgij = (B(9:,9;) ,Na) = fi (2.13)
B+ 9; = Baijg™* o = f2¢70, (2.14)
Il = g 7 £ = (V) Baj (2.15)

Riju = (B(9;,0),B(9;,0,)) — (B(d;,0;),B(9j,)) (2.16)
=UP (frh - rirh). 2.17)

onde a peniiltima e a ultima igualdades sdo versoes da equacdo de Gauss para o caso de grdficos

euclidianos;
7! 3. — 1 5“1"'“2(1711. q_lR ba-1b2s | p bzfrla. 2.18
(2g-1a” J_m by---byg 1] 1_11 azs—1d2s Qazg-1 ! (2.18)
S:

—1 — 1 aj-agq—1azq 1 bys_1bys
(2q— 1)!L(q) - (2g—1)124 Opy-brg-1bag SIJIR“ZS*'“ZS

=UToy 1) Bg, (2.19)
onde T(ﬁzq,l) o € 0 operador de Newton especificado na equagdo (2.5).

Demonstracdo. As identidades (2.8-2.15) s@o obtidas por cdlculo direto. Os detalhes podem ser
encontrados no trabalho de Feliciano Vitério e Heudson Mirandola (MIRANDOLA; VITORIO,

2015, Secdes 1 e 2). Por isso, ndo serdo detalhadas aqui.



17

As identidades (2.16) e (2.17) sdo aplica¢des da equacao de Gauss para subvarieda-
des, no caso especial dos graficos euclidianos, e da identidade (2.12), respectivamente.

Por fim, as identidades (2.18) e (2.19) sao resultados da combinag¢ao da férmula
de Gauss, no caso especial de subvariedades euclidianas (2.16), com a expressao (2.5) para o

operador de Newton com respeito a direcao 1. [

Demonstragdo da Proposi¢do 2.6. Combinando a expressdo de defini¢do do campo X, (2.5) e

a identidade (2.9), obtém-se a identidade,

X(q)i: Ukl (fsz +f1afk1>

i jki
Py

e das derivadas parciais f,J, com respeito ao par de indices (k,!), respectivamente, e com a

que combinada com as propriedades de antissimetria e de simetria do tensor de curvatura

identidade (2.13), resulta nas identidades,

i_ z]kl z]kl
X = = Bojifi-
Pela definiggo (1.3) do tensor de curvatura P, | iJ kl, tem-se:
X, = 1 — §hrdarang—3ag— 2i] qilR bas—1bos | _ck dlp o
(99 — 29 biby- bzq gbzq 2cd I—[l azs—10a2s g8 8 Otjlfk

1 cajarazy,—sar,-2ij - bys—1bos dl k
Y Sblbz bzqq %172: 2cd HRazs o Baji &° fk
Usando as identidades (2.13) e (2.10) ‘

1 ajar--ay 1
g—302q—21] bys—1bos d a
6 HRQZS 1425 B(Xj Vf
=1

2q bi1by- bzq 3bzq 2cd

Permutando os pares de indices (i, j) e (c¢,d), e usando a identidade (2.18)
1 _— §harng=3a— i [ R ba—ibas | p d (V%)
2q b1by-+-bay _3brg_ndc ITI a2s—102s aj f

:%(2q—1)!<T(ﬁqu)> I(Vf“) 3 2q—1 ’( (29 Vf“)

Dai, segue a proposic¢ao. 0
2.1 Formulas de divergéncia para o campo gerador da massa GBC

Seguindo o programa desenvolvido por George Lam (LAM, 2010; LAM, 2011)
e seus sucessores (MIRANDOLA; VITORIO, 2015; LIMA; GIRAO, 2014; LIMA; GIRAO,



18

2015), precisa-se calcular a divergéncia do campo gerador X(,) (eq. 2.7) para aplicar o teorema
de Stokes. De fato, serdo calculadas duas férmulas de divergéncia; uma € a divergéncia do campo

X(4)» com respeito a conexdo de Levi-Civita da métrica canonica do gréfico (M", g); a outra € a

divergéncia da projecao desse mesmo campo no dominio do gréfico, via aplicacdo inversa da
carta grafica (Observacgdo 2.2), com respeito a conexao de Levi-Civita da métrica euclidiana

candnica sobre o dominio do gréfico.

Proposicao 2.8. Nas hipoteses da Proposigcdo 2.6, vale a identidade,

. 1 1
diveX(g) = 5L() +5(24 = 1)! < (T(ﬁqul)B OB@ VRS a>g‘ (2.20)

Demonstragdo. Usando a expressao para o campo X, estabelecida na Proposi¢do 2.6, segue
que
) 1 . #
diveX( = 5 (20— D! dive (75, ), V/%)
1 .
= 5(2g = 1)![divg (Tog-1ya) -V + Tag-nya V2], @21)
Com respeito as coordenadas gréficas, temos
V2f%(0:,0;) = (Vdf)ij = £ — [T
| Identidades (2.13) e (2.15) |
o B k
= Baij — fx (Vf ) Bg;;
= (8up — (VS V7)) By

] Identidade (2.11) \

Logo, pela identidade (2.19), concluimos que

1

2
Tog-na- V2" =UP T )0 Bp = TR

(2.22)

Por sua vez, usando o fato de que as conexdes V-, e V, induzidas nos fibrados normal e tangente

do gréfico, respectivamente, provém da conexio de Levi-Civita D do espago euclidiano ambiente,
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tem-se,

=Vi(Tiag-1ya) ;= Vi{ (Tiog1)' M)

(VH (g 1) +((Tgn)'; Vi e )

< (div Tiog—1)) 77a>+UYB (T(zq_1>g)ij<ny,V#na>
= (div Tog 1))+ U™ (Tiog-1yp)’; (M. Dinlar)

| Expressdo (2.4) para o referencial normal |
= (div Tiag 1)) o+ (Tog- 1) U S A

\ Identidades (2.10) e (2.13) \

(diveTi2g1)a )

; k
= (div T(Z‘I*I))aj_}— (T(qul)ﬁ> j Vfﬁ) (Ba)ix

' k
= (div T(Zq—l))aj + (RZq—l)ﬁ)ljgll(Ba)ik (Vfﬁ>

\ Identidade (2.14) \

Logo,

divy (Tig1)0) - V% = (div Ting 1)), - V.S + <<T(ﬁzq 1)BOBEX).Vfﬁ,VfO‘>g

- <(T<ﬁ2q—1>ﬁ OBQ VP vy “>g, (2.23)

onde na dltima igualdade usou-se o fato de que, pela equacdo de Codazzi, os tensores de Newton
(de todas as ordens) das subvariedade das formas espaciais, em particular, do espaco euclidiano,
sdo livres de divergéncia, isto €, div T, = 0 (CAO; LI, 2007, Lemas 3.1 € 3.2).

Portanto, substituindo os resultados (2.23) e (2.22) na identidade (2.21), resulta na

proposicao. 0

Proposicao 2.9. Nas mesmas hipoteses da Proposicdo 2.6 e usando o mesmo simbolo para

denotar a projegdo do campo X, no dominio do grdfico, via inversa da carta grdfica® F, isto é,

> Veja observagio 2.2
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_ -1 _ i . :
X =F Xy = X(q)’ e;, tem-se:

- 1 1 f g
diveX(q) = 5L(g) + 524 = 1)! < [T(zqfl) ﬁ,Ba] VB v f“> (2.24)

9
g
onde div, denota o operador divergéncia, com respeito a métrica euclidiana; as quantidades do

lado direito sdo calculada sobre o dominio do grdfico, via pullback pela carta grdfica.

Demonstragdo. Com respeito as coordenadas cartesianas, induzidas sobre o dominio do gréfico,
tem-se:

diveX(g) = 9X[,)- (2.25)

Por outro lado, se o pullback (via carta grafica F) da divergéncia do campo X, sobre o grafico ¢
denotado pelo mesmo simbolo, diveX(,) = F* (ding( q)) = divgX(,) o F, segue que:

dngX(q) = V,’X(lq) = 8l~X(’q) + F;jX(Jq)

Identidades (2.25) e (2.15)]

= diVeX(q) + (Vfa)iBal’jX(J;])

Simetria no par de indices (i, j) em By;;

= diveX(g) + (V/*) gaBo X},

Identidade (2.14) ]

. i 4 ¢
= diveX () + (V%) gix (Ba 'X<q)>

= diVeX(q) + <Bg ‘X(q),Vfa>

Proposic¢ao 2.6 ‘

— div.X,,) + %(Zq— 1! <(Bgor(ﬁ2q_l)ﬁ> .Vfﬁ,Vf“>.

Dai, pela Proposicdo 2.8, segue o resultado. ]

2.2 Uma férmula para a massa GBC

De posse da férmula de divergéncia estabelecida na Proposi¢do 2.9, pode-se a aplicar
o teorema de Stokes, de forma a obter uma férmula para a massa GBC dos graficos euclidianos.
Porém, antes de enunciar a férmula, é conveniente introduzir alguma linguagem que viabilize a

comunicacao.
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Definicao 2.10 (g—Curvatura Média). Seja ¥ C .#" uma hipersuperficie suave, orientdvel, de
uma variedade riemanniana (A", h), e seja & um campo normal unitdrio ao longo de ¥, que
determina uma escolha de orientagdo (escolhido para apontar para o exterior, sempre que fizer
sentido). Para qualquer niimero inteiro g, 0 < g < n— 1, a g—curvatura média da hipersuperficie
¥ € definida como sendo a g—ésima fun¢do simétrica elementar das suas curvaturas principais.
Alternativamente, se K denota a segunda forma fundamental da hipersuperficie ¥ C ., com

respeito ao normal &, entdo a q—curvatura média é definida pela expressao,

a1a2 ag

. by
Hy) = q‘ blbz quK , 0<g<n-—1, (2.26)

onde Hy = 1, por convengdo. A hipersuperficie ¥ € dita ser g—convexa na média se H,) >
0,V 0 <r <gq. Ela é dita ser estritamente g—convexa na média se vale a desigualdade estrita

H(r) >0,V0<r<gq.

Lema 2.11. Sejam ¥ C Q C R”" uma hipersuperficie suave no dominio de um grdfico euclidiano
(M",g) e & um campo normal unitdrio ao longo desta, tais como descritos na Defini¢do 2.10.
Se cada uma de suas componentes conexas estd em um conjunto de nivel da aplicacdo [ que
determina o grdfico, entdo cada uma das componentes conexas da hipersuperficie F(£) C M
determinada pela carta grdfica® F, estd em um hiperplano do espago euclidiano ambiente R"™.

Ademais, se —5 < 0 < T designa o angulo de contato do grdfico M com cada um
dos hiperplanos que o intersectam, ao longo das componentes conexas da hipersuperficie F (¥),

entdo valem as identidades:

1
cosf = ——— 2.27
V1+|DfP? (2.27)
e
1 ) n
<X(q),§> :—5(2q—1)!(51n29)qH(2q_1>, VgeZ,1<q< > (2.28)

onde (-, -) denota a métrica candnica do espago euclidiano; Hy,_1) denota a (2q—1)—curvatura
média da hipersuperficie ¥ com respeito ao campo normal unitdrio &, e,
2 v 2
o
IDfI> =Y. IDfeP.
o=1
Demonstragdo. Fixado um ponto x € X, seja {& = ey, e };_, um referencial ortonormal adap-

tado para o espaco tangente 7,,X, com respeito a métrica canonica do espaco euclidiano R”. A

®  Vide Observagio 2.2.
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menos de um movimento rigido, pode-se tomar esse referencial {e;}”" ; como sendo o referencial
candnico (global) do espaco euclidiano R". Haja visto que cada uma das componentes conexas
da hipersuperficie ¥ estd em algum conjunto de nivel da aplicacdo f, segue que essa é constante

ao longo da hipersuperficie. Logo, para 2 < A < n, tem-se:

f=0, fi'=(Df*&)=>Df%= fi'er = (Df¥,E)E.

Dai,
g =1+|Df)*, ga=0, gap= s

Seguindo as ideias de Luis Alias, Jorge de Lira, e Miguel Malacarne (ALfAS et al., 2006, Secao
4), conclui-se que no ponto F(x) € F(X), sem perda de generalidade, pode-se tomar o campo
normal unitério v ao longo da hipersuperficie F'(X), com respeito ao grafico (M", g) e compativel

com a orientagdo induzida por esse, como sendo o vetor tangente,

1
V=———=(§,(Df% &)eq) € TppyM" C Tp(»R"™. (2.29)

V1+[Df?
Por sua vez, neste mesmo ponto pode-se tomar o campo normal unitario y a hipersuperficie F(X),

com respeito ao hiperplano IT C R"*™, que contém a componente conexa de F(X), contendo o

ponto F(x), como sendo o vetor,
x = (€,0) € Tp(yI1 C Tp(yR™™.

Dessa forma,
1

V1+|DfE

cosO = (v,x)=

Com respeito ao referencial canonico {e;}" , tem-se:
(eivej) =8ij, &/ =1(E,e;)=6/, 1<ij<n.

Disso e da Proposicdo 2.6, seque que,
o 1 1 .
_ S.. _ 1 _ i ol
(X&) = Xy '6 =Xy = 52a =D (Thy 1), (V).
Como a métrica g € representada por uma matriz diagonal, com respeito a esse referencial, segue

que sua inversa € dada por,

11 1

2 AB
= ———— =cos" 0, =0, = OaB.
1+ |Df? g g AB
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Assim,

(V%) =gl f* = ¢! f = 8} cos” 6 (Df*,&).

Logo,
1 1
(Xig)»8) = 5(2q—1)! cos>@ (Df,&) (rT(ﬁzqfl)a)] . (2.30)

Do resultado (2.18), obtém-se:

1 1 q—1
il _ ap-az-11 bag—1bog b1
(T(zq—1)a>1 - Zq_l(Zq — 1)! 6bl,..bzqq,ll (I_Il Raz.;—lazs > Bomzqi1 q
s§=

‘ Usando que a delta de Kronecker generalizada € totalmente antissimétrica (1.5) ‘

1 ArAng 1 (% By \B B
- - q—1 2s—1D2s 2g—1
~ g-1 (2q _ 1)! 531“'32(1711 H RAzquzX BaAqul

s=1
_ 1 5A1 Ay qI:Il R By, 1By B By
2q—1 (2q _ 1)! BBy o Ans— 142 0A2g—1

onde, nessa ultima igualdade, a delta de Kronecker generalizada € interpretada como sendo um
determinante (1.5) e tomou-se a sua expansao na 2g—ésima coluna.

Se os tensores de curvatura de Riemann das hipersuperficies £ e F(X) sdo denotados
por ReR, respectivamente, e as suas respectivas segundas formas fundamentais por K e K, com
respeito aos campos normais unitdrios & e v, respectivamente, entdo, pela equacio de Gauss

para subvariedades, segue que
5 CD_p Cg D _ 7 DpC
Ryp™ =Ky Kp” — K, Kp
Ry = Ryp™ + K, Ky = R\PRpC.
Haja visto que (e4,ep) = s = gap, conclui-se que R " BCD =R " BCD . Ademais, pelas identidades
(2.29) e (2.27), segue que,
K8 =coso K,5. (2.31)

Logo,
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Dai, combinando este resultado com o fato de que a delta de Kronecker generalizada € totalmente

antissimétrica, conclui-se:
Tﬁ 1 _ ; (Sin2 e)q—l 6A1'”A2q71 LIIZI]E BZS_IIZ By B Bqul
(2¢-Na); — (2g—1)! Bj-Bag-1 o Ans—1 Ans A1 )
Pela escolha do referencial {nq}},_, para o fibrado normal T+M (eq. 2.4), tem-se:
Na = (=Df% eq) = (—(Df% &)E eq) € TFL(X)M-

Donde segue que,

ByP = — (DY E)KP

1
(Thy 1), = (sin8)"" (Ds*, 5>( 70 (HKAZS )
—(Sinze) <Df 6V H (2 1),

onde nesta ultima igualdade H,, 1) denota a (2q — 1)—curvatura média da hipersuperficie
¥ C R”", com respeito ao campo normal unitdrio &, conforme a Defini¢do (2.10).

Substituindo esse resultado na equacgao (2.30), obtém-se:

1 . -1
<X(q)7§> = _E(zq_ 1)' (s1n2 9)‘] C082 9<Dfa7§>2H(2q71)
1 .
= —5(26]— 1)' (Sln2 Q)qH(zqfl),

onde na ultima igualdade usou-se a identidade,

c0529<Df°‘,§)2— !

=———|D 2:1—cos26:sin29,

0 que conclui a prova do lema. [

Definicao 2.12 (Aplicac@o Assintoticamente Plana). Uma aplicagdo suave f: Q C R" — R™,
cujo dominio  admite (pelo menos) um fim, é dita ser uma aplicacdo assintoticamente plana (a

uma taxa ), para algum T real positivo (T > 0), se vale a expansdo assintdtica
F 0 (u,v)(x) = 02(|x]77), |x| = oo, Vx € Q,Vu,v € R" unitdrios, (2.32)

onde § e |- | denotam a métrica e a norma euclidianas canénicas.
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Observacao 2.13. As definicoes de aplicacdo assintoticamente plana enunciadas por George
Lam (LAM, 2011, Definicdo 10), Feliciano Vitorio e Heudson Mirandola (MIRANDOLA; VITO-

RIO, 2015, Defini¢do 1.2) sdo casos particulares desta.

Posto isto, tem-se todos os ingredientes necessdrios para estabelecer a férmula para

a massa GBC.

Teorema 2.14 (Férmula para a Massa GBC). Seja (M",g) um grdfico euclidiano de uma
aplicacdo suave’ f:Q C R" — R™ assintoticamente plana® a uma taxa © > %, com dimensdo
n>3 el <q <5 um nimero inteiro, cuja fronteira ¥ = dQ (possivelmente vazia) é uma
hipersuperficie orientdvel, fechada®, com um niimero finito de componentes conexas. Se o
grdfico é completo e tem curvatura GBC'® Ly, integrdvel, o dominio S tem um fim, e cada uma
das componentes conexas da sua fronteira X estd em algum conjunto de nivel da aplicacdo f,

entdo sua g—ésima massa GBC satisfaz a formula:

_ 1 i i B o 1
mq(M,g)_Ecq(n)/M(L(q)+(2q—1)!<[T(2q_1)ﬁ,3a} A7 >g Nl
1 .
+§(2q— 1)! ¢4(n) fi (sin?8)? Hpy1dS, (2.33)

onde T(qufl) g€ Bg denotam os operadores de Newton e de forma'!

, respectivamente, com
respeito as direcées determinadas pelo referencial do fibrado normal T+M, especificado em
(2.4); H(y41) e dS denotam a (2q — 1)—curvatura média 12 da hipersuperficie ¥, com respeito a
normal exterior, e a sua medida riemanniana induzida, ambas calculadas com respeito a métrica
euclidiana; c,(n) designa a constante de normalizagdo descrita na defini¢do da massa GBC 13,

e 0 denota o dngulo de contato entre o grdfico M e cada um dos hiperplanos que contém as

componentes conexas do seu bordo, descrito no Lema 2.11.

Observacao 2.15. O significado geométrico da hipotese de que as componentes conexas da
fronteira ¥ = dQ sdo conjuntos de nivel, é que o bordo do grdfico é planar, isto é, cada uma de
suas componentes conexas estd em algum hiperplano do espaco euclidiano ambiente R"™. Essa
€ uma hipotese técnica, que se faz necessdria devido a dificuldade de controlar, geometricamente,

a parte tangente do gradiente V f* do levantamento das componentes da aplicagéo f.

7 Veja Definigdo 2.1.

8 Veja Definigdo 2.12.

Ou seja, compacta e sem bordo.

Veja Equagdo 1.6.

Vide identidades (2.5) e (2.6), respectivamente.
12" Defini¢do 2.10

13 Defini¢do 1.3



26

Demonstracdo. Haja visto que a aplicacdo f € assintoticamente plana a taxa T dada acima, a
carta gréfica correspondente F' = Idg X f determina um difeomorfismo global para o grafico M,
com respeito ao qual a métrica g do grafico admite a expansao assintética (1.1). De fato, em

termos das coordenadas gréficas, tem-se:
gij= O+ [ f] =6+ S (eise)),

onde {e;}? , é a base candnica do espago euclidiano restrita a0 dominio Q. Logo, pela defini¢do
de aplicagdo assintoticamente plana (Defini¢dao 2.32) conclui-se a afirma¢ao. Combinando isso
com o fato de que o gréfico € uma variedade completa, segue que o mesmo € uma variedade
riemanniana assintoticamente plana (2 taxa 7), com a mesma quantidade de fins que  (no caso,
um).

Dado que Q tem um fim, conclui-se que as esferas coordenadas euclidianas S, de raio
suficientemente grande estdo inteiramente contidas em €, e as regides Q, = B, NQ limitadas pela
fronteira X = dQ e essas esferas coordenadas S, determinam uma exaustio por compactos para
Q. Assim, se V, e & denotam os campos normais unitdrios, com respeito a métrica euclidiana,
ao longo das hipersuperficies S, e X, respectivamente, apontando para o exterior da regido £,

entdo, pelo teorema de Stokes, obtém-se:

/Q diVeX(q)dVe :%g <X(q),Ve>edSe—|—%E<X(q),§>ed5e.

Passando ao limite, pela construcdo (2.1) do campo X, e pela defini¢do (1.2) da massa GBC,
obtém-se:

mg (M, g) = cq(n) lim ¢ (X,), Ve)cdS,

r—eo Js,

= cq(n) <lim diVeX(q)dVe —f(X(q),@edSe)
Q, x

r—yoo

Usando o fato de que a familia {Q,} é uma exaustdo por compactos para

= ¢,(n) ( | divexgave— <X(q),§>edSe)
‘ Usando que dV, = \/det g dV, (teorema de mudanga de vardveis) ‘

= cq4(n) </M(F1)* (diveX ) ﬁd"g—j@‘(qw@ed&) .

Logo, substituindo os resultados (2.24) e (2.28) nessa ultima igualdade, obtém-se a férmula

(2.33). [l
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3 APLICACAO: CONJECTURAS DA MASSA POSITIVA E DE PENROSE

Uma das conjecturas mais notdveis em Relatividade Geral Matematica € a conjectura
da massa positiva (KHURI); seja do ponto de vista fisico, pela sua importancia para os funda-
mentos tedricos da Relatividade Geral, seja do ponto de vista matematico, pela sua aplicacdo
na resolucao do problema de Yamabe (LEE; PARKER, 1987), por exemplo. Assim, € natural

questionar se vale a versao dessa conjectura para a massa GBC (Definicdo 1.3).

Conjectura 3.1 (Conjectura da Massa GBC Positiva). Qualquer variedade riemanniana de

1 n—2q

a uma taxa T > 5,

dimensdo n > 3, assintoticamente plana

coml<g< % inteiro, cuja
curvatura Gauss—Bonnet—Chern > L, € ndo-negativa (e integrdvel), tem massa GBC 3 ndo-
negativa. Além disso, vale a rigidez, isto é, a menos de isometrias, o espaco euclidiano canonico

é a unica variedade riemanniana com massa zero.

Observacao 3.2 (Conjectura da Massa ADM Positiva). Levando-se em conta a observagado 1.4,
quando o inteiro ¢ = 1, conclui-se que essa conjectura é exatamente a conjectura da massa
ADM positiva, que motiva a conjectura para as demais massas GBC. Esta, por sua vez, é
conhecida ser vdlida para variedades com dimensdo 3 < n <7 (SCHOEN; YAU, 1979) (uma
prova simplificada é apresentada em (SCHOEN, 1989, Secdo 4)). A restrigdo na dimensdo estd
na técnica empregada na prova e se deve ao fato de que hipersuperficies minimizando drea
podem apresentar um conjunto singular em dimensdo n > 1. Também é conhecida ser vdlida
sem essa restri¢do na dimensdo, quando a variedade é conformemente plana (SCHOEN; YAU,
1988, Secdo 4) ou spin (WITTEN, 1981; PARKER; TAUBES, 1982) (veja também (BARTNIK,
1986, Secdo 5)).

A massa GBC € sensivel a presenca de uma certa classe de hipersuperficies minimas,

descrita nas seguintes defini¢des.

Definicao 3.3 (Hipersuperficie de Separacdo). Escolhido um fim particular E, C M de uma
variedade assintoticamente euclidiana M, seja S = dQ uma hipersuperficie fechada, suave,
possivelmente desconexa, que é bordo de um conjunto aberto Q C M, contendo todos os outros
fins, exceto o escolhido. Uma hipersuperficie assim é dita ser uma hipersuperficie de separacao

do fim escolhido; o fecho Q do aberto Q e o seu complemento M \ Q sdo ditos serem um dominio

' Definigdo 1.1

Equacdo 1.6
3 Definicdo 1.3
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interior e um dominio exterior relativos ao fim escolhido e determinados pela hipersuperficie S,
respectivamente. Uma hipersuperficie de separacdo S' é dita encerrar a hipersuperficie S se essa
estd no dominio interior determinado por aquela, ou seja, se S C Q/, com Q' C M um aberto tal

como descrito acima.

Definicdo 3.4 (Hipersuperficie de Separacdo Periférica ). Uma hipersuperficie de separagdo S
é dita ser periférica em uma certa classe € se ela encerra todas as outras hipersuperficies de
separacdo que estdo na classe €, ou seja, se nenhuma outra hipersuperficie de separacdo na

classe € intersecta o dominio exterior determinado por ela (a hipersuperficie S).

Definiciio 3.5 (Hipersuperficie Minimizante Exterior da Area ). Uma hipersuperficie de se-
paracdo S, em uma certa classe €, é dita ser minimizante exterior da area se ela minimiza
o funcional drea entre todas as hipersuperficies de separacdo na classe €, que estdo no seu
dominio exterior, ou seja, se ela minimiza o funcional drea entre todas as hipersuperficies de
separacdo homologas, que estdo na classe € e no dominio exterior determinado por ela (a

hipersuperficie S).

Definicao 3.6 (Horizonte). Uma hipersuperficie de separagdo que estd na classe das hipersuper-
ficies minimas, isto é, que tem curvatura média nula, com respeito ao normal apontando para o

dominio exterior, é dita ser um horizonte com respeito ao fim escolhido °.

Observacao 3.7. Na literatura, costuma-se empregar a palavra horizonte para se referir a essa
classe de hipersuperficies de separacdo, porque, em Relatividade Geral, no contexto de dados
iniciais simétricos no tempo, cada componente conexa de um horizonte periférico, corresponde

ao horizonte aparente de um buraco negro (MARS, 2009, Secdo 5).

A classe de hipersuperficies minimas a qual a massa GBC € sensivel € aquela
determinada pelos horizontes minimizantes exteriores da drea, com respeito a um fim escolhido.
Isso € quantificado na desigualdade de Penrose riemanniana para a massa GBC, que pode ser
pensada como sendo um refinamento da conjectura da massa positiva na presenca de buracos

negros. Esse € o conteudo da conjectura de Penrose riemanniana para a massa GBC.

outermost hypersurface, no jargdo na lingua inglesa.

outer area minimizing, no jargao na lingua inglesa.

E importante destacar que, por defini¢do, um horizonte periférico também ¢é um horizonte minimizante exterior
da drea.
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Conjectura 3.8 (Conjectura de Penrose Riemanniana para a Massa GBC). Qualquer variedade

7 n—2q

a uma taxa T > =7,

riemanniana (M",g) de dimensdo n > 3, assintoticamente plana

com
1 < g < 3 inteiro, cuja q—ésima curvatura GBC 8¢ ndo-negativa (e integrdvel), e que admite

>

um horizonte minimizante exterior da drea ¥ C M, possivelmente desconexo, de drea total |

satisfaz a desigualdade de Penrose riemanniana para a massa GBC (Defini¢do 1.3):

n—2
M. o) > ! [~ o
mq( ,8) > 24 a )

onde w,_1 € o volume da esfera unitdria com sua métrica canonica. Ademais, essa desigualdade
€ rigida, no sentido de que, se a igualdade é atingida, entdo o dominio exterior determinado
pelo horizonte, com respeito ao fim escolhido, é necessariamente isométrico ao dominio exterior
determinado pelo tinico horizonte minimizante exterior da drea no g—ésimo espago de Schwarzs-
child riemanniano, com pardmetro de massa m = {/my (M,g), isto é, a variedade riemanniana
(R+ x S ggch), munida com a g—ésima métrica de Schwarzschild,

4q
n—2q

2 2
8= 1+—= (dr*+r°gg1),

2r 4

onde g, , denota a métrica canonica sobre a esfera unitdria S"~ 1. em e R, designa a constante

denominada parametro de massa.

Observacao 3.9 (Otimalidade da Desigualdade Penrose). Pode-se verificar que a g—ésima massa
GBC do g—ésimo espaco de Schwarzschild riemanniano é a g—ésima poténcia do pardametro de
massa, ou seja, mg = (m)? (GE et al., 2014a, Exemplo 4.5) (veja também (GE et al., 2014b, Se¢do
6)). Também pode ser verificado, que a g—ésima curvatura GBC é identicamente nula L, =0 e
que aesferaS,, = {ro} xS" L CRxS"1, comry= (%)ﬁ, tem drea |Sy,| = 0,1 (2"%‘1 ro)" !
e € o unico horizonte periférico, com respeito a quaisquer um dos fins escolhidos (GE et al.,
2014a, Exemplo 4.5). Dessa forma, uma vez que um fim foi escolhido, o g—ésimo espago de
Schwarzschild riemanniano satisfaz a identidade:

n—2q
. — i [Sro| \ ™!
1 29 \ Wy .

Logo, a desigualdade de Penrose riemanniana para a massa GBC é dtima, no sentido de que a

igualdade é realizada.

7 Definigdo 1.1
8 Equacdo 1.6
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A versdo fraca de ambas conjecturas, isto €, as desigualdades sem a rigidez, sdo
validas em uma certa classe de graficos euclidianos assintoticamente planos e de codimensao
um (GE et al., 2014b). Quando g = 2, os autores Changwei Xiong, Haizhong Li, e Yong Wei
provaram que essa classe, onde a versao fraca das conjecturas vale, na verdade é maior e inclui
gréficos euclidianos de codimensao qualquer (desde que finita) com fibrado normal plano (LI ef
al., 2014, Teoremas 1 e 4).

Por sua vez, a versado forte da conjectura da massa positiva, isto €, a desigualdade
com a rigidez, é conhecida ser valida numa classe de variedades riemannianas assintoticamente
planas, que também sdo conformemente planas e satisfazem uma hipétese de convexidade para a
curvatura GBC (GE et al., 2014a, Teoremas 1.1 e 1.2). Uma desigualdade tipo Penrose, porém
mais fraca, também é conhecida ser valida nessa classe de variedades (GE ef al., 2014a, Teorema

1.3 e Exemplo 4.5).

Observacao 3.10 (Conjectura de Penrose Riemannniana para Massa ADM). Levando-se em
conta a observagdo 1.4, quando o inteiro q = 1, conclui-se que essa conjectura é exatamente a
conjectura dde Penrose para a massa ADM, que motiva a conjectura para as demais massas
GBC. Esta, por sua vez, é conhecida ser vdlida na sua versdo forte em dimensdo 3 (BRAY, 2001,
Teorema 1). Também é vdlida na sua versdo fraca em dimensdo 4 < n <7 e, ainda nesse caso,
na sua versdo forte quando a variedade é spin (BRAY; LEE, 2009, Teorema 1.3). A restri¢do
na dimensdo estd na técnica empregada na prova, que faz uso do teorema da massa ADM
positiva. Logo, tem as mesmas restri¢oes, quando a dimensdo n > 1. Ademais, a versdo fraca
da desigualdade é conhecida ser vdlida, sem essa restricdo na dimensdo, quando a variedade
tem um tnico fim e é isometricamente equivalente a um grdfico euclidiano assintoticamente
plano, com fibrado normal plano e com bordo planar e vertical, isto é, o angulo de contato do
grdfico com cada hiperplano que contém uma componente conexa do bordo é reto (LAM, 2011,

Coroldrio 20) (MIRANDOLA; VITORIO, 2015, Teorema 1.8 ).

Aplicando a férmula (2.33) para a massa GBC, pode-se ampliar o conhecimento

sobre o dominio de validade das conjecturas da massa positiva e de Penrose.

Proposicio 3.11. Seja (M",g) um grdfico euclidiano de uma aplicacdo suave® f : Q C R* — R™

0 n—2q

g+1”’

assintoticamente plana 104 wuma taxa © > com dimensdon>3el <g< g um nimero

inteiro, cuja o dominio S tem um tinico fim e a fronteira ¥ = 98, possivelmente vazia, é uma

9 Veja Defini¢do 2.1
10" Veja Defini¢do 2.12
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hipersuperficie orientdvel, fechada, com um niimero finito de componentes conexas, cada uma
das quais estd em algum conjunto de nivel da aplicacdo f, ou seja, o bordo é planar. Sejam
também {Té}’gzl e {B%‘}’gzl as familias dos operadores de Newton (2.5) e operadores de forma
(2.6) do grdfico, respectivamente, com respeito ao referencial (global) do fibrado normal do
grdfico, especificado em (2.4). Se o grdfico é completo, sua g—ésima curvatura GBC L, é

integrdvel e essas familias de operadores comutam entre si, isto é,

[Té,BH =TioBy—BjoT;=0, Y1<a.p<m 3.1)
Entdo, a sua g—ésima massa GBC satisfaz a formula,
1 L) 1 .2 \4
my(M,g) = 5cq(n) /M mdvg + E(2q— 1)! ¢4(n) }é (sin®@)" Hpp,_1)dS, (3.2)

onde a notagdo tem o mesmo significado indicado no Teorema 2.14. Em particular, combinando
a formula de Ricci para subvariedades com um resultado devido a Krzysztof Andrzejewski,
Wojciech Kozlowski e Kamil Niedzialomski (ANDRZEJEWSKI et al., 2016, Teorema 2.5), segue

que essa formula é vdlida quando o grdfico tem fibrado normal plano.

Demonstragcdo. Nestas condi¢des, o grafico (M",g) satisfaz as hipdteses do Teorema 2.14.
Assim, usando a notag@o desse teorema e a condi¢do (3.1) de que as familias dos operadores de
Newton e dos operadores de forma sdo comutantes entre si, segue que a g—ésima massa GBC
desse grafico satisfaz a férmula (3.2).

Em particular, a férmula de Ricci para subvariedades, quando aplicada ao caso de

gréficos euclidianos, se traduz na identidade

Rbg = [B?X,BH : (3.3)
que relaciona o tensor de curvatura R~ do fibrado normal e o comutador dos operadores de forma

BE» onde Réﬁ denota a familia de operadores Ré‘-ﬁ :TM — TM, tal que
<Réﬁ(X)>Y>g:(RL(XaY)TTa;TlﬁU, VX7Y€F<TM)7

onde U e {ng }’3:1 denotam a métrica (induzida) e o referencial (2.4) do fibrado normal do
gréfico, respectivamente. Do ponto de vista do Teorema 2.5 em (ANDRZEJEWSKI et al., 2016),
os operadores de Newton T(ﬁ sao polindmios nos operadores de forma Bﬁa, com respeito ao
produto de composicdo. Logo, pela identidade (3.3) acima, conclui-se que os comutadores

[TO%,BH sdo lineares nos operadores Réﬁ. Portanto, quando o gréifico tem fibrado normal plano,

isto é, R+ = 0, segue que os comutadores [TO%,BH sdo identicamente nulos. Dai, segue a

conclusio. L]
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Dessa proposi¢do, segue a seguinte versdo do Teorema da Massa Positiva para a

massa GBC.

Teorema 3.12 (da Massa GBC Positiva). Se um grdfico euclidiano (M",g) satisfaz as hipdteses
da Proposigcdo 3.11 e tem um dominio Q C R" cuja fronteira ¥ = dQ é vazia ou tem (2q —
1)—curvatura média ndo-negativa Hq4-1) 2 0, com respeito ao normal exterior e a métrica
euclidiana no dominio, entdo a sua q—ésima massa GBC my(M, g) € ndo-negativa sempre que a

sua q—ésima curvatura GBC L) também o for, ou seja, nessas hipdteses,
L(q) >0= mq(M,g) > 0.

Ademais, my(M,g) =0 = L,y =0 e, adicionalmente, quando a fronteira X. € ndo vazia também

vale a identidade H o,y sin%? 0 = 0.

Demonstragcdo. A hipétese adicional de que a fronteira ¥ € vazia ou tem (2g — 1)—curvatura
média ndo-negativa, H,_1) > 0, garante que a integral sobre a fronteira X, que contribui para a
q—ésima massa GBC na féormula (3.2), € identicamente nula ou nao-negativa. Dai, segue que,
se o grafico tem g—ésima curvatura GBC L, ndo-negativa, entdo sua g—ésima massa GBC
my(M,g) também & ndo-negativa.

Por sua vez, haja visto que, por hipétese, os integrandos na férmula 3.2 sdo todos

ndo negativos, quando a g—ésima massa GBC € nula, segue que eles também sdo nulos. [

Em particular, nas hipéteses desse teorema, quando a g—ésima massa GBC € nula,
pode-se derivar uma dualidade interessante, relacionando o angulo de contato e a curvatura

média, ao longo da fronteira do grafico.

Corolario 3.13 (Dualidade Angulo—Curvatura Média na Fronteira). Nas hipoteses do teo-
rema 3.12 e na hipotese adicional de que a g—ésima massa GBC é nula, quando o angulo
de contato nunca é nulo (0 # 0), ou seja, quando o grdfico, ao longo cada componente conexa
da fronteira, nunca tangencia o hiperplano que a contém, a fronteira é (2q — 1)—minima na
métrica euclidiana, isto é, a (2q — 1)—curvatura média é identicamente nula (H(,,_) = 0); por
sua vez, quando (2q — 1)—curvatura média nunca é nula (H(2g—1) # 0), 0 dngulo de contato é

identicamente nulo (6 = 0).

No cendrio do teorema acima, também vale a seguinte versao da desigualdade de

Penrose para a massa GBC.
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Teorema 3.14 (Desigualdade de Penrose para a Massa GBC). Se um grdfico euclidiano (M",g)
satisfaz as hipdteses da Proposicdo 3.11, tem fronteira I' = dM ndo vazia e é vertical ao longo
dela, isto é, o dngulo de contato do grdfico com cada hiperplano que contém uma componente
conexa da fronteira é reto, entdo a fronteira do grdfico dM é um horizonte minimizante exterior

da drea totalmente geodésico e a sua q—ésima massa GBC satisfaz a formula,

I
my(M,g) = D4V, + 5 (2~ 1)! ¢qln 7{H2q 1dS, (3.4)

/ \/det
onde a notagdo tem o mesmo significado indicado no Teorema 2.14.
Além disso, se cada componente conexa do bordo ¥ do dominio é estrelada !

(2g — 1)—convexa na média, com respeito ao plano que a contém, isto é,
H(r) >0, VO0<r<2g-—1,

entdo vale a sequéncia de desigualdades:

I L Ly 1
mq(M,g) = Ecq(l’l) /1[/[ \/de_l‘gdvg + E Zl W ?éH(zq_l)dSe (35)
i=1 \og—1) On—1 7%
! n—2q
1 1 1 dS n—2q+1 3 6
- Y |—— ¢ H .
=3¢ / \/d_et Vet o ; () o %z,- (2q-2)%2¢ -0
(3.7)
L "*21‘1
1 (@) 1 1 "
> —c,(n / ———dV,+ — —— ¢ HdS 3.8
) a() M Jdetg ¢ 2‘1[-; (("Ol)a)nl % © e) (3-8)
/«/_ i+ i =) (3.9)
det 24 = Wy,—1 '

1 L) 1/ |0\ !
> dv, + — 3.10
- 2cq(n)/M \det g ‘g+2‘1 Wy—1 ’ (3.10)

com as igualdades ocorrendo nas primeiras 2q — 1 desigualdades se, e somente se, cada uma
das componentes da fronteira do dominio é uma esfera redonda, ¥; = Sfi_l,ri >0vV1<i<l;
por sua vez, a igualdades ocorre na ultima desigualdade se, somente se, a fronteira do dominio
(equivalentemente, a fronteira do grdfico) for conexa.

Portanto, neste cendrio, sempre que a q—ésima curvatura GBC do grdfico for

ndo-negativa, vale a desigualdade de Penrose, ou seja,

L]

1" Isso significa que cada componente conexa de ¥ é fronteira de um aberto estrelado no espaco euclidiano R”.
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A igualdade ¢é atingida se, e somente se, o grdfico tiver curvatura GBC identicamente nula

L4 =0 e o horizonte totalmente geodésico I' é uma esfera candnica conexa.

Demonstragdo. Haja visto que o dominio do gréafico M € tal que cada uma das componentes
conexas do seu bordo X estdo em algum conjunto de nivel da aplicacdo f, segue que o grafico
tem bordo I' = dM planar, ou seja, cada uma das componentes conexas do bordo do grafico
estd em algum hiperplano do espago euclidiano ambiente R"*". Logo, se 6 denota o angulo
de contato entre o grafico e os hiperplanos, ao longo das componentes conexas do bordo I, as
segundas formas fundamentais K e K de cada componente conexa do bordo, com respeito aos
campos normais unitarios apontando para o fim, calculados na métrica do grafico e na métrica

euclidiana do hiperplano, respectivamente, satisfazem a relacdo (2.31)
K=cosO K.

Assim, a hipétese de que o bordo do grafico € vertical (6 = :I:%) garante que ele seja totalmente
geodésico, K = 0. Argumentando como em (LAM, 2011, pg. 50), concluimos que o bordo é
hipersuperficie minimizante exterior da drea. Portanto, o bordo I' € um horizonte minimizante
exterior da area totalmente geodésico. Dessa hipdtese adicional de verticalidade, também
conclui-se que a féormula (3.4) € uma consequéncia imediata da férmula (3.2).

Haja visto que a fronteira £ do dominio tem um ndmero finito de componentes
conexas ¥ = ulez,- e é uma hipersuperficie estrelada e (2¢ — 1)—convexa na média, por um
resultado devido a Pengfei Guan e Junfang Li (GUAN; LI, 2009, Teorema 2), que generaliza a
classica desigualdade de Alexandrov-Frenchel, conclui-se que para cada uma das componentes

conexas X; vale a desigualdade,

1

1
HndS, \ H pdS, \ ™
<3&, () ) Z(fle (1) ) NO<r<2g-1.

Fsn1 H,dS, Fsn1 H,_1)dS.
onde a igualdade vale se, e somente se, ¥; € uma esfera redonda. Ou seja, vale a rigidez para essa
desigualdade. Usando o fato que a s—curvatura média total da esfera unitaria canOnica satisfaz a
identidade,

—1
H(S)dSeZ (I’l )(Dnl,V1§S§l’l—1,
Sn—1 S
pode-se reescrever essa desigualdade na forma,

1 7{ 1
—— ¢ H\dS, > —]{H,_ ds NV0O<r<2g—1.
( Don J T G B !
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Assim, reescrevendo o coeficiente constante que precede a integral de fronteira na férmula (3.4)
na forma,
1

E (Zrlq_—]l) On—1 ,

S02g— 1)t cyln) =

conclui-se que essa integral de fronteira satisfaz as seguintes desigualdades:

[
71(n1 ]{Hzm

1 1
2(2q—1 ley(n szq 1ydS. —gz

i 2g 1 Wy —1
n—2q
1 ¢ 1 2
>~ S f Hyy_2)dSe
24 zzi (an_lz) o1 /5 (29-2)
n—2q
1 ¢ 1 "
> — - f Hppy 3)dSe
29 ZZ{ (an_13) @1 /5 (2g-3)
n—2q
1 i 1 "
> — — 7{ H\dS
29 =~ (nll)wn—l s, (1)&Pe
n—2q
1 Zl: 1 -
24 &~ (nol)wnfl ', (0)
n—2q
1 i 1z
25\ o
n=2g n—2q

1 i "1_1<|Z|)n1
2 i=1 Wp—1 29 \ Wy

A
2q Wp—1

onde na ultima desigualdade usa-se o fato de que para uma quantidade finita de nimeros reais

2q

ndo-negativos x; > 0, 1 <i </, vale a desigualdade,
! ! s
N

Z(xl > Zx,- , V0 <s <1 expoente real,

i=1 i=1
com a igualdade ocorrendo se, € somente se, no maximo um tnico nimero real x; € positivo;
na ultima igualdade utilizou-se a hipétese de que o horizonte I' € planar, equivalentemente, a
hipétese de que cada uma das componentes conexas X; estd em algum conjunto de nivel, para
inferir que o horizonte e sua projecao no dominio do grafico sdo isométricos e, portanto, tem a

mesma drea, |X| = |I'|. Também conclui-se que nas 2¢ — 1 primeiras desigualdades as igualdades

ocorrem se, € somente se, cada uma das componentes conexas X; € uma esfera redonda; e que na
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ultima desigualdade a igualdade ocorre se, e somente se, 0 bordo do dominio (equivalentemente,
o horizonte I') é conexo.
Portanto, pela formula (3.4), seque que sdo validas as desigualdades indicadas no

enunciado, com as suas respectivas caracterizacdes nas situagdes em que ocorrem as igualdades.

]

Dessa prova, pode-se derivar uma relacdo entre a verticalidade do bordo e sua

geometria extrinseca.

Corolario 3.15 (Verticalidade do Bordo e sua Geometria Extrinseca). Quando cada componente
conexa do bordo é estritamente convexa na média, com respeito ao plano que a contém, isto é, a
curvatura média, com respeito ao normal exterior e a métrica euclidiana no plano, é estritamente
positiva, a sua verticalidade é equivalente ao fato do bordo ser totalmente geodésico, com

respeito a métrica do grdfico.

Observacio 3.16 (Otimalidade da Desigualde de Penrose para Grificos). E um fato conhecido na
literatura (veja (GE et al., 2014b, Exemplo 6.1), por exemplo), que a métrica no dominio exterior
{p>po= (2m)ﬁ} do q—ésimo espago riemanniano de Schwarzschild (R X st gl
pode ser reescrita na forma,

2m B

ggch =|1- n—2gq dp2 +p2g§n—17
p q

onde g, , denota a métrica candnica sobre a esfera unitdria S"=!em € R, designa o parametro
_q_

de massa. Dai, segue que o dominio exterior, com seu bordo, {p > po = (2m)"=2}, pode ser

realizado como um grdfico no espaco euclidiano canénico R, determinado pela aplicagdo

R\ {|x| < po} — R, que satisfaz a equagdo diferencial,

1
2

n—2q -
df p 9
o Sy ;P =1x]>po

Também pode ser verificado, que esse grdfico tem bordo planar e é vertical, estrelado e estrita-
mente convexo com respeito ao plano que o contém, isto é, a sua segunda forma fundamental,
com respeito ao normal exterior e a métrica euclidiana no plano, é positiva definida. Assim, pelo
coroldrio 3.15, segue que o bordo é (2q — 1)—convexo na média. Haja visto que a g—ésima cur-
vatura GBC é identicamente nula, segue que todas as hipoteses do teorema 3.14 sdo realizadas.

Portanto, pela observacdo 3.9, segue que a desigualdade 3.11 é otima. Isso é particularmente
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interessante quando comparado com a desigualdade obtida pelos autores em (GE et al., 2014a,

Exemplo 4.5).
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