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RESUMO

As solugdes das chamadas equacdes de campo de Einstein descrevem diversos elementos astrofi-
sicos e, inclusive, a dindmica do Universo como um todo na Cosmologia. No entanto, algumas
solugdes esfericamente simétricas, quando consideradas no vacuo, ndo sao vélidas para r = 0,
devido as divergéncias encontradas. Nesse sentido, James Bardeen foi um dos pioneiros a propor
modificagdes na métrica a fim de evitar essa incompatibilidade, surgindo assim os Buracos
Negros Regulares. Posteriormente, essa mudanga na descri¢do foi associada a Eletrodindmicas
Nao Lineares. Assim sendo, apds uma breve revisdo das solu¢des da Relatividade Geral, investi-
gamos inicialmente a solug@o generalizada de Bardeen, em (3+1) dimensdes, com a inclusdo de
uma nova fonte de matéria: a Quintesséncia - um campo escalar proposto como modelo para a
energia escura. Na sequéncia, norteados pela abordagem feita por Yun He e Meng-Sen, buscamos
encontrar relagdes gerais que permitam identificar, em (2 4 1) dimensdes, densidades oriundas
de fluidos perfeitos a Eletrodinamicas nao Lineares, analisando a consisténcia do mapeamento
no limite do Eletromagnetismo Classico de Maxwell. Posteriormente, generalizando a densidade
de massa quase-localizada, definida por Estrada e Tello-Ortiz, encontramos novas solucdes de
Buracos Negros Regulares e tracamos o estudo das condi¢des de energia. Por fim, desenvolvemos

a andlise termodinamica dessas novas solugoes.

Palavras-chave: relatividade geral; densidades de matéria; eletrodindmicas ndo lineares;

quintesséncia; termodinamica.



ABSTRACT

The solutions to Einstein’s field equations describe many astrophysics elements, including the
dynamics of the universe in Cosmology. Nonetheless, some spherically symmetrical solutions,
when considered in a vacuum, are not valids in r = 0, due to the found disagreements. In
this sense, James Bardeen was the first to propose modifications on the metric to avoid this
incompatibility, on the called Regular Black Holes. Posteriorly, this change in the description
was associated with nonlinear electrodynamics. In this sense, after a brief revision of the general
relativity’s solutions, we investigated the generalized solution Bardeen’s with the inclusion of
a new matter source given by the Quintessence - a scalar field proposed like a model to dark
energy. Following, guided by Yun He and Meng-Sen approachs, we find general relations which
permit identify densities arises from perfect fluids to nonlinear electrodynamics, analyzing the
mapping consistency through the limit of Maxwell’s Classical Electromagnetism. Posteriorly,
generalizating the quasi-localized matter density model defined by Estrada and Tello-Ortiz, we
find new solutions of regular black holes and study the energy conditions. Finally, we discuss

the thermodynamic analysis of these new solutions.

Keywords: general relativity; matter densities; nonlinear electrodynamics; quintessence;

thermodynamics.



Figura 1
Figura 2

Figura 3

Figura 4

Figura 5
Figura 6

LISTA DE FIGURAS

Fotografias dos Buracos Negros identificados em M87* e Sagitario A*. . . .
Coeficiente métrico para os Buracos Negros regulares dados na equacao 4.48,
como uma func¢do da coordenada radial, r, para algumas poténcias n, com
m=25b=22el=0.7emunidadesde Planck. . . . . . . ... ... ..
Temperatura de Hawking (painel esquerdo) e capacidade térmica a volume
constante (painel direito) das novas solucdes de buracos negros regulares
em func¢do do raio do horizonte de eventos para algumas poténcias n, com
b=22el=0.7emunidadesde Planck. . . . . . . ... ... ... ....
Energia livre de Gibbs dos Buracos Negros Regulares em fung¢do do raio do
horizonte de eventos, para algumas poténcias n, com b =2.2e { = 0.7 em
unidadesde Planck. . . . . . . . ... . oo
Mapeamentoentre pex(p). . . . . . . ..

Intersecdo de Mapeamentos. . . . . . . . .. ...

18



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

BTZ Banados-Teitelboim-Zanelli
CANTATA Cosmology and Astrophysics Network for Theoretical Advances and Training

Actions
DEC Dominant Energy Condition
EHT Event Horizon Telescope
LIGO Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory
NEC Null Energy Condition
SEC Strong Energy Condition

WEC Weak Energy Condition



. e

LISTA DE SIMBOLOS

Métrica do espago de Minkowsky
Métrica do espago curvo
Determinante da métrica do espago curvo
Simbolos de Christoffel

Tensor de Riemann

Tensor de Ricci

Tensor de Einstein

Escalar de Ricci

Escalar de Kretschmann

Tensor Energia-Momentum
Campo Tensorial Eletromagnético
Constante Cosmoldgica

Campo Escalar

"tendendo a"

"implica que"



2.1
2.2
23
24

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2
4.3
4.3.1
4.3.2
4.3.3
4.3.4

5.1
5.2
5.3

SUMARIO

INTRODUCAO . . . ottt ettt e e ettt et e et
RELATIVIDADEGERAL . . . . . . .. ... ittt iiii e
Solucido de Schwarzschild . . . . . ... ... ... ... .. ...,
Solucao de Reissner-Nordstrom . . . . . .. ... ... ..........
Solucdode Kerr . . . . . . . . ...
Solucido de Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ) . . . . . . . ... ... ..
RELATIVIDADE GERAL NA AUSENCIA DE SINGULARIDADES . .
Buraco Negro Regular de Bardeen . . . . . . .. ... ... .......
Buracos Negros Regulares Gerados por Eletrodinadmicas Nao Lineares .
Uma Nova Fonte: Quintesséncia . . . . . .. ... .. ... .......
NOVAS SOLUCOES DE BURACOS NEGROS REGULARES EM (2+1)
DIMENSOES . . . .ottt ittt ettt e et e e
Mapeamento dos Métodos . . . . . . . ... ... .. ... ... ... ..
Encontrando Novas Solucoes Regulares . . . . . . ... ... ... ...
Condicoesde Energia . . . . . ... .. ... ... .. ..........
Condicdo de Energia Fraca . . . . . . . . . . ... .. .. ...... ...
Condigdo de Energia Nula . . . . . . . ... ... . ... ... ......
Condicdo de Energia Forte . . . . . . . . .. ... ... ... .......
Condicdo de Energia Dominante . . . . . . . .. .. ... ... ......
ANALISE TERMODINAMICA . . . ..ot itinie e nenn..
Termodinamica Classica de Buracos Negros . . . . . . . ... ... ...
Descricao Via Tunelamento Quantico . . . . . . . ... ... ... .. ..
Termodinamica das Novas Solucoes Regulares . . . . . . ... ... ...
CONCLUSOES E TRABALHOSFUTUROS . .. ............
REFERENCIAS . .. ...ttt ittt iiieennn.
APENDICE A ~ALGUNS FUNDAMENTOS DA RELATIVIDADE GE-



12
1 INTRODUCAO

Apesar da incontestdvel gloria alcancada pela Mecanica Newtoniana desde o seu
surgimento com a publicacdo da obra: “Principios Matematicos da Filosofia Natural” (NEWTON,
1833), no inicio do século XX a teoria ja ndo abarcava consistentemente alguns aspectos no
eletromagnetismo e na radiacao do corpo negro. Nesse sentido, Albert Einstein (EINSTEIN,
1905) publica sua Teoria da Relatividade Restrita ou Especial baseada em dois postulados: a
covariancia das Leis Fisicas e a universalidade da velocidade da luz. Uma analise histdrica mais
rigorosa o leitor pode encontrar em (MARTINS, 2015).

Ao incluir referenciais acelerados e passando a interpretar a interagdo gravitacional
como uma consequéncia da curvatura do espago-tempo, dentre outros aspectos, Einstein (EINS-
TEIN, 1923) complementa sua formulagdo e origina uma das teorias mais importantes na Fisica,
a Relatividade Geral. Permeada por conceitos matematicos rebuscados, como cdlculo tensorial e
geometria diferencial, a Relatividade Geral conseguiu explicar de modo coerente a precessao do
periélio de Merctrio (EINSTEIN, 1915) e previu corretamente a medida do desvio ou deflexdo
que a luz sofreria nas proximidades do Sol, cuja confirmagdo veio no eclipse de 1919, na cidade
de Sobral e na Ilha do Principe (CESAR etal.,2019).

Além de uma descricao capaz de explicar inconsisténcias e lacunas da Mecanica
Newtoniana, a Relatividade Geral trouxe em seu arcabougo previsdes inéditas e especificas
referentes ao comportamento da natureza, como a existéncia de Buracos Negros - objetos com-
pactos extremamente densos que possuem campos gravitacionais cujas velocidades de escapes
sdao maiores que a velocidade da luz (NEVES, 2017) - e Ondas Gravitacionais — ondula¢des
gravitacionais que propagam-se no espaco-tempo com a velocidade da luz (CARNEIRO, 2018).
As recentes detecgdes dessas estruturas realizadas pelas Colaboragdes Laser Interferometer Gra-
vitational Wave Observatory (LIGO) - Virgo (ABBOTT et al., 2016) e Event Horizon Telescope
(EHT) (AKIYAMA et al., 2019), respectivamente, conferem a teoria uma expressiva e admirdvel
consisténcia.

Considerando uma geometria estdtica e esfericamente simétrica, Karl Schwarzschild
(SCHWARZSCHILD, 1916) foi o responsavel por encontrar a primeira solucdo exata das
equacdes para o campo gravitacional na Relatividade Geral, conhecidas como equacdes de
campo de Einstein. No decorrer dos anos, andlises mais gerais surgiram como a de Hans
Reissner (REISSNER, 1916) e Gunnar Nordstrom (NORDSTROM, 1918) considerando carga
elétrica, Roy Kerr (KERR, 1963) considerando rotacdo e Ezra Newman (NEWMAN et al.,
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1965) considerando rotacao e carga elétrica. Um vasto catdlogo produzido hd alguns anos o
leitor pode encontrar em Stephani (STEPHANI et al., 2009). Essas solucdes permitem tanto a
descri¢do dos diferentes elementos astrofisicos como Planetas (normalmente, ja bem descritos
pela Mecanica Newtoniana), Estrelas de Néutrons, Quasares, Pulsares, Lentes Gravitacionais,
dentre outros, quanto o estudo do Universo enquanto sistema dindmico como um todo regido
através dos diversos modelos cosmoldgicos. O que consagra a Relatividade Geral como um pilar
fundamental na Astrofisica e Cosmologia.

Por outro lado, uma profunda conexdo entre Buracos Negros e Termodinamica foi
criada a partir do trabalho de Hawking, Carter e Bardeen (BARDEEN et al., 1973) ao encontrarem
quatro relacdes na descricdo de Buracos Negros andlogas as quatro leis da termodinamica.
Posteriormente, Hawking (HAWKING, 1975) engloba principios quanticos a essa surpreendente
correlacdo, ao demonstrar que as flutuagdes quanticas do vacuo permitem que Buracos Negros
emitam radiacdo, a chamada Radia¢cdo Hawking. Uma excelente discussao o leitor pode encontrar
em Page (PAGE, 2005). Nesse sentido, o estudo do comportamento termodinamico de Buracos
Negros fornece pistas e levanta discussdes na conexdo entre duas grandes dreas da Fisica, ainda
incompativeis, Mecanica Quantica e Relatividade Geral.

Sendo assim, o objetivo dessa dissertacdo serd analisar as solugdes de Buracos
Negros Regulares em trés dimensdes (uma temporal e duas espaciais) tendo como fonte uma
generalizacdo da densidade de matéria quase-localizada definida por Estrada e Tello-Ortiz. Na
sequéncia, estudar as condi¢des de energia para essa fonte seguida da andlise termodinamica.

O trabalho esté organizado da seguinte forma: na se¢do 2, faremos uma breve revisao
das principais solu¢des das equagdes de campo de Einstein, leiam-se: Solucao de Schwarzschild,
Solugao de Reissner-Nordstrom, Solugao de Kerr e Solugcdo de Banados-Teitelboim-Zanelli. Na
se¢do 3, apresentamos a solucao pioneira de um Buraco Negro Regular encontrada por Bardeen
e, em seguida, a interpretacao fisica relacionada a Eletrodindmicas Nao Lineares concedida a
essa solugdo regular por Ayon-Beato e Garcia. Por fim, investigamos uma solucdo generalizada
de Bardeen com a inclusdo da Quintesséncia. Na secdo 4, investigamos a viabilidade de mapear
densidades de matéria em (2 + 1) dimensdes a Eletrodindmicas Nao Lineares. Posteriormente,
encontramos uma nova classe de solucdes regulares e examinamos suas condi¢des de energia.
Finalmente, na se¢do 5, tracamos a andlise termodinamica, seguido das conclusdes e perspectivas

futuras tragadas. Adotamos neste trabalhoc =G =kp=h=1.
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2 RELATIVIDADE GERAL
2.1 Solucao de Schwarzschild

A fim de entendermos o contexto em que surgem as solucdes das equacdes da Relati-
vidade Geral e, consequentemente, do nosso principal objeto de estudo, Buracos Negros e suas
singularidades, iniciamos apresentando a primeira solu¢do, encontrada por Karl Schwarzschild
(SCHWARZSCHILD, 1916). Para um leitor interessado em conhecer/relembrar os embasa-
mentos fundamentais da Relatividade Geral aos quais utilizaremos ao longo desse trabalho,
indicamos a leitura do Apéndice A.

Partindo do elemento de linha com simetria esférica mais geral, em quatro dimensdes,

temos (DIRAC, 1996):
ds*> = guvdxtdx¥ = Va2 — 2 ) ar? — 1240% — Psen®0dg>. (2.1)
Tendo em mente que (D’INVERNO, 1992):

1
FQ/LG = Egua(gva,c + &oa,v —gvo,oc)7 2.2)

onde a virgula representa a derivada parcial com relagdo a coordenada representada pelo tltimo

indice. E o tensor de Riemann sendo dado por:
REpG - Femp - Fepp + Fgcrgp - ngrlgcc- (2.3)
Cuja contragdo nos fornece o tensor de Ricci, como segue:

1P
=TI

Rvo =RP Pop—Thp o+ Tl —T% s, (2.4)

B op

Por sua vez, o escalar de Ricci é dado por:
R = gVO-RVG. (2.5)

Por (2.1), temos que:

e2v(r) 0 0 0
0 -0 9 0
guv = 0 0 2 0 ) (26)
—r
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e 2v(r) 0 0 0
0 —e 20 9 0
g = (g,uv)_l = . 2.7)
0 0 —r2 0
0 0 0 —r2sen—20

De modo que, por (2.2), os simbolos de Christoffel ndo nulos sdo (lembrando que, na Relatividade

Geral, I, =T,):

Ty = Ve 220+2v0) 100 — v(r), (2.8)
rh:W@%rﬁzé, 2.9)
I = %’ )y =—re 20, (2.10)
I3, =cot®, Ty =—rsen’e "), (2.11)
I3, = —senBcosh. (2.12)

Substituindo em (2.4), encontramos as seguintes componentes nao nulas do tensor de Ricci

(DIRAC, 1996):

Roo= (V') = XV )+ v2 () 21D ) 2 280, @13
Rir = V() + A0V () —v2() + 20, @14
Ry = (=1 —=rV'(r) +rA/ (r))e ) 11, (2.15)

Rz = sen0[(—1—rv'(r) + rA’(r))e ) 4 1]. (2.16)
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Por sua vez, pelas equacdes de Einstein, segue que:
1
Guv — R“v - Eg”vR — SnTuv. (2.17)

E vilido notar que:

1
Assim,
1 1

Considerando um cendrio de vacuo, onde 7,y = 0, temos, consequentemente:
Ryy =0. (2.20)

Portanto, todas as componentes em (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16) devem ser nulas. Por (2.13) e
(2.14):

V”(l") —l’(r)v’(r) +V/2(r) _ _2‘:(7‘) _ 21;(’”) (221)

O que nos leva a:

A'(r)+ V' (r) =0. (2.22)
Assim,
A(r)+ v(r) = const. (2.23)

Como para pontos distantes da distribui¢do de matéria (r — o), devemos recuperar o espago

plano, no qual A — 0 e v — 0, temos:
A(r)+v(r)=0. (2.24)

Substituindo em (2.15):

0= (1+2rV'(r)e?") —1, (2.25)
que podemos reescrever como uma derivada total:

(re?VY =1. (2.26)
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De modo que,

re®") = —om, (2.27)

em que —2m € uma constante de integracdo, escolhida para que no limite de campo fraco a
equacdo de movimento descrita pelas particulas (geodésica) recupere a descri¢io newtoniana.

Por (2.24) e (2.27), o elemento de linha se torna a conhecida solu¢dao de Schwarzschild:

-1
2m 2m
ds* = (1 — = )ar?—(1-==") dr*—r*de*—r’sen*0d¢>. (2.28)
r r
Para r — oo, recuperamos, como esperado, a métrica de Minkowski. Cabe ainda mencionar
como surge a interpretacdo de um Buraco Negro associado a essa solugdo. O cerne desse
pensamento reside ainda dentro de um contexto newtoniano, em que a menor velocidade com

que um corpo pode escapar de um campo gravitacional dado por uma distribuicao esférica de

massa € (D’ INVERNO, 1992):
p2 =" (2.29)

em que m € a massa da distribuicdo esférica de massa e R o raio. Como a maior velocidade

permitida € a da luz, a qual adotamos igual a 1, segue que:
R ="2m, (2.30)

seria 0 menor raio em que um corpo conseguiria escapar desse campo gravitacional, conhecido
como raio de Schwarzschild, devido a (2.28). No entanto, dentro da Relatividade Geral esse
fendmeno deve ocorrer inclusive para a luz que passa a interagir gravitacionalmente. Por isso,
a no¢ao de um Buraco Negro, do qual luz alguma seria emitida por ndo escapar de seu campo
gravitacional. No cendrio relativistico, temos que a luz sofreria um redshift em termos de

(CHENG, 2009):

\/%: (l—z—m)z, (2.31)

que tende ao infinito para r = 2m, corroborando o mencionado anteriormente. Apesar de ser uma

previsao exoética da Relatividade Geral, a existéncia de Buracos Negros vem sendo confirmada
nas galdxias M87* e Sagitdrio A* (Figura 1), o que fomenta ainda mais a necessidade de

aprofundar essa discussao.
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Figura 1 — Fotografias dos Buracos Negros identificados em M87* e Sagitario A*.

Fonte: Event Horizon Telescope Collaboration.

Consideremos agora uma particula caindo radialmente em dire¢@o ao corpo esferica-

mente simétrico (v> = 1> = 0). Pela equacio das geodésicas, temos:

A0 0 dgoo

“wro_ u.v _ 00 0

i Fqu vV =—g s V. (2.32)
Maiores detalhes o leitor encontra em (DIRAC, 1996). Assim, podemos escrever:

dVO dg()() 0 0N/

Z 2800 =0. 2.33
800~ + P (goov"”) (2.33)
Logo,
gooV’ =k, (2.34)
k uma constante. Mas,
1= g00" +g1v'”, (2.35)
que nos leva a:

2m 2 02 12 2 12
80021—7280()" +800g11v. =k"—v . (2.36)

Assim, como a particula est4 caindo v! < 0, tal que:

d 0 2m\ ! 2m\
—t:v—lz— <1——’"> <k2—1+—m> . (2.37)
dr v r r

Para um raio préximo ao de Schwarzschild, r = 2m + €, segue que (DIRAC, 1996):

S

dt B 2m

dr  r—2m’

(2.38)
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Portanto,

t = —2min(r—2m)+A. (2.39)
A € uma constante. Assim,

r—2m, t — oo, (2.40)

O que indica que a particula levaria um tempo infinito para alcancar o raio de Schwarzschild no
referencial de um observador distante da fonte. No referencial da particula, cuja marcacao do

tempo € dada por d7, temos (DIRAC, 1996):

1

2
dr_i:_(kz_HZm) ’ (2.41)

dr vl r
onde ndo encontramos uma divergéncia proxima ao raio de Schwarzschild. Assim, para estudar-
mos a solugdo para raios menores que 2m, precisaremos fazer uma mudanca de coordenada.
De modo geral, o elemento de linha em (2.28) diverge para dois pontos: r =0 e
r = 2m. Como afirmado anteriormente, por uma transformagado de coordenadas podemos evitar
a divergéncia em r = 2m. O leitor pode encontrar essa discussdo com riqueza de detalhes em
(DIRAC, 1996) e (D’INVERNO, 1992). Mas, o mesmo nao ocorre para » = (), o que o caracteriza
como uma singularidade fisica. Surge, entdo, a necessidade de identificar quando a singularidade
¢ inerente a um sistema de coordenadas ou uma lacuna da descricdo. Os invariantes de curvatura,
por serem quantidades escalares e, portanto, permanecerem os mesmos em todos os referenciais
inerciais, nos indicardo essa resposta (D’INVERNO, 1992). Nesse caso, para a Solugdo de

Schwarzchild encontrada em (2.28), temos que o escalar de Kretschmann é dado por:

48m?
,,6

RpypoRPYPO = : (2.42)

que nao diverge para r = 2m, mas diverge para r = 0, como esperado.

2.2 Solucio de Reissner-Nordstrom

Investigaremos novamente a solugdo estdtica de um corpo esfericamente simétrico,
mas agora o considerando carregado eletricamente. Como vimos em (2.18), R é proporcional a

T. Uma vez que o tensor energia-momentum de Maxwell, definido por (D’INVERNO, 1992):

1 |
Tuv = - <—g“’3 FuaFyp + 38uvFacF “’) , (2.43)
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possui o trago nulo, gtV = 0, podemos escrever:
R’u_v — 87rT‘uv. (2'44)
Por outro lado, temos que as equacdes de Maxwell, na auséncia de fontes, sdo escritas como:

V,F* =0, (2.45)

djafFpa = 0. (2.46)
Assumindo novamente simetria esférica e estdtica, segue que:
ds*> =" Vdi* — N ar? — 2de* — Psen®0d¢>. (2.47)

Como vimos anteriormente, (2.8) a (2.16), podemos calcular as componentes dos Simbolos de
Christoffel e do tensor de Ricci. Tomando agora que o tensor energia-momentum € devido a uma

carga situada na origem, cujo campo € puramente radial, temos (D’ INVERNO, 1992):

0 -1 00
1 0 00
Fuy =E(r) (2.48)
0 0 00
0 0 00
Por (2.45), temos:
VyFY =9 FO + TV, FO (2.49)
O FO 418, FO + 1, FO 4+ 13, FO 4T3, FO =0, (2.50)
1 2
0r(e”VTME(r) + 5e—<v+l>(v' +ANE(r)+ 2 VFME(r) =0, (2.51)
r

que pOdeOS reescrever comao:

d.(e” 2 r*E(r)) = 0. (2.52)
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De modo que,

E(r)= . (2.53)
Para obtermos uma solugdo assintoticamente plana, temos que:
V,A — 0 para r — oo. (2.54)

E, portanto, recuperamos a eletrostatica em Minkowski, de modo que interpretamos € como a

carga da particula. Por sua vez, por (2.44):
Roo = 87 Tpo, (2.55)

Através de (2.43) e (2.55), encontramos:

-1 2 A A 2
v//(r)e;(r) (r) + vl (r)e:;-(r) (r) o vl(r))t’/(ré)l-e‘/(r) (r) + V/(r)ev(r)il(r)l’il — e‘;j . (256)
Por outro lado, por (2.44)

R11 = 87'CT11. (257)
Através de (2.56) e (2.43), encontramos:
—V'(r) ., A(r)Vi(r) v2r) el
R R (2.58)
Substituindo (2.58) em (2.56), segue que:
d(/l—f—v)—O (2.59)
dr - '
Por (2.54):
A=—v. (2.60)
Por sua vez, por (2.44)
Ryy =87Th). (261)
Através de (2.15), (2.43) e (2.60), encontramos:
_ Al (r)re=*0) Vv (r)re M) p2g2)

_o A _ =

e + > +1 > s (2.62)
tal que:
d . g2
E(rev( )) —1— = (2.63)
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Integrando:
ev(r) — 1 + - =, (2.64)

onde —2m € uma constante de integracdo, escolhida para obtermos o resultado de Schwarzschild
quando desconsiderarmos a carga. Substituindo (2.60) e (2.64) em (2.47), obtemos finalmente:

2m g2 om €2\
0= (12 ) (122 8) 4 i Paeeng? 265
r I

r I’Z

conhecida como a solu¢@o de Reissner—Nordstrom (REISSNER, 1916).

2.3 Solucao de Kerr

Finalmente, vamos considerar a solucao de Buracos Negros em rota¢do conhecida
como métrica de Kerr (KERR, 1963). A seguir, apresentaremos uma derivagdo alternativa a
utilizada por Roy Kerr, conhecida como algoritmo de Newman-Janis (NEWMAN; JANIS, 1965).
A sequéncia de passos, alguns que ainda necessitam de uma maior fundamentacgdo, consiste em:
encontrar o elemento de linha em termos do sistema de coordenadas de Eddington-Finkelstein;
escrever a forma contravariante da métrica em funcao das tetradas nulas; realizar uma extensao
analitica para um sistema de coordenadas complexo; fazer uma transformacdo complexa e
simples de coordenadas, respectivamente. Assim, inicialmente encontraremos a métrica de

Schwarzschild na forma de Eddington-Finkelstein, introduzindo a mudanca de coordenadas a

seguir em (2.28):
2
dt = —"—dr—dr (2.66)
r—2m
tal que:
2 4 2m\ !
ds? = (1 - _m) dr* — " a' ar — (1 + _m> dr* = r’d0” — rsen’0d¢”. (2.67)
r r r

Introduzindo agora uma nova mudanga de coordenadas:
dt' = dv—dr, (2.68)
segue que:

2
ds*> = (1 - _m) dv? —2dvdr — r*d6* — r*sen*0d¢>. (2.69)

r
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Por conveniéncia futura, explicitaremos a métrica inversa desse elemento de linha:

0 —1 0 0
-1 —(1=22) o 0
gtV = ( r ) ' (2.70)
0 0 r2 0
0 0 0 r2sen 20

Essa € a métrica contravariante em coordenadas avancadas de Eddington-Finkelstein. Agora
poderemos comecar nossa abordagem em busca da métrica de Kerr. Iniciamos definindo

(D’INVERNO, 1992):

SAB = guveh el (2.71)

Como g, v € ndo-singular, segue que g4p € invertivel cuja inversa gP¢ ¢ dada por:

88" = & (2.72)
Assim,

guvehepg”e = 85 (2.73)
Logo,

Suv = €)evgaB. (2.74)

Sejam e‘f , eg e eg , vetores tipo-espago e eg tipo-tempo, de modo que temos as seguintes relagdes

que definem uma tetrada:

T S | S S

epeou = —€ ey = —e, ey = —ejesy = 1, (2.75)
u u u u u u

eyeiy = eyey =eyesy =e ey =e ey =eyezy =0. (2.76)

Resumindo, temos:

el epy = Nag, (2.77)

onde,

-1 0 O

NAB = 8AB = (2.78)

0O 0 -1
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Reescrevendo agora:

1
e —2(v“ +it), (2.79)
e =n* = i(vﬂ —it, (2.80)
V2
onde, [* e n* sdo vetores nulos, ou seja:
M1, = ntny, =0, (2.81)
l“nu =1. (2.82)

onde, v* e i* sdo vetores tipo tempo e tipo espago, respectivamente. Definindo agora um vetor

nulo complexo, m*:

1
mht = — (J* +iK*), 2.83
\/5< ) (2.83)
onde:
i = L (i), (2.84)
V2
em que J* e KM sao vetores tipo espaco, tal que:
mtmy =0, (2.85)
mtiy, =0, (2.86)
mtimy, = —1. (2.87)
Escolhendo:

(e e} €5, e5 ) = (I n,mH mH), (2.88)
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temos uma tetrada nula, dada por:

01 0 O
1 0 O 0
8AB = (2.839)
00 0 -1
00 -1 O
Por (2.74),
guv - lunv + lvn” - m”mv - mvm‘u, (290)
gtV =MV +1Vn" —mtmY —mVmt. (2.91)
Quando definimos [*, n*, m* e m* da seguinte forma:
" =(0,1,0,0) = 5", (2.92)

b (_1,_% (1_27”1),0,0) :_551_%(1_27"1) 5t 2.93)

mu:L(()?o,l,L):L(gzhr L ) (2.94)

1 i 1 i
" \/Er(’ T senQ) \/Er(z senB 3)’ (2.93)

e substituimos em (2.91), obtemos a métrica contravariante em coordenadas avangadas de
Eddington-Finkelstein de (2.70). Tomando que r pode assumir valores complexos e [*, n** sdo

reais e m*, m* complexos conjugados um do outro, segue que:

" =5k, (2.96)

n“:—SSL—l{l—m(l—I—;)]&“, (2.97)



1 I
M 5# 5#
m \/57(2+sen93>’

1 i
] n_ " gH
m N (52 onB 03 )

Fazendo a seguinte transformacao:

v—V =v+iacos®; r—r =r+iacosd; 6 -0, ¢ — ¢’

E lembrando que:

ox'H

Yt =
oxv

YV; YV = (lv,nv,mv,mv).
De modo que,

' =8,

1 2mr’
m_ st _ (1 — 7\ §H
" 0 2 ( r2—|—a200529) 1

1 :
T V37 iacosd) (—zasen@(@f‘ +80)+8 +
1
mH = <iasen9 SH+6M)+ 684 —
V2(r —iacos) (% +0r)+6,
Por sua vez:

—v —
g/,uv — By + Vb — b — m/vm’“.

Que nos conduz as componentes nao nulas:

00 a’sen’
24 d2cos?0’
2 2
101 a-sen-6 /10
8 =-1 )

2 +a2cos?0

i

sen0

i

53”) ,

o).

sen® 3
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(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)



o a’sen’0 2mr’!
§ r2 +acos?0 1?2+ a’cos?O’
n2 _ 1
12 +a?cos?0’
03 _ a _ /30
r'2 +a’cos?0 ’
n3 _ a ) |
12 +a?cos?0 ’
133 _ 1
sen?6(r'’> + a*cos*0)
Assim,
2 2 2 2
__a‘sen-8 ] — @sen 0 0
p? p?
_ dPsen*0  2mr a*sen’0
1 2 2 2 0
gH = p p P
0 0 —L
p?
a a
b’ p? 0
onde,

p? =r"?+ad*cos®6.

Cuja inversa é:

27

(2.109)
(2.110)
(2.111)
(2.112)
(2.113)
a
p?
a
p? , (2.114)
0
r2sen’0
(2.115)
_ 2amr’sen*0
T pr
—asen6
(2.116)
0

__sen®0[p*(p>+a*sen’0)+2a*mr’sen® 6]

1— 2';{’ —1 0

g'/uv _ -1 0 0
0 0 —p?

_ Zam:;szenZB —asen’0 0

pZ

Portanto, a forma avancada de Eddington-Finkelstein da métrica de Kerr serda (D’INVERNO,

1992):

2
ds® = p2

— 2asen’dp — p*d6> — [(p2 +a?)sen*6 +

2mra’sen

2 4 0
(1 - ﬂ) dv? —2dvdr— 22 4vdg
P

4
5 AFrs) 2.117)
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Onde omitimos a '. Fazendo agora a mudanga de variavel:

(2mr+A)

dv=dt+dr=dt+ dr; A=r*—2mr+d°. (2.118)
— a
dp =—do — Zdr. (2.119)
Encontramos:
29 2
S P12+ a®)dg — adi]?— P

dr* — p’de?. (2.120)

A
2 2 2
ds ——z(dt—sen 0d¢)” — 5 —

Essa € a forma de Boyer-Lindquist da métrica de Kerr (D’ INVERNO, 1992).

2.4 Soluciao de BTZ

De modo geral, o estudo de diversos modelos gravitacionais em contextos de (24 1)
dimensdes tem ganhado aten¢ao da comunidade académica dada sua maior simplicidade. No
entanto, além de ndo possuir um limite de campo fraco consistente, nao era possivel encontrar
uma solucdo de Buracos Negros considerando apenas vacuo (GOTT; ALPERT, 1984a; BARROW

et al., 1986), uma vez que em 2+ 1 dimensoes:

Ryy =0 & R%, =0, (2.121)

e, portanto, recaimos no espaco de Minkowski. Ao incluirem uma constante cosmoldgica
negativa, Bafiados, Teitelboim, e Zanelli encontraram a primeira solucao de Buracos Negros
em (24 1) dimensdes (BANADOS e al., 1992; BANADOS er al., 1993). A fim de encontra-la
em uma derivagdo alternativa, encontrada em (MACARIO, 2019), iniciamos considerando uma

simetria circular:
ds* = guydx*dx” = A(r)dt* — B(r)dr* — r*d¢?. (2.122)

Assim,

8uv = 0 -B(r) O . (2.123)
0 0 —r?
1
i 0 0

V=1 o —ﬁ o |. (2.124)
0 o -1
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Por (2.2)
0 o Al i A
I'on=Tj= 2A(r) Lo = 2B(r)’ (2.125)
B T
'y = 2B(r)’ I3 B(r)’ (2.126)
2 , 1
Mh=T}=. 2.127)
Assim, por (2.4):
2rA" (r)A(r)B(r) — A’ (r)B' (r)A(r)r +2A' (r)A(r)B(r) — A’ (r)*B(r)r
Roo = 4 B(r)r ) (2.128)
—2rA"(r)A(r)B(r) +rA'(r)?B(r) 4+ rB' (r)A' (r)A(r) +2A(r)*B' (1)
Ryj = ACTE0 . (2.129)
_ r[A(r)B'(r) = B(r)A'(r)]
R = S B (2.130)
Por (2.5)
_ 2rA"(r)A(r)B(r) — 2A(r)?B'(r) 4+ 2A' (r)A(r)B(r) — rA'(r)A(r)B' (r) — rA’ (r)*B(r)
B 2rA(r)?B(r)? '
2.131)
Considerando agora:
Ruy — %gu\,R — Aguy = 87Ty, (2.132)
gV Ry — %g“vguvR —Ag" gy = 8mgh Ty (2.133)
Para T),y = 0, segue que:
R—2R—4A=0 = R = —4A. (2.134)

Assim,
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Por (2.128), (2.129) e (2.123), encontramos:

B(r)A'(r)+A(r)B'(r) =0. (2.136)
Assim,
B(r)A(r) = constante. (2.137)

Como, para r — o0, A(r) — 1 e B(r) — 1 (limite de campo fraco), segue que:
B(rA(r) = 1. (2.138)

Por (2.130) e (2.123), encontramos:

A(r) = —Ar* +k, (2.139)
B(r)= ! (2.140)
VAR K :

k uma constante de integracdo. O que nos leva a,
ds? = (—=Ar? +k)dt* — (—Ar? + k)" Ldr* — rPd¢>. (2.141)

Para A — 0, precisamos recuperar a métrica obtida por (GOTT; ALPERT, 1984b). Onde

deduzimos que k = —M, tal que:

2 2\ !
r r
ds® = (—M+ g—z) dr’ — (—M+ ?2) dr* —r*d¢>. (2.142)
em que ¢ € o raio de Anti de Sitter. Como ja vimos na solu¢do de Kerr, podemos escrever a

métrica covariante e contravariante em termos de vetores nulos, (IV,nY,m" m"), tal que:

g’uv - l“nv + lvnu - m'umv - mvm‘u, (2143)

gV =MV +1Vn" —mtrmY —mVmt. (2.144)

Seguindo a mesma linha de raciocinio em Kerr, vamos considerar a métrica obtida em (2.141)
em (3+1) dimensoes:
2

5 “1
ds? = <—M+ 2—2) dr* — (—M+ 2—2) dr* — r*d¢?* — r’sen’0d¢>. (2.145)



e realizar a seguinte mudanca de coordenada:

2\ !
dt = du—+ (—M+ 5_2) dr.

De modo que obtemos:

2
ds? = (-M—i— r_) du® +2dudr — r*d6* — rzsen29d¢2.

/2
Assim,
r2
M + 7 1 O 0
1 0O O 0
Suv = )
0 0 —r? 0
0 0 0 —r’sen®6.
0 1 0 0
2
v 1 M 2—2 0 0
g o
0 0 —r? 0
0 0 0 —r2sen20

Ao definirmos:

" =(0,1,0,0) = &',

it = (<1t () 00) =~ =L (—ms
B ) )7 ) 02

1 i 1 i
He—(0,0,1,— | =— (&) 6
" \/Er(’ ’ 7sen@) \/Er( 2 Send 3)’

1 i 1 i
mt=——10,0,1,— | =— (8 ———& ).
" \/Er(7 ’ 7sen@) \/ir(z sen93)

Fazendo agora:

M — " =3l
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(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)
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R (—M+€—2> 5,

1
u g — [ K 5#
m"” — m \/27(2+sen9 )

=M u u
mt — m \/_r(5 sen96 )

Tomando a seguinte transformacao:

i — u+iacos®; ¥ — r—iacosd; 0 —0', ¢ — ¢’

Assim,

oxt
no_ v _ sH
"= 8)?"1 o;

1

mt = m’ = (iasenG(Sél — 8 +8 +

oxY V2(r +iacos6)

ax‘u —vV 1

mt = m = (—iasen@((s(ﬁl —8)+68 —

IxY V2(r —iacos8)
Por (2.144), obtemos:

2

—a %nze 1+ a> sgz 29 0 .
a*sen*0 Y d’sen’d a
gv— | 1T MmEmTye 00 g
1
0 0 -y 0
4+t 0
onde,
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(2.155)

(2.156)

(2.157)

(2.158)

(2.159)

(2.160)

(2.161)

(2.162)

(2.163)

(2.164)
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Calculando a inversa encontramos:

M+Z 1 0 asen’0 <1+M Z)
1 0 0 —asen’6
Suv =
0 0 -y 0
asen’0 <1 +M — 13%) —asen’® 0 —sen’6 [r2+a2 + a’sen’0 (1 +M — %)]

(2.165)

De modo que:

2 _ Y\ o 2 )»
ds M+g2 du”+2asen“0 ( 1+M — 7 dud @ + 2dudr
—2asen*0drd¢ — Y d6* — {rz +a® +a’sen’0 (1 +M— %2)} sen”>0d¢>. (2.166)
Considerando 6 = 7:
2 _ L\ , o )»
ds® = M+£2 du”+2a 1+M—£— dud ¢ + 2dudr
—2adrd¢ — [rz +d*+a* (1 +M— ;H do>. (2.167)
Fazendo a transformacdo:
2,2 2
du=di— ) o dp —do— aXa’r, (2.168)
em que,
2
A= ( M+£2> +d?, (2.169)
obtemos a métrica de BTZ nas coordenadas de Boyer-Lindquist:
2 2 2

ds® = ( —M+ ﬁ) dt* +2a (1 +M— e2> dtd(p— dr* — lr2+a2+a2 <1 +M— 6—2)] do’.
(2.170)

Finalmente, tomando:

=1 +ao, (2.171)

obtemos:

2 r %2 % P o
ds” = _M+g_2 dt™ 4+ 2adt*d o — Xa’r —redo”. (2.172)

A solugdo conhecida como a métrica de BTZ.
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3 RELATIVIDADE GERAL NA AUSENCIA DE SINGULARIDADES

Como vimos na se¢ao anterior, as solugdes das equagdes do Campo Gravitacional
na Relatividade Geral abarcam as descri¢cdes de uma quantidade consideravel de contextos
fisicos. No entanto, algumas solugdes consideradas no vidcuo com simetria esférica apresentam
divergéncias quando r = 0 e, consequentemente, suas grandezas fisicas associadas. E, portanto,
ndo conseguem descrever a origem desses objetos. Nesse contexto, essa lacuna no dominio das
solucdes no interior desses corpos € o que denominamos como singularidade (NEVES, 2017).
Apesar dos Teoremas de Singularidades (HAWKING; ELLIS, 1973) garantirem que, sob certas
circunstancias, estas seriam inevitdveis na Relatividade Geral, a presenca dessas singularidades
poderiam ser indicativos da necessidade de incorporar efeitos quanticos no regime de um campo
gravitacional forte (RODRIGUES et al., 2016a).

Em contrapartida, surgiram ao longo dos anos caminhos alternativos que contornam
essa limitagcdo, ainda dentro de um cendrio clédssico, dando origem aos chamados Buracos
Negros Regulares (BORDE, 1997; DYMNIKOVA, 1992; HAYWARD, 2006; NEVES, 2021;
TOSHMATOV et al., 2014; GHOSH, 2015; GHOSH; MAHARAJ, 2015; BAMBI; MODESTO,
2013; BOGOJEVIC; STOJKOVIC, 2000). Inclusive, considerando extensdes da Relatividade
Geral (JUNIOR et al., 2015; RODRIGUES et al., 2016b; RODRIGUES; SILVA, 2018; JUNIOR
et al., 2020). Uma revisdo histdrica referente a Buracos Negros Regulares pode ser encontrada
em Ansoldi (ANSOLDI, 2008). A seguir, apresentaremos a analise conhecida como pioneira na
obtenc¢do de Buracos Negros Regulares e a interpretacao fisica que ela adquiriu posteriormente
relacionada a Eletrodinamicas Nao Lineares e, por fim, quando consideramos uma fonte dada

pela Quintesséncia.

3.1 Buraco Negro Regular de Bardeen

Inspirado nos trabalhos de Gliner (GLINER, 1966) e Sakharov (SAKHAROV, 1966),
nos quais regides de matéria com alta densidade possuem um espago-tempo do tipo de Sitter,
Bardeen (BARDEEN, 1968) desenvolveu o que seria a primeira solucao de um Buraco Negro
Regular, em outras palavras, uma solugdo valida para todos os pontos do espaco-tempo. Partindo
da métrica:

2
ds® = —f(r)dt® + ;l(—’ﬂ +1*(d6* + sen*6d¢?), 3.1
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(3.2)

Essencialmente, Bardeen considerou na métrica de Schwarzschild uma massa variavel, m(r), de
modo que essa massa, agora dependente da posi¢do, eliminasse divergéncias para r — 0. Assim,

temos:

Mr?
m(r) = ——— (3.3)
(r2+710%)2
em que M representa 0 novo paradmetro interpretado como a massa € ryp uma constante com
unidade de comprimento. Para r — oo, temos m(r) — M. Recuperando, portanto, a solugio de

Schwarzschild. Uma vez que:

—f(r) 0 0 0
0 L o0 0

guy = /) : (3.4)
0 0 r? 0
0 0 0 r’sen6
1
~F0 0 0 0
_ 0 f(r) O 0
gV = (guv) ' = (3.5)
0 0 r? 0
0 0 0 r2sen 20
Por (2.2), os coeficientes de Christoffel nao nulos sao:
fi(r) o _ f0)f)
o =23’ - _J\VI)JJ )
0= 2FG) 10 o (3.6)
f'ir)
I, =—222 TIl=—f0r (3.7)
1 2 2 1
[33=—f(r)rsen“6, T, = ot (3.8)

1
33 = —cosBsend, F?3 = (3.9)
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33 = cot. (3.10)

Substituindo em (2.4), encontramos as seguintes componentes ndo nulas do tensor de Ricci:

r)f"(r r)f(r
Ry = LSOOI ain
2f(r)  rf(r)’ '
Ry =1—f(r)—f'(r)r, (3.13)
R33 = sen*0 — f(r)sen*6 — f'(r)rsen*#. (3.14)
Ao calcularmos, por (2.5):
R=g" Ruy = g"Roo +&''Ri1 + g Raz + g7 Rs3, (3.15)
4f(r) 2  2f(r
B 6Mr%(4r(2) — r2) (3.17)
- (r2 4 1r0)7/2 :
18M?r(8r¢ —4r2r? +13r%)
uv __ 0 0 0
RyyR™" = (r2—|—r3)7 , (3.18)
Ry REVT — 12M2(8r8 — 4r§r? + 47rgr* — 12030 + 4¢%) (3.19)

(,,2 + ,,(2))7 ’
vemos que os invariantes de curvatura dados em (3.17), (3.18) e (3.19) ndo apresentam singula-
ridades. O que implica que, de fato, temos uma solugdo regular. Posteriormente, esse estudo
foi ampliado para contextos termodinamicos (AKBAR et al., 2012) e de corre¢des quanticas

(SHARIF; JAVED, 2010; MALUF; NEVES, 2019).
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3.2 Buracos Negros Regulares Gerados por Eletrodinamicas Nao Lineares

De modo geral, Eletrodindmicas Nao Lineares surgem quando deixamos de impor
que as Lagrangeanas do Eletromagnetismo dependam apenas dos termos quadraticos nos campos
e de suas primeiras derivadas. Um amplo conjunto de formulagdes foram construidas com essa
propriedade, dentre as quais destacamos a eletrodindmica de Born e Infeld (BORN; INFELD,
1933; BORN; INFELD, 1934), Heisenberg e Euler (HEISENBERG; EULER, 1936), Gitman e
Shabad (GITMAN; SHABAD, 2014), Kruglov (KRUGLOV, 2015), Halilsoy, Gurtug e Mazha-
rimousavi (HALILSOY et al., 2015) e Bronnikov (BRONNIKOV, 2001a). E nesse contexto
que Ayon-Beato e Garcia (AYON—BEATO; GARCIA, 2000) forneceram uma nova interpretagcao
equivalente a solugdo ndo singular de Bardeen. Considerando a agdo da Relatividade Geral,

também chamada de a¢do de Einstein-Hilbert, acoplada a uma Eletrodindmica nao linear, temos:

1 (R
S = /d4x\/—_g i (Z —.Z(F)) , (3.20)

onde g é o determinante do tensor métrico, R o escalar de curvatura de Ricci e Z(F) a La-
grangeana de uma eletrodinamica ndo linear, em outras palavras, uma funcdo de F, em que

F= ZFMVF“ com FH*V = VHAY — VYA, Variando (3.20) com respeito a gMV, segue que:

5S_ 6‘/g06ﬁ
B 167r< Rap +v=

5+ y=gged SRes _46<¢——g$<F>>> |

Sghv 5guv 5 v Ra Sghv Sghv

(3.21)
Como podemos escrever (CARROLL, 2019):
SRD, 5 = Va(8T%,) = Vp(STY,), (3.22)
segue que:
SRYyp = 8Rap = V(8T ) — V5 (8T)y,). (3.23)

De modo que a variagdo de Ry em (3.23) se torna, pelo Teorema de Stokes, um termo de
superficie e, portanto, ndo ird contribuir (uma discussao mais detalhada o leitor encontra em

(CARROLL, 2019)). Por outro lado,

0/— 1
\/_g:_i\/__gguv- (3.24)

oghv
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Assim, realizando o processo de extremizacdo, (3.21) se torna:

oS d*x 1 o 0(v/—gZ(F))
— __ /= B — _
5ev /| Ton ( SV —=88uv8 " Rop+V—8Ruy —4 5ol > : (3.25)
B d*x\/—g 1 4 6(y/—8Z(F))\ _
_ /W (—5 QuvR Ry === —0. (3.26)
Encontramos as seguintes equagdes de campo:
_ 1 4 o(v/—gZ(F))

Guv f— Ruv — E g‘uvR = 871'T#V = \/__g 6g‘uv . (3.27)
Como,
O(/—gZL(F 1 /=

( 3§uv< ) _ V88w L (F)+ 5= $L(F) rFupFl. (3.28)
Finalmente, obtemos:

onde Z(F) = % Variando (3.20) com respeito a Ay, e suas derivadas, obtemos as equagdes

de movimento do campo eletromagnético:
Vu(ZrF*) =0. (3.30)

Os autores escolheram um particular .Z’(F') definido por:

5

P P E (3.31)
2582 \1++/28°F )
H

onde s = 5, g estando relacionado a carga magnética e m a massa. Tomando um tensor do

campo eletromagnético dado por:

Fuy = B(1,0)(808) — 8087) = B(r)B(6)(876) — 895). (3.32)
E considerando a métrica (AYC)N—BEATO; GARCIA, 2000):

ds® = — (1 — 2m—r(r)) dr* + (1 — 2’”—;”)) B dr* 4+ r*d6* + r’sen*0d¢>. (3.33)
De modo que podemos escrever, a partir de (3.33), (3.30) e (3.32):

Fuy = B(r)sen (8789 — 808y). (3.34)
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Por (3.29), segue que:

2M(r)

Goo =2 (1 - ) Z(F). (3.35)

Tendo em vista (3.6) a (3.16), temos que:

Goo = Roo — %gooR _ 2M’(r)(:.3_ 2M(r)) ) (1 _ 2M_r(r)) ZL(F). (3.36)

Finalmente, encontramos:
M'(r)=rPZ(F). (3.37)

Uma vez que,

1 —2B(r,0)* &
F = S FuyF* = # =5 (3.38)

substituindo em (3.31):

3myPP

ZL(F)=————. (3.39)
(2 + )
Substituindo agora em (3.37), segue que:
M(r) = 3mg’ / LA (3.40)
T +g%)2

Como lim,_,.. M(r) = m, segue que:

mr3

r)= m, (3.41)
a funcdo tomada por Bardeen em (3.3). Portanto, a métrica utilizada por Bardeen para encontrar
uma solugdo regular € oriunda da fonte de uma Eletrodindmica Nao Linear. Ao longo dos anos
Buracos Negros Regulares tendo como fontes Eletrodindmicas Nao-Lineares foram amplamente
investigados na literatura (BALART; VAGENAS, 2014; BURINSKII; HILDEBRANDT, 2002;
BRONNIKOV, 2001b; MA, 2015; TOSHMATOV et al., 2017; AYON-BEATO; GARCIA,

2005).

3.3 Uma Nova Fonte: Quintesséncia

Apesar do incrivel éxito da Relatividade Geral, ha alguns fatores que ainda ndo sao
bem compreendidos dentro do seu contexto, dentre eles, um dos mais intrigantes encontrados

atualmente na Fisica, é a comprovada e inesperada expansio do Universo (PERLMUTTER et
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al., 1999; RIESS et al., 1998). O que torna esse fato inusitado € a natureza atrativa da interagao
gravitacional, predominante em largas escalas. A fim de compreender esse, dentre outros
aspectos, surgiram ao longo dos anos uma gama de extensdes/alternativas da Relatividade Geral -
o leitor pode encontrar uma lista contendo alguns modelos no Anexo A. Uma das propostas € a
existéncia de uma forma exdtica de energia com pressao negativa, a chamada energia escura,
capaz ndo apenas de neutralizar como sobrepor a tendéncia atrativa da interagdo gravitacional,
resultando em um comportamento cosmoldgico repulsivo. Um excelente compilado o leitor pode
encontrar em Coopeland, Sami e Tsujikawa (COPELAND et al., 2006).

Além da Constante Cosmoldgica, introduzida por Albert Einstein em suas equacoes
ironicamente a fim de obter um universo estdtico (EINSTEIN, 2005), um dos principais modelos
para a energia escura ¢ a Quintesséncia: um campo escalar dindimico candnico minimamente
acoplado a gravidade (FORD, 1987; FUJII, 1982; MARTIN, 2008; TSUJIKAWA, 2013). E
valido ressaltar que outros campos escalares como a K-esséncia (ARMENDARIZ-PICON et al.,
2000; ARMENDARIZ-PICON et al., 2001; CHIBA et al., 2000) e Phantoms (ELIZALDE et al.,
2008) foram também concebidos nessa perspectiva.

Por outro lado, o trabalho de Kiselev (KISELEV, 2003) foi um dos primeiros a
investigar solugdes exatas das equagdes de Einstein tendo como fonte a Quintesséncia. Tomando

a métrica:

ds> = " Ndr> — N dr? — 2d6* — Psen*0d¢>. (3.42)
Como vimos anteriormente, por (2.47), (2.13), (2.14), (2.15), (2.16):
R=g""Ryy = g% Roo+ &' 'Ri1 + ¢ Roa + £ Ra3, (3.43)

R— v (et 4 V2D VN ()

2
+2r WV (r)e ) — 27 IV (R e A 122 072, (3.44)
Por sua vez,
1

Assim, (2.47), (2.55), (2.56), (2.57), (2.58):

G()() = R()() — %gooR = ;L/(r)rilev(r)il(r) — r72ev(r)f/l(r) + rfzev(r), (346)
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G8 = gOOGoo = l’(r)r_le_)”(r) e e 871:T00, (3.47)
1

G1 =R11_EgllRZ”_]V,(”)'i‘r_z—el(r)”_z, (3.43)

Gl = ¢'Gy, = —e—“’)r‘lv’(r) —e M2y 2 8T, (3.49)

Gor — R 1 R— '(r)re A(r) N V'(r)re A(r)
2 =R 58nk= 5 2
r2v//(r)efl(r) I,ZV/Z(r>ef?L(r) rzvl(r)ll(r)ef/l(r)
I + _ , (3.50)
2 4 4
A te 20y (p)plemA)
G = 20y = KO0V
_v//(r)e—l(r) B vlz(r)e—/l(r) B v/(r)l’(r)e—/l(r) _ 87rT22, 3.51)
2 4 4
1 2 1, 2
G33 = R33 — §g33R = sen 9R22 — Esen ngzR = sen 9G22, (3.52)
G3 =g>Gy3 = —r 2Gyp = G5 =8xT5. (3.53)
Pois, pelas equagdes de Einstein:
G\ =8rnT}. (3.54)

Por sua vez, o tensor energia-momentum referente a Quintesséncia € dado por (KISELEV, 2003):

Ty = pq(r), (3.55)

. ] .
T = py(r)ar | —(1+3B) 2= +BS/| | (3.56)

! It
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(T)) = p,(r)a —(1+3B)<ri—ﬂ2+3<5if> : (3.57)

rnt

Uma discussao critica mais detalhada sobre esse tensor energia-momentum o leitor pode encon-

trar em (VISSER, 2020). Por sua vez,

Ow0=%¥mﬂ~ (3.58)
Assim,
(T,J> = —pq(r)%Bij = _Pq(’”)wqaij = _Pq(’”)5ij- (3.59)

De modo que,

-1<w,<0; -3<a<0. (3.60)
Por outro lado, impondo que:

79 =T}, (3.61)
consistente com o caso estatico e esfericamente simétrico que tomamos, obtemos:

A (r)rte™ ) 2o A0 72 = o Ay () — A2 2 (3.62)

A'(r)+V'(r)=0 = A(r)+ v(r) = constante. (3.63)

Novamente, para pontos distantes da distribuicdo de matéria (r — o), devemos recuperar o

espacgo plano, no qual A(r) — 0 e v(r) — 0, temos entdo:
A(r)+v(r)=0. (3.64)

Tomando (KISELEV, 2003):

A(r) =—=In(1+ f(r)), (3.65)
obtemos:
g _ g1 _ =IO =rf'0) 566

8mr? ’
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—f"(r)r=2£'(r)
2oy =0 . 3.67
203 167r (367
Por (3.66) e (3.69), podemos fixar o parametro B, tal que (KISELEV, 2003):
—3w,—1
B=—" . 3.68
o, (3.68)
Consequentemente,
) =T =p,, (3.69)
— 3 1
=T} = p‘f(r)<2‘°q+ ) (3.70)
Por sua vez, (3.67) e (3.70), segue que:
(Bay+1)f(r)+3(14+awy)rf'(r)+rf"(r) =0. (3.71)
Cuja solucdo é dada por:
A B
f(r) = m + 7, (372)

em que A e B sdo constantes. Uma vez que, ajustada a constante B, o segundo termo remete
a solu¢do de Schwarzschild, a correcao referente a inclusdo da Quintesséncia estd contida no

primeiro termo da soma em (3.72). Assim,

A
f(r)g= o1 (3.73)
Como,
—f(r)—rf'(r) 3w,A
Pa = 8mr? - 83wy +1)’ (3.74)

Logo, como queremos que a densidade de energia, p,, seja positiva:
Aw, >0 = A<O. (3.75)

Finalmente, através de (3.64), (3.65) e (3.73), podemos reescrever (3.42), como (KISELEV,
2003):

2_ | _b eyttt o dr? o 20an2 o 2p 2
ds—{l : Z(;») }dt [1_%_2’1(%)3@’#1} 2(d6? —sen?0d¢?),  (3.76)
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em que a é uma constante positiva. Atualmente estudos incorporaram novos elementos a essa and-
lise como rotacdo (GHOSH, 2015), efeitos termodinamicos (GHADERI; MALAKOLKALAMI,
2016; MA, 2015; MA et al., 2017), modos quasinormais (CHEN; JING, 2005), transi¢des de
fase (THOMAS et al., 2012), extensdes da Relatividade Geral (GHOSH et al., 2018) e corregdes
quanticas (NOZARI et al., 2020).

Por sua vez, também foram propostos Buracos Negros Regulares no cenario de
Quintesséncia (RODRIGUE et al., 2020; AL-BADAWI et al., 2020; SALEH et al., 2018). Nesse
sentido, abordaremos a solucdo generalizada do Buraco Negro Regular de Bardeen envolto por
Quintesséncia, feito recentemente em Maluf, Muniz e Santos (MALUF et al., 2022b). O carater
geral estd associado a extensdo da funcéo m(r), recobrando a solu¢io de Bardeen em um caso

particular (k =2 e n = 1). Partindo da métrica (LOBO et al., 2021):

2
ds® = — f(r)di® + % +2(d6? + sen®0d¢?), (3.77)
onde,
B 2m(r)‘ B Mkl
f(r)=1- P m(r)—m- (3.78)

Em que k e n possuem o objetivo de generalizar as solugdes regulares. Por (3.77):

—f(r) 0 0 0
0 L o0 0

guv = , (3.79)
0 0o 0
0 0 0 r’sen’6
L 0 0
f(r)
_ 0 f(r) O 0
gt = (guv) ' = (3.80)
0 0 r? 0
0 0 0 r 2sen 20
Pelas equacoes de Einstein, segue que:
GY =8nT}, (3.81)

em que:

T)' = diag(—psL, Pr. Do Po)- (3.82)



45

Por (2.4) e (3.77):

Rop— (r)g”(r> S (r)i"(r) ' (3.83)
Por (2.5) e (3.77):

R=—p'(n- L0 2 U0 (3.84)
Assim,

Goo — Rop — %gOOR _f (r):“’(r) S r(zr) B fzr(zr). (3.85)
De modo que,

GY = g%Gyo = @—%—F%. (3.86)

Portanto, a componente 00 em (3.81) nos fornece a densidade associada a essa geometria que

denominamos tipo Bardeen (Bardeen Like) :

rf'(r) +r2f(") LU (3.87)

Por (3.78), encontramos:

2(k+1)Mg* r—2
PBL = kt2ntl
87-L-<g2n +r2n)T

(3.88)

Por sua vez, a densidade associada a Quintesséncia, como visto anteriormente, ¢ dada por
(KISELEV, 2003):

3awy,

1
Py= S Tl <0< 3 (3.89)

sendo @, o parAmetro de estado da Quintesséncia e a uma constante positiva. A fim de incluirmos
a Quintesséncia na solucdo generalizada do Buraco Negro Regular de Bardeen, tomaremos

(MALUEF et al., 2022b):

PBL — Ppr = PBL+ Py- (3.90)

De modo que,

rf'(r) tzf(") L Rn(pmtpy), (3.91)

3.92
87(g2 + 2 8mAlerth) (392

r

rf (N +fr)—1 87:( 2(k+1)Mg¥rk2 3am, )
: - .



Resolvendo agora a equacdo (3.92), lembrando do seu caréter linear, temos:

2Mrk a
=1- — .
f(r) (2 +g2")k;nl P30, +1

Nesse caso, o escalar de Ricci se torna:

R=g"Ryy = 8 Roo +g""R11 + g% Raz + g R33,

22/ () —4rf' () = P ()

R =
72

Escrevendo em termos de (3.93), segue que:

Y 2a BkMr*—2  8M(k+1)rF 22
)k+1 + r3wq+3 - k+l+2n

R =

(,-Zn +g2n (}’2” + an)% (rzn +g2n)
4a(3ew,+1) N 2kM(k—1)r*=2 2k(k+ 1)Mr+2n=2
730g+3 (r2" + g2") k2+71 (r2" N an) k+1+2n
M (k+2n—1)(k+ 1)rF*T" 2 2M(k+142n) (k+ 1)/ 2
- k+1+42n l +2n + k+1+44n +4n
( 2”—|—g2”) ( 2n +g2n>
(Bay+1)Bw,+2)a

730g+3
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(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

Assim, para r — 0, temos R — co. Podemos perceber que os termos que causam a divergéncia

do escalar de Ricci sdo justamente os relacionados a Quintesséncia. Portanto, a Quintesséncia

restaura a singularidade que uma Eletrodindmica Nao Linear como fonte conferia. O que

constatamos ao tomarmos a — 0.
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4 NOVAS SOLUCOES DE BURACOS NEGROS REGULARES EM (2+1) DIMEN-
SOES

4.1 Mapeamento dos Métodos

Embasados na interpretagdo fisica concedida por Ayon-Beato e Garcia a solucao
encontrada por Bardeen, como discutimos na secao anterior, investigaremos agora se é possivel
associar a densidade considerada por Hendi, Hajkhalili e Mahmoud (HENDI et al., 2022),
Estrada e Tello-Ortiz (ESTRADA; TELLO-ORTIZ, 2021) e sua generalizacdo, uma fonte
eletromagnética dada por uma Eletrodinamica Nao Linear. De modo geral, seguindo a abordagem
feita por He e Ma (HE; MA, 2017) encontraremos relacdes que nos indicardo se € possivel
mapear densidades relacionadas a fluidos perfeitos com Eletrodindmicas Nao Lineares, em
(2+1) dimensdes. Iniciamos tomando novamente a a¢do da Relatividade Geral acoplada a uma

Eletrodindmica ndo linear, mas agora em (2 + 1) dimensdes:

R—-2A
S= / d*x\/—g +L(F)|, (4.1)
167
onde A = _KLZ ¢ a constante cosmoldgica escrita em funcdo de ¢ (o raio de Anti de Sitter) e

F = F*VF,y. Por sua vez, as equagdes de Einstein, obtidas pela variagdo da agdo (4.1) em

relagdo a g"V, sdo dadas por:
Guv +Aguv =8mTyy. 4.2)

Sendo o tensor energia-momentum:

2§ gL(F)
v—g 68"

em que L r representa a derivada de L(F) em relagdo a F. Ao variarmos a ac¢io definida anteri-

Tuv = — - guvL(F) - 4L’FFIJ’(XFVO£, (43)

ormente com respeito aA s encontramos, cComo vimos anteriormente, as equagées do campo

eletromagnético:

Vu(LpF*) =0, 4.4)
onde,

Fuy =V Ay —VyAy. 4.5)

Por outro lado, assumindo um espago-tempo estético e circularmente simétrico, temos a seguinte

métrica:

ds> = —f(r)dt* + f(r) " dr* + r*d¢>, (4.6)
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em que f(r) é uma fungdo arbitrdria da coordenada radial, r. Assim, por (2.2) e (4.6), as

componentes nao nulas dos coeficientes de Christoffel sdo:

S0 f0f()

0 _ —
Loy = 27(r)’ Loo = 2 ) “4.7)
! 1
Iy = ——2f fi?) [y =—f(r)r, Thy="-. (4.8)

Por (2.4), as componentes ndo nulas do tensor de Ricci:

P (LI wo

Ry — L) f0) @.10)

2rf(r)  2f(r)’

Ry = —rf'(r). 4.11)

Portanto, por (2.5):

2/'(r)

R=="L0 p(r), 4.12)
Assim,

1 /
Goo + Agoo = Roo — EgooR —f(rA= —W — f(r)A, (4.13)
Gii+Agiy = Rit —sguRe—a= L0 1, (4.14)

2 fr)y " 2f(r)r - f(r)

1 "(r)r?
Gy + Ag22 =Ry — EgzzR -+ F2A = f% -+ 1’2/\. (4.15)

Seguindo as abordagens feitas em (HE; MA, 2017; CATALDO; GARCIA, 2000), consideramos
uma carga como fonte, cujo campo elétrico € puramente radial (D’INVERNO, 1992), de modo

que:

Fuy :E(r)(5[165—5‘t,5[t), (4.16)
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e, consequentemente, F’ = —2E?. Com base nas equacoes (4.13), (4.6), (4.3) e (??), podemos

reescrever as equagdes de Einstein obtidas em (4.2) como:

! /2(:)+A = 87 [L(F)+4E*(r)Lr], (4.17)
f/;(r) +A=8nL(F), (4.18)

e a equacdo do campo eletromagnético em (4.4):
E(r)Lr = —=, (4.19)

g sendo uma constante de integracio. E védlido mencionar que retornamos ao caso do Eletromag-
netismo Cldssico, descrito pelas equacdes de Maxwell, ao considerarmos L(F) = F. Nesse caso,
o campo elétrico em (4.19) se resume ao campo de uma carga pontual em (2+1) dimensdes, ou
seja:

E(r) o< —. (4.20)

r

Por outro lado, podemos analisar a derivada L r em fungdo de r, através das equagdes (2?) e

(4.19), tal que:

L'(r)

E(r)Lr =— 4.21
substituindo em (4.19):
4
L'(r)="2E'(r), (4.22)
r
em que:
dL dE
L'(r)=— e E'(r)=—. 4.2
(N=—""eEr)="" (4.23)
Assim, as equacgdes de Einstein escritas em fun¢do de r, se tornam:
! 4
/ 2(;») TA=8T [L(r) - —qE(r)] . 4.24)
r r

Como visto anteriormente, para obtermos solu¢des regulares devemos garantir que os inva-
riantes de curvatura, leiam-se: o escalar de Ricci e o escalar de Kretschmann, ndo possuam
singularidades. Segundo He e Ma (HE; MA, 2017), uma condi¢@o equivalente seria dada por:
/
) r

r—0 r

= constante. (4.25)
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Tomando f(r) dado pela solu¢do mais simples (quadratica em r e acrescida de uma constante)
somada a termos adicionais referentes a matéria (HE; MA, 2017), temos que uma solucdo geral
em (2+1) dimensdes seria dada por:

2
F(r) = —m+ ;—2 k(). (4.26)

Tal que k(r), por (4.17), deve satisfazer:
K (r)

r

87 {L(r) _ 47qE(r)] | .27)

Assim sendo, poderemos mapear diferentes escolhas de Lagrangeanas de Eletrodinamicas nao
Lineares, L(F), ou campos elétricos, E(r), em diversos Buracos Negros Regulares. A fim de
filtrar essas solucdes para resultados fisicamente consistentes devemos impor:

— A correspondéncia com o Eletromagnetismo Classico no limite de campo fraco:

lim L(F) = F; (4.28)

r—oo

— A condicdo de energia fraca (que serd abordada em detalhes posteriormente):
L(F)+4E*LF <0. (4.29)

Nesse sentido, com o objetivo de analisar a viabilidade da associacdo de uma fonte
material de origem eletromagnética as solucdes de Buracos Negros Regulares recentementes
encontradas por Estrada e Tello-Ortiz (ESTRADA; TELLO-ORTIZ, 2021) e Hendi, Hajkhalili e

Mahmoudi (HENDI et al., 2022), definiremos um Tensor energia-momentum efetivo:

T (eff) — diag(—p, pr, Py), (4.30)
tal que:
T = Ty = guvL(F) — 4L pFyaF,”, 4.31)

que nos permite a seguinte identificacao:
4q
p(r)=—|L(r)=—E(r)|. (4.32)

Assim, por (4.22), podemos escrever L(r) e E(r) em fun¢do de uma densidade p(r), como segue:

L(ry=—[p(r)+rp'(r)], (4.33)
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r2

E(r)= —Ep'(r). (4.34)
Por sua vez, Estrada e Tello-Ortiz (ESTRADA; TELLO-ORTIZ, 2021) definiram
as seguintes condi¢des para uma densidade que resulte em um Buraco Negro Regular em (2+1)
dimensoes:
— A densidade de energia deve ser positiva e continuamente diferencidvel para evitar singula-
ridades;
— A densidade de energia deve ter um tnico e finito maximo na origem,;
— A densidade de energia deve ser uma funcdo radial decrescente que se anula no infinito;
— A integral da densidade de energia no espaco deve resultar em uma massa finita (condi¢do
de quase-localidade).

O que os levou a seguinte relacdo:

mb?
p(r)= m, (4.35)
de forma que:
li_)m p(r)=0 e p(0)=1/2mna, (4.36)

onde a é uma constante positiva em que [a] = 3. Assim, por (??) e (2?), a Lagrangeana e o

campo elétrico associados a essa densidade de energia sdo:

_ mb*(3r* —b?)

L(r)= B (4.37)
€
rimb?

E, portanto, o campo elétrico para r — o ndo recupera o limite cldssico, em outras palavras, o

comportamento E(r) o< % Generalizando o perfil de densidade dado em (4.35), temos:

Ab"
p(r)= ——. (4.39)

(7 b2)"5
E interessante notar que a quase-localidade da massa-energia é satisfeita para A dado por:

(n+1)mb.

o (4.40)

/oop(r)andr:m =A=
0
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Por sua vez, por (??), encontramos que o campo elétrico associado a essa densidade é dado por:

n+1.3
E(r) = (n+1)(n+3)mbn+5 r , @41)

8mq(b*+r2) 2

onde, novamente, ndo recuperamos o Eletromagnetismo de Maxwell para r — oo, visto que:

lim E(r) o< r 27", (4.42)

r—oo

Considerando agora outro perfil de densidade encontrado por Hendi, Hajkhalili e Mahmoudi

(HENDI et al., 2022), segue que:

p(r) = (k—1)(2am)* 4.43)

- 2ma(r? +2am)k’
satisfazendo a condicao de quase-localidade da massa-energia, com k > 2. Assim, o campo

elétrico € dado por (2?):

(k- am)k
E() — K= 1) (2am)

= 4.44
Araq(2am+ r?)k+1’ (“444)

mais uma vez, o Eletromagnetismo de Maxwell ndo é recuperado para r — oo.
De modo geral, para obtermos o limite do Eletromagnetismo Cléssico, por (2?),

temos que p(r) deve satisfazer:
2o~ (4.45)

para r — oo, onde A € uma constante. Assim, uma densidade compativel com uma Eletrodinamica
Nao Linear que respeite o limite cldssico representada em termos de uma série de poténcia seria

dada por:

p(r)=aogr >+ Y bar". (4.46)
n=0

Cuja massa sera:

M= / “omrp(r)dr, (4.47)
0

que diverge no infinito. Portanto, em um primeiro momento, ndo podemos associar consis-
tentemente uma densidade de um fluido perfeito a uma Eletrodindmica Nao Linear, em (2+1)

dimensdes.
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4.2 Encontrando Novas Solucoes Regulares

Por sua vez, através das equacdes (??) e (??), temos que k(r) é proporcional a

m(r) = [ 2mrp(r)dr a menos de uma constante de integracao. Assim, por (4.26) e (4.39) temos:

r2 _ r2 8mb”+1
fr)=1=8mt g+ 8mlr) = 1=8m+ 4 oy

(4.48)

com a referida constante sendo 1 — 7m, onde optamos por obter um espaco anti-de-Sitter préximo
a origem dos buracos negros regulares e, no infinito, m(r) — 0, como esperado da quase-
localidade de massa-energia. Assim, neste limite assintético, f(r) ~= 1 — 8m+r? /¢,
Considerando a regra de Descartes, para 8m < 1, ndo existem raizes reais para
f(r) =0 e, consequentemente, os buracos negros nio possuem horizontes. Para 8m > 1, esses
objetos podem ter até dois horizontes, como mostrado na Figura 2. E vilido ressaltar que o raio

externo (interno), r;, € maior (menor) quanto maior poténcia de n.

ol fO

-10 "~ -7 -~~~ n=8

Figura 2 — Coeficiente métrico para os Buracos Negros regulares dados na equacao 4.48, como
uma func¢ao da coordenada radial, r, para algumas poténcias n,comm =2.5,b=22e¢{=0.7
em unidades de Planck.

Para verificar a regularidade da solugdo obtida, calcularemos os invariantes de

curvatura: O escalar de Ricci, R, e o escalar de Kretschmann, K, a partir da métrica em (4.48):
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6  8mb"!(n+1)(3b* —nr?)

R = —p+ EROC: : (4.49)
2
o 1 4mb" ! (n+1)
52 (r2+b2)%
4 2 32\ 2 gn+l YNk
NI (28 4+ 1)Pmb ! (n+2)2 = 2) | (4.50)

Como podemos ver, os escalares de Ricci e Kretschmann nao divergem na origem, em r = 0, ou

em qualquer outro ponto. O que garante, de fato, a regularidade da solucao.

4.3 Condicoes de Energia

Uma vez que toda métrica satisfaz as equagdes de Einstein, € necessario elencar
caracteristicas que diferenciem o que € um conteido de matéria fisicamente consistente ou
nao (SANTOS, 2011). Essas condi¢des sdo chamadas condi¢des de energia, sendo formuladas
pela primeira vez por Hawking e Ellis (HAWKING; ELLIS, 1973) em um contexto puramente
classico. Tendo em vista que a regularidade das solu¢gdes de Buracos Negros foi garantida
grande parte das vezes por fontes que violam algumas das condi¢des de energia padrio, €
pertinente as calcularmos. A seguir, apresentaremos uma derivacdo geral de cada condicao,
aplicada na sequéncia a nossa fonte em (4.30). Assim, inicialmente escreveremos o tensor

energia-momentum da seguinte forma (SANTOS, 2011):
RPN TR VTN JNTIIN
T = pe(o)e(vo) +P1€(1)€E’1) -I—Pze(z)eé), 4.51)

onde p € a densidade de energia e P;, P> sdo as pressoes principais € éél A) (u, A=0,1,2) formam
uma base ortonormal (maiores detalhes o leitor pode encontrar em (SANTOS, 2011)). Agora
tomaremos um vetor, v, tipo-tempo, normalizado, e dirigido para o futuro que desempenha o

papel da quadri-velocidade de um observador no espago-tempo:
TR A AU
W= }/(e(o) +aé + be(Z)), (4.52)
em que a e b sdo fungdes quaisquer das coordenadas. Como,
vy, =—1, (4.53)

encontramos:

B —

y=(1-a*-b* 2. (4.54)
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Por fim, tomaremos um vetor tipo-nulo, dirigido para o futuro, k*:

kM = et

o (4.55)

1Al N
+a an +b 82

em que a’ e b’ sdo fungdes gerais das coordenadas.
4.3.1 Condicdo de Energia Fraca

A chamada Condig¢do de Energia Fraca ou Weak Energy Condition (WEC) afirma

que para qualquer vetor tipo-tempo, V¥, temos que:
Ty v*vY > 0. (4.56)

Assim, por (4.51) e (4.52):

TV = V(p + Pra® + Pyb?). (4.57)
Por (4.56):
p +Pia’>+ P:b* > 0. (4.58)

Como, em particular:

a=b=0 = p>0. (4.59)
E,
b=0 = p+Pa*>0. (4.60)

Mas, como v* € tipo-tempo:

a <1 = d*P <P,. 4.61)
Assim,
p+P >0. (4.62)

Analogamente para a = 0, encontramos:

PP >0. (4.63)
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Em outras palavras, a Condi¢ao de Energia Fraca exige que a densidade de energia seja positiva
ou nula e a pressao nao seja tdo grande comparada a ela (CARROLL, 2019). No nosso caso, por

defini¢ao (4.39):

1 (n+1)
_ (nt 1ymb o >0, (4.64)

2n(r24+b%) 2

Como, pelas equacdes de Einstein:
p(r)=—P:(r) = p(r)+P(r)=0. (4.65)

Portanto, estd de acordo com a Condi¢do de Energia Fraca. Analisando a outra componente,

temos:
p(r)+Pg(r) >0. (4.66)

Por (4.15) e (4.30):

1mb"+1 3 1

py = EmO Y (nt3)r 1] (4.67)

(R+b2)"s 4n(rr+b%) 7
Logo, substituindo (4.39) e (4.67) em (4.66) segue que:
6(r* +b) > (n+3)r. (4.68)
Assim, encontrando as raizes, obtemos:

+ 2 _144p2

e (I’l—|—3) \/(n—l—3) b (469)

12

4.3.2 Condigao de Energia Nula

Na Condicao de Energia Nula ou Null Energy Condition (NEC), ao invés de tomar-
mos um vetor tipo-tempo, v¥, dirigido para o futuro, tomaremos um vetor tipo-nulo, k*, de modo

que:
Tuvk*k" > 0. (4.70)
Assim, por (4.51) e (4.55):

TuvkMkY = p 4+ Pia”* + Pb* > 0. 4.71)
Por sua vez:

d=0 = p+pb?>0. (4.72)
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Mas, como k é um vetor tipo-nulo, b’ = 1, segue que:

p+P>0. (4.73)
Analogamente, para b’ = 0, encontramos:

p+P >0 4.74)

Portanto, a Condicao de Energia Nula é um caso particular da Condi¢do de Energia Fraca, onde
a densidade de energia pode ser negativa (CARROLL, 2019; SANTOS, 2011). Como vimos

anteriormente, no NOSSO caso:

p(r)=—F(r) = p(r)+P(r)=0. (4.75)

p(r)+Ps(r) >0 = 6(r>+b*) > (n+3)r, (4.76)

que nos leva a mesma regido delimitada anteriormente.
4.3.3 Condigdo de Energia Forte

A Condicao de Energia Forte ou Strong Energy Condition (SEC) surge a fim de
impormos que as tensdes, embutidas no traco 7', ndo se tornem negativas a ponto de ultrapassarem

a contribui¢do da densidade de energia, associada a T,y v*vY. Como vimos em (2.19):

1
Ryy =8m (Tuv - zguvg’“ﬁT,Lﬁ) : (4.77)

Assim, restringiremos que:

RyywHvY =8 (Tuvv“vv + g) > 0. (4.78)
Como,
Ty =P (p+Pia> +Pob*) e T =g T" = —p + P + P, (4.79)
temos:
V(p+Pa*+Pb*) > (p—P —Py). (4.80)

Paraa = b =0, segue que Y = 1. Logo:

p+P+P>0. (4.81)



Por outro lado, tomando apenas b =0= y= (1 — az)_%, de modo que:

(1-a)

2y > >
(p+Pa”) > (1+a?) 20

(p—P—P) = p+P+P

| =

(1-a?)

Para a — 1, temos:
p+P >0.

Analogamente,a =0=y=(1— bz)’%, logo:

1

(1-5%)
'

(142?)

(p—Pl—Pz) = p+PA+P > 0.

| =

p+Pb*) >
Para b — 1, temos:

p+P>0.

58

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

Portanto, a Condi¢ao de Energia Nula também € um caso particular da Condi¢cao de Energia

Forte, que apresenta um vinculo a mais. No nosso caso, temos:

p(r)=—R(r) = p(r)+P(r)=0.

p(r)+Ps(r)>0 = 6(*+b*) > (n+3)r.

p(r)+P(r)+Py(r) >0 = (n+3)r24(r2—|—b2).

Encontrando as raizes da dltima equagao, segue que:

_ (n+3)F+/(n+3)2 — 64b2
8

4.3.4 Condicdo de Energia Dominante

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

Por fim, a Condicao de Energia Dominante ou Dominant Energy Condition (DEC)

acrescenta uma restricao em relacdo a Condi¢do de Energia Fraca: —THv® ndo ser um vetor

tipo-espago, tal que:

Tey Tusv™v° < 0.

(4.90)
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Essa imposicdo busca garantir que a velocidade da luz seja sempre maior que a do fluxo de

matéria (SANTOS, 2011). Como,

Tev® = (=péjg) +aPié(,) +bPé[y)). (4.91)
Logo,
P(—=p*+d>P} +b*P3) < 0. (4.92)

Para a = b = 0, obtemos:

p?>0. (4.93)
Para b = 0:
p? > a’Py, (4.94)

como a’ < 1, segue que:
p>|Pil. (4.95)

Analogamente, para a =0

p? > b*P3, (4.96)
como b* < 1:
p>1|P). (4.97)

No nosso caso, por defini¢ao:

_ (n+ 1)mb+1)

- 27T(r2 —1—[92) (%3) =0 (499
Como,
p(r) =P, (4.99)
satisfaz a condicdo:
—p <P <p. (4.100)
Para Py, temos:
—p<Py<p = 2(P+b%) < (n+3)r <6(r2 +b7). (4.101)

Essas relacoes ja haviam sido impostas na Condi¢@o de Energia Forte.
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5 ANALISE TERMODINAMICA
5.1 Termodinamica Classica de Buracos Negros

A termodinamica descreve o comportamento térmico macroscopico da natureza
através de um conjunto de leis empiricas, conhecidas como quatro leis da termodindmica
(SALINAS, 1997). Em particular, estamos interessados na termodindmica do equilibrio, em
outras palavras, cujas varidveis ndo dependem explicitamente do tempo. Amplamente estudada e
uma das formulacdes mais s6lidas encontradas na Fisica, a termodinamica traz uma descri¢cao
em torno de poucas varidveis (Pressdo, Volume e Temperatura), que representam grandezas
médias de quantidades microscdpicas como transferéncia de momentum nas colisdes ou energia
cinética média das particulas (NUSSENZVEIG, 2018). Essas leis, apesar de ndao fornecerem um
modelo microscépico para o comportamento da matéria (explicacio que serd dada pela Mecanica
Estatistica), trouxe constatacdes profundas, como a irreversibilidade de processos, que ainda
hoje evocam discussdes na Fisica.

Como mencionado anteriormente, uma semelhanca entre as relacdes que regem duas
quantidades geométricas dos Buracos Negros - a gravidade de superficie e sua drea - com as
Leis da Termodindmica, encontrada por Carter, Hawking e Bardeen (BARDEEN et al., 1973),
criou uma aparente conexao entre Buracos Negros e Termodindmica, como podemos identificar
abaixo (GOMES, 2018):

Lei Zero: A gravidade de superficie k¥ de um buraco negro estaciondrio € constante sobre seu
horizonte de eventos.
Primeira Lei: Uma mudanca na massa M de um buraco negro esta relacionada a mudanga na sua

drea A, seu momento angular J e sua carga elétrica Q pela seguinte equagao:
K
oM = 8—”8A+Q5J+<I>5Q, 5.1

onde x € a gravidade de superficie, Q2 e a velocidade angular e ® o potencial elétrico.
Segunda Lei: A drea A da superficie de um buraco negro nunca decresce.
Terceira Lei: A gravidade de superficie k de um buraco negro nao pode ser reduzida a zero por
uma sequéncia finita de operacoes.

Como podemos perceber, a gravidade de superficie, K, dessmpenha um papel andlogo
ao da temperatura e a drea, A, ao da entropia nas leis da Termodinamica. Uma dedug¢ao detalhada

das afirmagdes acima o leitor encontra em (MENEZES, 2021). Essa aparente conexao pdde ser
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interpretada como uma Termodinamica de Buracos Negros a partir da Radiagcdo Hawking que
forneceu um mecanismo no qual, de fato, poderia ocorrer uma irradiacao a partir do Buraco
Negro (HAWKING, 1975). Assim, a Termodinamica de Buracos Negros tem sido calculada nos
diversos tipos de solucdes (GAO et al., 2022; JARDIM et al., 2012; CAl et al., 2009; CAl et al.,
2015; CAI 2004).

5.2 Descri¢ao Via Tunelamento Quantico

Apresentaremos uma derivacao da Temperatura de Hawking utilizando a aproxima-
¢ao de Wentzel, Kramers e Brillouin (WKB), desenvolvida no contexto da Mecanica Quantica
proximo ao da Mecanica Classica (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2012) e a decorrente anélise
termodinamica de Buracos Negros. Nesse sentido, consideraremos a perturbacao de um campo
escalar massivo em torno do background de um Buraco Negro. E vélido ressaltar que trata-se de
uma demonstracao alternativa a desenvolvida por Hawking. Nesta subsec@o em especifico ndao

consideraremos / = 1. Iniciamos tomando o seguinte elemento de linha:
ds® = —A(r)dt* + B(r)dr* + r*d6* + r*sen’6%d ¢>. (5.2)

Que nos fornece os seguintes simbolos de Christoffel, por (2.2):

o _A(r) i _ A

F = — r = .
10 2A(r) ) 00 2(}’) ) (5 3)
B'(r) r
I = Ty=—=— 5.4
11 ZB(I"), 22 B(r)’ ( )
rlo_ _rsen29 2 1 (5.5)
33 — B(r) ’ 12 — Py .
2 3 1
I35 = —cosOsen, 173 = — (5.6)
I3; = cot6. (5.7)

Ao substituirmos em (2.4), encontramos as seguintes componentes nao nulas do tensor de Ricci:

A'(nNB'(r) [ A'(r)  A'(r)* | A"(r)
4B(r)? rB(r) 4A(r)B(r)  2B(r)’

Roo = — (5.8)
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B(r) B(nA'(r)  A(r)* A"(r)
R =50 T 3B(ma(r) T aa0)2 T 24(r) (59

rB'(r)  2A(r)+rA'(r)

R =14 280) ~ 24(0B(n) 10
S€n2
R33 = W)AG(F)[ZAO’)BU) (B(r) — 1) +A(r)rB'(r) — rB(r)A'(r)]. (5.11)

Considerando um cendrio de vacuo, Tj,y = 0, jd vimos que isso implica em R,y = 0. Por (5.8) e

(5.9), encontramos:

Alr) = (5.12)

B(r)’
Resultado que ja conheciamos da Solucdo de Schwarzschild. Por outro lado, segundo a equagao

de Klein-Gordon, temos:
ngtvv, V@ —m*® = 0. (5.13)

Que podemos reescrever, como:

ﬁZ

Ou (" /—goy®) — m*® = 0. 5.14
\/_—g ,U(g g0y ) m ( )
Por (5.2):

1 oy 1 23 &) _ b e 2 _
e o P 2 or(A(r)r°d,®) Ny dg (sen6dg®) r2sen268¢q)+m d=0. (5.15)

Como a solucdo na parte angular é dada por harmonicos esféricos, tomaremos:
®=¥(r1)Y/"(0,9). (5.16)

Substituindo em (5.15):

b
A(r)

2
PP (r,1) — O,A(r) 9, (r,1) — %A(r)&r‘P(r,t) EC ; D)+ %\p(m) —0.  (5.17)

Interpretando W(r,¢) como uma fun¢do de onda semi-cldssica, tomamos:

W(r,1) = ehSC), (5.18)
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e substituindo em (5.17), encontramos:

as\* 1 [as\* , AUl+1) N

A(r) (E) —M(E) +m +T—zﬁ8rA(r)E
2 25 . 02S  ih 92§

_zh;A(r)g —ihA(r) 32 +A(r) 55 =

0. (5.19)
Expandindo S em uma série de poténcias de (%), segue que:

i n\?
S(t,r) = So(t,r)+ 7Sl(t,r) + (7) Sa(t,r)+... (5.20)

Substituindo em (5.19) e considerando apenas termos de ordem zero:

RA(I+1) 2So\> 1 [3S\*
T+m —|—A(r)<ar) _A(r) ( 81‘) =0. (521)

Como a métrica € estatica, tomamos:
So(t,r) = —ot+W(r), (5.22)

onde ® é uma constante associada a energia. Substituindo em (5.21):

2
w AW ()~ o5 =0 (5.23)
Tal que,
2
W(r)= i/ﬁ\/a)z —A(r) (m2 + W) dr. (5.24)

Como estamos interessados na radiagdo emitida, vamos escolher o sinal positivo, que indica

particulas saindo. Tomando a seguinte expansdo para A(r) préximo ao horizonte de eventos:
A(r) =A(rs) + A (r ) (r—re) + . (5.25)

Mas, A(r4) = 0, por defini¢cdo. Assim:

1 RA(1+1)
W(r):/m\/wz—A’(r+)(r—r+) <m2+T dV, (526)
que podemos resolver via Teorema dos Residuos:

2T g
W(r)= + contribuigdo real. (5.27)
Al(ry)

A probabilidade de tunelamento de uma particula escapar do Buraco Negro € dada por:

_ _4no
Foce ™04)

) (5.28)
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Igualando essa probabilidade ao fator de Boltzmann (uma probabilidade ndo normalizada de um

sistema se encontrar em um determinado estado):

e T =¢ M) (5.29)

Encontramos a Temperatura de Hawking:

B ﬁA'(r+) B hx

T = —.
H ¥ 5 2n

(5.30)

Uma vez que estamos considerando a métrica de um corpo que ndo possui carga ou rotagao,

segue que:
K Ty

dM = —dA = —dA. 5.31
87 4h (5.31)

Identificando,

dM =dE =TdS, (5.32)

naturalmente, obtemos:

A
S=—. 5.33
4h (5.33)
Resultados que corroboram a semelhanga mencionada na se¢do anterior.
5.3 Termodinamica das Novas Solucoes Regulares
Iniciamos com o estudo da temperatura de Hawking, dada por:
/
1, =) (5.34)
4r

Utilizando a expressdo encontrada para f(r) em (4.48) e escrevendo em termos do raio do
horizonte de eventos, obtemos:

1 n+1 (p2 2
Ty = rh2{1+ (14 DB (€4 13) - } (5.35)
27t 2(L2+r7) [b”“ — (b2+r,21)7}

Para b = 0, recuperamos a temperatura de Hawking do Buraco Negro de BTZ. Com base na
equacao (5.35), plotamos o grafico da temperatura em fungao do raio do horizonte de eventos
para algumas solucdes de Buracos Negros Regulares no lado esquerdo da Figura 3. Podemos

inferir que para essas solugdes existe um raio critico no qual a temperatura de Hawking € nula.
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04r H

0.2~
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Figura 3 — Temperatura de Hawking (painel esquerdo) e capacidade térmica a volume constante
(painel direito) das novas solu¢des de buracos negros regulares em fun¢do do raio do horizonte
de eventos para algumas poténcias n, com b = 2.2 e = 0.7 em unidades de Planck.

Assim, ao atingir esse raio, os Buracos Negros Regulares cessardao o processo de evaporacao,
a fim de evitar que o sistema assuma temperaturas negativas. Restando, portanto, uma massa
remanescente. E vilido ressaltar que quanto maior a poténcia de n, menor serd o seu raio critico.

Para a solu¢dao de Buraco Negro Regular com n = 1, calculamos explicitamente o

raio critico:
e =Vbl, (5.36)

e para qualquer n, quando b = ¢, obtemos:

r;:b\/4—#(n+3)%—1. (5.37)
Por sua vez, a versao usual da primeira lei:
dm=TdS — PdV, (5.38)

leva a valores de entropia e volume termodindmicos que nio coincidem com as defini¢cdes usuais
(MA; ZHAO, 2014). Assim, a fim de resolver esse problema, nds propomos a seguinte estrutura

para a primeira lei da termodinamica de Buracos Negros Regulares:
dU =dm+dX = TydS — PdV, (5.39)

onde dX € a quantidade que modifica a energia interna do Buraco Negro de BTZ, uma vez que
estamos trabalhando com uma classe de Buracos Negros Regulares tridimensionais. E vélido
mencionar ainda que a equagao (5.39) € definida localmente no horizonte, r;,. Portanto, o termo
dU pode ser entendido como uma defini¢do local da varia¢do da energia interna no horizonte.
Segundo (KOTHAWALA et al., 2007) identificamos a pressdo radial do tensor

energia-momentum como a pressao termodindmica, no nosso caso dada por:

P(r) = —p(r) = —m(n+ 1)b"V /21 (2 + b7) (T3], (5.40)
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eV = nr%. Logo, expressando m em func¢ado de rj, na equacdo (4.48), considerando S = %, ou

seja, seguindo a lei das areas (FRODDEN et al., 2013) e integrando (5.39) encontramos:
prtl (ﬁz + r%)

X = Pl (5.41)
82 bt — (b2 +17) 7 |
que corrige a energia interna dos Buracos Negros Regulares em questdo. Para n = 1:
b2 (02 + 2
X = _—( 5 h) ) (5.42)
80%r;;

Somando m e X a fim de obter a energia interna, encontramos a inesperada simples quantidade:

v—! 1+r’% (5.43)
s\ T2 ) '

para todo n. E interessante notar que essa quantidade é igual, a menos de um fator, a ener-
gia do Buraco Negro estitico de BTZ. Portanto, a energia interna ndo € identificada com a
massa quase-localizada dos Buracos Negros Regulares em questdo, uma vez que, como men-
cionado anteriormente, o termo dU corresponde a uma defini¢cdo local da variagcdo da energia

interna no horizonte. Identificando a constante cosmoldgica como outra componente da pressao

termodindmica, onde (ESTRADA; TELLO-ORTIZ, 2021):

A
Py=——. 5.44
A pym (5.44)
Pela equacdo (5.43), segue que:
1
U =PAV—|—§ = dU = PAdV = dWj. (5.45)

Onde, dW, pode ser entendido como o trabalho feito pela pressdao termodindmica associada a

constante cosmoldgica. Ressaltamos que estamos considerando apenas variagdes ao longo do raio

do horizonte. Portanto, podemos afirmar que considerando a varia¢do na energia interna feita pela

pressdo termodinamica associada a constante cosmoldgica na primeira lei da termodindmica para

buracos negros regulares sdo obtidos os valores corretos de entropia e volume termodinamico.
Por sua vez, calculando a capacidade térmica, encontramos:

dS ds dry

C=Ty— —, 25
Baty — "Pdr, dTy

(5.46)

Uma vez que, volume e a entropia sao ambas fun¢des do raio do horizonte, rj;, no espaco de
parametros, ndo sdo mutuamente independentes e, portanto, nao é possivel utilizar a defini¢do
convencional de capacidade térmica dada pela equagao:

o

) 5.47
dT v~r,=fixado ( :
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com dQ = TdS. Isso é possivel apenas no espago de fase estendido, o qual pretendemos analisar
futuramente. Entretanto, seguindo (ESTRADA; AROS, 2019), podemos definir a capacidade
térmica de modo semelhante ao que fazemos na equacgao (5.46), no raio do horizonte, com o

intuito de analisar a evolu¢do da solucao. Para n = 1, encontramos:

r (b2 + rz) (r4 — szz)
C= . (5.48)
2[b*L2 +3b2r2 (L? + r2) + 1]

Plotamos no lado esquerdo da Figura 3 a Capacidade Térmica, C,, para algumas poténcias n. O
sistema apresenta estabilidade termodinimica local no intervalo onde r;, > 7}, em outras palavras,
antes da Temperatura de Hawking se anular, tal que C, > 0.

Completando nossa andlise termodindmica, calcularemos a energia livre de Gibbs,

G, através da relacdo:
G=U—-TgS+PV, (5.49)

e investigaremos as possiveis transi¢des de fase. Assim, temos que, através das equacoes (5.35),
(5.43) e S = mry, /2, a energia livre de Gibbs é dada por, paran = 1:

224y —rt
802 (b2 +r7)

(5.50)

Pela Figura 4, podemos verificar que os Buracos Negros Regulares realizam transi¢@o
de fase de zero ordem, ou seja, continua, no raio critico do horizonte para transi¢ao de fase,
rft, onde a energia livre de Gibbs se anula. Portanto, essa quantidade transita de uma regidao
estavel termodinamicamente (G < 0) para uma regiao instavel (G > 0) enquanto evapora, antes
de alcangar o raio critico rj, no qual restard uma massa remanescente.

Para n = 1, podemos determinar exatamente esse ponto da transicao de fase, dado

por:

= \/ %g (JW +z), (5.51)

tal que, € sempre maior que rj, = /b.

Podemos notar que quanto menor € a poténcia, n, maior € a energia livre de Gibbs.
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-15
Figura 4 —Energia livre de Gibbs dos Buracos Negros Regulares em func¢ao do raio do horizonte
de eventos, para algumas poténcias n, com b = 2.2 e £ = (0.7 em unidades de Planck.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Além de uma breve revisdo das principais solucdes de Buracos Negros e Buracos
Negros Regulares, fornecemos uma abordagem para a solucdo generalizada do Buraco Negro
Regular de Bardeen imerso no cendrio de Quintesséncia em (3+1) dimensdes (MALUF et al.,
2022b). Identificamos que a inclusdo da Quintesséncia restaura a divergéncia para a solu¢ao em
r = 0 que havia sido conferida por uma Eletrodindmica Nao Linear como fonte.

Por sua vez, encontramos relacdes que permitem identificar, em (2+1) dimensdes,
o mapeamento entre densidades referentes a fluidos perfeitos e Eletrodindmicas Nao Linea-
res. Nesse sentido, analisamos a densidade definida recentemente em Estrada e Tello-Ortiz
(ESTRADA; TELLO-ORTIZ, 2021), bem como a generalizacdo que propomos € a fornecida
por Hendi, Hajkhalili e Mahmoudi (HENDI et al., 2022). Nos trés casos, a associacdo da
regularidade garantida pela densidade com a fonte de uma Eletrodinamica Nao Linear nao
apresenta consisténcia, visto que o limite cldssico do eletromagnetismo para os campos elétricos
encontrados ndo € recuperado. O que nos levou a seguinte andlise geral: ao impormos o limite
classico para a eletrodinamica nao linear obtemos uma massa divergente e, portanto, 0 mapea-
mento entre densidades de fluidos perfeitos e eletrodindmicas ndo lineares - que satisfacam as
condigdes estabelecidas por Estrada e Tello-Ortiz (ESTRADA; TELLO-ORTIZ, 2021), incluindo
a condi¢do de quasi-localidade da massa-energia - e restaure o Eletromagnetismo Cldssico no
infinito, ndo é coerente para (2+1) dimensoes.

Ao investigarmos as condicoes de energia da densidade de massa generalizada de
Estrada e Tello-Ortiz, que nos levou a encontrar novas solu¢des de Buracos Negros Regulares,
constatamos que as condi¢des padrao (Fraca, Nula, Forte e Dominante) sao satisfeitas sob certas
circunstancias. Por fim, quanto a analise termodinamica encontramos que existird um raio critico
no qual o processo de evaporagdo cessard, restando uma massa remanescente. Dado que a
regularidade das solugdes exige uma modificacdo na termodinamica, propomos uma corre¢do da
energia interna, incluindo um potencial dX na primeira lei. Encontramos uma energia interna
equivalente a de BTZ, a menos de um fator constante, para todas solu¢des regulares. Associamos
essa energia interna a variacdo de trabalho feita pela pressdo termodindmica relacionada a
constante cosmoldgica. Dado que a capacidade térmica € positiva em r, > r., temos uma
estabilidade termodinamica local. Grande parte desses resultados estd contida nos artigos
(MALUF et al., 2022b; MALUF et al., 2022a).

Como perspectiva futura, pretendemos investigar solu¢des regulares em teorias
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modificadas ou alternativas a Relatividade Geral, visando analisar como diferentes agentes, tais

como: Tor¢ao, Nao-Metricidade, dentre outros, a influenciam.
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APENDICE A - ALGUNS FUNDAMENTOS DA RELATIVIDADE GERAL

A seguir, pincelaremos algumas no¢des fundamentais em Relatividade Geral. Para
um maior aprofundamento recomendamos (DIRAC, 1996; CARROLL, 2019; D’INVERNO,
1992). De modo grosseiro, uma variedade .#" é um conjunto de pontos (espago) que localmente
podem ser mapeados no R”. Em outras palavras, para cada ponto p do espaco existird uma
funcéo f(p) que definird uma correspondéncia entre um ponto p do subconjunto aberto U
contido na variedade .#" com um ponto x(p) contido no subconjunto B do R”, como mostra a

figura abaixo:

Figura 5 — Mapeamento entre p e x(p).

'X(p)

Fonte: Elaborado pela autora.

O conjunto dos dois elementos (U, f) definem uma carta (chart) ou sistemas de
coordenadas. Quando o conjunto de cartas que cobrem toda a variedade possuem interse¢ao nao
vaziae fio f J-_l ¢ continuo e diferencidvel (Figura 6), temos uma variedade diferencidvel.

Interpretando os vetores como operadores diferenciais que atuam sobre fungdes:

d
=yH__
vl (A1)

temos que a derivada da fun¢do f na direc@o do vetor v é definida por:
v [fl=vauf. (A.2)

O conjunto e, = dylp (aplicado em p) define uma base no espago tangente (o espago tangente
de um ponto € o conjunto com todos os vetores tangentes as curvas que passam por ele). Por sua

vez, podemos adicionar novas estruturas a variedade, como:
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Figura 6 — Intersecdo de Mapeamentos.

Fonte: Elaborado pela autora.

— Campos Vetoriais: Um vetor continuo e diferenciavel em cada ponto de .Z" em que as
componentes sao func¢des suaves de .Z" — R".
— Deslocamentos Infinitesimais: Dado um ponto x* e um vetor X, deslocamentos infinitesi-

mais de x* na dire¢do de X serdo dados por:
o} = x* 4 exH. (A.3)

A transformagao nos pontos induz uma mudanga nos espagos tangentes em questdo, 7,.Z e

Ts, A . Quando realizamos essa transformacdo sobre um vetor Y (x), temos a derivada de Lie:

arP oxP
_ o o
Que, portanto, € independente da escolha de coordenadas. Vale destacar algumas de suas
propriedades:
gx(Y +Z) = XY+ %7, (A.5)
-=?(X+Y)Z =57+ 47, (A.6)
Lx(fY) = (Zxf)Y + f LY. (A.7)

Apesar de ser uma nog¢ao natural de derivada direcional para fungdes, a derivada

de Lie ndo é uma derivada direcional adequada para vetores e tensores, como podemos ver por
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(A.4). Nesse sentido, incluiremos uma nova estrutura, a conexao afim, I', que nos permitirad

definir uma nova derivada, a derivada covariante, V, com as seguintes propriedades:

VxY =Zte, = Z; (A.8)
Vx(Y+Z)=VxY+VxZ; (A.9)
VixirZ=xZ+VyZ; (A.10)
Vx(fY) = (Vxf)Y + fVxY. (A.11)
Vi)Y = fVxY. (A.12)

A imposi¢do da ultima condi¢do garante que vetores proporcionais terdo a derivada apontando

na mesma direcao. Essa imposicdo implica que:
Ve,ea =Ty . (A.13)

Fﬁa sdo os coeficientes de conexao, a priori totalmente arbitririos, que especificam como muda
0 vetor eq quando € transportado ao longo da dire¢do ey,. Assim, a derivada covariante de um

tensor de posto (1,0) é dada por:
VY =0y Y* +T5,r*. (A.14)

E interessante notar que, dada sua lei de transformagao perante uma mudanca de coordenadas, I"
ndo € um tensor (definiremos esse termo com maiores detalhes posteriormente):

o ox* dy* 9yP o ox* 9%y°

NPT PO R e e (A15)

Mas, podemos construir tensores a partir de combinacdes dele. No caso, os Tensores de Riemann

(ou curvatura) e Torcao, respectivamente:

P A
RE,p = OuThg —WThg +Th,Th, —Th, 0, (A.16)
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T =Tk, T}, (A.17)

Por sua vez, o espago cotangente é o espago dual ao espago tangente cujos vetores de base
sdo O = dx* (base de coordenadas). A relagdo entre os vetores de base do espago tangente e

cotangente € dada por:

(O, ey) = 85 (A.18)
De modo geral,

(@,v) = oy’ (6% ey) = @y vH. (A.19)

Assim, podemos definir a no¢@o de tensor. De modo grosseiro, um tensor de posto (m,n) € um
ente matematico que toma m elementos do espaco tangente e n elementos do espaco cotangente

e transforma em um ndmero real:
T — Tﬂl“'umvl.“vneul...e‘umevl...evn. (A.ZO)

Nesse sentido, a métrica, um tensor de posto (0,2), € um tensor simétrico e ndo-degenerado que
permite definir o conceito de distincia entre pontos, angulos, dreas e volumes, localmente dentro

da variedade:
gp(u,v) =gp(vyu) = guyutv¥ e R. (A.21)

Assim, a métrica define um produto interno entre os elementos do espaco tangente € um isomor-

fismo entre espaco tangente e cotangente. Por sua vez, a derivada covariante da métrica se torna:

Vaguv = dasuv —Tausav — Tavur- (A22)

Historicamente, a Relatividade Geral foi construida com a conexdo simétrica (sem Tor¢do) e

com a condic¢ao que:
Vaguv - O. (A.23)

O que implica necessariamente:

g)La

Fﬁv =5 [Ougav +vEau — aguvl, (A.24)

conhecida como conexdo de Levi-Civita. Por outro lado, considerando o contexto da Relatividade
Geral (Tor¢ao e derivada covariante da métrica nulas) listaremos algumas identidades importantes,

COmo:



— Identidade de Jacobi:

HV,U7VV]7VP] + HVWVP]:V/J] + [[Vp,vu],vv] =0.

— Primeira identidade de Bianchi:
o o (o _
Ryyvp +Rypu TRy =0.
— Segunda identidade de Bianchi:
VPR,I;LJ,VK' + V,UR%/IPK + VvR’Z)IuK- = O.
Tendo em vista que o tensor de Ricci € dado por:
— pA
Raﬁ = Ralﬁ .
E o escalar de Ricci:
R = guvRuw

podemos contrair (A.27), de modo que:

A

que podemos escrever cComo.:

A
VoRL —VuR+V &P Rppux =0,
mas,

Ruvaﬁ = RocBuv»

Ruv = Rvu;

Ruvap = —Rvpap = —Ruvpa-

Assim, (A.31) se torna:

1
Vo (Rﬁ — 5gﬁR> =0.
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(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)
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Definindo:

1
Guv =Rpuv — Eg,uvR- (A.36)

Por (A.35), segue que:
V,Gy =0. (A.37)

E, portanto, o chamado Tensor de Einstein, G’é, € conservado. Uma vez que, o tensor energia-

momentum também deve ser conservado, podemos escrever:

Gpv = K*Tpy, (A.38)

2

em que k- € uma constante que pode ser definida através do limite newtoniano. (A.38) sdo as

denominadas equagdes de Einstein. Dado o elemento de linha:
ds* = guydxtdx”, (A.39)

podemos encontrar o comprimento de curvas através da relacao:

dx* dxV
Ly= [ds= ———dA; y=7v(R). A.40
Considerando curvas de comprimentos extremos € a seguinte transformacao:
H(A) =xH(A)+0xH(A), (A41)
obtemos que:
dxt dxV

Ly = X)————dA A.42

7 /7\/guv(x) dh dA ) ( )
implica:
dixt ghP dx® dxV
a2 T 5 [9uspyt948pa — Ipgay] 7 =0. (A43)

Escrevendo em termos de ng:
d?x* dx® dx"

I —— =0
az g an Y

conhecida como equacdo das geodésicas. Finalmente, por defini¢do, um vetor € transportado

(A.44)

paralelamente a uma curva Y(¢) quando a variacdo do vetor é proporcional a ele mesmo e,

portanto, sua direcdo permanece inalterada:

V= fv. (A.45)
Logo,

n i
Wy =g = Dy Wp_ gy (A46)
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ANEXO A - EXTENSOES DA RELATIVIDADE GERAL

Recentemente, a cooperacdo Cosmology and Astrophysics Network for Theoretical
Advances and Training Actions (CANTATA) catalogou que as modificacOes da Relatividade
Geral se distribuem ao longo de quatro objetivos:

— Incluir novos campos escalares, vetoriais ou tensoriais: Einstein-Aether, Modified New-
tonian Dynamics (MOND) Bimétrica, Bigravidade, Gravidade Massiva, Cherns-Simons,
Brans-Dicke, Quintesséncia, Gds de Chaplygin, Horndeski, Proca Generalizado, Horn-
deski, dentre outros;

— Considerar novos invariantes na agéo: teorias Lovelock, f(R), f(R,T), f(R,G), f(RyvR*Y),
F(R,RuyR™Y), F(OR), f(O71R), f(Ruy'REY), F(R,Ry1yeigR"Y%P), f(R,Ly), dentre
outros;

— Modificar a geometria: Geometria de Finsler, Nao-Comutatividade, Gravidade de Poincaré,
Einstein-Cartan, Teleparalela, Teleparalela Simétrica, Teleparalela de Horndeski, f(7,B),
f(T), Escalar de Nao-Metricidade, f(Q), dentre outros;

— Propor quantizagcdo: Gravidade Rainbow, Horava-Lifshitz, Loop Quantum Gravity, Princi-
pio de Incerteza Generalizado, dentre outros.

Maiores detalhes o leitor pode encontrar em (SARIDAKIS et al., 2021).



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de Símbolos
	Sumário
	Introdução
	RELATIVIDADE GERAL
	Solução de Schwarzschild
	Solução de Reissner-Nordström
	Solução de Kerr
	Solução de BTZ

	RELATIVIDADE GERAL NA AUSÊNCIA DE SINGULARIDADES
	Buraco Negro Regular de Bardeen
	Buracos Negros Regulares Gerados por Eletrodinâmicas Não Lineares
	Uma Nova Fonte: Quintessência

	NOVAS SOLUÇÕES DE BURACOS NEGROS REGULARES EM (2+1) DIMENSÕES
	Mapeamento dos Métodos
	Encontrando Novas Soluções Regulares
	Condições de Energia
	Condição de Energia Fraca
	Condição de Energia Nula
	Condição de Energia Forte
	Condição de Energia Dominante


	ANÁLISE TERMODINÂMICA
	Termodinâmica Clássica de Buracos Negros
	Descrição Via Tunelamento Quântico
	Termodinâmica das Novas Soluções Regulares

	Conclusões e Trabalhos Futuros
	REFERÊNCIAS
	Alguns Fundamentos da Relatividade Geral
	TRABALHOS PUBLICADOS
	Extensões da Relatividade Geral



