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ABSTRACT

The study of the formalism of symmetric teleparalelism equivalent to general relativity has
recently been studied by the community to solve the phenomenological problems that general
relativity presents, as inflation and dark energy. In particular, this work studies the degrees of
freedom of symmetric teleparalelism equivalent on the weak field approach. For this, a revision
of General Relativity is first made in order to learn how to identify the degrees of freedom of

theory and thus to guide the study of symmetric teleparalelism equivalent.

Keywords: symmetric teleparalelism equivalent; general relativity; gravity; degrees of freedom.



RESUMO

O estudo do formalismo de teleparalelismo simétrico equivalente a relatividade geral foi re-
centemente estudado pela comunidade para solucionar os problemas fenomenoldgicos que a
relatividade geral apresenta, como inflacdo e energia escura. Em particular neste trabalho se
estuda os graus de liberdade do teleparalelismo equivalente simétrico na aproximagdo de campo
fraco. Para isto, faz-se primeiro uma revisao da Relatividade Geral, a fim de aprender a identificar

os graus de liberdade da teoria e assim de guiar o estudo do teleparalelismo equivalente simétrico.

Palavras-chave: teleparalelismo simétrico equivalente; relatividade geral; gravidade; graus de

liberdade.
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1 INTRODUCAO

A compreensao do Universo que possuimos até hoje pode ser resumida em quatro
interacOes, chamadas fundamentais. O Modelo Padrdo descreve de forma quéntica trés interacdes
fundamentais: o eletromagnetismo, a interagcdo fraca e a interacao forte, através da troca de
particulas mediadoras da interacdo, conhecidas como bésons !, descricdo que tem verificagdes
experimentais em aceleradores de particulas [1, 2].

A quarta interagdo fundamental € a gravidade, uma interagdo com a descri¢cdo formal
mais antiga, mas para a qual a descri¢do mais precisa é uma teoria cldssica, a Relatividade
Geral (RG) de Einstein. Teoria que nos ultimos anos tem demonstrado grande interesse da
comunidade cientifica por suas verificacdes experimentais em detectores de ondas gravitacionais
[3, 4], verificacdes que t€m despertado interesse devido aos limites apresentados por RG em
suas descri¢des, gerando propostas de teorias que vao além da RG, tentando resolver problemas
fenomenoldgicos de gravidade.

A gravidade, embora seja uma interacdo fundamental da natureza experimentada
por todos os objetos fisicos no universo conhecido até o0 momento, tem uma descric¢io isolada,
pois embora se presuma a existéncia de sua particula fundamental mediadora da interagdo, o
graviton, até o momento nenhuma descri¢do quantica bem-sucedida foi obtida, pois a gravidade
¢ uma teoria nio renormalizdvel, o que implica que a teoria quantica da gravidade, em principio
€ inconsistente sob o formalismo da Teoria Quantica de Campos, sendo este um problema tedrico
apresentado por gravidade.

Uma forma de tentar resolver o problema de natureza fenomenoldgica da gravidade
¢ através das teorias Teleparalelas da Gravidade Modificada. Este tipo de teorias como pode ser
visto com mais detalhes em [5], uma vez que a RG foi consolidada, o inicio do teleparalelismo
ocorreu nha tentativa de unificar o campo gravitacional com o campo eletromagnético, onde os
trabalhos de Weily [6], o préprio Einstein [7], Kaluza [8], Klein [9] sdao reconhecidos através de
teorias onde o espaco-tempo € dotado apenas de tor¢do e livre de curvatura, tentativas que nao
encontraram uma descri¢do bem-sucedida. Na conclusdo deste periodo inicial em busca de uma
teoria unificadora, destacam-se também as tentativas de Cartan [10] onde o espaco-tempo era
dotado de tor¢do e curvatura.

Mais tarde houve outra época em que ao invés de procurar uma teoria unificadora,

uma descri¢do equivalente a RG foi alcangada gragas aos trabalhos de Moller, Pelegrini, Ple-

' Os bésons sio caracterizados por terem spin inteiro.
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banski, Hayashi, Nakano e Cho, reinterpretando o teleparalelismo como uma teoria de calibre
para o campo gravitacional, onde o grupo de simetria € o préprio grupo de translacdes, consoli-
dando os fundamentos da formulagdo Teleparalelismo da Relatividade Geral (TRG), que usa
conexodes de Weitzenbock com um espaco-tempo dotado apenas de tor¢ao [11] e permitindo
ter teorias da gravidade modificadas, na abordagem Teleparalelismo Equivalente a Relatividade
Geral (TERG), que propdem solucdes para os problemas fenomenoldgicos apresentados por
gravidade tais como: a constante cosmoldgica [12, 13], inflagdo [14, 15], matéria escura e energia
escura [16], entre outros.

Nos dltimos anos, outro tipo de teleparalelismo baseado na nao-metricidade, livre
de curvatura e livre de tor¢do, vem sendo estudado. Esta nova formulac@o apresentada por
Nester e Yo em [17] € conhecida como a formulacdo Teleparalelismo Simétrico Equivalente da
Relatividade Geral (TSRG) e € aquela estudada neste trabalho.

Neste ponto j& mencionamos os trés objetos geométricos que representam as pro-
priedades de qualquer deformagdo do espaco-tempo, objetos que sdo fisicamente representados
na Figura-1 por meio dos efeitos de fazer um transporte paralelo dos campos vetoriais em um

espaco-tempo dotado de curvatura, torcdo e ndo-metricidade respectivamente.

Figura 1 — Interpretacdo geométrica da curvatura, da tor¢ao e da ndo-metricidade.

N T";u/

} Qapv

Fonte: adaptado da [18] .

— Se tivermos um espago-tempo dotado apenas de curvatura, R% g,;,,, 0 que veremos € que ao
transportar um campo vetorial em paralelo, por exemplo passando por um loop, a mudanca,
a rotagdo presente no campo vetorial ao completar uma volta é determinada por R* Buv-

— Se tivermos um espago-tempo apenas dotado de tor¢do, T% g,;,, 0 que veremos € que
ao transportar dois campos vetoriais em paralelo entre si, eles ndo ficardo conectados e
precisamente 7% puv determina o déficit presente.

— Se tivermos um espago-tempo dotado apenas de ndo-metricidade, Qg v, 0 que veremos €
que ao transportar um campo vetorial em paralelo, a deformacgdo do espago se manifestara

na mudanga de comprimento do campo vetorial transportado, mudanga descrita em Qg -
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Esses objetos geométricos que serdo formalmente definidos no desenvolvimento

deste trabalho permitem a construcao de diferentes teorias como € resumido na Figura-2.

Figura 2 — Subclasses de geometrias métricas afim

Teleparalelismo

R“j_uu =0
GT GTS

R(‘.i;m =0 Rﬂ,'ﬂ,m =0

(J.f‘ul =) T'x}”‘, =
Minkowski

Riemann-Cartan RG Tor¢io nula
_ Qd w = 0
Q.’J’MU*O T/\[ —0 T')ml:O

g

Fonte: adaptado da [19] .

Em geometrias com R” g, = 0, 0s campos vetoriais ndo giram quando sdo trans-
portados em paralelo, alcangando um transporte paralelo absoluto a distancia, razao pela qual
este tipo de geometria € denominado Teleparalelo. Neste tipo de geometrias existem versoes
de gravidade: o Gravidade Teleparalela (GT) dotado apenas de tor¢do e Gravidade Teleparalela
Simétrica (GTS) dotado apenas de ndo-metricidade, que sdo teorias equivalentes a RG o que
garante que as descri¢des feitas com essas versdes da gravidade sdo consistentes.

O estudo recente de TSRG ainda tem problemas em aberto, como no limite de campo
fraco, que € a nossa meta.

A monografia de qualificacdo pretende-se mostrar formalmente como obter teorias
alternativas a RG de uma maneira consistente, além de estudar a linearizacao das equacgdes
gravitacionais e com este estudo as polarizacdes das ondas gravitacionais. A monografia também

traz uma série de apéndices que apresentam a maioria dos calculos realizados durante a obra.
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2 RELATIVIDADE GERAL

Este capitulo tem como objetivo apresentar os conceitos bdsicos de RG.
Antes de iniciar qualquer tratamento formal da gravidade, sdo definidas algumas
convengdes que serdao usadas ao longo do livro:
— A assinatura Minkowskiana (-,+,+,+) é adotada.
— Unidades geometrizadas sdo usadas, onde c=1 e G=1.

— E adotado o somatério de Einstein sobre os indices que se repetem
3
AgB* =) AqB”. 2.1)
a=0

— Sobre os indices usam-se parénteses da forma (indices) para indicar que os indices sdo
simétricos

1
UaVp) = E(uaub +upva). 2.2)

e parénteses da forma [indices] para indicar que os indices sdo anti-simétricos.

1
UjgVp) = E(“a”b — Upvy) (2.3)
— Os indices latinos do meio do alfabeto i jkl sdo reservados para denotar a parte espacial

dos tensores.

2.1 Principio de equivaléncia

Um conceito crucial presente em cada um dos avancos conceituais da gravidade € o
principio da equivaléncia. A comecar por Galileu, quem por meio desse principio percebeu que
a velocidade atingida pelos objetos em queda livre € independente de sua massa, em contradi¢cdo
com o pensamento aristotélico.

O préximo avango no entendimento da gravidade foi dado por Sir. Isaac Newton que
com uma compreensao mais profunda do principio de equivaléncia afirma que a massa inercial
m; € a massa gravitacional mg sdo equivalentes, tendo como consequéncia que dentro de um
campo gravitacional todos os objetos (massas) experimentam a mesma aceleracao, ideia que
culminou na primeira descricdo formal da gravidade em seu trabalho ”Philosophiae naturalis
principia mathematica” em 1687 [20], onde € apontado que a gravidade € uma for¢a que atua em

todo o Universo.
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Apesar do grande sucesso da descricio de Newton, Einstein observou que esta
descricdo era inconsistentes com sua teoria da Relatividade Especial [21]. Pois para Newton, o
tempo € absoluto e a gravidade € uma interagdo imediata. Além disso, a gravidade de Newton e
a teoria da Relatividade Especial consideram apenas observadores inerciais.

O préprio Einstein foi quem resolveu essas inconsisténcias usando o principio da
equivaléncia em 1915 no que ele chamou de "a ideia mais feliz da minha vida", onde com um
experimento de Gedanken, percebeu que um observador por meio de um experimento local
ndo conseguia distinguir entre estar em queda livre dentro de um elevador ou estar dentro do
mesmo elevador no espaco exterior livre de gravidade. Nem poderia distinguir entre estar ainda
em um elevador sob o efeito da gravidade da Terra, a, =9,8m / 5%, e estar no mesmo elevador
acelerado precisamente a 9,8m/s> no espaco sideral. Ideia que é formalmente exposto em
seu artigo "Die Grundlage der allgemeinen Relativitits theorie"[22] onde ele deu a conhecer
a RG. L4 é mostrado que a gravidade ndo deve ser vista como uma for¢a, mas sim como uma
geometria, ja que gravidade é uma deformacdo do espago-tempo causada pela quantidade de
matéria (energia)' que contém o espaco-tempo. E por isso que o espaco-tempo adjacente a uma
massa ndo € mais plano e, portanto, os objetos nao se movem naturalmente em linhas retas,
causando o que normalmente chamamos de for¢a da gravidade, que ndo existe como tal.

Einstein elucidando a equivaléncia entre estar em um campo gravitacional, espaco-
tempo com curvatura’, e um sistema de referéncia acelerado. Onde a localidade do principio
de equivaléncia € um conceito transcendente por causa da nao homogeneidade de um campo
gravitacional.

Assim, o principio da equivaléncia indica que as leis tém que ser de tal maneira que
nas coordenadas inerciais localmente recuperem a forma de relatividade especial. Portanto, em
cada ponto p com as coordenadas x* de uma variedade diferengédvel, que descreve o espago-
tempo, existe um sistema de coordenadas local que desempenha um papel fundamental para a
relatividade geral, coordenadas localmente inerciais. Ou seja, as coordenadas sdo caracterizadas
pelo fato de que no ponto p, a métrica assume a forma de uma métrica plana e as primeiras
derivadas desaparecem.

Portanto, qualquer transformacdo deve ser considerada localmente no espago-tempo

1
2

Descrita pelo tensor energia-momento.
Curvatura que torna necessario o uso da geometria diferencial e que deixa o uso da geometria euclidiana para o
caso particular de espago-tempo absolutamente plano, sistemas de referenciais néo acelerados.
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curvo, Como

= (x) =M+ e (x). (2.4)

Por outro lado, uma vez que a gravidade se manifesta como um fato geométrico do
espago-tempo, o elemento fundamental na constru¢do da gravidade € a métrica, gy, governada
pela quantidade de energia no espago-tempo, onde a métrica de Minkowski, 7y, € 0 caso

particular quando h4 uma auséncia de energia no espaco-tempo>.

2.2 Simetria de difeomorfismo - Covariancia

Como se viu na sec¢do anterior, a fisica descrita deve ser a mesma para observadores

que baseiem as suas observagdes em diferentes sistemas de referéncia,
aH — M =M 4 SxH, (2.5)

formalmente € dito que as equagdes que descrevem a fisica devem ser invariantes sob difeo-
morfismos. Assim, as leis da fisica devem ser expressas de forma covariante, usando derivadas
covariantes em vez de derivadas parciais, uma vez que ndo existe um referencial absoluto. Além
a deformacao do espaco-tempo € a razao pela qual a derivada parcial de um campo vetorial
perde sentido, uma vez que a derivada compara o valor do campo vetorial V#(p), em um ponto
p com as coordenadas x*, com o valor do campo vetorial V#(g), em ¢ que ¢ infinitesimalmente
préximo de p, com as coordenadas x* + dx*, objetos que se encontram cada um em um espago
tangente.

Entdo o que precisamos € de um vetor que tenha todas as informagdes de V*(p),
mas esteja no espago tangente de ¢, ou seja, V# (¢) que é o vetor transportado em paralelo mais

um termo de correcdo, explicitamente dado por
Vi (q) = V¥ (p) — T, 8x4V*(p), (2.6)

onde Fl\fﬂt ¢ a conexao afim. Com a Equacdo (2.6) a comparagao entre os campos vetoriais é

realizada de forma consistente, uma vez que os objetos vivem no mesmo espago vetorial, ou seja,

(2.7)

3 Espago-tempo plano, vécuo.
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que resulta em um novo operador diferencial, a derivada covariante, definida como segue

Vale ressaltar que as regras de transformacdo sdo uma fun¢do de cada ponto da
variedade que, devido a localidade que foi discutida na Sec¢do-2.1, nos permite encontrar uma
transformacdo na qual a conexdo é anulada localmente, um espago-tempo plano?, sempre tendo
em mente que apenas pequenas e finitas regioes do espaco-tempo sdo consideradas.

Como pode ser visto na Figura-1 uma boa maneira de saber a deformacdo do espago-
tempo € transportando campos vetoriais em paralelo. Podemos definir precisamente o tensor de
curvatura como em [23], construindo o circuito infinitesimal da Figura-3 e transladando o campo
vetorial VP de a para b passando por ¢, avangamos sobre dx* e depois sobre dx"; em seguida se
faz a diferenca com transladar o campo vetorial VBdeaab passando por d, avangando em dx"
e depois sobre dx*, isto é, dx*dx¥ — dx¥dx".

Figura 3 — A versao infinitesimal de fazer um transporte paralelo de um campo vetorial ao longo
de um circuito em um espago curvo

b
c/
dx”
d

Fonte: adaptado da [23] .

Onde o tensor de curvatura RP pve € 0 comutador de duas derivadas covariantes

aplicadas ao campo vetorial como explicitamente mostrado no Apéndice-A.3, que retorna

RP V% = [V, Vy VP

(2.9)
=R oV —TP VP,
com
TP o =TP oy —TP 1 (2.10)
€
RP oy = 0aTP 4y — TP o+ TP (oI = TP T g, (2.11)

4 Espago-tempo de Minkowski.
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sendo TP uv O tensor de torgdo e Iéuva B o tensor de Riemann. Para denotar a liberdade de tor¢ao
serd usado a partir de agora um anel, °, nos objetos geométricos.

Com o tensor de Riemann, definimos o tensor de Ricci e o escalar de Ricci respetiva-
mente como:

Ruv = R% yav, (2.12)

R=g""Ryy. (2.13)

2.3 Equacao de Einstein

RG é uma teoria com curvatura, livre de torcao, 7B =0, e compativel com a
uv

métrica Vg gy = 0. A curvatura precisamente dita € determinada pela conexdo Levi-Civita

o 1
Fl uv = Eglo<a”gvc +avg6u — ao'guv), (2.14)

onde ¢ visto que esta conexao ¢ completamente determinada pela métrica e, consequentemente o
tensor de Riemann, o tensor e o escalar de Ricci também. Elementos com os quais as equacdes

de campo de Einstein s@o escritas
o 1 o

e estabelecem a conexdo entre matéria (energia) e geometria, com ©®, o tensor de energia-
momento, G, a constante universal da gravitacdo e Gy, o tensor de Einstein. A escrita tensorial
das equagdes garante que sejam covariantes. As equacdes de campo de Einstein® descrevem
0 campo gravitacional sendo ele mesmo a métrica do espago-tempo, descrevendo as equacdes
assim a dinamica do espaco-tempo. Equagdes que podem ser obtidas aplicando o principio

variacional em relacdo a métrica sobre a acdo de Hilbert-Einstein,

1 .
SHE = m/d‘lx\/_—g (R+%n), (2.16)

onde .%,, é o lagrangiano de matéria do Apéndice-A.6 e k> = 327G é uma constante escrita em

termos de G.

Veja o Apéndice-A.2.

®  As equacdes de Einstein sdo ndo lineares.



19
2.3.1 Equagdo linearizada

Considerando a aproximagdo de campo fraco, € possivel decompor a métrica g, v
na métrica plana de Minkowski 7, mais uma pequena perturbagao do espago-tempo /1, que

descreve flutuacdes geométricas, isto é:
guv = Nuv +Khyy,  |huy| < 1. (2.17)

Inserindo esta expressao nos termos covariantes esquematicamente como mostrado em detalhes
no Apéndice-A.7, desprezando todos os termos de ordem h? e mais elevados, obtém-se a

aproximagdo linear, determinando nesta aproximac¢do a evolucdo dinamica dos desvios da

geometria de Minkowski. Entdo, o tensor de Ricci em primeira ordem em £, I%Lla, ¢ dado por

) 1 1 1
R = 5 (Dhuv —d, ((a h)y— zauh) — 9, ((a h)y — Eam)) , (2.18)

onde it = n*Vhyy, (9 -h)e = 0*hy 5 e 0 =n*Vd,dy. E o escalar de Ricci de primeira ordem
em A, Ii’(l), é
R =« (Oh+ duoyh*) . (2.19)

Por outro lado, é conveniente aplicar a contragio gV a equacédo de campo de Einstein
(2.15), de modo que
o 1 o
g"VRyy — Eg“VguvR =81Gg"" Oy, (2.20)

dando
R =8nGg"' ek, (2.21)
que ao substituir na Equacgdo (2.15), d4 a equacao alternada do campo de Einstein
Ryy = —87G(®, — %gﬂve)A 2)- (2.22)
Para obter a forma linear da Equacgdo (2.22), basta substituir (2.17), tendo
ey — 9y ((a Ry %aﬂh) Y ((a h)y— %&,h) — 167G(®y — %gW@’L ). (2.23)

Agora na auséncia de fontes de gravidade, ®,y = 0, temos que a equagio linearizada

de Einstein no vacuo é

gy — 0 ((a R — %aﬂh> o, ((a )y — %(%h) o, 2.24)
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Para obter uma solu¢do tnica da Equagado (2.24), deve-se escolher um calibre, visto
que a teoria sendo escrita em notacdo covariante, nio existe um sistema de referéncia explicito’,

x*. Em geral temos que qualquer transformacao infinitesimal da forma
= X =M 4 et (x), (2.25)

nao afeta a condi¢do de campo fraco. Portanto, sem perda de generalidade podemos escrever a

métrica em um novo sistema de coordenadas como g;w =N+ Kh;lv de maneira que

WMV = hHY — 9get noY — dpe’ nPH (2.26)

h;l\/ - h'uv - avg'u - augv, (227)

onde os termos de ordem superior em h e € foram negligenciados, uma vez que estamos
trabalhando na aproximacdo linear.

A liberdade de calibre que temos € andloga aquela presente na descricao covariante
do campo eletromagnético onde com os campos (¢,A) hd um nimero infinito de maneiras
de expressar os campos (E, B). No entanto, dentro do nimero infinito de representagdes
covariantes, é conveniente escolher um subconjunto de todos os campos (¢, A) que atendem
a alguma condig¢do, o que € conhecido como fixagdo de calibre. Quando o calibre € fixado, o
calibre de difeomorfismo é quebrado e nao ha mais difeomorfismo porque se trabalha em um
sistema de coordenadas fixas.

A fim de resolver a Equagdo (2.24), a condi¢do imposta para definir o calibre é
g1 4y =0, (2.28)

conhecido como calibre harmonico. Esta escolha é a mais conveniente, pois elimina os termos

na Equacio (2.24) conforme mostrado no Apéndice-A.8, a primeira ordem temos que
o 1
gI'WFG uv — (a . h)o‘ - Each — 0 (2.29)
Substituindo a Equacdo (2.27) na Equacao (2.29) temos que

1 1
(8 . h/)o' - Eagh/ - (a . h)g - an'h - |:|£‘u, (230)

7 Se tem liberdade de calibre, também conhecido como liberdade de Gauge, um ntiimero infinito de maneiras de

descrever a realidade.
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onde a condicao do calibre € satisfeita se
1
de modo que a Equacdo (2.24) no calibre harmonico € reduzido para
Uhyy = 0. (2.32)

A solugdo de (2.32) € obtida via funcdes de Green, produzindo uma solucao geral

exponencial complexa da forma
h‘uv - g{[A”v exp(ikaxa)], (2.33)

onde R € a parte real da expressdo entre parénteses, A,y € a amplitude da onda plana e k% é
o vetor da onda. Solu¢do com forma tipica de uma onda plana para hyy, elucidando o caréter
ondulatério da dindmica das flutuagdes do espago-tempo e predizendo assim a existéncia de
ondas gravitacionais ja detetadas pela colaboracdao LIGO [3].

A solucdo da Equacdo (2.33) deve satisfazer duas equagdes:

— A Equagio (2.32) que implica kg k* = 0, ou seja, k% é um vetor nulo e as perturbagoes do
espaco-tempo codificadas em 4 no vicuo se propagam a velocidade da luz. A propagacio
da perturbagdo a velocidade da luz pode ser visto de forma mais clara ao recordador que
estamos trabalhando em unidades naturais, ¢ = 1, de modo que podemos incorporar ¢ na
equacgdo de onda usando

n%® = ! (2.34)

2’

Entdo, escrevendo o operador d’ Alembert em forma explicita, temos que
Dh”v - n'uv&”avhuv
= (2 + V) Iy (2.35)
=0,

onde vemos uma equagao de onda que se propaga a velocidade da luz.
— A condicdo de calibre, Equacdo (2.28), que como mostrado em detalhe no Apéndice-A.9

impde a condigdo de calibre de traco nula, denotada por (7.7.)3, condigdo que envolve

Auak® =0, (2.36)

8 Pela sua sigla em inglés Transverse Traceless Gauge.
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ou seja, Ay q ortogonal a k%, de modo que a amplitude da onda é perpendicular a direcdo

de propagacao, sendo as ondas gravitacionais ondas transversais.

2.4 Graus de liberdade

Para simplificar a contagem dos graus de liberdade, podemos orientar as nossas

3

coordenadas de tal forma que a onda viaje na direcdo +z = x” com a frente de onda no plano xy,

como em [24], ou seja, com
K=0=k>; K=("=k>0. (2.37)

Tendo os graus de liberdade limitados pela orientagdo escolhida, se tém que Ayp =0
€ Agz = 0 para tudo « devido a (2.36). Além disso, como hyy € simétrica implica que Ayy
também € simétrica, entdo Agy = 0 € A3¢ = 0. Assim o nimero de componentes independentes

de Ayy € reduzido a trés,

00 0 0
0 Ay Ap 0

Ay = oo (2.38)
0 Ay Axn O
00 0 0

No Apéndice-A.9, se mostra que Ay k* = 0 implica ter trago nulo de &, de modo que hgy = 0,
h3z =0 e hy; = —hy>. Entdo a onda plana é completamente caracterizada com apenas dois
elementos, que por convenc¢do sdao denotados por hy; = —hyy = hy e hyp = hy; = hy, de modo

que a solugdo com traco nulo /2], pode ser escrita como

00 0 0
0 hy he O

Wl = L. (2.39)
00 0 0

Isto permite escrever qualquer solug¢do de onda livre hﬁg como uma combinacao linear de seus

dois componentes, introduzindo dois tensores de polarizagdo respetivos,

WL = ety + el . (2.40)
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Assim no caso particular de uma onda que se propaga na direcao z temos que

00 0 0 0000
01 0 0 0010

el = e = , (2.41)
00 —1 0 0100
00 0 0 0000

tensores que mostram os dois modos independentes de polarizacio linear® da onda gravitacional.

Para obter os efeitos da onda, os dois estados de polarizagdo circular sdo estudados
separadamente. Se considerarmos o caso em que &, = 0 e hy # 0 a onda polarizada oscilara
entre uma elipse com eixo maior em x € uma elipse com eixo maior em y, oscilacdes que tomam
a forma de +, como se vé€ na Figura-4 e sdo conhecidas como polarizacdo "mais". Agora se
considerarmos i = 0 e hy # 0 a onda polarizada oscilara entre uma elipse com eixo maior a
45° do eixo x e uma elipse com eixo maior a 45° do eixo y, oscilacdes que tomam a forma de X,

como se vé€ na Figura-5 e sdo conhecidas como polarizacio "cruz".

Figura 4 — Efeito de uma onda gravitacional polarizada em forma +

SHOOOHO

Fonte: adaptado da [25] .

2.4.1 Caracteristicas da solucdo da onda plana

Da forma como transforma uma quantidade € possivel determinar caracteristicas da

interacao em estudo. Por exemplo, uma quantidade que transforme como
x —x =exp™y, (2.42)

onde o angulo 6 representa a transformacao de rotacdes sobre o eixo de propagacao, diz-se que
essa quantidade y tem helicidade h. A helicidade é uma caracteristica de particulas sem massa e

€ definida como a projecao do spin, s, na direcdo de propagacao.

P Triee/} = e e/ MV =26V, j =+, x.
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Figura 5 — Efeito de uma onda gravitacional polarizada em forma x

OANOFFZAORNI0O

Fonte: adaptado da [25] .

y

Para determinar a helicidade das ondas gravitacionais, é conveniente usar uma
combinacdo particular dos estados de polarizacdo linear, as respetivas polarizagdes circulares a

direita, eX, e esquerda, el dadas respetivamente por
R 1 + - X L 1 + - X
€y = 5 e,y tie,y ), ey = 3 e,y — i,y ), (2.43)

sobre as quais se aplica uma rotacao sobre o eixo z da forma,

1 0 0 0
0 cos® —sinfB O
U L‘t/ = , (2.44)
0 sin@ <cosO O
0O 0 0 1
que deixa invariante k, U L‘L/ ky = ky, e transforma eﬁ’\f como
"RL R,L
e Uﬁ‘Uﬁea’B. (2.45)

Agora, usando o fato de que U(1) é isomorfo a SO(2)

. cos¢ —sin
exp'® — ¢ ¢ , (2.46)
sing cos¢

¢ facil ver que (2.45) pode ser reescrito como

!/ .
eulf,’L = expTi® eﬁ’\{‘. (2.47)

Logo, as ondas gravitacionais sdo caracterizadas por dois estados de polarizacao circular com
helicidade £2.
Por outro lado, em geral para o spin, s, tem-se que s = 360°/6 onde 6 é o dngulo

baixo o qual os modos de polarizacdo sdo invariantes. Assim das Figura-4 e Figura-5 pode
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ser visto que as ondas gravitacionais sao invariantes baixo rota¢des de 180°. Assim o gravitdo,
particula hipotética que descreveria a gravidade no formalismo de Teoria Quantica de Campos,
deve ser uma particula de spin-2, um boson tensorial, e com massa zero !°. O fato de que a
gravidade é mediada por uma particula de spin-2 esta intimamente relacionada com o fato da
descri¢cdo matemadtica em termino de objetos geométricos tensoriais que descrevem o campo

gravitacional.

2.5 Graus de liberdade através das transformacoes de Lorentz

As transformacgdes sob as quais transformam as quantidades deixando invariante
uma teoria, sdo conhecidas como as simetrias da teoria e além de dar informacao das interacdes
em estudo como em 2.4.1, permite encontrar relacdes uteis para escrever a teoria em uma forma
simples e elegante, bem como também permite criar grupos invariantes para qualquer observador
como na (3.66).

A RG tem simetria de Lorentz, de modo que a seguir se estuda como transformam

as quantidades de interesse sob transformacdes de Lorentz.
2.5.1 Transformagdo de Lorentz da métrica perturbada g,y = Nyy + Khyy

Sob transformagdes de Lorentz, x'* = A* ,x" , a métrica perturbada, g,y = Ny +
Khyy, transforma da seguinte forma: a métrica plana 7y, € invariante, enquanto a perturbagdo

do espago-tempo A,y transforma como
g =A% uAP iy, (2.48)

Entdo sob o grupo de Lorentz Ay, um tensor 4 x 4, que ao ser simétrico tem 10 componentes
independentes, pode ser decomposto, tendo em conta a representacao irredutivel do Apéndice-

A.10, da seguinte forma. Sob rota¢des temos a parte espacial livre de trago s;;,

1 I — 1
Sij = —(hij——6 hkl5ij)7 \P:——S’/hij, (2.49)
2 3 6
sob boots temos a parte vetorial w; e da tracdo que € um invariante de Lorentz temos a parte
escalar hy,, esta decomposigao € tal que sob transformag6es de Lorentz ndo se misturam e 0s

elementos permanecem simétricos ou anti-simétricos ap0s a transformacgdo. Assim a métrica

10" Move-se a velocidade da luz.
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huv = hoo, hio, hij pode ser reescrita em suas partes escalares, vetoriais e tensoriais como
ho() =2 N h,'() = ho,— =W, h,‘j = 2S,’j — 2‘1’5,'1' s (2.50)

onde € introduzido um (—2) por convengao, a parte escalar é tomada em dois escalares.
Assim, os simbolos de Christoffel a primeira ordem em /4, dado pela expressao

(A.47) em termos das (¥, @, w;, s;;) som

[0 = @
f%)O = 8,-(1) + 80w,~
o 1 (2.51)
Ljo = djwiy + 5 dohj
O 1
[ = —awy + 5 i
o 1
Fljk - (9(]hk)l - Ealhjk
Usando (2.51) se obtém os seguentes tensores de Ricci respetivamente
Roo = V2® + dpdpw* +303%
1 1
R()j = EVzwj + Eajakwk —+ 280(91'\{’ + 808ksj k (252)

Rij = dodiwjy + ¥ 6;; — Osij +20,9;s jy,
onde foi usado V? = §% ;0 ;. Agora com (2.52) se obtém os correspondentes escalares de Ricci
para assim obter as equacodes de Einstein da (2.15) na aproximacdo linear e na representacao
irredutivel como

Goo = 2V2lP+ 8k81skl =81GOy

1 1
GOj — —Evzwj + Eajakwk + 2808J‘P+ aoaksj k— 87‘[G®0j

Gij= (5ijV2 — o'?,-aj) (®—-Y¥)+ Sijaoakwk — a()a(in) + 25,']'802T —Usij + Zaka(isl;-) — 5,~j8k8,sk’

= 87L'G®,‘j.
(2.53)

Agora ao impor o calibre harmonico (2.28), envolve dis'/ =0 e dw' = 0, e na auséncia de fontes

de gravidade ®, = 0 temos que

V2 =0,
V2P =0,

(2.54)
V2w; =0,

DS,'J' =0.
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onde se identifica que o tnico grau de liberdade dindmica € o elemento s;; que ndo € outra coisa

que A}y, de modo que
0O 0 00
0 2s;; 0
W = . ! NE (2.55)
0O 0 00

Assim a forma (2.50) permite identificar as restricdes que tem imposta a teoria, sendo 1sso uma

vantagem sobre o estudo direto dos graus de liberdade que foi realizado em 2.4.

2.5.2 Transformagdo de Lorentz do tensor de Riemann

Outra forma de estudar os graus de liberdade da teoria € através do estudo direto do
tensor de Riemann e suas propriedades. No entanto, devido a grande quantidade de termos que
contém o tensor de Riemann, é necessario escolher uma decomposic¢ao deste que nos facilite
o estudo, costuma-se escolher a decomposicdo a nos termos do escalar e tensor de Ricci e os

tensores de Weyl'!

. Além, para a contagem dos graus de liberdade como mostrado em 2.4,
€ conveniente escolher o endereco de propagacdo em z, o que reduz os termos do tensor de

Riemann como mostra [26] para

1
lPZ(”) = _ng0207
1 1.
s (I/t) = _E X020 1 ElRyOZ()a (2.56)

Wa(u) = —Ry0x0 + Ryoy0 + 2iR 050,
Doy (u) = —Rx0x0 — Ryoy0-

onde percebe-se que W4 (u) e P;(u) sdo modos totalmente transversais, ¥ (#) é modo totalmente
longitudinal e W3(«) é um modo misto, longitudinal e transversal.
Agora na auséncia de fontes de gravidade ®,, = 0 que envolve R,y = 0 e ao usar a

identidade de contragdo do tensor de Riemann Ry py = 0 temos que
Yo =¥3=Pyn =0 (2.57)

onde o tnico termo que sobrevive é ¥4 # 0, 0 modo totalmente transversal que se esperava obter

para que assim coincida com o j4 encontrado em 2.4.

' Aqui s6 enunciamos essa decomposicio ji que se mostra com mais detalhe em A.3.1
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O estudo direto do tensor de Riemann d4 uma forma mais geral que 2.5.1 de estudar
os graus de liberdade, obtendo a maior informa¢do mas se paga o preco de ser um estudo

extenso.
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3 REVISAO DO TELEPARALELISMO SIMETRICO

Este capitulo baseado principalmente nos artigos [17, 27, 28, 18], pretende fazer
uma revisdo do Teleparalelismo Simétrico. Uma teoria alternativa a RG, que deve seu nome ao
fato de ser uma teoria sem curvatura, teleparalela; e sem de tor¢do, simétrica nos dois dltimos

indices da conexdo, I'* ;, =T% .

3.1 Decomposicao da Conexao

Do capitulo anterior pode-se ver que a RG estd completamente codificada na conexado
afim. No entanto, este € um caso particular onde se tem a conexdo de Levi-Civita, a qual impde
as condi¢des de liberdade de tor¢ao e compatibilidade com a métrica, tomando em conta apenas
a curvatura como elemento geométrico para descrever o espago-tempo.

Em geral a conexdo afim e a métrica estdo relacionadas pelo tensor de ndo-metricidade

definido por

Ouvp = Vugvp = dugvp —Tivers —Thpsvas (3.1)

em que da combinacdo das derivadas covariantes da métrica, nomeadamente de V,gvq +
Vagvuy — Vv&ua, determina-se a conexdo mais geral sem impor condigdes, como indicado
no Apéndice-B.1, entregando

Ty = ffjv + I%gv +LE, (3.2)

onde a contor¢ao, Io(;}‘,, € dada em termos do tensor de tor¢ao

o 1
K& = —o%B(T T T
uv =58 (Tupv +Tvpu+ Tpuv) 3.3)

_ o
__Kvw

A

1v- € dada em termos do tensor de ndo-metricidade

e a disformacao, L

1
Ly, = §gaﬁ<Qﬁuv — Qupv — Qvpp)

(3.4)
=Ly,
Elementos com os quais se pode definir o tensor de distor¢do Q% ;,, como
Q(X uv — fa uv — f‘a uv — Io{;lxv +Lgv (3.5)

dando conta da deformacao do espago-tempo Riemanniano.
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Até aqui j4 podemos notar que a conexado afim codifica completamente a deformagao

do espaco-tempo, ao ser os tensores de torcao, ndo-metricidade e curvatura os elementos que

descrevem a deformacdo de uma variedade.

3.2 Tensor de Riemann em termos do tensor distorcao

A conexdo mais geral dada pela equacdo (3.2) pode ser reescrita como I'* ;;,, =

[ uv + Q% 4y, com o qual o tensor de Riemann em termos de I'* ;;,, sem perda de generalidade

é
R (3.6)

RP poy = RP pav + %agﬁ uv = %vgﬁ po +0F yaQY uv — QF W.Qy Lo
em que, ao tomar o tensor de Riemann modificado nulo, R® uvp = 0, determina-se o tensor de

Riemann em termos do tensor de distor¢ao,
(3.7)

I%B uov — Qﬁ '}/vQ’}/ uo — Qﬁ /}/aQy uv +%VQﬁ uo — %agﬁ uv-
Contraindo os indices como na equacao (2.12) se pode encontrar o tensores de Ricci em termos

do tensor de deformagdo como
(3.8)

5 50 o o v o v o
R,uv =R uov = Q WQY uo — Q yaQy uv + VVQ uo — Voc-Q Ineg
onde ao impor condigdes sobre Q% ;) encontram-se dois casos particularmente importantes

mostrados abaixo.

3.2.1 Conexdo livre de curvatura e compativel com a métrica

O primeiro caso € atingido ao impor que a conexdo seja compativel com a métrica,

Qaquv = 0, conseguindo encontrar

I%'uv(T) - [o(a f)/v[%y na _Io(a yal‘){’y uv +6v[o<a uo — %af’{a uv- (39)
Agora usando (2.13) determina-se o escalar de Ricci compativel com a métrica,
é(T) :I%a WI%W o _Io{a f}/alo(yv v +%VI°(OCV o _%OCKO&V v
(3.10)
- le WKW o _2V“'TG ou>
onde as seguintes identidades foram usadas
(3.11)
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kv :g“agﬁvg K. 2P
Y paTup (3.12)
= 2g,uocTo oo

Sem entrar em detalhes, ao usar o escalar particular de tor¢ao T, também conhecido
como invariante de Weitzenbock! e definido em [28]; e negligenciando os termos borda. Temos

R~ —T, conseguindo assim a formula¢io TERG,

|
SrERG = —W/d“x\/_—gT. (3.13)

Onde TERG esta codificada na conexdo de Weitzenbock, que restringe a um espago-tempo
apenas dotado por tor¢do como pode ser visto em [5] e [11]. Embora a teoria TERG a primeira
vista tem mais graus de liberdade , no entanto, através do formalismo proposto por Arnowitt,
Deser e Misner (ADM) [29] se encontram ligacdes que permitem ter apenas dois graus de
liberdade propagadores no calibre de Weitzenbdck, andlogos aos graus de liberdade encontrados
para RG na Secc¢ao-2.4.

A consolidag@o da teoria TRG permitiu ter extensdes de tipo f(7) como se pode
ver em [30] e [31], com as quais foram propostas solugdes aos problemas fenomenolégicos ja

mencionados no Capitulo-1 que vao além da RG.
3.2.2 Conexao livre de curvatura e tor¢do

O segundo caso, de maior importancia em nosso estudo se consegue ao impor livre
de tor¢@o na conexao, Tu"‘v =0, encontrando

R)‘uv(Q) - La f}/vLy uo _La 'yaLy uv + %vLa no — %aLa uv- (314)
Usando novamente (2.13) determina-se o escalar de Ricci livre de tor¢ao

R(Q) - La Y\/LW o —La f}/aLW v +g”v%\/l4a uo —g'uv%aLa uv

1 1 o o
=L WLW at EQYLW v— Eg'ququ A JTAY
3.15)
1 1 1~ . (
=L% L o+ EQYLW v— EVVQV + EQ“QM — gV L 1y
1 1, ~
= Z (Qaqua”v - Q(an) + 5 (Q(an - Qaquuav) + Vg (Qa - Qa) )
onde as seguintes identidades foram usadas
Lovy = Louv, (3.16)

' Andloga na conexio de Levi-Civita para RG.
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resultado da simétrica nos dois ultimos indices de Qqvy = Qauv. Simetria que também permite

definir dois tracos

Qo = g“anuv = Qav Vs ro = Qa#u (3.17)

Qa = g'quuvou Qa = Qu ua) (3.18)

permitindo obter relagcdes como

Laua =L" ap = gaﬁLﬁua

= —(Qauoc_Qa—Qa au) (3.19)

g""Vy (Qu) = Vv (8"V0u) — Vv (8"*) Qu
= Vva - Q”Q/.L-

(3.20)

O processo pelo qual se chega a formulacdo Teleparalelismo Simétrico Equivalente a Relatividade
Geral (TSERG) vé-se com mais detalhe nas seguintes sec¢des ao ser este caso o de interesse
neste trabalho.

Neste ponto, as equacdes (3.10) e (3.15) permitem escrever a acdo de Hilbert-Einstein

(2.16) de formas alternativas para descrever a dinamica da RG, tal como no Capitulo-2.

3.3 Escalar de nao metricidade

O escalar de ndo-metricidade mais geral que pode ser construida com as possiveis

acoplamentos do tensor de ndo-metricidade € [32]

0 = c1QauvQ™ 4+ 20auvO**Y +c30a0% + c40a0% +¢504,0%, (3.21)

onde ¢; sdo constantes arbitrarias. No entanto, se as constantes sdo fixadas aos valores

1 1
Cl :_C3Z_Z7 C2:_65:§7 C4:07 (322)

temos

1 1 1 1~
_ apv | 1 uav 1 a 1 o
Q= 4Qaqu + 2Qoz/.LvQ 4QaQ 2roQ ; (3.23)
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onde Q € o escalar de ndo-metricidade com coeficientes definidos para obter a equivaléncia com

a RG. Entdo (3.15) pode ser reescrito como

o ~

R=V4(Q*-Q%) -Q, (3.24)

notando que os escalares s diferem por uma derivada total, um termo de contorno. Se for
omitindo o termo de contorno obtém-se a acdo caracteristica de TSERG que € equivalente, mas

nao igual a a¢do de Hilbert-Einstein

1
STSERG = 53 /d4x\/—gQ. (3.25)

Definido j4 o escalar de ndo-metricidade € conveniente introduzir o tensor conjugado

do tensor de ndo-metricidade [27]

~ CS ~ ~
P uv =10 uv +C2Q(M “ V) +C3Qaguv + 045&Qv) + > (Qaguv + 5&Qv)) ) (3.26)
0 que nos permite escrever o escalar de ndo-metricidade como

0= 0" P* v, (3.27)

para logo obter as equacdes de movimento de forma mais elegante de

1 4
So = _W/d xv/—g0. (3.28)
Com o tensor conjugado alem se obtém outras dois relagdes uteis [33]
1 290
o = ——
e
90
dghv - P.U‘Xﬁ Ov b 2ro[3uPaB V) (3.30)

que permitem escrever de forma simples e elegante as equagcdes de movimento.

3.4 Calibre Coincidente

Assim como a RG tem uma conexao particular, a conexdo de Levi-Civita, para a

TSERG a conexdo mais geral que imponha as condicdes de ter curvatura nula e tor¢ao nula é

a o
%, = ﬁauavéﬁ, (3.31)
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como se mostra em [28]. Além disso, como vimos no Capitulo-2 para ter uma solu¢do tnica
das equacdes de movimento deve-se fixar o calibre impondo uma condi¢do, escolher umas

coordenadas. Para este trabalho o calibre se fixa impondo a seguinte condi¢io
=04
Iy =0, (3.32)

que resulta da escolha das coordenadas em que £* = x®* na (3.31) onde a origem do espaco
tangente e espaco-tempo coincidem, razdo pela qual o calibre na (3.32) se denomina calibre
coincidente.

Ao escolher a condi¢do de calibre coincidente, o tensor de ndo-metricidade € reduzido
para

Qauv = &ocguw (3.33)

e por consequente o tensor de disformacao é reduzido a
La“v — —Fa”v. (334)

Agora usando a defini¢do equivalente a (3.23) em termos do tensor de disformacao

(3.4) como em [32]
0= —g" (L% pulP va L% pol’ v ) (3.35)

Q no calibre coincidente pode ser expresso em termos da conexdo de Levi-Civita usando (3.34)

como

O(T) = g (I gy v~ 1 g ). (3.36)

Logo a acdo (3.28) no calibre coincidente é

Scre = Storo(D) = — 5.5 [ aev/=gg (g, P v —19pal® ), ()

conhecida como a acdo Coincidente a RG, e forma na qual a formulacao TSRG foi apresentada

por Nester e Yo em 1999 [17].

3.5 Equacio do campo gravitacional no Teleparalélismo Simétrico

As equacdes de movimento se obtém aplicando o principio de variacdo extremal,

0S = 0, variando a a¢do com respeito a métrica. Em geral a a¢do invariante pode-se descompor
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em S = Sg + S, onde S, € o tensor de matéria,

1
88, = 3 / V—gOMY § gtV dty, (3.38)

mostrado em detalhes no Apéndice-A.6; e §S¢ se obtém com a derivada funcional

0% 0% V-
8So(g"",Vagh") = /d4x [\/ —gﬁ&g‘” +v=¢Va avaggﬂv Sgh” — Tgc%guvc‘ig“v} :
(3.39)
usado (A.34). Entao
0.4 0.4, Z 1
4. 9 0 Q _
/d X _gSg“V |:8g‘uv - aavaguv - Tgliv + §®“v:| - 07 (340)
com ZQ = % deve ser satisfeito
20 1 20
KZOHY = ——Qg"v -V
ogn 2 "90u (3.41)

1
= PuapQv P —204p, P¥ v 508" +2Va (P ),
onde foi usado (3.29) e (3.30). Assim as Equacdes (3.41) sdo equivalentes as equagdes de

Einstein para matéria de campos escalares (2.15).

3.6 Equacio de campo linearizada do Teleparalélismo Simétrico

Para a linearizagdo da equacdo (3.41) usa-se a aproximagdo de campo fraco, guy =
Nuv + Khyy, da Sec¢do-2.3.1; e o calibre coincidente, sz = 0, de tal forma que o tensor de

nao-metricidade se reduz a

Qauv = K'aahuw (3.42)

0 que permite notar que
Qauvs P ~ ol Q,PuapQv P, 0upu PPy ~ 3%h, dhdh, (3.43)

de modo que o unico termo relevante do lado direito da (3.41) depois de desprezar todos os
termos de ordem A e os mais altos ao ter |,y | < 1€ V(P ,y). Assim, as equagdes de campo

(3.41) na aproximagdo linear em auséncia de fontes de gravidade, ®"Y = 0, se reduz a
0=V (P*uy(h"))
=2¢10hyy + (c2 +ca)n*® (8a8uhav + 8a8vh6u) +2¢3NuyN *°0hze (3.44)
+¢5 (MuyN "M% 06 0whoy+ N udvhac)
=Euy,

donde E;y € o tensor de Euler-Lagrange gravitacional.
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3.7 Graus de liberdade

Para estudar os graus de liberdade é conveniente escrever a equacdo de campo (3.44)
no espaco de Fourier, que ¢ facilmente alcangado usando dy, — ik, obtendo
0= (26117_1 (k, k) 8288 + (c2+ ca)k (kS8 + kv 8F) +2¢3m,0m ™" (k,k)n’lp> hop
(3.45)
Yes <n”vk’lk” + n’“’kukv) hap,
onde tem sido usado 1gy1M B — 55 e 0 — —n~!(k,k) de forma conveniente para obter uma
expressao reduzida e conveniente para analisar. Aqui como em 2.5.1, se decompde a métrica

perturbada tendo em conta a representacdo irredutivel de sy, como em [34], tendo

kyk 1
AP ))B+ (kakp—zn,lpnl(k,k)) U, (3.46)

A 1
h)Lp = Slp +2k(,1Vp) + 3 (T]),p — W

onde S, € a parte de tensorial simétrica livre de divergéncia e V), € a parte vetorial livre de

divergéncia, as duas partes com tragos nulos

n*PS, =0,  kPV, =0, (3.47)
que além satisfaz
K85, =0. (3.48)
O _ 7 ,U,V 2 _ 3 huvkﬂkv 2z
termo B = hyynt" € o escalar dado pelo trago e U = in-Tga? © um escalar de dupla

divergéncia. Substituindo (3.46) na (3.45) e agrupando os termos se tem
0=Epy =210 (k,k)Suy + (2¢1 + 2+ ca) 0" (k, k) 2k, Vi)
2 _ 2
+ (5(01 +3c3)n l(k,k)n”v + <C5 — §CI> kukv) B (3.49)
3 2 -1 2 1 -1
+ Zles—za)n (kyk) My + §(4C1 +3cy+3ca)n” (k, k)kyky | U.

Como é mostrado em [34] ao fazer as contragdes de £ v pode-se obter as seguintes

relagdes para cada um dos elementos em que se decompde h Ap

R 33
0= EyvktkY = (2c3+cs)n (k,k)*B+ (—05 +>(c1+e2 +C4)) n~Yk,k)3U,  (3.50)

4772
R 3
0=FE", = (2c1 +8cs+cs)n ' (k,k)B+ (3(:5 +5(e +c4)) n~ Lk, k)*U, (3.51)
R ky o«
0=Eyvkt — —"—E,6kPk® = (2¢1 +ca+ca)n " (k, k) Vs, (3.52)

n~1(k,k)
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A : kuky R 1 kuky \ EpckPk®
0= By — = (Muy— —2_Npo L 4t .
nv 3(”‘” n1<k,k)) "+3(”‘” n1<k,k)> 11 (k,k) (3.53)

— zcln_1<k,k)Suv.

Neste ponto se pode extrair informagio da equag¢do de movimento através do poli-
ndémio principal, ferramenta que permite compreender as propriedades de propagagdo de um

campo, e que se obtém ao representar de forma matricial as equacdes(3.50)-(3.53) obtendo

(2c3+es)N M (k) (Bes+3(ci+cer+ea)) n ik k)? 0 0 B 0
) (2¢1 +8¢3 +cs) (3es+3(ca+ea))n (koK) 0 0 vil_fo|
0 0 (2c1 +ca+ea)n Hk,k) 0 Vy 0
0 0 0 2¢1 ) \Suv 0
(3.54)

onde o determinante da matriz acima, #(k), é conhecido como o polinémio principal e é

ok) = —%cl (2¢y +62+C4)(4C% +4cicp+16c1c3+12¢cc3+4cicq+12¢3¢4 +4ci 5 —30%)1]_1 (k,k).
(3.55)

Como as equagdes associadas ao (3.55) sdo linearmente dependentes, entdo (k) = 0. A primeira

vista de (3.55) parece que c; = 0 ou 2¢; + ¢ + ¢4 = 0 satisfazem (k) = 0, mas estas condi¢des

implicam que pelo menos um dos termos irredutiveis das equacgdes de (3.50) ate (3.53) seja zero,

tenham solugio trivial. Assim para evitar uma soluco trivial deve-se satisfazer n~!(k,k) =0, o

que implica k% é um vetor nulo e entdo as perturbacdes do espaco-tempo codificadas em 4 no

vdacuo se propagam a velocidade da luz, tal como em 2.3.1.

Agora, se as constantes forem fixadas aos valores de: TSERG ¢ = —c¢3 = —1

4’
C2:—05:%6C4:0, obtém-se
0=0, (3.56)
R 3
0=E*, =n""(kk)B— erl(k,k)zU, (3.57)
0= Bykb— — & b 4Pko =0 (3.58)
el | |
. 1 kuky . 1 kuky E,okPk®
0=~FEyy — = — Y VEC - B £
uv T3 <nuv ’nl(k,k)) »c+3 (nuv nl(k,k)) n-1(k, k) (3.59)
1
=5 Yk, k) Sy

Neste ponto, sin ter a equacdo de campo resolvida, podemos identificar que existem modos

escalares, vetoriais e tensoriais. Onde os modos vetoriais, V), devido ao (3.58) ndo podem



38

ser graus de liberdade dindmicos, o que mostra que estes graus de liberdade nao se propagam.
Os dois modos escalares, B e U, como visto em (3.57) estdo acoplados, € os modos tensoriais
Suv ndo acoplados. Além disso, sabemos da Se¢do-2.4 que os graus de liberdade propagantes
devem ser reduzidos a dois componentes independentes, os quais correspondem a dois estados
de polarizacdo das ondas gravitacionais em RG, de modo que ainda fica estudar restricdoes em

TSERG usando outro formalismo.

3.8 Polarizacoes no Formalismo de Newman Penrose

O formalismo de Newman Penrose (NP) [35] [26] usa o conjunto de tétradas nulas
definidas em A.1.2 e as partes irredutiveis do tensor de Riemann para construir de forma
conveniente as quantidades de Newman-Penrose {¥; ,®;,A}. Além disso, como na 2.4 as
coordenadas sdo orientadas de tal forma que a onda se propague no endereco +z = x°, logo
k' =0=k>e k% =k' > 0, 0 que implica que na base de tétradas nulas ky = —wl,. Entdo a

solucdo geral da métrica perturbada como em (2.33) pode ser escrita como
h,uv — H'uvefia)lﬂxu — Huvefia)(*lW’Z) — H,uveiwu (360)

onde o caracteriza a norma do vetor de onda, Hy,y € a amplitude de onda e € introduzido o tempo

0

retardado u = x¥ — x> =t — z. Assim, os componentes do tensor de Riemann dependem apenas

de u,

Rﬁuav :Rﬁ,uocv(”)7 (3.61)

Entdo com o tensor de Riemann para a onda plana (3.60) na base de tétradas nulas,
(I, n, m, m), como se mostra no Apéndice-A.11 e usando as propriedades do tensor de Riemann
A.3.1, pode ser descomposto completamente nas quantidades de Newman-Penrose {¥; ,®;, A}

como se pode ver em detalhe em [35] por:

— Tensores de Weyl

Yo=0=Y¥,
1 1.

Yo = ——Ryn = —=hu,
6 12
1 1 1.}.1 1.}.1— (3.62)

Yoi=——R,; -=——R — —hs = =

3 ) ninm ) ninm 4 Im 4 Im»
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— Tensores de Ricci
Doy = Py = P = Pgp = Py =0,
1.

D2 = —Rumnin = Ehmn‘u
3 (3.63)
by = 5‘1’2,
Pp =Py =3
— Escalar de Ricci
A= —%‘Pz. (3.64)

Onde o tensor de Riemann foi escrito em termos de 4 = d”h/du® usando a relagio (A.71)
De (3.62), (3.63) e (3.64) observa-se que por restricao da dire¢ao de propagacao o
nimero de componentes independentes se reduz a seis, {¥,, ¥3, ¥4, 21}, conhecidos como

componentes elétricos. Estes componentes independentes transformam como

N A 1 0 0 0 0 0\ /(¥
v, 3¢ e 0 0 0 0]]|¥s
N A 3a. 0 % 0 0 0]]|Y
= . , : (3.65)
v, 602 4ae? 0 e 0 Oof [ W
N A 602 0 4o 0 0] | P
), 60> 4ae? 0 0 0 1) \®xn

transformacao induzida pelas transformacdes das tétradas nulas (A.67).

Ao considerar &« = 0 no (3.65) podemos como em 2.4.1 determinar a helicidade
de cada um dos observaveis como: helicidade 0 para W, e ®,,, sendo estes modos escalares;
helicidade +-1 para W3 e Y5, sendo estes modos vetoriais; e helicidade +2 para ‘W4 e ¥,, sendo
estes modos tensoriais. Componentes independentes que sdo os modos independentes de vibragao
mostrados na Figura-6,

onde mostra-se os efeitos que cada modo induz numa esfera de particulas de prova
para uma onda na dire¢do +z de propagacdo e com uma dependéncia do tempo sinusoidal.

Além disso, embora (3.65) nao € uma apresentagcdo independente do observador, é
uma representacdo real de seis dimensdes do grupo euclidiano E. De maneira que para dois
observadores quaisquer que orientem, escolham, a dire¢dao de propaga¢do da onda como o eixo
z; podem-se encontrar classes invariantes de ondas, subconjuntos invariantes sob transformacgdes

de Lorentz, para os seguintes casos especificos
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Figura 6 — Os seis modos de polarizagao de onda gravitacional na aproximagao de campo fraco,
mostrando o instante quando @t = 0 com linhas continuas e o instante quando w¢t = & com
linhas descontinuas

o ¥, (b) T imw,

( ’
-
-
LR
e .
.
0
0
.
.
H .
-
. -
.
» o
. - *

(e) Re ¥, ® Im Wy

Fonte: adaptado da [36] .

Op:Vr=¥3=¥4 =P =0,
01 :‘PZZ\P3:T4:0, @22750,
Nz:\PzleI?,:q)zz:O, lI’47§0,
(3.66)
N3 : W =¥3=0, ¥4 #0, O #0,
Il : ¥y =0, W3 £ 0,

1163lP27£07

estas classes sdo nomeadas pelo tipo Petrov de quantidades de Newman-Penrose independentes
e pela dimensdo da representacdo correspondente de E(2). Esta classificagdo é conhecida como
classificagdo E(2) para as ondas gravitacionais e foi desenvolvida por Eardley et al. em [26]
permitindo que para os ditos observadores as medi¢des da onda gravitacional coincidam com o
subconjunto em que se encontra.

Deve-se enfatizar que o estudo feito no formalismo de NP até aqui é genérico para

uma onda plana em um quadro de referéncia nulo, propagado-se na direcao +z.
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3.8.1 Polarizacoes no Teleparalélismo Simétrico

Para o estudo especifico do TSRG precisamos conhecer se temos restricdes nos
componente /iy, na base de tétradas nulas, para isso, escrevemos os termos da equagio de
movimento linearizada (3.44) na base de tétradas nulas. Onde se encontram relacdes que se

devem cumprir para satisfazer as equacdes de movimento.
3.8.1.1 Polarizagdes no Teleparalélismo Simétrico Equivalente a Relatividade Geral

Ao escrever (3.44) usando os indices de tétradas nulas como mostrado em detalhes

no A.11 € obtido
0= Epy = 2¢shym —2(c2 +ca+cs)hyy,

0=Em= _(02 +C4)hlm )
0=Eun=—(c2+ca)hym , (3.67)
0 = Epn = cshy

0=Ej,=—(c2+ca)hy

onde ao fixar aos valores das constantes ¢; a os valores de TSERG, ¢; = —¢3 = —%, Cr=—C5= %

e ¢4 = 0temos ¢y + ¢4+ c5 = 0 e ¢5 # 0, de maneira que

hy=0—%¥,=0,

hm =0 — P53 =0, (3.68)

hm,;l:()—)q)zz:().

Assim os modos escalares ®,; e W, juntamente com os modos vetoriais W3 desaparecem e o
unico modo que ndo tem restricdes € W4 = —Ry;nm 0 qual, como podemos ver na Figura-6
o modo real, W4, estd justamente relacionado com polarizacdo "mais"da Figura-4 e o modo
complexo, Wy, relacionado com polariza¢do "cruz"da Figura-5; hy e hy respetivamente de

(2.40). Modos correspondentes a os modos tensoriais de RG, duas polarizagdes como esperado.
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3.8.1.2  Grupos Invariantes das Polarizacoes no Teleparalélismo Simétrico

Em geral pode-se encontrar certas relacdes sobre as constantes c¢; que formam grupos

invariantes (3.66) como mostrado abaixo

OQZ‘PQZ‘P3:‘P4:(D22:0; C2%0,C47£0,C5750,
01:T2=‘P3:‘P4=0,@22#0; 62#0,C47£0,C5750,
Ny : Wy =W3 =Dy, =0, ¥y #0; cyt+cs+c5=0,¢c5#0,

(3.69)
N3 : Wy =W3=0, ¥4 #0, &y #0; cy+cs #0, cr+cq4+c5#0,
11152‘11220,‘1137&0; C2+C4:O,C57£0,

Ilg : V> # 0; cr+cs=c5=0.

Logo podemos classificar nossa onda da (3.44) no TSERG na classe N, de E(2).
Alem disso pode-se explorar nova fenomenologia através de impor as condi¢des para obter a
classe N3 onde se obtém juntamente com os modo tensorial ¥4, 0 modo escalar ®,,, mais graus
de liberdade, implicado fazer suposi¢des que permitem explorar solucdes para os problemas
fenomenoldgicos presentes em RG.

Assim mesmo, a formulagdo TSRG motivada pelas extensdes em f(T'), gera as
extensdes de tipo f(Q) para explorar formulagdes com fontes, acoplada a campos escalares
vetoriais € tensoriais com as quais testar solugdes além da RG. Por exemplo, pode-se obter
solucdes cosmoldgicas onde a expansao acelerada do universo se dd como uma propriedade
intrinseca da geometria do universo tal como se mostra em [27, 18, 37, 38], sendo uma alternativa
a energia escura e inflacdo. Outro tipo de extensdes f(Q) sdo no cendrio braneworld como em [39]
onde embora Q depende das constantes c; se encontram diferentes configuracdes que dependem
apenas de dois parametros efetivos permitindo explorar nova fenomenologia.

Obtendo assim novas propostas de teorias que vao além da RG e ainda assim
descrevem a gravidade como um efeito que se deve totalmente a geometria do espago tempo, tal

como Einstein a consequéncia do principio de equivaléncia conseguiu com a RG.
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Através deste trabalho, estudamos os graus de liberdade no formalismo de telepara-
lelismo equivalente simétrico a relatividade geral na aproximag¢do de campo fraco.

No Capitulo-2 viu-se que a RG deve ser consistente tanto com o principio de
equivaléncia como com o principio de covariancia (difeomorfismo) e mostrou-se que dos graus
de liberdade do campo gravitacional em sua aproximacao linear a interagdo gravitacional deve
ser mediada por uma Boson de spin-2 e com velocidade de propaga¢do no vicuo igual a da
luz. Além mostrou-se que los graus de liberdade podem ser estudados em trés perspetivas
equivalentes: estudando os componentes de &y, usando a representagao irreduzivel de 4 ou
estudando os componentes de Rg,, v sendo este ultimo o método geral do qual obtemos a maior
quantidade de informacao.

No Capitulo-3 vemos como se obtém teorias alternadas a RG de maneira consistente.
Seguindo o Capitulo-2 encontraram-se as equagdes de campo linearizadas do Teleparalélismo
Simétrico equivalentes a RG, permitindo identificar os graus de liberdade através do formalismo
de tétradas nulas de Newmann-Penrose e assim identificar os modos escalares, vetoriais e
tensoriais da métrica em TSERG, as polariza¢cdes das ondas gravitacionais, e observar que se
obtém uma extensdo a teoria da RG consistente com observacgdes de ondas gravitacionais basicas.

Como trabalho no futuro o estudo feito em principio permitird estudar a quantifica-
¢ao da teoria linalizada de TSERG para explorar consequéncias cosmoldgicas, que ajudem a

solucionar os problemas abertos apresentados pela RG.
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APENDICE A - ELEMENTOS DE RELATIVIDADE GERAL
A.1 Tensor métrico e Tétradas

O tensor métrico g ¢ um tensor de tipo (0,2) que dota cada espago vetorial 7,, com

um produto escalar, um produto interno, dado por

8uv =€y ey, (A.1)

de modo que o elemento de linha é
ds* = guydxtdx”, (A.2)

e o produto de dois vetoresu e v é
u-v=gyutv’ (A.3)

onde os dois vetores u e v sdo ortogonais se o produto escalar entre os € zero. O produto escalar
entre o mesmo vetor

Vv =guvtyY, (A4)

se diz que € espacial, temporario ou nulo quando o produto € positivo, negativo ou zero respeti-

vamente.
A.1.1 Tétradas ortonormais

As tétradas ortonormais séo o conjunto {e"} = {eg,e1,ez,e3} do sistema cartesiano
coordenado, a base candnica do sistema de coordenadas cartesianas, que apresentam as seguintes

relacdes de ortogonalidade
eiej = 5,'j N epep — —1 5 een — 0 (A.S)

De modo que a métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas é

Nno 0 0 0 -1 0 0O
0 0 0 0O 1 0O
NMuv ="' = m = (A.6)
0 0 m2 O 0O 010
0 0 0 m33 0O 0 0 1
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A.1.2 Tétradas nulas

O conjunto de tétradas [, n, m, m, onde [ e n sdo vetores nulos reais; m e m sao
vetores nulos complexos conjugados, € conhecida como base dupla nula complexa, pode ser

relacionada com o conjunto ortonormal de tétradas da seguinte forma:

M =(1,0,0,1), n*==(1,0,0,—1),

Sl -

1 (A.7)
m=—(0,1,,0) , m= 0,1,-1,0),
ﬁ( ) ( )
que apresentam as seguintes relagdes de ortogonalidade
m”mvn“v — 1 - _n“lvn“v7 (A8)
e
m”mvnuv - 0 - n_’l”"hvn‘uv (A.9)
De modo que a métrica de Minkowski na base de tétradas nulas estd dada por
Y = —21HpY) 4 2mHmY), (A.10)
isto é
0 M, O 0 0 -1 00
0 0 0 -1 0 00
e = (A.11)
0 0 0 Nmm 0 0 01
0 O Mmm O 0O 0 10

A.2 Conexao de Levi-Civita

A maneira de derivar o simbolo de Christoffel da conexdo Levi-Civita da Equacao

(2.14) € impor a condi¢@o que a métrica seja compativel
Vaguv =0. (A.12)

Isto implica o desaparecimento da conexao em auséncia da forca gravitacional, caso em que a
teoria invariante original de Poincaré deve ser recuperada. Além, também se deve impor que

a métrica e a conexao ou simbolo de Christoffel sdo simétricas, r* pv =T A vy, livre de torg@o.
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Assim, as trés derivadas covariantes da métrica sao:

Viugva = dugva — fﬁvgla - fﬁagvl =0,
Vyvgoau = Ovgau — f‘/\l/agku - f&ugal =0, (A.13)
Vaguv = aaguv - f%mglv - f%cvgul =0.

Adicionando as duas primeiras expressoes e subtraindo a terceira expressdo, obtemos

augva + avgau - aaguv - Zfﬁvgka =0, (A.14)
daf I}, € obtida

sy = 264 (Bugvo + Hvgou — 0

I uv = 28 ( u8ve T ov&opu Gg/.tv)7 (A.15)

conhecida como conexao de Levi-Civita o simbolo de Christoffel sem torcao.

A.3 Curvatura
Por defini¢do, temos que
RP oy Ve = [V, Vy VP, (A.16)

usando

VquVﬁ - 8u8vVﬁ + aurﬁ vava - Fﬁ vaauva - Fa uvaavﬁ - Fa ,qua prp

(A.17)
+TP @ VE TP (T, VP,
se obtém que o tensor de curvatura é
RP oy =00 11y — Oy o + TP 007y — TP 17 o TP o +TP oy (A.18)

:Iéﬁ uov —Fﬁ uo +FB oL

onde RP pav € o tensor de Riemann (2.11).
A.3.1 Propriedades do tensor de Riemann

Para estudar as propriedades de tensor de Riemann (2.11) € conveniente trabalhar

com o tensor de Riemann com todos seus indices abaixo

I%p,uocv = gpﬁéﬁ uov (A.19)
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Além disso, do principio da equivaléncia 2.1, em cada ponto pg existe um sistema de
coordenadas localmente inerciais, isto permite observar facilmente as propriedades de simetria
do tensor de Riemann ao considerar os componentes do tensor em coordenadas localmente

inerciais, onde

guv(PO) =MNuv
do8uv(Po) =0, (A.20)

apacguv<l90) 70,
de modo que localmente I'j,, = 0 e entdo

Iép,uav(PO) =8ppB <aafﬁ uv — avfﬁ uoz)

1
= Egpﬁgﬁc (aaaugvc + aozavga,u - 8aaaguv - avaugao - avaocgcu + 8v80'gua)

1
"2 (9a9ugvp — 9adpguv — dvIugap + Hvdpgua) -
(A.21)

Onde se observa que o tensor de Riemann sob a troca de indices apresenta as seguintes proprie-
dades:

— Sob a troca dos dois primeiros indices € anti-simétrico,
Rp'uav - _R'upav. (A22)
— Sob a troca dos dois dltimos indices é anti-simétrico,

Rp”av — —Rpuva. (A.23)
— A soma dos tensores de Riemann sob a troca ciclica dos trés altimos indices € zero,

R)p'u(xv "‘Iépavu +R)pvua - 0. (A24)

Propriedades que reduzem o niimero de componentes independentes do tensor de Riemann' a

20.
O tensor de Ricci e o escalar de Ricci s@o definidos respetivamente pelas seguintes
contracoes do tensor de Riemann

o o

R’uv :Rp upv, (A.25)

Rg — guvéﬂv. (A.26)

' Tensor de Riemann em trés dimensdes espaciais e uma temporal
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De modo que o tensor de Riemann pode ser escrito em termos do escalar de Ricci, 9 tensores de
Ricci e 10 tensores de Weyl que s@o os termos livre de trago e com todas as contracdes removidas

do tensor de Riemann.

A.4 Elemento de volume do espaco-tempo de quatro dimensoes

Um elemento fundamental na constru¢@o da teoria é o elemento espago-temporal
de volume de quatro dimensdes, dv = d*y, o qual deve ser invaridvel sob Transformacio Geral
de Coordenadas (TGC). Em um espaco plano o elemento de volume é d*y = dy’dy'dy?*dy?,
mas d*y ndo é um escalar sob TGC. No entanto, se consegue ao multiplicar o elemento de
volume pelo determinante da matriz Jacobiana para a transformacéo ou seja dx’* = J& (x)dx"

onde Ji (x) = % entao

8 a
dty = d4x‘ az . (A27)
Agora com
dy* dyb dy* 2
g = det guv = det(nabﬁw) = —(det axu) s (A28)
e
det(Ngp) = det (diag(+1,—1,—1,-1)) = —1, (A.29)
a equacdo (A.27) é reescrita como
d*y = /—gd*x. (A.30)

onde o elemento de volumem d*y se mostra invariante baixo TGC.

A.5 Derivada de \/—g em relacio a métrica

Para a derivada de \/—g em relacdo a métrica é necessario aplicar a férmula de
Jacobi,

Sldet M) = detM Tr (M ~'6M), (A.31)

usando-a sobre o determinante da métrica, encontra-se

0g=06detguy = gg"" dguv. (A.32)
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Além com

8(guvg") =8(87) =0, (A.33)

temos
1

VS
1
= 5\/__g(guv68uv)a (A.34)

_ ——Vz_gguvég”".

De onde € obtida a seguinte relagdo

N
Sghv 2

Suv- (A.35)
A.6 Tensor de Energia-Momento

Para um campo real escalar, campo de spin 0, massivo ¢; as propriedades de trans-

formacao sob o grupo global de Poincaré sdo determinadas por

0'0") =90). (A.36)
De acordo com a equacdo (A.36) obtém-se a transformacao sob TGC como

¢'(x') = ¢ (x). (A37)

Em geral ¢(x) serd uma funcdo de (x) diferente de ¢'(x"), mas que atribuem o mesmo valor

numérico para 0 mesmo ponto no espaco.

Entdo a a¢do invariante com maximo dois derivados nos campos é 2
1
szz/d%w—g@WQ@&¢—m%%, (A.38)
e a densidade lagrangiana é
1 1
g%zigw@¢&¢—§m%? (A.39)

Aplicar a invariancia translacional de a equagdo (A.39) implica a existéncia de uma corrente

conservada de Nother

0%,
BV 90mg

1
= au‘l)av(]) - Eguv (gpcap(])ao‘l) _m2¢2) .

Note que para campos escalares a derivada parcial e a derivada covariante coincidem.

@ 8v¢ _g’u\/gm,

(A.40)

2
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Por outro lado ao usar a derivada funcional da a¢dao de matéria (A.38), se tem que

88, = / O(v=8%n) V_5”"%)c'Sg“Vd“x, (A.41)
oghtv
de onde 5 > 5 .
W) _ O g (L au00v0 —mio?)
oghtv oghtv 2
(A.42)

1 1
= 5\/?§ (au(])av‘f’ - EguV(gp(y&P‘PaG‘P _m2¢2)) ’

apos usar (A.35). Com (A.42) é reescrita (A.40) como
QMY — 2 6(V—8%n)

@ Ogh (A.43)
= 28gﬂt + 8"V L.
Assim
55, % / V50"V 5ghVdlx. (A.44)

A.7 Tensor e Escalar de Ricci perturbados

Com a métrica

guv = Nuv + Khyy (A.45)

e o inverso da métrica

gV ="V + kY — KRR 4 (A.46)

Os simbolos de Christoffel (Fg)v ’l), o tensor de Ricci (R‘(f)v) e o escalar de Ricci (R(i)) serao
determinados a i — esima poténcia de hyy desejada ao substituir o tensor métrico e seu inverso
apropriadamente e usar o tensor métrico cldssico n* e seu inverso 1),y para subir e baixar os
indices. Para o interesse deste trabalho, a primeira ordem em / é suficiente por considerar a

aproximagao de campo fraco onde |hyy| < 1, dai

, K
re uv(l) - Encp(auhpv +vhpu — phyy). (A.47)

Assim, a primeira ordem em 4 nos tensores de Riemann (A.19) e Ricci (A.25) s6 sdo consideradas
apenas as derivadas de '™ visto que os termos W ~ 0. Entdo o tensor de Riemann é

s (1
R;()Jav = rlp/laarﬁv - rlp/lavrﬁ(x

1 (A.48)
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Entdo o tensor de Ricci é

I%S\Z = avfa o M _ aafa uv (1)7

1
= 3% <(naﬁ + xh®P) [Guhpo + dahay — ‘9ﬁhua]>
1
B Ea‘” <(naﬁ +Kh*P) [Juhyp + Ovhay — aﬁhuv}) ’

1
= 0P (19v9uhpec+ Ovdahays — v Iphual

(A.49)
— [8aauhvﬁ + dodvhay — 8aaﬁhuv])>

(Ohyy + 3y duh — dydghly — 3y dah?),

=5 (Dhuv — 0y ((a )y — %a“h) — dy ((8 “h)y — %«%h)) ,

—_ N =

onde h = n*Vhyy, (9 -h)s = oty ed= n*Vdydy. Usando (A.49) o escalar de Ricci em
primeira ordem RW ¢

R = ghVRY)),

= L (O™ + 0y ug" Vit Byt ayg A0

) g huy + VE“g h+ ) vE ) (A.50)

A.8 Calibre Harmonico

A condicdo do calibre harmdnico é dada por ghVI™© uv = 0. Usando (A.47) podemos

reescrever o calibre harmonico como
HVEG o GHV]O (1)
8 uv ~§ uv

1
= Qn“vndp(auhpv + vhpu — Iphyv)

1
= dyh*° — §8Gh (A.51)
1
- (a . h)g - _agh
2
=0.
A.9 Calibre de traco nulo
De impor a condi¢@o de calibre harmoénico,
o 1
g”vro uv - (a . h)g - Ea(yh - 0, (A.52)
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¢é extraido,

1
Ouht” = 29", (A.53)

onde alteramos o indice ¢ por vV o que ndo gera uma perda de generalidade. Agora substituindo
a solu¢do a equacdo linear de Einstein no vacuo, Equacdo (2.33), na parte direita da Equacao

(A.53) é obtido
8“h'“v = a/J (Auveikaxa>

(A.54)
— ik“h“v,
procedendo sobre a parte esquerda de forma andloga pode-se notar que
v 1
kyhtY = Ekvh' (A.55)

Por outro lado, podemos aproveitar a ambiguidade em (2.31) para escolher um &y tal que nos
permita simplificar Ay 0 que também reduz os graus de liberdade, obtendo os 2-graus fisicos de
liberdade que sdo esperados para particulas sem-massa de spin-1 e spin-2.

Se escolhermos €° tal que hf; = h = 0, impomos que o trago do nosso tensor é nulo,

o que é conhecido como Transverse Traceless Gauge.
kuh“v =0, (A.56)
0 que implica

kyAMY = 0. (A.57)

A.10 Grupo de Lorentz SO(1,3)

Para D(A) € SO(3), em que uma transformagado de Lorentz é uma transformagao
linear

D(A) : x* — X = A" 1Y, (A.58)

as representacoes irredutiveis sdo dadas pelo elemento unitario
D(A) =exp (—%Muva)“v) : (A.59)

onde M,y sdo os geradores do grupo. Os quais sdo compostos por 6-transformagdes independen-

tes, 3-Rotacoes e 3-boots.
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Podemos ver explicitamente uma rotacdo sobre o eixo z um angulo 63 como a matriz

1 0 0 0 0O 0 0 O
0 cosB; senB; O 0 0 6 0O
A(63) = ~I+ . (A.60)
0 —senB; cosB; 0 0 63 0 O
0 0 0 1 0O 0 0 O
onde ao denotar ®' , = —®;, = 65 entdo o gerador da transformacio é
00 0 O
A 00 —-10
My = —i% (65) =i (A.61)
dos 1e=0 190 1 0 0
00 0 O

Executando rotacdes sobre o eixo x e y com angulos respetivos um angulo 0; e 6, respetivamente

sdo obtidos os seguintes dois geradores

000 O 000 O
000 —1 000 O
Mz =i ; M3 = (A.62)
000 O 000 —1
010 O 001 O
Agora ao realizar um boost sobre o eixo —y temos que
cosh¢, 0 —senh ¢y 0 0 0 ¢ O
0 1 0 0 0 0 0
A¢) = ~ - (A.63)
—senh ¢ 0 cosh¢, O » 0 0 O
0 0 0 1 0 0 0 O
onde ao denotar ®° , = wy, = —¢» entdo o gerador da transformacio é
0010
dA 0 00O
Moy —i8AE) (A.64)
dgr 16=0 1000
0 00O
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Executando boosts sobre o eixo x e y com angulos respetivos um angulo 8 e 6, respetivamente

sao obtidos os seguintes dois geradores

0100 0 0 01
1 00O 00 0O
Moy = —i : Moz = (A.65)
00 0O 0 00O
00 0O 1 000

A.10.1 Newman Penrose sob Transformacoes de Lorentz

Para saber como transformam os objetos do formalismo de NP deve-se conhecer
como transformam a base que usa o formalismo de NP, isto é, como transformam as tétradas

nulas.
A.10.1.1 Tétradas nulas sob Transformacoes de Lorentz

Como mostrado em [40] a transformagdo mais geral para as tétradas nulas é dada

pela transformacao ortocrona prépria de Lorentz L , ou seja,

I’ I eV 0 0 0 #
n't N n* —e VYoo eV —eVa —eVa nt
=L\, (¢,y,) = . . ,  (A.66)
m'™ mt e Vo 0 e 9 0 mH
m'™ mh o 0 0 9 mH

onde ¢ € um numero complexo arbitrario e Y, ¢ sdo parametros reais. Sim ¢ = 0, ocorre uma
dilatagdo no plano dos vetores nulos /* e n*, e uma rotagao no plano dos vetores complexos m*
e m". E sim ¢ = 0 = y geram rotagdes sobre o vetor [H.

No entanto, para dois observadores O e O’ com a origem dos seus sistemas coor-
denados em x* = x’* = 0 centrados na origem e estando de acordo que a dire¢do da onda seja

sobre 0 eixo +z, a transformacgdo de Lorentz € limitada ao caso em que ¥ = 0 de modo que

['H [ 1 0 O 0 H
n't N nt —aa 1 —-a -« nt
g | | = (A6)
m'™ mh e Wa 0 e 0 mt
e mt a0 0 e mt

gerando uma rotacao sobre / onde o produz translacdes, uma combinacao de rotagdes e boosts,
conhecidas como rotagdes nulas; e ¢ € uma fase real arbitraria que varia de 0 a 27 produzindo

rotagdes sobre 0 eixo +z, deixando o tempo retardado invariante u = u'.
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As transformacdes descritas no (A.67) formam um subgrupo do grupo Lorentz que é

globalmente isomorfo ao grupo de abstrato de Lie E(2).

A.11 Tensor em termos das tétradas nulas

Os tensores T em termos de tétradas nulas, [ = {l, n, m, m} definidas em (A.1.2),

sao definidos pela seguinte convencao
Tabc--- — Tuvp a'ubvcp Tty (A.68)

onde (abc---) corre sobre as tétradas nulas /. Deve-se levar em conta que os tinicos produtos
interiores que sdo diferentes do zero serem (I-n) = —1 e (m-m) = 1,para reduzir os termos nos
tensores.

Aproveitando-se do facto de os tinicos produtos interiores que sdo diferentes do zero

serem (/-n) = —1e (m-m) =1, entdo
~ d
. 2 2 (A.69)
0Voy = (lNVlu)du2 (l-n+m- m)du2
onde se deve ter em conta que I%p pav(u) é fungdo unicamente do tempo retardado u.
Com (A.68) temos que
hab - h‘u’v a”bv. (A.70)
Assim o tensor de Riemann (A.48) nos indices de tétradas nulas é
o(1 o(1
Rn(zb)cd = Rl()ﬁav a’ bt cd"
1
= 5 (aaguhpv + 8Vaph'ua - a\/a‘uhpa - aaaph'uv) apb'ucadv
(A.71)

= 5 (edlpy + Myl ~ Flhpe ~Talphyy) a® b c®a”
= 3 (b + Tl ~ Tl — L)
Agora o tensor de Euler-Lagrange de (3.44) nos indices de tétradas nulas €
Egp = Eyy a"'b’
= ((c2+c4)n*® (daduhov + 0udvhoy) +cs5 (MuyN "M% 00 dnhoy + N dudvhes) ) ab”
= ((c2+ca)n®® (laduhoy + lalviey) +cs (Muyn M *lulohoy + N lulvhes) ) ab”
Iy

- oy - 0o T T T
a
= (c2+ca)n® ( l hob+lalbhca) +¢s (T[ pn®'n® lalwhcy+n lalbhwc)
(A.72)



de modo que:

( (69} +C4
2(6‘2 + C4)<l n>hln +¢s (2(1 : n)hln + 2(m ) m)hmm)

= 2¢5hpn —2(c2 4 c4 +c5)hyy

Em= ((Cz +ca)n*° (Zaiuilcv + iaivhcu) +cs (nuvnmﬂao
= c57;lll
E, = ((Cz —|—C4)na6 (Zaiuhov + ia[vﬁcu) +cs (nuvnmna
= —Z(Cz +C4+)hll-
Eun = ((c2+ca)n* (ladphov +lalvhoyu) +cs (Muyn®'n ™

Emﬁ = ((CZ —|—C4)na0
=—2(c2 —|—C4+)}.lln-1

(iafuhcv + iaiv}ic/,t) +cs (nuvnw}/nac

(iai,uhov +l~al~vhcu) +cs (nuvnwynaa
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iaia)il(y’)/ + T’ wciuivhwg) ) n“nv

(A.73)

lolohoy+ 1% lulvhes)) m*m"

(A.74)

Giaiwhcy+ nwci‘ui\/}.lwc)) n“lv

(A.75)

Z’aiw}'lo"y + n (!)GZ'N' thwg) ) n'umv

(A.76)

(A7)
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APENDICE B - ELEMENTOS GEOMETRICOS
B.1 Conexao Afim General

Com as trés derivadas covariantes da métrica:
Viugva = augvoz - Fﬁvgla - Fﬁagvla
Vygap = vgau — r(/locglu - r&ygal7 (B.1)

A A
Vaguv = aozguv - Fauglv - F(xvgul‘
Ao manipular algebricamente as trés derivadas covariantes da métrica determinar-se-a a expressao

mais geral da Conexdo afim como se mostra a seguir

Viugva+Vagvu — VvEua =0ugva+ vEau — daguv

- (Fﬁv +F&u)gla - (Fﬁa - r%cu)gvl + (Fév - F/}/oc)guk-

(B.2)
Usando
— O Simbolo de Christoffel da conexdo de Levi-Civita
I A—17“’(8 +vgou — Oo8uv) (B.3)
uv = 28 u8vo v8ou c8uv)- .
— O tensor de tor¢ao
TPy =1P,, —TF,,. (B.4)
— O tensor de ndo-metricidade
quﬁ = Vué’vﬁ- (BS)
na combinagdo algébrica das trés derivadas covariantes da métrica (B.2), é reduzida para
- = 2% ) W N (B.6)
Ouva + Ovau — Qauv = uvé’)Loc‘*‘( uvt uv)gloﬁ’ ap8vi —dva8ui- :
Finalmente ao despejar Fﬁv se obtém
o 1 1
Fﬁv = rﬁv + Egla (Tocuv + Tvau - Tuva) - Egla (qua + Qvau - Qomv) B.7)

A A A
= Fuv -1—KNv -|—Luv.
Onde

— O tensor de contor¢do, K, L/} ¢ dado em termos do tensor de tor¢ao.

Vv

A

1vs ¢ dado em termos do tensor de ndao-metricidade.

— O tensor de disformagao, L
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