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ABSTRACT

The study of the formalism of symmetric teleparalelism equivalent to general relativity has

recently been studied by the community to solve the phenomenological problems that general

relativity presents, as inflation and dark energy. In particular, this work studies the degrees of

freedom of symmetric teleparalelism equivalent on the weak field approach. For this, a revision

of General Relativity is first made in order to learn how to identify the degrees of freedom of

theory and thus to guide the study of symmetric teleparalelism equivalent.

Keywords: symmetric teleparalelism equivalent; general relativity; gravity; degrees of freedom.



RESUMO

O estudo do formalismo de teleparalelismo simétrico equivalente à relatividade geral foi re-

centemente estudado pela comunidade para solucionar os problemas fenomenológicos que a

relatividade geral apresenta, como inflação e energia escura. Em particular neste trabalho se

estuda os graus de liberdade do teleparalelismo equivalente simétrico na aproximação de campo

fraco. Para isto, faz-se primeiro uma revisão da Relatividade Geral, a fim de aprender a identificar

os graus de liberdade da teoria e assim de guiar o estudo do teleparalelismo equivalente simétrico.

Palavras-chave: teleparalelismo simétrico equivalente; relatividade geral; gravidade; graus de

liberdade.
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1 INTRODUÇÃO

A compreensão do Universo que possuímos até hoje pode ser resumida em quatro

interações, chamadas fundamentais. O Modelo Padrão descreve de forma quântica três interações

fundamentais: o eletromagnetismo, a interação fraca e a interação forte, através da troca de

partículas mediadoras da interação, conhecidas como bósons 1, descrição que tem verificações

experimentais em aceleradores de partículas [1, 2].

A quarta interação fundamental é a gravidade, uma interação com a descrição formal

mais antiga, mas para a qual a descrição mais precisa é uma teoria clássica, a Relatividade

Geral (RG) de Einstein. Teoria que nos últimos anos tem demonstrado grande interesse da

comunidade científica por suas verificações experimentais em detectores de ondas gravitacionais

[3, 4], verificações que têm despertado interesse devido aos limites apresentados por RG em

suas descrições, gerando propostas de teorias que vão além da RG, tentando resolver problemas

fenomenológicos de gravidade.

A gravidade, embora seja uma interação fundamental da natureza experimentada

por todos os objetos físicos no universo conhecido até o momento, tem uma descrição isolada,

pois embora se presuma a existência de sua partícula fundamental mediadora da interação, o

gráviton, até o momento nenhuma descrição quântica bem-sucedida foi obtida, pois a gravidade

é uma teoria não renormalizável, o que implica que a teoria quântica da gravidade, em princípio

é inconsistente sob o formalismo da Teoria Quântica de Campos, sendo este um problema teórico

apresentado por gravidade.

Uma forma de tentar resolver o problema de natureza fenomenológica da gravidade

é através das teorias Teleparalelas da Gravidade Modificada. Este tipo de teorias como pode ser

visto com mais detalhes em [5], uma vez que a RG foi consolidada, o início do teleparalelismo

ocorreu na tentativa de unificar o campo gravitacional com o campo eletromagnético, onde os

trabalhos de Weily [6], o próprio Einstein [7], Kaluza [8], Klein [9] são reconhecidos através de

teorias onde o espaço-tempo é dotado apenas de torção e livre de curvatura, tentativas que não

encontraram uma descrição bem-sucedida. Na conclusão deste período inicial em busca de uma

teoria unificadora, destacam-se também as tentativas de Cartan [10] onde o espaço-tempo era

dotado de torção e curvatura.

Mais tarde houve outra época em que ao invés de procurar uma teoria unificadora,

uma descrição equivalente à RG foi alcançada graças aos trabalhos de Moller, Pelegrini, Ple-
1 Os bósons são caracterizados por terem spin inteiro.



12

banski, Hayashi, Nakano e Cho, reinterpretando o teleparalelismo como uma teoria de calibre

para o campo gravitacional, onde o grupo de simetria é o próprio grupo de translações, consoli-

dando os fundamentos da formulação Teleparalelismo da Relatividade Geral (TRG), que usa

conexões de Weitzenböck com um espaço-tempo dotado apenas de torção [11] e permitindo

ter teorias da gravidade modificadas, na abordagem Teleparalelismo Equivalente à Relatividade

Geral (TERG), que propõem soluções para os problemas fenomenológicos apresentados por

gravidade tais como: a constante cosmológica [12, 13], inflação [14, 15], matéria escura e energia

escura [16], entre outros.

Nos últimos anos, outro tipo de teleparalelismo baseado na não-metricidade, livre

de curvatura e livre de torção, vem sendo estudado. Esta nova formulação apresentada por

Nester e Yo em [17] é conhecida como a formulação Teleparalelismo Simétrico Equivalente da

Relatividade Geral (TSRG) e é aquela estudada neste trabalho.

Neste ponto já mencionamos os três objetos geométricos que representam as pro-

priedades de qualquer deformação do espaço-tempo, objetos que são fisicamente representados

na Figura-1 por meio dos efeitos de fazer um transporte paralelo dos campos vetoriais em um

espaço-tempo dotado de curvatura, torção e não-metricidade respectivamente.

Figura 1 – Interpretação geométrica da curvatura, da torção e da não-metricidade.

Fonte: adaptado da [18] .

– Se tivermos um espaço-tempo dotado apenas de curvatura, Rα
β µν , o que veremos é que ao

transportar um campo vetorial em paralelo, por exemplo passando por um loop, a mudança,

a rotação presente no campo vetorial ao completar uma volta é determinada por Rα
β µν .

– Se tivermos um espaço-tempo apenas dotado de torção, T α
β µν , o que veremos é que

ao transportar dois campos vetoriais em paralelo entre si, eles não ficarão conectados e

precisamente T α
β µν determina o déficit presente.

– Se tivermos um espaço-tempo dotado apenas de não-metricidade, Qαµν , o que veremos é

que ao transportar um campo vetorial em paralelo, a deformação do espaço se manifestará

na mudança de comprimento do campo vetorial transportado, mudança descrita em Qαµν .
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Esses objetos geométricos que serão formalmente definidos no desenvolvimento

deste trabalho permitem a construção de diferentes teorias como é resumido na Figura-2.

Figura 2 – Subclasses de geometrias métricas afim

Fonte: adaptado da [19] .

Em geometrias com Rα
β µν = 0, os campos vetoriais não giram quando são trans-

portados em paralelo, alcançando um transporte paralelo absoluto à distância, razão pela qual

este tipo de geometria é denominado Teleparalelo. Neste tipo de geometrias existem versões

de gravidade: o Gravidade Teleparalela (GT) dotado apenas de torção e Gravidade Teleparalela

Simétrica (GTS) dotado apenas de não-metricidade, que são teorias equivalentes a RG o que

garante que as descrições feitas com essas versões da gravidade são consistentes.

O estudo recente de TSRG ainda tem problemas em aberto, como no limite de campo

fraco, que é a nossa meta.

A monografia de qualificação pretende-se mostrar formalmente como obter teorias

alternativas a RG de uma maneira consistente, além de estudar a linearização das equações

gravitacionais e com este estudo as polarizações das ondas gravitacionais. A monografia também

traz uma série de apêndices que apresentam a maioria dos cálculos realizados durante a obra.
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2 RELATIVIDADE GERAL

Este capítulo tem como objetivo apresentar os conceitos básicos de RG.

Antes de iniciar qualquer tratamento formal da gravidade, são definidas algumas

convenções que serão usadas ao longo do livro:

– A assinatura Minkowskiana (-,+,+,+) é adotada.

– Unidades geometrizadas são usadas, onde c=1 e G=1.

– É adotado o somatório de Einstein sobre os índices que se repetem

AαBα =
3

∑
α=0

AαBα . (2.1)

– Sobre os índices usam-se parênteses da forma (indices) para indicar que os índices são

simétricos

u(avb) =
1
2
(uaub +ubva). (2.2)

e parênteses da forma [indices] para indicar que os índices são anti-simétricos.

u[avb] =
1
2
(uaub −ubva) (2.3)

– Os índices latinos do meio do alfabeto i jkl são reservados para denotar a parte espacial

dos tensores.

2.1 Princípio de equivalência

Um conceito crucial presente em cada um dos avanços conceituais da gravidade é o

princípio da equivalência. A começar por Galileu, quem por meio desse princípio percebeu que

a velocidade atingida pelos objetos em queda livre é independente de sua massa, em contradição

com o pensamento aristotélico.

O próximo avanço no entendimento da gravidade foi dado por Sir. Isaac Newton que

com uma compreensão mais profunda do princípio de equivalência afirma que a massa inercial

mi e a massa gravitacional mg são equivalentes, tendo como consequência que dentro de um

campo gravitacional todos os objetos (massas) experimentam a mesma aceleração, ideia que

culminou na primeira descrição formal da gravidade em seu trabalho ”Philosophiae naturalis

principia mathematica” em 1687 [20], onde é apontado que a gravidade é uma força que atua em

todo o Universo.
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Apesar do grande sucesso da descrição de Newton, Einstein observou que esta

descrição era inconsistentes com sua teoria da Relatividade Especial [21]. Pois para Newton, o

tempo é absoluto e a gravidade é uma interação imediata. Além disso, a gravidade de Newton e

a teoria da Relatividade Especial consideram apenas observadores inerciais.

O próprio Einstein foi quem resolveu essas inconsistências usando o princípio da

equivalência em 1915 no que ele chamou de "a ideia mais feliz da minha vida", onde com um

experimento de Gedanken, percebeu que um observador por meio de um experimento local

não conseguia distinguir entre estar em queda livre dentro de um elevador ou estar dentro do

mesmo elevador no espaço exterior livre de gravidade. Nem poderia distinguir entre estar ainda

em um elevador sob o efeito da gravidade da Terra, ag = 9,8m/s2, e estar no mesmo elevador

acelerado precisamente a 9,8m/s2 no espaço sideral. Ideia que é formalmente exposto em

seu artigo "Die Grundlage der allgemeinen Relativitäts theorie"[22] onde ele deu a conhecer

a RG. Lá é mostrado que a gravidade não deve ser vista como uma força, mas sim como uma

geometria, já que gravidade é uma deformação do espaço-tempo causada pela quantidade de

matéria (energia)1 que contém o espaço-tempo. É por isso que o espaço-tempo adjacente a uma

massa não é mais plano e, portanto, os objetos não se movem naturalmente em linhas retas,

causando o que normalmente chamamos de força da gravidade, que não existe como tal.

Einstein elucidando a equivalência entre estar em um campo gravitacional, espaço-

tempo com curvatura2, e um sistema de referência acelerado. Onde a localidade do princípio

de equivalência é um conceito transcendente por causa da não homogeneidade de um campo

gravitacional.

Assim, o princípio da equivalência indica que as leis têm que ser de tal maneira que

nas coordenadas inerciais localmente recuperem a forma de relatividade especial. Portanto, em

cada ponto p com as coordenadas xµ de uma variedade diferençável, que descreve o espaço-

tempo, existe um sistema de coordenadas local que desempenha um papel fundamental para a

relatividade geral, coordenadas localmente inerciais. Ou seja, as coordenadas são caracterizadas

pelo fato de que no ponto p, a métrica assume a forma de uma métrica plana e as primeiras

derivadas desaparecem.

Portanto, qualquer transformação deve ser considerada localmente no espaço-tempo
1 Descrita pelo tensor energia-momento.
2 Curvatura que torna necessário o uso da geometria diferencial e que deixa o uso da geometria euclidiana para o

caso particular de espaço-tempo absolutamente plano, sistemas de referenciais não acelerados.
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curvo, como

xµ → x′µ(x) = xµ + ε
µ(x). (2.4)

Por outro lado, uma vez que a gravidade se manifesta como um fato geométrico do

espaço-tempo, o elemento fundamental na construção da gravidade é a métrica, gµν , governada

pela quantidade de energia no espaço-tempo, onde a métrica de Minkowski, ηµν , é o caso

particular quando há uma ausência de energia no espaço-tempo3.

2.2 Simetria de difeomorfismo - Covariância

Como se viu na secção anterior, a física descrita deve ser a mesma para observadores

que baseiem as suas observações em diferentes sistemas de referência,

xµ → x′µ = xµ +δxµ , (2.5)

formalmente é dito que as equações que descrevem a física devem ser invariantes sob difeo-

morfismos. Assim, as leis da física devem ser expressas de forma covariante, usando derivadas

covariantes em vez de derivadas parciais, uma vez que não existe um referencial absoluto. Além

a deformação do espaço-tempo é a razão pela qual a derivada parcial de um campo vetorial

perde sentido, uma vez que a derivada compara o valor do campo vetorial V µ(p), em um ponto

p com as coordenadas xµ , com o valor do campo vetorial V µ(q), em q que é infinitesimalmente

próximo de p, com as coordenadas xµ +δxµ , objetos que se encontram cada um em um espaço

tangente.

Então o que precisamos é de um vetor que tenha todas as informações de V µ(p),

mas esteja no espaço tangente de q, ou seja, V µ
p (q) que é o vetor transportado em paralelo mais

um termo de correção, explicitamente dado por

V µ
p (q) =V µ(p)−Γ

µ

νλ
δxµV λ (p), (2.6)

onde Γ
µ

νλ
é a conexão afim. Com a Equação (2.6) a comparação entre os campos vetoriais é

realizada de forma consistente, uma vez que os objetos vivem no mesmo espaço vetorial, ou seja,

lim
δxµ→0

V µ(q)−V µ
p (q)

δxµ
, (2.7)

3 Espaço-tempo plano, vácuo.
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que resulta em um novo operador diferencial, a derivada covariante, definida como segue

∇µ = ∂µ +Γµ(g). (2.8)

Vale ressaltar que as regras de transformação são uma função de cada ponto da

variedade que, devido à localidade que foi discutida na Secção-2.1, nos permite encontrar uma

transformação na qual a conexão é anulada localmente, um espaço-tempo plano4, sempre tendo

em mente que apenas pequenas e finitas regiões do espaço-tempo são consideradas.

Como pode ser visto na Figura-1 uma boa maneira de saber a deformação do espaço-

tempo é transportando campos vetoriais em paralelo. Podemos definir precisamente o tensor de

curvatura como em [23], construindo o circuito infinitesimal da Figura-3 e transladando o campo

vetorial V β de a para b passando por c, avançamos sobre dxµ e depois sobre dxν ; em seguida se

faz a diferença com transladar o campo vetorial V β de a a b passando por d, avançando em dxν

e depois sobre dxµ , isto é, dxµdxν −dxνdxµ .

Figura 3 – A versão infinitesimal de fazer um transporte paralelo de um campo vetorial ao longo
de um circuito em um espaço curvo

Fonte: adaptado da [23] .

Onde o tensor de curvatura Rβ
µνα é o comutador de duas derivadas covariantes

aplicadas ao campo vetorial como explicitamente mostrado no Apêndice-A.3, que retorna

Rβ
µναV α ≡ [∇α ,∇ν ]V β

= R̊β
µανV α −T β

µνV β ,
(2.9)

com

T β
µα ≡ Γ

β
αµ −Γ

β
µα (2.10)

e

R̊β
µαν = ∂αΓ

β
µν −∂νΓ

β
µα +Γ

β
γαΓ

γ
µν −Γ

β
γνΓ

γ
µα , (2.11)

4 Espaço-tempo de Minkowski.
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sendo T β
µν o tensor de torção e R̊µνα

β o tensor de Riemann. Para denotar a liberdade de torção

será usado a partir de agora um anel, ,̊ nos objetos geométricos.

Com o tensor de Riemann, definimos o tensor de Ricci e o escalar de Ricci respetiva-

mente como:

R̊µν ≡ R̊α
µαν , (2.12)

e

R̊ = gµν R̊µν . (2.13)

2.3 Equação de Einstein

RG é uma teoria com curvatura, livre de torção, T β
µν = 0, e compatível com a

métrica ∇αgµν = 0. A curvatura precisamente dita é determinada pela conexão Levi-Civita5

Γ̊
λ

µν =
1
2

gλσ (∂µgνσ +∂νgσ µ −∂σ gµν), (2.14)

onde é visto que esta conexão é completamente determinada pela métrica e, consequentemente o

tensor de Riemann, o tensor e o escalar de Ricci também. Elementos com os quais as equações

de campo de Einstein são escritas

R̊µν −
1
2

gµν R̊ = κ
2
Θµν = 8πGΘµν = Gµν , (2.15)

e estabelecem a conexão entre matéria (energia) e geometria, com Θ, o tensor de energia-

momento, G, a constante universal da gravitação e Gµν , o tensor de Einstein. A escrita tensorial

das equações garante que sejam covariantes. As equações de campo de Einstein6 descrevem

o campo gravitacional sendo ele mesmo a métrica do espaço-tempo, descrevendo as equações

assim a dinâmica do espaço-tempo. Equações que podem ser obtidas aplicando o princípio

variacional em relação à métrica sobre a ação de Hilbert-Einstein,

SHE =
1

2κ2

∫
d4x

√
−g

(
R̊+Lm

)
, (2.16)

onde Lm é o lagrangiano de matéria do Apêndice-A.6 e κ2 = 32πG é uma constante escrita em

termos de G.
5 Veja o Apêndice-A.2.
6 As equações de Einstein são não lineares.
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2.3.1 Equação linearizada

Considerando a aproximação de campo fraco, é possível decompor a métrica gµν

na métrica plana de Minkowski ηµν mais uma pequena perturbação do espaço-tempo hµν que

descreve flutuações geométricas, isto é:

gµν = ηµν +κhµν , |hµν | ≪ 1. (2.17)

Inserindo esta expressão nos termos covariantes esquematicamente como mostrado em detalhes

no Apêndice-A.7, desprezando todos os termos de ordem h2 e mais elevados, obtém-se a

aproximação linear, determinando nesta aproximação a evolução dinâmica dos desvios da

geometria de Minkowski. Então, o tensor de Ricci em primeira ordem em h, R̊(1)
µν , é dado por

R̊(1)
µν =

1
2

(
□hµν −∂ν

(
(∂ ·h)µ − 1

2
∂µh

)
−∂µ

(
(∂ ·h)ν −

1
2

∂νh
))

, (2.18)

onde h = ηµνhµν , (∂ ·h)σ = ∂ λ hλσ e □= ηµν∂µ∂ν . E o escalar de Ricci de primeira ordem

em h, R̊(1), é

R̊(1) = κ
(
□h+∂µ∂νhµν

)
. (2.19)

Por outro lado, é conveniente aplicar a contração gµν à equação de campo de Einstein

(2.15), de modo que

gµν R̊µν −
1
2

gµνgµν R̊ = 8πGgµν
Θµν , (2.20)

dando

R = 8πGgµν
Θ

µ

ν , (2.21)

que ao substituir na Equação (2.15), dá a equação alternada do campo de Einstein

R̊µν =−8πG(Θµν −
1
2

gµν
Θ

λ
λ ). (2.22)

Para obter a forma linear da Equação (2.22), basta substituir (2.17), tendo

□hµν −∂ν

(
(∂ ·h)µ − 1

2
∂µh

)
−∂µ

(
(∂ ·h)ν −

1
2

∂νh
)
=−16πG(Θµν −

1
2

gµν
Θ

λ
λ ). (2.23)

Agora na ausência de fontes de gravidade, Θµν = 0, temos que a equação linearizada

de Einstein no vácuo é

□hµν −∂ν

(
(∂ ·h)µ − 1

2
∂µh

)
−∂µ

(
(∂ ·h)ν −

1
2

∂νh
)
= 0. (2.24)
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Para obter uma solução única da Equação (2.24), deve-se escolher um calibre, visto

que a teoria sendo escrita em notação covariante, não existe um sistema de referência explícito7,

xµ . Em geral temos que qualquer transformação infinitesimal da forma

xµ → x′µ = xµ + ε
µ(x), (2.25)

não afeta a condição de campo fraco. Portanto, sem perda de generalidade podemos escrever a

métrica em um novo sistema de coordenadas como g′µν = η +κh′µν de maneira que

h′µν = hµν −∂σ ε
µ

η
σν −∂ρε

ν
η

ρµ (2.26)

e

h′µν = hµν −∂νεµ −∂µεν , (2.27)

onde os termos de ordem superior em h e ε foram negligenciados, uma vez que estamos

trabalhando na aproximação linear.

A liberdade de calibre que temos é análoga àquela presente na descrição covariante

do campo eletromagnético onde com os campos (φ ,A) há um número infinito de maneiras

de expressar os campos (E, B). No entanto, dentro do número infinito de representações

covariantes, é conveniente escolher um subconjunto de todos os campos (φ , A) que atendem

a alguma condição, o que é conhecido como fixação de calibre. Quando o calibre é fixado, o

calibre de difeomorfismo é quebrado e não há mais difeomorfismo porque se trabalha em um

sistema de coordenadas fixas.

A fim de resolver a Equação (2.24), a condição imposta para definir o calibre é

gµν
Γ̊

σ
µν = 0, (2.28)

conhecido como calibre harmônico. Esta escolha é a mais conveniente, pois elimina os termos

na Equação (2.24) conforme mostrado no Apêndice-A.8, a primeira ordem temos que

gµν
Γ̊

σ
µν = (∂ ·h)σ − 1

2
∂σ h = 0. (2.29)

Substituindo a Equação (2.27) na Equação (2.29) temos que

(∂ ·h′)σ − 1
2

∂σ h′ = (∂ ·h)σ − 1
2

∂σ h−□εµ , (2.30)

7 Se tem liberdade de calibre, também conhecido como liberdade de Gauge, um número infinito de maneiras de
descrever a realidade.
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onde a condição do calibre é satisfeita se

□εµ ≡ (∂ ·h)σ − 1
2

∂σ h, (2.31)

de modo que a Equação (2.24) no calibre harmônico é reduzido para

□hµν = 0. (2.32)

A solução de (2.32) é obtida via funções de Green, produzindo uma solução geral

exponencial complexa da forma

hµν = ℜ[Aµν exp(ikαxα)], (2.33)

onde ℜ é a parte real da expressão entre parênteses, Aµν é a amplitude da onda plana e kα é

o vetor da onda. Solução com forma típica de uma onda plana para hµν , elucidando o caráter

ondulatório da dinâmica das flutuações do espaço-tempo e predizendo assim a existência de

ondas gravitacionais já detetadas pela colaboração LIGO [3].

A solução da Equação (2.33) deve satisfazer duas equações:

– A Equação (2.32) que implica kαkα = 0, ou seja, kα é um vetor nulo e as perturbações do

espaço-tempo codificadas em h no vácuo se propagam à velocidade da luz. A propagação

da perturbação à velocidade da luz pode ser visto de forma mais clara ao recordador que

estamos trabalhando em unidades naturais, c = 1, de modo que podemos incorporar c na

equação de onda usando

η
00 =− 1

c2 . (2.34)

Então, escrevendo o operador d’Alembert em forma explícita, temos que

□hµν = η
µν

∂µ∂νhµν

=
(
−∂

2
t + c2

∇
2)hµν

= 0,

(2.35)

onde vemos uma equação de onda que se propaga à velocidade da luz.

– A condição de calibre, Equação (2.28), que como mostrado em detalhe no Apêndice-A.9

impõe a condição de calibre de traço nula, denotada por (T.T.)8, condição que envolve

Aµαkα = 0, (2.36)
8 Pela sua sigla em inglês Transverse Traceless Gauge.
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ou seja, Aµα ortogonal a kα , de modo que a amplitude da onda é perpendicular à direção

de propagação, sendo as ondas gravitacionais ondas transversais.

2.4 Graus de liberdade

Para simplificar a contagem dos graus de liberdade, podemos orientar as nossas

coordenadas de tal forma que a onda viaje na direção +z .
= x3 com a frente de onda no plano xy,

como em [24], ou seja, com

k1 = 0 = k2 ; k3 = k0 ≡ k > 0 . (2.37)

Tendo os graus de liberdade limitados pela orientação escolhida, se têm que Aµ0 = 0

e Aα3 = 0 para tudo α devido a (2.36). Além disso, como hµν é simétrica implica que Aµν

também é simétrica, então A0µ = 0 e A3α = 0. Assim o número de componentes independentes

de Aµν é reduzido a três,

Aµν

.
=


0 0 0 0

0 A11 A12 0

0 A21 A22 0

0 0 0 0

. (2.38)

No Apêndice-A.9, se mostra que Aµαkα = 0 implica ter traço nulo de h, de modo que h00 = 0,

h33 = 0 e h11 = −h22. Então a onda plana é completamente caracterizada com apenas dois

elementos, que por convenção são denotados por h11 =−h22 = h+ e h12 = h21 = h×, de modo

que a solução com traço nulo hT T
µν pode ser escrita como

hT T
µν

.
=


0 0 0 0

0 h+ h× 0

0 h× −h+ 0

0 0 0 0

. (2.39)

Isto permite escrever qualquer solução de onda livre hT T
µν como uma combinação linear de seus

dois componentes, introduzindo dois tensores de polarização respetivos,

hT T
µν = e(+)

µν h++ e(×)
µν h×. (2.40)
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Assim no caso particular de uma onda que se propaga na direção z temos que

e(+)
µν

.
=


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

, e(×)
µν

.
=


0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

, (2.41)

tensores que mostram os dois modos independentes de polarização linear9 da onda gravitacional.

Para obter os efeitos da onda, os dois estados de polarização circular são estudados

separadamente. Se considerarmos o caso em que h× = 0 e h+ ̸= 0 a onda polarizada oscilará

entre uma elipse com eixo maior em x e uma elipse com eixo maior em y, oscilações que tomam

a forma de +, como se vê na Figura-4 e são conhecidas como polarização "mais". Agora se

considerarmos h+ = 0 e h× ̸= 0 a onda polarizada oscilará entre uma elipse com eixo maior a

45◦ do eixo x e uma elipse com eixo maior a 45◦ do eixo y, oscilações que tomam a forma de ×,

como se vê na Figura-5 e são conhecidas como polarização "cruz".

Figura 4 – Efeito de uma onda gravitacional polarizada em forma +

Fonte: adaptado da [25] .

2.4.1 Características da solução da onda plana

Da forma como transforma uma quantidade é possível determinar características da

interação em estudo. Por exemplo, uma quantidade que transforme como

χ → χ
′ = expihθ

χ, (2.42)

onde o ângulo θ representa a transformação de rotações sobre o eixo de propagação, diz-se que

essa quantidade χ tem helicidade h. A helicidade é uma característica de partículas sem massa e

é definida como a projeção do spin, s, na direção de propagação.
9 Tr{eie j} ≡ ei

µν e j µν = 2δ i j, i, j =+,×.
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Figura 5 – Efeito de uma onda gravitacional polarizada em forma ×

Fonte: adaptado da [25] .

Para determinar a helicidade das ondas gravitacionais, é conveniente usar uma

combinação particular dos estados de polarização linear, as respetivas polarizações circulares à

direita, eR, e esquerda, eL, dadas respetivamente por

eR
µν =

1
2

(
e+µν + ie×µν

)
, eL

µν =
1
2

(
e+µν − ie×µν

)
, (2.43)

sobre as quais se aplica uma rotação sobre o eixo z da forma,

Uν
µ

.
=


1 0 0 0

0 cosθ −sinθ 0

0 sinθ cosθ 0

0 0 0 1

, (2.44)

que deixa invariante kµ , Uν
µ kν = kµ , e transforma eR,L

µν como

e
′ R,L
µν =Uα

µ Uβ

µ eR,L
αβ

. (2.45)

Agora, usando o fato de que U(1) é isomorfo a SO(2)

expiφ →

cosφ −sinφ

sinφ cosφ

, (2.46)

é fácil ver que (2.45) pode ser reescrito como

e
′ R,L
µν = exp±2iθ eR,L

µν . (2.47)

Logo, as ondas gravitacionais são caracterizadas por dois estados de polarização circular com

helicidade ±2.

Por outro lado, em geral para o spin, s, tem-se que s= 360◦/θ onde θ é o ângulo

baixo o qual os modos de polarização são invariantes. Assim das Figura-4 e Figura-5 pode
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ser visto que as ondas gravitacionais são invariantes baixo rotações de 180◦. Assim o gravitão,

partícula hipotética que descreveria a gravidade no formalismo de Teoria Quântica de Campos,

deve ser uma partícula de spin-2, um boson tensorial, e com massa zero 10. O fato de que a

gravidade é mediada por uma partícula de spin-2 esta intimamente relacionada com o fato da

descrição matemática em termino de objetos geométricos tensoriais que descrevem o campo

gravitacional.

2.5 Graus de liberdade através das transformações de Lorentz

As transformações sob as quais transformam as quantidades deixando invariante

uma teoria, são conhecidas como as simetrias da teoria e além de dar informação das interações

em estudo como em 2.4.1, permite encontrar relações úteis para escrever a teoria em uma forma

simples e elegante, bem como também permite criar grupos invariantes para qualquer observador

como na (3.66).

A RG tem simetria de Lorentz, de modo que a seguir se estuda como transformam

as quantidades de interesse sob transformações de Lorentz.

2.5.1 Transformação de Lorentz da métrica perturbada gµν = ηµν +κhµν

Sob transformações de Lorentz, x′µ = Λµ
νxν , a métrica perturbada, gµν = ηµν +

κhµν , transforma da seguinte forma: a métrica plana ηµν é invariante, enquanto a perturbação

do espaço-tempo hµν transforma como

h′
αβ

= Λ
α

µΛ
β

νhµν . (2.48)

Então sob o grupo de Lorentz hµν , um tensor 4×4, que ao ser simétrico tem 10 componentes

independentes, pode ser decomposto, tendo em conta a representação irredutível do Apêndice-

A.10, da seguinte forma. Sob rotações temos a parte espacial livre de traço si j,

si j =
1
2
(hi j −

1
3

δ
klhklδi j), Ψ =−1

6
δ

i jhi j, (2.49)

sob boots temos a parte vetorial wi e da tração que é um invariante de Lorentz temos a parte

escalar hµµ , esta decomposição é tal que sob transformações de Lorentz não se misturam e os

elementos permanecem simétricos ou anti-simétricos após a transformação. Assim a métrica
10 Move-se à velocidade da luz.
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hµν = h00,hi0,hi j pode ser reescrita em suas partes escalares, vetoriais e tensoriais como

h00 =−2Φ , hi0 = h0i = wi , hi j = 2si j −2Ψδi j , (2.50)

onde é introduzido um (−2) por convenção, a parte escalar é tomada em dois escalares.

Assim, os símbolos de Christoffel a primeira ordem em h, dado pela expressão

(A.47) em termos das (Ψ, Φ, wi, si j) som

Γ̊
0
00 = ∂0Φ

Γ̊
i
00 = ∂iΦ+∂0wi

Γ̊
0
j0 = ∂ jΦ

Γ̊
i
j0 = ∂[ jwi]+

1
2

∂0h jk

Γ̊
0
jk =−∂( jwk)+

1
2

∂0h jk

Γ̊
i
jk = ∂( jhk)i −

1
2

∂ih jk.

(2.51)

Usando (2.51) se obtém os seguentes tensores de Ricci respetivamente

R00 = ∇
2
Φ+∂0∂kwk +3∂

2
0 Ψ

R0 j =
1
2

∇
2w j +

1
2

∂ j∂kwk +2∂0∂ jΨ+∂0∂ks j
k

Ri j = ∂0∂(iw j)+□Ψδi j −□si j +2∂k∂(is j),

(2.52)

onde foi usado ∇2 = δ i j∂i∂ j. Agora com (2.52) se obtém os correspondentes escalares de Ricci

para assim obter as equações de Einstein da (2.15) na aproximação linear e na representação

irredutível como

G00 = 2∇
2
Ψ+∂k∂lskl = 8πGΘ00

G0 j =−1
2

∇
2w j +

1
2

∂ j∂kwk +2∂0∂ jΨ+∂0∂ks j
k = 8πGΘ0 j

Gi j = (δi j∇
2 −∂i∂ j)(Φ−Ψ)+δi j∂0∂kwk −∂0∂(iw j)+2δi j∂

2
0 Ψ−□si j +2∂k∂(is

k
j)−δi j∂k∂lskl

= 8πGΘi j.

(2.53)

Agora ao impor o calibre harmônico (2.28), envolve ∂isi j = 0 e ∂iwi = 0, e na ausência de fontes

de gravidade Θµν = 0 temos que

∇
2
Ψ = 0,

∇
2
Φ = 0,

∇
2w j = 0,

□si j = 0.

(2.54)
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onde se identifica que o único grau de liberdade dinâmica é o elemento si j que não é outra coisa

que hT T
µν , de modo que

hT T
µν =


0 0 0 0

0 2si j 0

0 0

0 0 0 0

 . (2.55)

Assim a forma (2.50) permite identificar as restrições que tem imposta a teoria, sendo isso uma

vantagem sobre o estudo direto dos graus de liberdade que foi realizado em 2.4.

2.5.2 Transformação de Lorentz do tensor de Riemann

Outra forma de estudar os graus de liberdade da teoria é através do estudo direto do

tensor de Riemann e suas propriedades. No entanto, devido à grande quantidade de termos que

contém o tensor de Riemann, é necessário escolher uma decomposição deste que nos facilite

o estudo, costuma-se escolher a decomposição a nos termos do escalar e tensor de Ricci e os

tensores de Weyl11. Além, para a contagem dos graus de liberdade como mostrado em 2.4,

é conveniente escolher o endereço de propagação em z, o que reduz os termos do tensor de

Riemann como mostra [26] para

Ψ2(u) =−1
6

Rz0z0,

Ψ3(u) =−1
2

Rx0z0 +
1
2

iRy0z0,

Ψ4(u) =−Rx0x0 +Ry0y0 +2iRx0y0,

Φ22(u) =−Rx0x0 −Ry0y0.

(2.56)

onde percebe-se que Ψ4(u) e Φ2(u) são modos totalmente transversais, Ψ2(u) é modo totalmente

longitudinal e Ψ3(u) é um modo misto, longitudinal e transversal.

Agora na ausência de fontes de gravidade Θµν = 0 que envolve Rµν = 0 e ao usar a

identidade de contração do tensor de Riemann Rρµρν = 0 temos que

Ψ2 = Ψ3 = Φ22 = 0 (2.57)

onde o único termo que sobrevive é Ψ4 ̸= 0, o modo totalmente transversal que se esperava obter

para que assim coincida com o já encontrado em 2.4.
11 Aqui só enunciamos essa decomposição já que se mostra com mais detalhe em A.3.1
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O estudo direto do tensor de Riemann dá uma forma mais geral que 2.5.1 de estudar

os graus de liberdade, obtendo a maior informação mas se paga o preço de ser um estudo

extenso.
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3 REVISÃO DO TELEPARALELISMO SIMÉTRICO

Este capítulo baseado principalmente nos artigos [17, 27, 28, 18], pretende fazer

uma revisão do Teleparalelismo Simétrico. Uma teoria alternativa a RG, que deve seu nome ao

fato de ser uma teoria sem curvatura, teleparalela; e sem de torção, simétrica nos dois últimos

índices da conexão, Γα
µν = Γα

νµ .

3.1 Decomposição da Conexão

Do capítulo anterior pode-se ver que a RG está completamente codificada na conexão

afim. No entanto, este é um caso particular onde se tem a conexão de Levi-Civita, a qual impõe

as condições de liberdade de torção e compatibilidade com a métrica, tomando em conta apenas

a curvatura como elemento geométrico para descrever o espaço-tempo.

Em geral a conexão afim e a métrica estão relacionadas pelo tensor de não-metricidade

definido por

Qµνβ ≡ ∇µgνβ = ∂µgνβ −Γ
λ
µνgλβ −Γ

λ

µβ
gνλ , (3.1)

em que da combinação das derivadas covariantes da métrica, nomeadamente de ∇µgνα +

∇αgνµ −∇νgµα , determina-se a conexão mais geral sem impor condições, como indicado

no Apêndice-B.1, entregando

Γ
α
µν = Γ̊

α
µν + K̊α

µν +Lα
µν (3.2)

onde a contorção, K̊λ
µν , é dada em termos do tensor de torção

K̊α
µν =

1
2

gαβ (Tµβν +Tνβ µ +Tβ µν)

=−K̊α
νµ ,

(3.3)

e a disformação, Lλ
µν , é dada em termos do tensor de não-metricidade

Lα
µν =

1
2

gαβ (Qβ µν −Qµβν −Qνβ µ)

= Lα
νµ .

(3.4)

Elementos com os quais se pode definir o tensor de distorção Ωα
µν como

Ω
α

µν = Γ̂
α

µν − Γ̊
α

µν = K̊α
µν +Lα

µν . (3.5)

dando conta da deformação do espaço-tempo Riemanniano.
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Até aqui já podemos notar que a conexão afim codifica completamente a deformação

do espaço-tempo, ao ser os tensores de torção, não-metricidade e curvatura os elementos que

descrevem a deformação de uma variedade.

3.2 Tensor de Riemann em termos do tensor distorção

A conexão mais geral dada pela equação (3.2) pode ser reescrita como Γα
µν =

Γ̊α
µν +Ωα

µν , com o qual o tensor de Riemann em termos de Γα
µν sem perda de generalidade

é

R̂β
µαν = R̊β

µαν + ∇̊αΩ
β

µν − ∇̊νΩ
β

µα +Ω
β

γαΩ
γ

µν −Ω
β

γνΩ
γ

µα . (3.6)

em que, ao tomar o tensor de Riemann modificado nulo, R̂α
µνβ = 0, determina-se o tensor de

Riemann em termos do tensor de distorção,

R̊β
µαν = Ω

β
γνΩ

γ
µα −Ω

β
γαΩ

γ
µν + ∇̊νΩ

β
µα − ∇̊αΩ

β
µν . (3.7)

Contraindo os índices como na equação (2.12) se pode encontrar o tensores de Ricci em termos

do tensor de deformação como

R̊µν = R̊α
µαν = Ω

α
γνΩ

γ
µα −Ω

α
γαΩ

γ
µν + ∇̊νΩ

α
µα − ∇̊αΩ

α
µν , (3.8)

onde ao impor condições sobre Ωα
µν encontram-se dois casos particularmente importantes

mostrados abaixo.

3.2.1 Conexão livre de curvatura e compatível com a métrica

O primeiro caso é atingido ao impor que a conexão seja compatível com a métrica,

Qαµν = 0, conseguindo encontrar

R̊µν(T ) = K̊α
γν K̊γ

µα − K̊α
γα K̊γ

µν + ∇̊ν K̊α
µα − ∇̊α K̊α

µν . (3.9)

Agora usando (2.13) determina-se o escalar de Ricci compatível com a métrica,

R̊(T ) =K̊α
γν K̊γν

α − K̊α
γα K̊γν

ν + ∇̊ν K̊αν
α − ∇̊α K̊αν

ν

= K̊α
γν K̊γν

α −2∇
µT σ

σ µ ,
(3.10)

onde as seguintes identidades foram usadas

K̊α
µα = 0, (3.11)
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e
K̊αν

ν = gµαgβνgρα K̊µβ
ρ

= 2gµαT σ
σα .

(3.12)

Sem entrar em detalhes, ao usar o escalar particular de torção T, também conhecido

como invariante de Weitzenböck1 e definido em [28]; e negligenciando os termos borda. Temos

R̊ ≃−T, conseguindo assim a formulação TERG,

ST ERG =− 1
2κ2

∫
d4x

√
−gT. (3.13)

Onde TERG está codificada na conexão de Weitzenböck, que restringe a um espaço-tempo

apenas dotado por torção como pode ser visto em [5] e [11]. Embora a teoria TERG à primeira

vista tem mais graus de liberdade , no entanto, através do formalismo proposto por Arnowitt,

Deser e Misner (ADM) [29] se encontram ligações que permitem ter apenas dois graus de

liberdade propagadores no calibre de Weitzenböck, análogos aos graus de liberdade encontrados

para RG na Secção-2.4.

A consolidação da teoria TRG permitiu ter extensões de tipo f (T ) como se pode

ver em [30] e [31], com as quais foram propostas soluções aos problemas fenomenológicos já

mencionados no Capítulo-1 que vão além da RG.

3.2.2 Conexão livre de curvatura e torção

O segundo caso, de maior importância em nosso estudo se consegue ao impor livre

de torção na conexão, T α
µν = 0, encontrando

R̊µν(Q) = Lα
γνLγ

µα −Lα
γαLγ

µν + ∇̊νLα
µα − ∇̊αLα

µν . (3.14)

Usando novamente (2.13) determina-se o escalar de Ricci livre de torção

R̊(Q) = Lα
γνLγν

α −Lα
γαLγν

ν +gµν
∇̊νLα

µα −gµν
∇̊αLα

µν

= Lα
γνLγν

α +
1
2

QγLγν
ν −

1
2

gµν
∇̊νQµ −gµν

∇̊αLα
µν

= Lα
γνLγν

α +
1
2

QγLγν
ν −

1
2

∇νQν +
1
2

Q̃µQµ −gµν
∇̊αLα

µν

=
1
4
(
QαµνQαµν −QαQα

)
+

1
2
(
Q̃αQα −QαµνQµαν

)
+∇α

(
Q̃α −Qα

)
,

(3.15)

onde as seguintes identidades foram usadas

Lανµ = Lαµν , (3.16)
1 Análoga na conexão de Levi-Civita para RG.
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resultado da simétrica nos dois últimos índices de Qανµ = Qαµν . Simetria que também permite

definir dois traços

Qα = gµνQαµν = Qα
ν

ν , Qα = Qαµ
µ (3.17)

e

Q̃α = gµνQµνα , Q̃α = Qµ
µα , (3.18)

permitindo obter relações como

Lα
µα = Lα

αµ = gαβ Lβ µα

=
1
2
(
Qα

µα −Qα −Qα
αµ

)
=−1

2
Qµ

(3.19)

e
gµν

∇̊ν

(
Qµ

)
= ∇ν

(
gµνQµ

)
−∇ν (gµν)Qµ

= ∇νQν − Q̃µQµ .
(3.20)

O processo pelo qual se chega a formulação Teleparalelismo Simétrico Equivalente à Relatividade

Geral (TSERG) vê-se com mais detalhe nas seguintes secções ao ser este caso o de interesse

neste trabalho.

Neste ponto, as equações (3.10) e (3.15) permitem escrever a ação de Hilbert-Einstein

(2.16) de formas alternativas para descrever a dinâmica da RG, tal como no Capítulo-2.

3.3 Escalar de não metricidade

O escalar de não-metricidade mais geral que pode ser construída com as possíveis

acoplamentos do tensor de não-metricidade é [32]

Q ≡ c1QαµνQαµν + c2QαµνQµαν + c3QαQα + c4Q̃αQ̃α + c5Q̃αQα , (3.21)

onde ci são constantes arbitrárias. No entanto, se as constantes são fixadas aos valores

c1 =−c3 =−1
4
, c2 =−c5 =

1
2
, c4 = 0, (3.22)

temos

Q =
1
4

QαµνQαµν +
1
2

QαµνQµαν − 1
4

QαQα − 1
2

Q̃αQα , (3.23)
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onde Q é o escalar de não-metricidade com coeficientes definidos para obter a equivalência com

a RG. Então (3.15) pode ser reescrito como

R̊ = ∇α

(
Q̃α −Qα

)
−Q, (3.24)

notando que os escalares só diferem por uma derivada total, um termo de contorno. Se for

omitindo o termo de contorno obtém-se a ação característica de TSERG que é equivalente, mas

não igual à ação de Hilbert-Einstein

ST SERG =− 1
2κ2

∫
d4x

√
−gQ. (3.25)

Definido já o escalar de não-metricidade é conveniente introduzir o tensor conjugado

do tensor de não-metricidade [27]

Pα
µν =c1Qα

µν + c2Q(µ
α

ν)+ c3Qαgµν + c4δ
α

(µQ̃ν)+
c5

2

(
Q̃αgµν +δ

α

(µQ̃ν)

)
, (3.26)

o que nos permite escrever o escalar de não-metricidade como

Q = Qα
µνPα

µν , (3.27)

para logo obter as equações de movimento de forma mais elegante de

SQ =− 1
2κ2

∫
d4x

√
−gQ. (3.28)

Com o tensor conjugado alem se obtém outras dois relações úteis [33]

Pα
µν =−1

2
∂Q

∂Qα
µν

, (3.29)

e
∂Q

∂gµν
= Pµαβ Qν

αβ −2Qαβ µPαβ
ν , (3.30)

que permitem escrever de forma simples e elegante as equações de movimento.

3.4 Calibre Coincidente

Assim como a RG tem uma conexão particular, a conexão de Levi-Civita, para a

TSERG a conexão mais geral que imponha as condições de ter curvatura nula e torção nula é

Γ
α

µν =
∂xα

∂ξ β
∂µ∂νξ

β , (3.31)
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como se mostra em [28]. Além disso, como vimos no Capítulo-2 para ter uma solução única

das equações de movimento deve-se fixar o calibre impondo uma condição, escolher umas

coordenadas. Para este trabalho o calibre se fixa impondo a seguinte condição

Γ
α

µν ≡ 0, (3.32)

que resulta da escolha das coordenadas em que ξ α = xα na (3.31) onde a origem do espaço

tangente e espaço-tempo coincidem, razão pela qual o calibre na (3.32) se denomina calibre

coincidente.

Ao escolher a condição de calibre coincidente, o tensor de não-metricidade é reduzido

para

Qαµν = ∂αgµν , (3.33)

e por consequente o tensor de disformação é reduzido a

Lα
µν =−Γ̊

α
µν . (3.34)

Agora usando a definição equivalente a (3.23) em termos do tensor de disformação

(3.4) como em [32]

Q =−gµν

(
Lα

β µLβ
να −Lα

βαLβ
µν

)
, (3.35)

Q no calibre coincidente pode ser expresso em termos da conexão de Levi-Civita usando (3.34)

como

Q(Γ) = gµν

(
Γ̊

α
β µ Γ̊

β
να − Γ̊

α
βα Γ̊

β
µν

)
. (3.36)

Logo a ação (3.28) no calibre coincidente é

SCRG = ST SRG(Γ) =− 1
2κ2

∫
d4x

√
−ggµν

(
Γ̊

α
β µ Γ̊

β
να − Γ̊

α
βα Γ̊

β
µν

)
, (3.37)

conhecida como a ação Coincidente a RG, e forma na qual a formulação TSRG foi apresentada

por Nester e Yo em 1999 [17].

3.5 Equação do campo gravitacional no Teleparalélismo Simétrico

As equações de movimento se obtêm aplicando o princípio de variação extremal,

δS = 0, variando a ação com respeito à métrica. Em geral a ação invariante pode-se descompor
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em S = SQ +Sm, onde Sm é o tensor de matéria,

δSm =
1
2

∫ √
−gΘ

µν
δgµνd4x, (3.38)

mostrado em detalhes no Apêndice-A.6; e δSQ se obtém com a derivada funcional

δSQ(gµν ,∇αgµν) =
∫

d4x
[√

−g
∂LQ

∂gµν
δgµν +

√
−g∇α

∂LQ

∂∇αgµν
δgµν −

√
−g
2

LQgµνδgµν

]
.

(3.39)

usado (A.34). Então∫
d4x

√
−gδgµν

[
∂LQ

∂gµν
−∇α

∂LQ

∂∇αgµν
−

LQ

2
gµν +

1
2

Θ
µν

]
= 0, (3.40)

com LQ = −Q
2κ2 , deve ser satisfeito

κ
2
Θ

µν =
∂Q

∂gµν
− 1

2
Qgµν −∇α

∂Q
∂Qα

µν

= Pµαβ Qν
αβ −2Qαβ µPαβ

ν −
1
2

Qgµν +2∇α(Pα
µν),

(3.41)

onde foi usado (3.29) e (3.30). Assim as Equações (3.41) são equivalentes às equações de

Einstein para matéria de campos escalares (2.15).

3.6 Equação de campo linearizada do Teleparalélismo Simétrico

Para a linearização da equação (3.41) usa-se a aproximação de campo fraco, gµν =

ηµν +κhµν , da Secção-2.3.1; e o calibre coincidente, Γ
α

µν = 0, de tal forma que o tensor de

não-metricidade se reduz a

Qαµν = κ∂αhµν , (3.42)

o que permite notar que

Qαµν , Pαµν ∼ ∂h Q, Pµαβ Qν
αβ , Qαβ µPαβ

ν ∼ ∂
2h, ∂h∂h, (3.43)

de modo que o único termo relevante do lado direito da (3.41) depois de desprezar todos os

termos de ordem h2 e os mais altos ao ter |hµν | ≪ 1 é ∇α(Pα
µν). Assim, as equações de campo

(3.41) na aproximação linear em ausência de fontes de gravidade, Θµν = 0, se reduz a

0 = ∇α(Pα
µν(h(1)))

= 2c1□hµν +(c2 + c4)η
ασ

(
∂α∂µhσν +∂α∂νhσ µ

)
+2c3ηµνη

τω□hτω

+ c5
(
ηµνη

ωγ
η

ασ
∂α∂ωhσγ +η

ωσ
∂µ∂νhωσ

)
≡ Eµν ,

(3.44)

donde Eµν é o tensor de Euler-Lagrange gravitacional.
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3.7 Graus de liberdade

Para estudar os graus de liberdade é conveniente escrever a equação de campo (3.44)

no espaço de Fourier, que é facilmente alcançado usando ∂µ → ikµ , obtendo

0 =
(

2c1η
−1(k,k)δ λ

µ δ
ρ

ν +(c2 + c4)kλ
(
kµδ

ρ

ν + kνδ
ρ

µ

)
+2c3ηµνη

−1(k,k)ηλρ

)
ĥλρ

+ c5

(
ηµνkλ kρ +η

λρkµkν

)
ĥλρ ,

(3.45)

onde tem sido usado ηαγηγβ = δ
β

α e □→−η−1(k,k) de forma conveniente para obter uma

expressão reduzida e conveniente para analisar. Aqui como em 2.5.1, se decompõe a métrica

perturbada tendo em conta a representação irredutível de hµν , como em [34], tendo

ĥλρ = Sλρ +2k(λVρ)+
1
3

(
ηλρ −

kλ kρ

η−1(k,k)

)
B+

(
kλ kρ −

1
4

ηλρη
−1(k,k)

)
U, (3.46)

onde Sλρ é a parte de tensorial simétrica livre de divergência e Vµ é a parte vetorial livre de

divergência, as duas partes com traços nulos

η
λρSλρ = 0, kρVρ = 0, (3.47)

que além satisfaz

kλ Sλρ = 0. (3.48)

O termo B = ĥµνηµν é o escalar dado pelo traço e U = 3
4

hµν kµ kν

η−1(k,k)2 é um escalar de dupla

divergência. Substituindo (3.46) na (3.45) e agrupando os termos se tem

0 = Êµν =2c1η
−1(k,k)Sµν +(2c1 + c2 + c4)η

−1(k,k)2k(µVν)

+

(
2
3
(c1 +3c3)η

−1(k,k)ηµν +

(
c5 −

2
3

c1

)
kµkν

)
B

+

(
3
4

(
c5 −

2
3

c1

)
η
−1(k,k)2

ηµν +
1
2
(4c1 +3c2 +3c4)η

−1(k,k)kµkν

)
U.

(3.49)

Como é mostrado em [34] ao fazer as contrações de Êµν pode-se obter as seguintes

relações para cada um dos elementos em que se decompõe ĥλρ

0 = Êµνkµkν = (2c3 + c5)η
−1(k,k)2B+

(
3
4

c5 +
3
2
(c1 + c2 + c4)

)
η
−1(k,k)3U, (3.50)

0 = Êµ
µ = (2c1 +8c3 + c5)η

−1(k,k)B+

(
3c5 +

3
2
(c2 + c4)

)
η
−1(k,k)2U, (3.51)

0 = Êµνkµ − kν

η−1(k,k)
Êρσ kρkσ = (2c1 + c2 + c4)η

−1(k,k)2Vν , (3.52)
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0 = Êµν −
1
3

(
ηµν −

kµkν

η−1(k,k)

)
Êσ

σ +
1
3

(
ηµν −4

kµkν

η−1(k,k)

)
Êρσ kρkσ

η−1(k,k)

= 2c1η
−1(k,k)Sµν .

(3.53)

Neste ponto se pode extrair informação da equação de movimento através do poli-
nómio principal, ferramenta que permite compreender as propriedades de propagação de um
campo, e que se obtém ao representar de forma matricial as equações(3.50)-(3.53) obtendo

η
−1(k,k)


(2c3 + c5)η

−1(k,k)
( 3

4 c5 +
3
2 (c1 + c2 + c4)

)
η−1(k,k)2 0 0

(2c1 +8c3 + c5)
(
3c5 +

3
2 (c2 + c4)

)
η−1(k,k) 0 0

0 0 (2c1 + c2 + c4)η
−1(k,k) 0

0 0 0 2c1




B

U

Vν

Sµν

=


0

0

0

0

.

(3.54)

onde o determinante da matriz acima, ℘(k), é conhecido como o polinómio principal e é

℘(k)=−3
2

c1(2c1+c2+c4)(4c2
1+4c1c2+16c1c3+12c2c3+4c1c4+12c3c4+4c1c5−3c2

5)η
−1(k,k).

(3.55)

Como as equações associadas ao (3.55) são linearmente dependentes, então℘(k) = 0. À primeira

vista de (3.55) parece que c1 = 0 ou 2c1 +c2 +c4 = 0 satisfazem ℘(k) = 0, mas estas condições

implicam que pelo menos um dos termos irredutíveis das equações de (3.50) ate (3.53) seja zero,

tenham solução trivial. Assim para evitar uma solução trivial deve-se satisfazer η−1(k,k) = 0, o

que implica kα é um vetor nulo e então as perturbações do espaço-tempo codificadas em h no

vácuo se propagam à velocidade da luz, tal como em 2.3.1.

Agora, se as constantes forem fixadas aos valores de: TSERG c1 = −c3 = −1
4 ,

c2 =−c5 =
1
2 e c4 = 0, obtém-se

0 = 0, (3.56)

0 = Êµ
µ = η

−1(k,k)B− 3
4

η
−1(k,k)2U, (3.57)

0 = Êµνkµ − kν

η−1(k,k)
Êρσ kρkσ = 0, (3.58)

0 = Êµν −
1
3

(
ηµν −

kµkν

η−1(k,k)

)
Êσ ,σ +

1
3

(
ηµν −4

kµkν

η−1(k,k)

)
Êρσ kρkσ

η−1(k,k)

=−1
2

η
−1(k,k)Sµν .

(3.59)

Neste ponto, sin ter a equação de campo resolvida, podemos identificar que existem modos

escalares, vetoriais e tensoriais. Onde os modos vetoriais, Vµ , devido ao (3.58) não podem
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ser graus de liberdade dinâmicos, o que mostra que estes graus de liberdade não se propagam.

Os dois modos escalares, B e U , como visto em (3.57) estão acoplados, e os modos tensoriais

Sµν não acoplados. Além disso, sabemos da Seção-2.4 que os graus de liberdade propagantes

devem ser reduzidos a dois componentes independentes, os quais correspondem a dois estados

de polarização das ondas gravitacionais em RG, de modo que ainda fica estudar restrições em

TSERG usando outro formalismo.

3.8 Polarizações no Formalismo de Newman Penrose

O formalismo de Newman Penrose (NP) [35] [26] usa o conjunto de tétradas nulas

definidas em A.1.2 e as partes irredutíveis do tensor de Riemann para construir de forma

conveniente as quantidades de Newman-Penrose {Ψi ,Φi,Λ}. Além disso, como na 2.4 as

coordenadas são orientadas de tal forma que a onda se propague no endereço +z = x3, logo

k1 = 0 = k2 e k0 = k1 > 0, o que implica que na base de tétradas nulas kµ = −ωlµ . Então a

solução geral da métrica perturbada como em (2.33) pode ser escrita como

hµν = Hµνe−iωlµ xµ

= Hµνe−iω(−t+z) = Hµνeiωu (3.60)

onde ω caracteriza a norma do vetor de onda, Hµν é a amplitude de onda e é introduzido o tempo

retardado u = x0 − x3 = t − z. Assim, os componentes do tensor de Riemann dependem apenas

de u,

Rβ µαν = Rβ µαν(u), (3.61)

Então com o tensor de Riemann para a onda plana (3.60) na base de tétradas nulas,

(l, n, m, m̄), como se mostra no Apêndice-A.11 e usando as propriedades do tensor de Riemann

A.3.1, pode ser descomposto completamente nas quantidades de Newman-Penrose {Ψi ,Φi,Λ}

como se pode ver em detalhe em [35] por:

– Tensores de Weyl

Ψ0 = 0 = Ψ1,

Ψ2 =−1
6

Rnlnl =
1

12
ḧll,

Ψ3 =−1
2

Rnlnm̄ =−1
2

Rnlnm =
1
4

ḧlm̄ =
1
4

ḧlm,

Ψ4 =−Rnm̄nm̄ =−Rnmnm =
1
2

ḧm̄m̄ =
1
2

ḧmm.

(3.62)
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– Tensores de Ricci
Φ00 = Φ01 = Φ10 = Φ02 = Φ20 = 0,

Φ22 =−Rnmnm̄ =
1
2

ḧmm̄,

Φ11 =
3
2

Ψ2,

Φ12 = Φ21 = Ψ3.

(3.63)

– Escalar de Ricci

Λ =−1
2

Ψ2. (3.64)

Onde o tensor de Riemann foi escrito em termos de ḧ ≡ d2h/du2 usando a relação (A.71)

De (3.62), (3.63) e (3.64) observa-se que por restrição da direção de propagação o

número de componentes independentes se reduz a seis, {Ψ2, Ψ3, Ψ4, Φ22}, conhecidos como

componentes elétricos. Estes componentes independentes transformam como

Ψ′
2

Ψ′
3

Ψ̄′
3

Ψ′
4

Ψ̄′
2

Φ′
22


=



1 0 0 0 0 0

3ᾱ e−iφ 0 0 0 0

3α 0 eiφ 0 0 0

6ᾱ2 4ᾱeiφ 0 e−2iφ 0 0

6ᾱ2 0 4αeiφ 0 e2iφ 0

6ᾱ2 4ᾱeiφ 0 0 0 1





Ψ2

Ψ3

Ψ̄3

Ψ4

Ψ̄2

Φ22


, (3.65)

transformação induzida pelas transformações das tétradas nulas (A.67).

Ao considerar α = 0 no (3.65) podemos como em 2.4.1 determinar a helicidade

de cada um dos observáveis como: helicidade 0 para Ψ2 e Φ22, sendo estes modos escalares;

helicidade ±1 para Ψ3 e Ψ̄3, sendo estes modos vetoriais; e helicidade ±2 para Ψ4 e Ψ̄4, sendo

estes modos tensoriais. Componentes independentes que são os modos independentes de vibração

mostrados na Figura-6,

onde mostra-se os efeitos que cada modo induz numa esfera de partículas de prova

para uma onda na direção +z de propagação e com uma dependência do tempo sinusoidal.

Além disso, embora (3.65) não é uma apresentação independente do observador, é

uma representação real de seis dimensões do grupo euclidiano E. De maneira que para dois

observadores quaisquer que orientem, escolham, a direção de propagação da onda como o eixo

z; podem-se encontrar classes invariantes de ondas, subconjuntos invariantes sob transformações

de Lorentz, para os seguintes casos específicos
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Figura 6 – Os seis modos de polarização de onda gravitacional na aproximação de campo fraco,
mostrando o instante quando ωt = 0 com linhas contínuas e o instante quando ωt = π com
linhas descontínuas

Fonte: adaptado da [36] .

O0 : Ψ2 = Ψ3 = Ψ4 = Φ22 = 0,

O1 : Ψ2 = Ψ3 = Ψ4 = 0, Φ22 ̸= 0,

N2 : Ψ2 = Ψ3 = Φ22 = 0, Ψ4 ̸= 0,

N3 : Ψ2 = Ψ3 = 0, Ψ4 ̸= 0, Φ22 ̸= 0,

III5 : Ψ2 = 0, Ψ3 ̸= 0,

II6 : Ψ2 ̸= 0,

(3.66)

estas classes são nomeadas pelo tipo Petrov de quantidades de Newman-Penrose independentes

e pela dimensão da representação correspondente de E(2). Esta classificação é conhecida como

classificação E(2) para as ondas gravitacionais e foi desenvolvida por Eardley et al. em [26]

permitindo que para os ditos observadores as medições da onda gravitacional coincidam com o

subconjunto em que se encontra.

Deve-se enfatizar que o estudo feito no formalismo de NP até aqui é genérico para

uma onda plana em um quadro de referência nulo, propagado-se na direção +z.



41

3.8.1 Polarizações no Teleparalélismo Simétrico

Para o estudo especifico do TSRG precisamos conhecer se temos restrições nos

componente hµν na base de tétradas nulas, para isso, escrevemos os termos da equação de

movimento linearizada (3.44) na base de tétradas nulas. Onde se encontram relações que se

devem cumprir para satisfazer as equações de movimento.

3.8.1.1 Polarizações no Teleparalélismo Simétrico Equivalente a Relatividade Geral

Ao escrever (3.44) usando os índices de tétradas nulas como mostrado em detalhes

no A.11 é obtido
0 = Enn = 2c5ḧmm̄ −2(c2 + c4 + c5)ḧln ,

0 = Enm =−(c2 + c4)ḧlm ,

0 = Enm̄ =−(c2 + c4)ḧlm̄ ,

0 = Emm̄ = c5ḧll ,

0 = Eln =−(c2 + c4)ḧll

(3.67)

onde ao fixar aos valores das constantes ci a os valores de TSERG, c1 =−c3 =−1
4 , c2 =−c5 =

1
2

e c4 = 0 temos c2 + c4 + c5 = 0 e c5 ̸= 0, de maneira que

ḧll = 0 → Ψ2 = 0,

ḧlm̄ = 0 → Ψ3 = 0,

ḧmm̄ = 0 → Φ22 = 0.

(3.68)

Assim os modos escalares Φ22 e Ψ2 juntamente com os modos vetoriais Ψ3 desaparecem e o

único modo que não tem restrições é Ψ4 = −Rnmnm o qual, como podemos ver na Figura-6

o modo real, Ψ4, está justamente relacionado com polarização "mais"da Figura-4 e o modo

complexo, Ψ̄4, relacionado com polarização "cruz"da Figura-5; h+ e h× respetivamente de

(2.40). Modos correspondentes a os modos tensoriais de RG, duas polarizações como esperado.
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3.8.1.2 Grupos Invariantes das Polarizações no Teleparalélismo Simétrico

Em geral pode-se encontrar certas relações sobre as constantes ci que formam grupos

invariantes (3.66) como mostrado abaixo

O0 : Ψ2 = Ψ3 = Ψ4 = Φ22 = 0; c2 ̸= 0, c4 ̸= 0, c5 ̸= 0 ,

O1 : Ψ2 = Ψ3 = Ψ4 = 0, Φ22 ̸= 0; c2 ̸= 0, c4 ̸= 0, c5 ̸= 0 ,

N2 : Ψ2 = Ψ3 = Φ22 = 0, Ψ4 ̸= 0; c2 + c4 + c5 = 0, c5 ̸= 0 ,

N3 : Ψ2 = Ψ3 = 0, Ψ4 ̸= 0, Φ22 ̸= 0; c2 + c4 ̸= 0, c2 + c4 + c5 ̸= 0 ,

III5 : Ψ2 = 0, Ψ3 ̸= 0; c2 + c4 = 0, c5 ̸= 0 ,

II6 : Ψ2 ̸= 0; c2 + c4 = c5 = 0 .

(3.69)

Logo podemos classificar nossa onda da (3.44) no TSERG na classe N2 de E(2).

Alem disso pode-se explorar nova fenomenologia através de impor as condições para obter a

classe N3 onde se obtém juntamente com os modo tensorial Ψ4, o modo escalar Φ22, mais graus

de liberdade, implicado fazer suposições que permitem explorar soluções para os problemas

fenomenológicos presentes em RG.

Assim mesmo, a formulação TSRG motivada pelas extensões em f (T ), gera as

extensões de tipo f (Q) para explorar formulações com fontes, acoplada a campos escalares

vetoriais e tensoriais com as quais testar soluções além da RG. Por exemplo, pode-se obter

soluções cosmológicas onde a expansão acelerada do universo se dá como uma propriedade

intrínseca da geometria do universo tal como se mostra em [27, 18, 37, 38], sendo uma alternativa

à energia escura e inflação. Outro tipo de extensões f(Q) são no cenário braneworld como em [39]

onde embora Q depende das constantes ci se encontram diferentes configurações que dependem

apenas de dois parâmetros efetivos permitindo explorar nova fenomenologia.

Obtendo assim novas propostas de teorias que vão além da RG e ainda assim

descrevem a gravidade como um efeito que se deve totalmente à geometria do espaço tempo, tal

como Einstein a consequência do princípio de equivalência conseguiu com a RG.
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4 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Através deste trabalho, estudamos os graus de liberdade no formalismo de telepara-

lelismo equivalente simétrico à relatividade geral na aproximação de campo fraco.

No Capítulo-2 viu-se que a RG deve ser consistente tanto com o princípio de

equivalência como com o princípio de covariância (difeomorfismo) e mostrou-se que dos graus

de liberdade do campo gravitacional em sua aproximação linear a interação gravitacional deve

ser mediada por uma Boson de spin-2 e com velocidade de propagação no vácuo igual à da

luz. Além mostrou-se que los graus de liberdade podem ser estudados em três perspetivas

equivalentes: estudando os componentes de hµν , usando a representação irreduzível de h ou

estudando os componentes de Rβ µαν ; sendo este ultimo o método geral do qual obtemos a maior

quantidade de informação.

No Capítulo-3 vemos como se obtém teorias alternadas a RG de maneira consistente.

Seguindo o Capítulo-2 encontraram-se as equações de campo linearizadas do Teleparalélismo

Simétrico equivalentes a RG, permitindo identificar os graus de liberdade através do formalismo

de tétradas nulas de Newmann-Penrose e assim identificar os modos escalares, vetoriais e

tensoriais da métrica em TSERG, as polarizações das ondas gravitacionais, e observar que se

obtém uma extensão à teoria da RG consistente com observações de ondas gravitacionais básicas.

Como trabalho no futuro o estudo feito em princípio permitirá estudar a quantifica-

ção da teoria linalizada de TSERG para explorar consequências cosmológicas, que ajudem a

solucionar os problemas abertos apresentados pela RG.
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APÊNDICE A – ELEMENTOS DE RELATIVIDADE GERAL

A.1 Tensor métrico e Tétradas

O tensor métrico g é um tensor de tipo (0,2) que dota cada espaço vetorial Tp com

um produto escalar, um produto interno, dado por

gµν = eµ · eν , (A.1)

de modo que o elemento de linha é

ds2 = gµνdxµdxν , (A.2)

e o produto de dois vetores u e v é

u ·v = gµνuµvν (A.3)

onde os dois vetores u e v são ortogonais se o produto escalar entre os é zero. O produto escalar

entre o mesmo vetor

v ·v = gµνvµvν , (A.4)

se diz que é espacial, temporário ou nulo quando o produto é positivo, negativo ou zero respeti-

vamente.

A.1.1 Tétradas ortonormais

As tétradas ortonormais são o conjunto {eµ}= {e0,e1,e2,e3} do sistema cartesiano

coordenado, a base canónica do sistema de coordenadas cartesianas, que apresentam as seguintes

relações de ortogonalidade

eie j = δi j , e0e0 =−1 , eie0 = 0 (A.5)

De modo que a métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas é

ηµν = η
µν =


η00 0 0 0

0 η11 0 0

0 0 η22 0

0 0 0 η33

=


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (A.6)
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A.1.2 Tétradas nulas

O conjunto de tétradas l, n, m, m̄, onde l e n são vetores nulos reais; m e m̄ são

vetores nulos complexos conjugados, é conhecida como base dupla nula complexa, pode ser

relacionada com o conjunto ortonormal de tétradas da seguinte forma:

lµ = (1,0,0,1), nµ =
1
2
(1,0,0,−1),

m =
1√
2
(0,1, i,0) , m̄ =

1√
2
(0,1,−i,0),

(A.7)

que apresentam as seguintes relações de ortogonalidade

mµm̄ν
ηµν = 1 = −nµ lν

ηµν , (A.8)

e

mµmν
ηµν = 0 = m̄µm̄ν

ηµν . (A.9)

De modo que a métrica de Minkowski na base de tétradas nulas está dada por

η
µν =−2l(µnν)+2m(µm̄ν), (A.10)

isto é

ηµν = η
µν =


0 ηln 0 0

ηnl 0 0 0

0 0 0 ηmm̄

0 0 ηm̄m 0

=


0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 . (A.11)

A.2 Conexão de Levi-Civita

A maneira de derivar o símbolo de Christoffel da conexão Levi-Civita da Equação

(2.14) é impor a condição que a métrica seja compatível

∇αgµν = 0. (A.12)

Isto implica o desaparecimento da conexão em ausência da força gravitacional, caso em que a

teoria invariante original de Poincaré deve ser recuperada. Além, também se deve impor que

a métrica e a conexão ou símbolo de Christoffel são simétricas, Γλ
µν = Γλ

νµ , livre de torção.
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Assim, as três derivadas covariantes da métrica são:

∇µgνα = ∂µgνα − Γ̊
λ
µνgλα − Γ̊

λ
µαgνλ = 0,

∇νgαµ = ∂νgαµ − Γ̊
λ
ναgλ µ − Γ̊

λ
νµgαλ = 0,

∇αgµν = ∂αgµν − Γ̊
λ
αµgλν − Γ̊

λ
ανgµλ = 0.

(A.13)

Adicionando as duas primeiras expressões e subtraindo a terceira expressão, obtemos

∂µgνα +∂νgαµ −∂αgµν −2Γ̊
λ
µνgλα = 0, (A.14)

daí Γ̊λ
µν é obtida

Γ̊
λ

µν =
1
2

gλσ (∂µgνσ +∂νgσ µ −∂σ gµν), (A.15)

conhecida como conexão de Levi-Civita o símbolo de Christoffel sem torção.

A.3 Curvatura

Por definição, temos que

Rβ
µανV α ≡ [∇α ,∇ν ]V β , (A.16)

usando

∇µ∇νV β = ∂µ∂νV β +∂µΓ
β

ναV α −Γ
β

να∂µV α −Γ
α

µν∂αV β −Γ
α

µνΓ
α

βρV ρ

+Γ
β

µα∂νV α +Γ
β

µαΓ
α

νρV ρ ,
(A.17)

se obtém que o tensor de curvatura é

Rβ
µαν = ∂αΓ

β
µν −∂νΓ

β
µα +Γ

β
γαΓ

γ
µν −Γ

β
γνΓ

γ
µα −Γ

β
µα +Γ

β
αµ

=R̊β
µαν −Γ

β
µα +Γ

β
αµ ,

(A.18)

onde R̊β
µαν é o tensor de Riemann (2.11).

A.3.1 Propriedades do tensor de Riemann

Para estudar as propriedades de tensor de Riemann (2.11) é conveniente trabalhar

com o tensor de Riemann com todos seus índices abaixo

R̊ρµαν = gρβ R̊β
µαν (A.19)
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Além disso, do princípio da equivalência 2.1, em cada ponto p0 existe um sistema de

coordenadas localmente inerciais, isto permite observar facilmente as propriedades de simetria

do tensor de Riemann ao considerar os componentes do tensor em coordenadas localmente

inerciais, onde
gµν(p0) = ηµν ,

∂σ gµν(p0) = 0 ,

∂ρ∂σ gµν(p0) ̸= 0 ,

(A.20)

de modo que localmente Γσ
µν = 0 e então

R̊ρµαν(p0) = gρβ

(
∂α Γ̊

β
µν −∂ν Γ̊

β
µα

)
=

1
2

gρβ gβσ
(
∂α∂µgνσ +∂α∂νgσ µ −∂α∂σ gµν −∂ν∂µgασ −∂ν∂αgσ µ +∂ν∂σ gµα

)
=

1
2
(
∂α∂µgνρ −∂α∂ρgµν −∂ν∂µgαρ +∂ν∂ρgµα

)
.

(A.21)

Onde se observa que o tensor de Riemann sob a troca de índices apresenta as seguintes proprie-

dades:

– Sob a troca dos dois primeiros índices é anti-simétrico,

R̊ρµαν =−R̊µραν . (A.22)

– Sob a troca dos dois últimos índices é anti-simétrico,

R̊ρµαν =−R̊ρµνα . (A.23)

– A soma dos tensores de Riemann sob a troca cíclica dos três últimos índices é zero,

R̊ρµαν + R̊ρανµ + R̊ρνµα = 0. (A.24)

Propriedades que reduzem o número de componentes independentes do tensor de Riemann1 a

20.

O tensor de Ricci e o escalar de Ricci são definidos respetivamente pelas seguintes

contrações do tensor de Riemann

R̊µν = R̊ρ
µρν , (A.25)

e

R̊ = gµν R̊µν . (A.26)
1 Tensor de Riemann em três dimensões espaciais e uma temporal
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De modo que o tensor de Riemann pode ser escrito em termos do escalar de Ricci, 9 tensores de

Ricci e 10 tensores de Weyl que são os termos livre de traço e com todas as contrações removidas

do tensor de Riemann.

A.4 Elemento de volume do espaço-tempo de quatro dimensões

Um elemento fundamental na construção da teoria é o elemento espaço-temporal

de volume de quatro dimensões, dv = d4y, o qual deve ser invariável sob Transformação Geral

de Coordenadas (TGC). Em um espaço plano o elemento de volume é d4y = dy0dy1dy2dy3,

mas d4y não é um escalar sob TGC. No entanto, se consegue ao multiplicar o elemento de

volume pelo determinante da matriz Jacobiana para a transformação ou seja dx′µ = Jµ

ν (x)dxν

onde Jµ

ν (x) = ∂xµ

∂xν , então

d4y = d4x
∣∣∣ ∂ya

∂xµ

∣∣∣∣. (A.27)

Agora com

g ≡ det gµν = det(ηab
∂ya

∂xµ

∂yb

∂xν
) =−

(
det

∂ya

∂xµ

)2
, (A.28)

e

det(ηab) = det
(
diag(+1,−1,−1,−1)

)
=−1, (A.29)

a equação (A.27) é reescrita como

d4y =
√
−gd4x. (A.30)

onde o elemento de volumem d4y se mostra invariante baixo TGC.

A.5 Derivada de
√
−g em relação à métrica

Para a derivada de
√
−g em relação à métrica é necessário aplicar a fórmula de

Jacobi,

δ [det M] = det M Tr
(
M−1

δM
)
, (A.31)

usando-a sobre o determinante da métrica, encontra-se

δg = δ det gµν = ggµν
δgµν . (A.32)
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Além com

δ (gµνgνρ) = δ (δ
ρ

ν ) = 0, (A.33)

temos
δ
√
−g =− 1

2
√
−g

δg,

=
1
2
√
−g(gµν

δgµν),

=−
√
−g
2

gµνδgµν .

(A.34)

De onde é obtida a seguinte relação

δ
√
−g

δgµν
=−

√
−g
2

gµν . (A.35)

A.6 Tensor de Energia-Momento

Para um campo real escalar, campo de spin 0, massivo φ ; as propriedades de trans-

formação sob o grupo global de Poincaré são determinadas por

φ
′(y′) = φ(y). (A.36)

De acordo com a equação (A.36) obtém-se a transformação sob TGC como

φ
′(x′) = φ(x). (A.37)

Em geral φ(x) será uma função de (x) diferente de φ ′(x′), mas que atribuem o mesmo valor

numérico para o mesmo ponto no espaço.

Então a ação invariante com máximo dois derivados nos campos é 2

Sm =
1
2

∫
d4x

√
−g

(
gµν

∂µφ∂νφ −m2
φ

2) , (A.38)

e a densidade lagrangiana é

Lm =
1
2

gµν
∂µφ∂νφ − 1

2
m2

φ
2. (A.39)

Aplicar a invariância translacional de a equação (A.39) implica a existência de uma corrente

conservada de Nöther

Θµν =
∂Lm

∂∂ µφ
∂νφ −gµνLm,

= ∂µφ∂νφ − 1
2

gµν

(
gρσ

∂ρφ∂σ φ −m2
φ

2) . (A.40)

2 Note que para campos escalares a derivada parcial e a derivada covariante coincidem.
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Por outro lado ao usar a derivada funcional da ação de matéria (A.38), se tem que

δSm =
∫

δ (
√
−gLm)

δgµν
δgµνd4x, (A.41)

de onde
δ (

√
−gLm)

δgµν
=

δ

δgµν

√
−g

(
1
2

gµν
∂µφ∂νφ −m2

φ
2
)
,

=
1
2
√
−g

(
∂µφ∂νφ − 1

2
gµν(gρσ

∂ρφ∂σ φ −m2
φ

2)

)
,

(A.42)

após usar (A.35). Com (A.42) é reescrita (A.40) como

Θ
µν =

2√
−g

δ (
√
−gLm)

δgµν

= 2
∂Lm

∂gµν
+gµνLm.

(A.43)

Assim

δSm =
1
2

∫ √
−gΘ

µν
δgµνd4x. (A.44)

A.7 Tensor e Escalar de Ricci perturbados

Com a métrica

gµν = ηµν +κhµν (A.45)

e o inverso da métrica

gµν = η
µν +κhµν −κ

2hµλ hµ

λ
+ · · · . (A.46)

Os símbolos de Christoffel (Γ(i)
µν

λ ), o tensor de Ricci (R(i)
µν ) e o escalar de Ricci (R(i)) serão

determinados à i− esima potência de hµν desejada ao substituir o tensor métrico e seu inverso

apropriadamente e usar o tensor métrico clássico ηµν e seu inverso ηµν para subir e baixar os

índices. Para o interesse deste trabalho, a primeira ordem em h é suficiente por considerar a

aproximação de campo fraco onde |hµν | ≪ 1, daí

Γ̊
σ

µν

(1)
=

κ

2
η

σρ(∂µhρν +∂νhρµ −∂ρhµν). (A.47)

Assim, à primeira ordem em h nos tensores de Riemann (A.19) e Ricci (A.25) só são consideradas

apenas as derivadas de Γ(1) visto que os termos Γ(1)Γ(1) ≈ 0. Então o tensor de Riemann é

R̊(1)
ρµαν = ηρλ ∂αΓ

λ
µν −ηρλ ∂νΓ

λ
µα

=
1
2
(
∂α∂µhρν +∂ν∂ρhµα −∂ν∂µhρα −∂α∂ρhµν

)
.

(A.48)
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Então o tensor de Ricci é

R̊(1)
µν = ∂ν Γ̊

α
µα

(1)−∂α Γ̊
α

µν
(1),

=
1
2

∂ν

(
(ηαβ +κhαβ )

[
∂µhβα +∂αhαµ −∂β hµα

])
− 1

2
∂α

(
(ηαβ +κhαβ )

[
∂µhνβ +∂νhαµ −∂β hµν

])
,

=
1
2

η
αβ ([∂ν∂µhβα +∂ν∂αhαµ −∂ν∂β hµα ]

− [∂α∂µhνβ +∂α∂νhαµ −∂α∂β hµν ]),

=
1
2
(□hµν +∂ν∂µh−∂ν∂β hβ

µ −∂µ∂αhα
ν ),

=
1
2

(
□hµν −∂ν

(
(∂ ·h)µ − 1

2
∂µh

)
−∂µ

(
(∂ ·h)ν −

1
2

∂νh
))

,

(A.49)

onde h = ηµνhµν , (∂ · h)σ = ∂ λ hλσ e □ = ηµν∂µ∂ν . Usando (A.49) o escalar de Ricci em

primeira ordem R(1) é

R̊(1) = gµνR(1)
µν ,

=
1
2

(
□gµνhµν +∂ν

1
2

∂µgµνh+∂µ

1
2

∂νgµνh
)
,

= κ
(
□h+∂µ∂νhµν

)
.

(A.50)

A.8 Calibre Harmônico

A condição do calibre harmônico é dada por gµν Γ̊σ
µν = 0. Usando (A.47) podemos

reescrever o calibre harmônico como

gµν
Γ̊

σ
µν ≈ gµν

Γ̊
σ

µν

(1)

=
1
2

η
µν

η
σρ(∂µhρν +∂νhρµ −∂ρhµν)

= ∂µhµσ − 1
2

∂
σ h

= (∂ ·h)σ − 1
2

∂σ h

= 0.

(A.51)

A.9 Calibre de traço nulo

De impor a condição de calibre harmônico,

gµν
Γ̊

σ
µν = (∂ ·h)σ − 1

2
∂σ h = 0, (A.52)
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é extraído,

∂µhµν =
1
2

∂
νh, (A.53)

onde alteramos o índice σ por ν o que não gera uma perda de generalidade. Agora substituindo

a solução à equação linear de Einstein no vácuo, Equação (2.33), na parte direita da Equação

(A.53) é obtido

∂µhµν = ∂µ

(
Aµνeikα xα

)
= ikµhµν ,

(A.54)

procedendo sobre a parte esquerda de forma análoga pode-se notar que

kµhµν =
1
2

kνh. (A.55)

Por outro lado, podemos aproveitar a ambiguidade em (2.31) para escolher um εν tal que nos

permita simplificar Aµν o que também reduz os graus de liberdade, obtendo os 2-graus físicos de

liberdade que são esperados para partículas sem-massa de spin-1 e spin-2.

Se escolhermos ε0 tal que hµ

µ = h = 0, impomos que o traço do nosso tensor é nulo,

o que é conhecido como Transverse Traceless Gauge.

kµhµν = 0, (A.56)

o que implica

kµAµν = 0. (A.57)

A.10 Grupo de Lorentz SO(1,3)

Para D(Λ) ∈ SO(3), em que uma transformação de Lorentz é uma transformação

linear

D(Λ) : xµ → x′µ = Λ
µ

νxν , (A.58)

as representações irredutíveis são dadas pelo elemento unitário

D(Λ) = exp
(
− i

2
Mµνω

µν

)
, (A.59)

onde Mµν são os geradores do grupo. Os quais são compostos por 6-transformações independen-

tes, 3-Rotações e 3-boots.
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Podemos ver explicitamente uma rotação sobre o eixo z um ângulo θ3 como a matriz

Λ(θ3) =


1 0 0 0

0 cos θ3 sen θ3 0

0 −sen θ3 cos θ3 0

0 0 0 1

≈ I +


0 0 0 0

0 0 θ3 0

0 θ3 0 0

0 0 0 0

. (A.60)

onde ao denotar ω1
2 =−ω12 = θ3 então o gerador da transformação é

M12 =−i
dΛ(θ3)

dθ3

∣∣∣
θ3=0

= i


0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

. (A.61)

Executando rotações sobre o eixo x e y com ângulos respetivos um ângulo θ1 e θ2 respetivamente

são obtidos os seguintes dois geradores

M13 = i


0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 1 0 0

 , M23 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

. (A.62)

Agora ao realizar um boost sobre o eixo− y temos que

Λ(φ2) =


cosh φ2 0 −senh φ2 0

0 1 0 0

−senh φ2 0 cosh φ2 0

0 0 0 1

≈ I −


0 0 φ2 0

0 0 0

φ2 0 0 0

0 0 0 0

. (A.63)

onde ao denotar ω0
2 = ω02 =−φ2 então o gerador da transformação é

M02 = i
dΛ(φ2)

dφ2

∣∣∣
φ2=0

=−i


0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

. (A.64)
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Executando boosts sobre o eixo x e y com ângulos respetivos um ângulo θ1 e θ2 respetivamente

são obtidos os seguintes dois geradores

M01 =−i


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , M03 =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

. (A.65)

A.10.1 Newman Penrose sob Transformações de Lorentz

Para saber como transformam os objetos do formalismo de NP deve-se conhecer

como transformam a base que usa o formalismo de NP, isto é, como transformam as tétradas

nulas.

A.10.1.1 Tétradas nulas sob Transformações de Lorentz

Como mostrado em [40] a transformação mais geral para as tétradas nulas é dada

pela transformação ortocrona própria de Lorentz L↑
+, ou seja,

l′µ

n′µ

m′µ

m̄′µ

= L↑
+(φ ,ψ,α)


lµ

nµ

mµ

m̄µ

=


eψ 0 0 0

−e−ψαᾱ e−ψ −e−ψ ᾱ −e−ψα

e−iφ α 0 e−iφ 0

eiφ ᾱ 0 0 eiφ




lµ

nµ

mµ

m̄µ

 , (A.66)

onde α é um número complexo arbitrário e ψ, φ são parâmetros reais. Sim α = 0, ocorre uma

dilatação no plano dos vetores nulos lµ e nµ , e uma rotação no plano dos vetores complexos mµ

e m̄µ . E sim φ = 0 = ψ geram rotações sobre o vetor lµ .

No entanto, para dois observadores O e O′ com a origem dos seus sistemas coor-

denados em xµ = x′µ = 0 centrados na origem e estando de acordo que a direção da onda seja

sobre o eixo +z, a transformação de Lorentz é limitada ao caso em que ψ = 0 de modo que
l′µ

n′µ

m′µ

m̄′µ

= L↑
+(φ ,α)


lµ

nµ

mµ

m̄µ

=


1 0 0 0

−αᾱ 1 −ᾱ −α

e−iφ α 0 e−iφ 0

eiφ ᾱ 0 0 eiφ




lµ

nµ

mµ

m̄µ

 (A.67)

gerando uma rotação sobre l onde α produz translações, uma combinação de rotações e boosts,

conhecidas como rotações nulas; e φ é uma fase real arbitrária que varia de 0 a 2π produzindo

rotações sobre o eixo +z, deixando o tempo retardado invariante u = u′.
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As transformações descritas no (A.67) formam um subgrupo do grupo Lorentz que é

globalmente isomorfo ao grupo de abstrato de Lie E(2).

A.11 Tensor em termos das tétradas nulas

Os tensores T em termos de tétradas nulas, l̃ = {l, n, m, m̄} definidas em (A.1.2),

são definidos pela seguinte convenção

Tabc··· = Tµνρ··· aµbνcρ · · · , (A.68)

onde (abc · · ·) corre sobre as tétradas nulas l̃. Deve-se levar em conta que os únicos produtos

interiores que são diferentes do zero serem (l ·n) =−1 e (m · m̄) = 1,para reduzir os termos nos

tensores.

Aproveitando-se do facto de os únicos produtos interiores que são diferentes do zero

serem (l ·n) =−1 e (m · m̄) = 1, então

∂µ = l̃µ
∂

∂u
,

∂
ν
∂µ = (l̃ν l̃µ)

d2

du2 = (l ·n+m · m̄)
d2

du2 .

(A.69)

onde se deve ter em conta que R̊ρµαν(u) é função unicamente do tempo retardado u.

Com (A.68) temos que

hab = hµν aµbν . (A.70)

Assim o tensor de Riemann (A.48) nos índices de tétradas nulas é

R̊(1)
abcd = R̊(1)

ρµαν aρbµcαdν

=
1
2
(
∂α∂µhρν +∂ν∂ρhµα −∂ν∂µhρα −∂α∂ρhµν

)
aρbµcαdν

=
1
2
(
l̃α l̃µ ḧρν + l̃ν l̃ρ ḧµα − l̃ν l̃µ ḧρα − l̃α l̃ρ ḧµν

)
aρbµcαdν

=
1
2
(
l̃c l̃bḧad + l̃d l̃aḧbc − l̃d l̃bḧac − l̃cl̃aḧbd

)
(A.71)

Agora o tensor de Euler-Lagrange de (3.44) nos índices de tétradas nulas é

Eab = Eµν aµbν

=
(
(c2 + c4)η

ασ
(
∂α∂µhσν +∂α∂νhσ µ

)
+ c5

(
ηµνη

ωγ
η

ασ
∂α∂ωhσγ +η

ωσ
∂µ∂νhωσ

))
aµbν

=
(
(c2 + c4)η

ασ
(
l̃α l̃µ ḧσν + l̃α l̃ν ḧσ µ

)
+ c5

(
ηµνη

ωγ
η

ασ l̃α l̃ω ḧσγ +η
ωσ l̃µ l̃ν ḧωσ

))
aµbν

= (c2 + c4)η
ασ

(
l̃α l̃aḧσb + l̃α l̃bḧσa

)
+ c5

(
ηabη

ωγ
η

ασ l̃α l̃ω ḧσγ +η
ωσ l̃al̃bḧωσ

)
(A.72)
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de modo que:

Enn =
(
(c2 + c4)η

ασ
(
l̃α l̃µ ḧσν + l̃α l̃ν ḧσ µ

)
+ c5

(
ηµνη

ωγ
η

ασ l̃α l̃ω ḧσγ +η
ωσ l̃µ l̃ν ḧωσ

))
nµnν

= 2(c2 + c4)(l ·n)ḧln + c5
(
2(l ·n)ḧln +2(m · m̄)ḧmm̄

)
= 2c5ḧmm̄ −2(c2 + c4 + c5)ḧln

(A.73)

Emm̄ =
(
(c2 + c4)η

ασ
(
l̃α l̃µ ḧσν + l̃α l̃ν ḧσ µ

)
+ c5

(
ηµνη

ωγ
η

ασ l̃α l̃ω ḧσγ +η
ωσ l̃µ l̃ν ḧωσ

))
mµm̄ν

= c5ḧll

(A.74)

Enl =
(
(c2 + c4)η

ασ
(
l̃α l̃µ ḧσν + l̃α l̃ν ḧσ µ

)
+ c5

(
ηµνη

ωγ
η

ασ l̃α l̃ω ḧσγ +η
ωσ l̃µ l̃ν ḧωσ

))
nµ lν

=−2(c2 + c4+)ḧll.

(A.75)

Enm =
(
(c2 + c4)η

ασ
(
l̃α l̃µ ḧσν + l̃α l̃ν ḧσ µ

)
+ c5

(
ηµνη

ωγ
η

ασ l̃α l̃ω ḧσγ +η
ωσ l̃µ l̃ν ḧωσ

))
nµmν

=−2(c2 + c4+)ḧlm.

(A.76)

Enm̄ =
(
(c2 + c4)η

ασ
(
l̃α l̃µ ḧσν + l̃α l̃ν ḧσ µ

)
+ c5

(
ηµνη

ωγ
η

ασ l̃α l̃ω ḧσγ +η
ωσ l̃µ l̃ν ḧωσ

))
nµm̄ν

=−2(c2 + c4+)ḧlm̄.

(A.77)
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APÊNDICE B – ELEMENTOS GEOMÉTRICOS

B.1 Conexão Afim General

Com as três derivadas covariantes da métrica:

∇µgνα = ∂µgνα −Γ
λ
µνgλα −Γ

λ
µαgνλ ,

∇νgαµ = ∂νgαµ −Γ
λ
ναgλ µ −Γ

λ
νµgαλ ,

∇αgµν = ∂αgµν −Γ
λ
αµgλν −Γ

λ
ανgµλ .

(B.1)

Ao manipular algebricamente as três derivadas covariantes da métrica determinar-se-á a expressão

mais geral da Conexão afim como se mostra a seguir

∇µgνα +∇αgνµ −∇νgµα =∂µgνα +∂νgαµ −∂αgµν

− (Γλ
µν +Γ

λ
νµ)gλα − (Γλ

µα −Γ
λ
αµ)gνλ +(Γλ

αν −Γ
λ
να)gµλ .

(B.2)

Usando

– O Simbolo de Christoffel da conexão de Levi-Civita

Γ̊µν
λ =

1
2

gλσ (∂µgνσ +∂νgσ µ −∂σ gµν). (B.3)

– O tensor de torção

T β
µν ≡ Γ

β
µν −Γ

β
νµ . (B.4)

– O tensor de não-metricidade

Qµνβ ≡ ∇µgνβ . (B.5)

na combinação algébrica das três derivadas covariantes da métrica (B.2), é reduzida para

Qµνα +Qναµ −Qαµν = 2Γ̊
λ
µνgλα +(−2Γ

λ
µν + Ť λ

µν)gλα +T λ
αµgνλ −T λ

ναgµλ . (B.6)

Finalmente ao despejar Γλ
µν se obtém

Γ
λ
µν = Γ̊

λ
µν +

1
2

gλα
(
Tαµν +Tναµ −Tµνα

)
− 1

2
gλα

(
Qµνα +Qναµ −Qαµν

)
= Γ̊

λ
µν +Kλ

µν +Lλ
µν .

(B.7)

Onde

– O tensor de contorção, Kλ
µν , é dado em termos do tensor de torção.

– O tensor de disformação, Lλ
µν , é dado em termos do tensor de não-metricidade.
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