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RESUMO

O problema de Emparelhamento Matroide consiste em achar um emparelhamento maximo em um
grafo G tal que os vértices tocados por este emparelhamento formam um conjunto independente
em um matroide M. Este problema € uma generalizacdo dos problemas de Emparelhamento
Miéximo e Intersecdo de Matroides. Embora Emparelhamento Matroide seja NP-Completo,
Lovasz apresentou um algoritmo polinomial e uma férmula min-max no caso em que M é um
matroide linear.

Em 2003, Szigeti apresentou uma demonstracdo da férmula min-max de Lovasz no caso em
que M é um matroide grafico, uma subclasse de matroides lineares. Embora mais simples do
que a demonstracdo de Lovész, esta demonstracio ainda € razoavelmente complexa e utiliza as
férmulas min-max para os problemas de Intersecdo de Matroides e Unido de Matroides.

O resultado principal desta dissertacao € uma demonstragcdo revisada da férmula min-max de
Szigeti para o problema de Emparelhamento Matroide. Para fazer um texto autocontido e
aumentar a sua acessibilidade, apresentamos toda a base de matroides necessdria para o seu
entendimento. Esta base comeca nas definicdes basicas de matroides e passa pela demonstragdao
das férmulas min-max para os problemas de Intersecao de Matroides e Unido de Matroides.
Embora ndo sejam necessarios para a demonstragcdo do resultado principal, contextualizamos os
resultados parciais ao apresentar aplicacdes das formula min-max dos problemas de Intersecdo
de Matroides e Unido de Matroides. Para isto, mostramos como elas servem para provar
caracterizacoes conhecidas na literatura como transversal comum, drvore geradora multicolorida,
bases disjuntas em um matroide, dentre outros. Ainda com o intuito de aumentar o escopo deste

texto, também apresentamos algoritmos polinomiais para estes dois problemas.

Palavras-chave: matroides; intersecdo de matroides; unido de matroides; emparelhamento

matroide sobre o matroide grafico.



ABSTRACT

The Matroid Matching problem consists in finding a maximum matching in a graph G such that
the vertices touched by this matching form an independent set on a matroid M. This problem is a
generalization of the Maximum Matching and Matroid Intersection problems. Although Matroid
Matching is NP-complete, Lovész presented a polynomial algorithm and a min-max formula in
the case where M is a linear matroid.

In 2003, Szigeti presented a proof of Lovdsz’s min-max formula in the case where M is a graphic
matroid, a subclass of linear matroids. Although simpler than Lovdsz’s proof, this proof is still
reasonably complex and uses the formulas min-max for the Matroid Intersection and Matroid
Union problems.

The main result of this dissertation is a revised proof of Szigeti’s min-max formula for the
Matroid Matching problem. To make a text self-contained and increase its accessibility, we
present all the matroid base necessary for its understanding. This base starts with the basic
definitions of matroids and goes through the demonstration of min-max formulas for Matroid
Intersection and Matroid Union problems.

Although it is not necessary for the proof of the main result, we contextualize the partial results
by presenting applications of the min-max formula for Matroid Intersection and Matroid Union
problems. For this, we show how they serve to prove characterizations known in the literature
as common transversal, multicolored spanning tree, disjoint bases in a matroid, among others.
In order to increase the scope of this text, we also present polynomial algorithms for these two

problems.

Keywords: matroids; matroid intersection; matroid union; matroid matching on the graphic

matroid.
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1 INTRODUCAO

A teoria de matroides € um ramo da combinatdria que surgiu com o intuito de
generalizar as noc¢des de independéncia linear e florestas em grafos. Ao formalizar estas nocdes,
Whitney (1935) introduziu os conceitos de matroides. Outro trabalho pioneiro sobre matroides,
foi de Birkhoff (1935) que relacionou as propriedades de matroides apresentadas por Whitney
com a dlgebra abstrata. Depois, Waerden (1937) apresentou propriedades de matroides que
sdao comuns a dependéncia linear e algébrica. Posteriormente, Lane (1938) descreveu uma
interpretacdo geométrica para os matroides, apresentando relagdes entre matroides e a geometria
projetiva. Outro ponto importante a salientar é que utilizando um algoritmo guloso de matroides
podemos encontrar uma base de custo minimo e tal algoritmo pode ser til para resolver vérios
problemas como, por exemplo, encontrar uma arvore geradora de custo minimo em um grafo
conexo.

Em 1970, Edmonds (1970) descobriu propriedades algoritmicas ainda mais fortes de
matroides. Com isto, ele definiu os problemas de intersecdo e unido de matroides, e apresentou
uma férmula min-max para a intersecio (EDMONDS, 1970) e uniao (EDMONDS, 1968) de
matroides e descreveu algoritmos polinomiais para ambas. Outra contribui¢ao importante de
Edmonds (1970) consistiu em apresentar algumas aplicacdes poliédricas, usando os conceitos de
Intersecdo de Matroides. Estas aplicagdes ndo sao abordadas nesta dissertacdo, pois focamos
especialmente nas aplicacdes que envolvem grafos e transversais. Pouco tempo depois, Aigner
e Dowling (1971) e Knuth (1973) descreveram outros algoritmos para a interse¢ao € uniao
de matroides que consistem em encontrar caminhos minimos em um digrafo auxiliar. Nesta
dissertacdo, para tais problemas, optamos por descrever os algoritmos apresentados por Aigner e
Dowling (1971) e Knuth (1973). Estes algoritmos polinomiais e férmulas min-max sao tteis,
dada uma quantidade grande de problemas que podem ser descritos por interse¢do ou unido de
matroides como, por exemplo, emparelhamentos e coberturas por arestas em grafos bipartidos,
transversais comuns, transversais independentes em um matroide, arvores geradoras multicolori-
das, transversais disjuntos, coberturas por conjuntos independentes em um matroide, particdes
em transversais parciais, dentre outros. Em todos estes problemas, usando as formulacdes de
Edmonds e os algoritmos de Aigner e Dowling (1971) e Knuth (1973), € possivel tanto mostrar
uma formulagdo min-max, quanto resolvé-los por algoritmos polinomiais. Desta forma, os
matroides sao poderosas ferramentas tedricas e algoritmicas.

Em 1976, Lawler (1976) introduziu a nocdo de Emparelhamento Matroide que
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consiste em uma generalizacdo comum de Emparelhamento em Grafos e Intersecao de Matroides.
Embora Emparelhamento Matroide seja uma generalizacdo de dois problemas polinomiais,
Jensen e Korte (1982) mostraram que, para o caso geral, ndo existe algoritmo polinomial.
Entretanto, para matroides lineares, Lovdsz apresentou uma caracteriza¢do min-max (LOVASZ,
1980b) e um algoritmo polinomial (LOVASZ, 1978). Na literatura, existem varios resultados que
podem ser derivados da caracterizacdo min-max de Lovdsz tais como o resultado de Tutte para
f-fatores em grafos (TUTTE, 1981), caminhos abertamente disjuntos (MADER, 1978), conjunto
dominante conexo e feedback vertex set em um grafo de grau maximo 3 (UENO et al., 1988),
cactus triangular maximo (cacti) (LOVASZ, 1980a), dentre outros. Posteriormente, Szigeti
(2003) apresentou uma demonstragdo mais simples do que a de Lovasz, para uma férmula min-
max do Emparelhamento Matroide restrito ao matroide grifico, uma subclasse do matroide linear.
Nesta demonstracdo, Szigeti usou as formulas min-max da intersec¢do e unido de matroides.

Tendo em vista a importancia de matroides, esta dissertacao trata-se de uma revisao
bibliogrifica onde apresentamos suas defini¢des e propriedades bédsicas, como também férmulas
min-max, algoritmos polinomiais e aplicacdes para a intersecao e unido de matroides. Além disso,
apresentamos uma demonstracao revisada para a caracterizagdo min-max do emparelhamento
matroide sobre o matroide grafico, proposta por Szigeti (2003).

Os capitulos restantes estdo organizados da seguinte maneira: no Capitulo 2 defini-
mos os conceitos basicos de grafos e transversais e, no Capitulo 3, apresentamos os conceitos e as
propriedades principais de matroides. No Capitulo 4, definimos intersec@o e unido de matroides,
provamos as férmulas min-max de Edmonds e apresentamos aplica¢des para um conjunto de
problemas. No Capitulo 5, abordamos os algoritmos para resolver os problemas de intersecao
e unido de matroides. No Capitulo 6, apresentamos uma demonstra¢ao da caracteriza¢ao min-
max para o Emparelhamento Matroide restrito ao matroide grafico. Finalmente, no Capitulo 7,

descrevemos as consideragdes finais e os possiveis trabalhos futuros.
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2 DEFINICOES BASICAS E PRELIMINARES

Seja S um conjunto finito. Dizemos que A = (Ay,...,A,) é uma familia de sub-
conjuntos de S,se A; C Sparacada j € {1,...,n}. Sejam X = (Xj,...,X,) e YV = (V1,...,1,),
familias de subconjuntos de S. Um conjunto 7' = {x,...,x,} é um transversal (sistema de repre-
sentantes distintos) de X, se x; € X; paratodo i € {1,...,n}. Formalmente, 7 é um transversal
de X, se existe uma funcdo bijetiva f : {1,...,n} — T tal que f(j) € X, paratodo j € {1,...,n}.
Dizemos que T € um transversal comum de X e ), se T é transversal de X" e )/ simultaneamente.
Afirmamos que H é um transversal parcial de X, se existe K C {1,...,n} tal que H é transversal
de (X;:i€ K). Em geral, escrevemos SUs e S — s ao invés de SU {s} e S — {s}, respectivamente.

Um grafo G é uma tripla (V(G),E(G), yg), onde V(G) é um conjunto finito de
elementos chamado de vértices, E(G) é um conjunto finito de elementos, disjunto de V(G),
chamado de arestas, e Y uma funcdo de incidéncia que associa cada aresta e de G a um par
ndo ordenado de vértices (ndo necessariamente distintos). Se e € E(G) e x e y sdo vértices de G
tal que yg(e) = (x,y), entdo x e y sdo adjacentes e e é incidente a x e y. Dizemos que x e y sdo
as extremidades de e. Em geral, deixamos implicita a fun¢do de incidéncia, isto €, denotamos
um grafo G = (V(G),E(G)) e usamos e = xy ao invés de ys(e) = (x,y). A Figura 1 ilustra
um exemplo de grafo. Duas arestas sdo adjacentes se possuem uma extremidade em comum.
A vizinhang¢a de um vértice x é o conjunto de vértices adjacentes a x. Denota-se por Ng(x)
a vizinhanga de x em G. Para X C V(G), o conjunto de vizinhos de X em G é denotado por
Ng(X) = Uyex No(x). O grau de um vértice v no grafo G, denotado por dg(v), € a quantidade
de arestas incidentes a v, cada lagco conta-se como duas arestas. Um vértice isolado € um vértice
com grau zero. Toda a notacdo relativa a grafos ndo definida nesta secao segue Bondy e Murty
(2008).

Figura 1 — Exemplo de grafo

G com V(G) = {x,y,z,w} e
E(G) = {xy,xz,yz,yw,xw}.

w

z
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Dizemos que um grafo H é um subgrafo de um grafo G, se E(H) CE(G),V(H) C
V(G) e yy é uma restri¢do de yg para E(H). Afirmamos que um grafo é conexo, se para
qualquer par de vértices existe pelo menos um caminho entre estes vértices. Uma componente
conexa de G é um subgrafo conexo maximal de G. Denote por ¢(G) a quantidade de componentes
conexas do grafo G e part(G) a parti¢do de V(G) onde cada parte corresponde ao conjunto de
vértices de uma componente conexa de G.

Uma cobertura por vértices W de G é um conjunto de vértices tal que toda aresta de
G incide em pelo menos um vértice de W. Denota-se por 3(G) a cardinalidade de uma cobertura
minima por vértices de G. Dizemos que M C E(G) é um emparelhamento de G, se nenhuma
aresta de M € laco e, para quaisquer duas arestas de M, elas nao possuem extremidade em comum.
Denota-se por @'(G) a cardinalidade de um emparelhamento méximo de G. Dizemos que 0s
vértices incidentes as arestas de M sdo cobertos por M. Um caminho P é M-alternante se as

arestas de P sdo alternadamente de M e E(G) — M, conforme ilustra a Figura 2.

Figura 2 — Exemplo de um caminho M-
alternante considerando M como as arestas em
negrito.

o — @ ----- o —— @ ----- o—eo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dizemos também que P é M-aumentante se P € M-alternante e os vértices inicial e
final de P ndo sdo cobertos por M. Veja a Figura 3.
Figura 3 — Exemplo de um caminho M-

aumentante considerando M como as arestas em
negrito.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O seguinte resultado mostra uma relagdo entre caminho aumentante e emparelha-

mento. Uma prova para este resultado pode ser encontrada em Bondy e Murty (2008).

Teorema 1. Um emparelhamento M em um grafo G é mdximo se, e somente se, G ndo contém

um caminho M-aumentante.

Um conjunto estdvel S C V(G) é um subconjunto de vértices tal que qualquer par
de elementos de S sdo vértices ndo adjacentes. Denota-se por @(G) o tamanho de um conjunto
estdvel maximo de G. Uma cobertura por arestas de G é um subconjunto de arestas que

incide sobre todos os vértices de G. Denota-se por '(G) o tamanho de uma cobertura minima
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por arestas de G. Para E C E(G), denote G[E| = (V(G),E). Gallai (1959) provou o seguinte

resultado.
Teorema 2. Se G é um grafo sem vértices isolados, entdo |V (G)| = a(G) + B(G).

A identificagdo de um subconjunto de vértices A de G resulta em um grafo G’ obtido
de G ao substituir todos os vértices de A por um novo vértice v e trocando a incidéncia de cada
aresta a um vértice de A em G pela incidéncia ao vértice vem G'. A identificagdo de dois vértices
x,y € V(G) corresponde a identificar o conjunto de vértices A = {x,y}. Veja a Figura 4 para
um exemplo de identificacdo de vértices e observe que todas as arestas de G sdo mantidas na
identificacao.

Figura 4 — Identificacdo dos vértices x € y.

w
w

< <
Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja e uma aresta de G. A remocdo de e € denotada por G —e. A contracdo de e
em G corresponde a remocao de e junto com a identificagdo de suas extremidades. O grafo
resultante da contragio da aresta e é denotado por G/e. Para E C E(G), denote por G/E o grafo
obtido de G pela contracdo de cada aresta em E.

Dizemos que um grafo € aciclico se ndao contém ciclos. Um grafo conexo e aciclico
¢ chamado de drvore. O seguinte resultado caracteriza drvores e pode ser encontrado em West

(2001).

Proposicao 3. Seja G um grafo com n vértices, sendo n > 1. As seguintes afirmagoes sdo
equivalentes e caracterizam drvores.

a) G é conexo e aciclico.

b) G é conexo e tem n— 1 arestas.

c) Gtemn— 1 arestas e é aciclico.

d) Para cada u,v € V(G), G tem exatamente um caminho de u para v e G ndo tem lago.
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Observe que, se |E(G)| < [V(G)| — 1, entdo G ndo é conexo. Agora, caso |E(G)| >
|V(G)| — 1, temos que G contém pelo menos um ciclo. Uma floresta é um grafo aciclico. Uma
floresta de G é um subgrafo de G que € uma floresta. Observe que cada componente conexa de
uma floresta € uma arvore. Dizemos que F € uma floresta maximal geradora de G, se F contém
uma drvore geradora de cada componente conexa de G. Para F C E(G), se G[F] é uma floresta,

dizemos que F induz uma floresta em G.

Proposicao 4. Se G é uma floresta com n vértices e k componentes conexas, entdo G temn —k

arestas.

Demonstracdo. Sejam K1, ..., K as componentes conexas de G. Pela Proposi¢do 3, |E(K;)| =

|V(K;)| — 1 paracadai€ {1,...,k}. Assim,

k k
E(G)| = ;\E(Ki)\ = ;(\V(Ki)\ —1)=n—k

O

Um grafo direcionado ou digrafo é definido pela tripla (V(D),A(D), yp) sendo V (D)
um conjunto de vértices e A(D) um conjunto de arcos, disjunto de V (D), e yp uma funcgio de
incidéncia que associa cada arco de D a um par ordenado de vértices de D. Geralmente, deixamos
implicita a fun¢do de incidéncia, ou seja, denotamos D por (V(D),A(D)) e usamos a = (x,y) ao
invés de yp(a) = (x,y). Por exemplo, a Figura 5 ilustra o digrafo D com V(D) = {a,b,c,d,e} e
A(D) = {(a,b), (b,c),(c,d),(d,c), (e;c)}.

Figura 5 — Exemplo de digrafo.

a

e
Fonte: Elaborada pelo autor.

Dizemos que M é um emparelhamento perfeito em um conjunto de vértices U em
um digrafo D, se o conjunto de vértices cobertos por M é exatamente igual a U. Por exemplo,
M ={(a,b),(c,d)} é um emparelhamento perfeito em {a,b,c,d} no digrafo ilustrado na Figura

5. As notacdes relativas a digrafos ndo apresentadas neste texto seguem Bondy e Murty (2008).
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3 MATROIDES

Um matroide é definido como um par (S,Z), sendo S um conjunto finito e Z uma
familia de subconjuntos de S, satisfazendo as seguintes propriedades:
e 0ecl;
e SeJeZelCJ,entdiolc ;e
e Sel,JeZelll<|J|, entdo existe x € J—1 tal que [Ux € Z.
A 1ltima propriedade é chamada de axioma do aumento da independéncia. Para um
matroide M = (S,Z), um conjunto I C S é independente em M se I € Z, e I é dependente em M,
caso contrdrio. Em geral, denotamos Z (M) a familia de conjuntos independentes de M. Dizemos
que os matroides M| = (S1,Z1) e My = (S2,2») sdo isomorfos, denotado por M| = M, se existe
uma funcdo bijetiva f : 251 — 252 tal que para todo X C §; temos que f(X) € Z, se, e somente

se, X € 7.

3.1 Exemplos de Matroides

Nesta se¢do, definimos os principais exemplos de matroides existentes na literatura.
O primeiro que vamos descrever generaliza independéncia linear conforme descrito a seguir.

Seja A uma matriz m x n e seja S = {1,...,n}. Note que S corresponde a todos os
indices das colunas de A. Defina Z como a colegdo de todos os subconjuntos / de S tais que as
colunas de A com indice em [ sdo linearmente independentes. Defina M = (S, 7). Steinitz (1913)
mostrou M que € um matroide. Chamamos M de matroide linear. Neste trabalho, focamos em
grafos e transversais. Com isto, a seguir descrevemos com mais detalhes os matroides gréfico e

transversal.
3.1.1 Matroide Grdfico

Sejam G = (V,E) um grafo e Z = {I C E : G[I| ¢ uma floresta}. Defina M(G) =
(E,Z). Birkhoff (1935) mostrou que M(G) é um matroide.

Lema 5. M(G) é um matroide.

Demonstracdo. Provamos que M(G) satisfaz as propriedades de um matroide. Note que @ € 7.

Sejam I} C I e I, € Z. Como a remogao de arestas de /, ndo gera ciclos, entdo I} € Z.
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Finalmente, sejam I;,l; € Z tal que |I;| < |l;|. Suponha, por contradi¢do, que
I1Ue ¢ T para todo e € I, —I;. Assim, G[I; Ue] contém um ciclo para todo e € I, —I,. Entéo
cada aresta de I, — I} conecta vértices de uma mesma componente conexa de G[I;]. Desta
forma, part(Gll]) = part(G[I; UL]). Como |I}| < ||, entdo existe uma componente conexa
K de G[I, UL] que contém mais arestas de I, do que de I;. Sejam G’ = (V(K),E(K)N1I)) e
G" = (V(K),E(K)NI). Como I} € Z, G’ é uma arvore. Pela Proposicéo 3,

E(G")] > [E(G)| = [V(G)|-1=V(G")| - 1.
Logo, G” contém um ciclo e G[I;] ndo é uma floresta, obtendo uma contradigéo. [l

Dizemos que M(G) é o matroide grdfico do grafo G.
3.1.2 Matroide Transversal

Sejam X = (Xi,...,X,) uma familia de subconjuntos de um conjunto S e Z o
conjunto de todos os transversais parciais de X'. Defina M[X'] = (S,Z). Edmonds e Fulkerson

(1965) mostraram que M[X'| € um matroide.
Lema 6. M[X| é um matroide.

Demonstra¢do. Mostramos que M[X] satisfaz as propriedades de um matroide. Note que @ € 7
e que, se I € um transversal parcial de X e I} C I, entdo I} é um transversal parcial de X.
Por udltimo, sejam 11,1, € Z com |I;| < || e J ={1,...,n}. Construa o grafo bipartido G tal
que V(G) =SUJ e E(G) ={xj:x€S,jeJexecX;}. Noteque X CS ¢éum transversal
parcial de X se, e somente se, existe um emparelhamento M no grafo G tal que X é coberto
por M e |X| = |M|. Como 1,1, € Z, entdo G tem os emparelhamentos M| e M, tais que I1 e I
sdo cobertos por M| e M,, respectivamente, além disso |I;| = |M;| e |I| = |M3|. Observe que
M| =M, — M, e M}, = M, — M, sdo emparelhamentos em G[M;AM,]. Como |M| < |M;|, entdo
|M}| < |M}| e M} ndo é um emparelhamento méximo em G[M;AM,]. Pelo Teorema 1, existe
um caminho M/ -aumentante P em G[M|AM>]. Assim, I; Ux é coberto por M;AE (P) para algum
xel—1I. Logo, IUxecT. ]

Afirmamos que M[X] é o matroide transversal induzido por X' . Dizemos também
que M[X] é o matroide particdo induzido por X, caso os conjuntos Xi,...,X, formem uma

particdo de S. Assim, temos que o matroide particao € um caso particular do matroide transversal.
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3.2 Bases

Sejam M = (S,Z) um matroide e U C S. Dizemos que B é base de U, se B é um
subconjunto independente maximal de U, ou seja, BC U, B € Z e BUx ¢ 7 paratodo x € U —B.
Uma base de M € uma base de S. Note que uma base no matroide grafico de um grafo G,
denotado por M(G), sdo justamente as arestas de uma floresta maximal geradora de G e, além
disso, caso G seja conexo, uma base de M (G) sdo justamente as arestas de uma drvore geradora
de G. Observe também que uma base no matroide transversal induzido por X corresponde a um
transversal de X'. Um conjunto gerador de M é um subconjunto de S que contém uma base de
M. Denota-se por B(M) o conjunto de todas as bases de M. As nota¢des definidas nesta se¢do
baseiam-se em Oxley (2006). A proposicdo abaixo garante que todas as bases de um conjunto U

em um matroide tém a mesma cardinalidade.

Proposicao 7. Sejam M = (S,Z) um matroide e U C S. Se By e By sdo bases de U em M, entdo
|Bi] = [Ba].

Demonstracdo. Sejam By, B, bases de U. Suponha, por contradi¢do, que |B;| # |B»| e, sem
perda de generalidade, que |B;| < |B;|. Pelo axioma do aumento da independéncia, existe
X € By — By tal que By Ux € Z, implicando que existe x € U — Bj tal que B; Ux € Z, obtendo

uma contradigdo. [

O seguinte resultado mostra que dadas duas bases distintas de um matroide € possivel

obter uma nova base.

Lema 8. Seja M = (S,Z) um matroide. Sejam By,B; € B(M). Se x € B| — By, entdo existe
y € B, — By tal que (By —x)Uy € B(M).

Demonstragdo. Note que B —x € Z e |B; — x| < |Bz|. Pelo axioma do aumento da independén-
cia, existe y € By — (B} —x) = B, — Bj tal que (B; —x) Uy € Z. Além disso, |(B; —x)Uy| = |Bj]|.
Consequentemente, (B; —x) Uy € B(M). O

3.3 Funcao Rank

Sejam M = (S,Z) um matroide e U C S. A fungdo rank de M é uma fungio
ry 25 — 7 tal que

rm(U)=max{|Z|: ZCU,Zec1}.
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Observe que ry(U) = |By|, sendo By uma base de U em M. Note tambémque ZCUeZ e T
se, e somente se, Z C BNU para algum B € B(M). Por isso, ryy(U) = max{|Z| : ZC BNU,B €
B(M)} = max{|BNU|: B € B(M)}. Quando o matroide M estiver claro pelo contexto, usamos
r(U) ao invés de ry(U). Perceba que U € T se, e somente se, ry(U) = |U|. Birkhoff (1935)

mostrou uma expressao equivalente a funcao rank do matroide grafico conforme descrita a seguir.
Teorema 9. Se G é um grafo e F C E(G), entdo ry ) (F) = |[V(G)| — ¢(G[F]).

Observe que, ry(G)(F) € a quantidade de arestas de uma floresta maximal geradora
de G[F]. Posteriormente, Ore (1955) caracterizou a fungdo rank de um matroide transversal da

seguinte maneira.

Teorema 10. Sejam X = (Xi,...,X,) uma familia de subconjuntos de S e T C S. Se M é o

matroide transversal induzido por X com funcdo rank r, entdo

T)= min XiNnT —\I|}.
r(T) Ic{l,...,n}ﬂg,( iNT)|[+n—|I}
O resultado a seguir de Whitney (1935) mostra algumas propriedades da fun¢do rank.

Chamamos a propriedade (b) do Lema 11 de sub-modularidade da fungdo rank.

Lema 11. Sejam r a fungdo rank de um matroide M = (S,7) e X,Y C S, entdo
a) Se X CY, entdor(X)<r(Y)<|Y|
b) r(XNY)+r(XUY) <r(X)+rY).

Demonstracdo. Seja Bx uma base de X. Como By € independente em Y, existe By, uma base
de Y, que contém By. Observe que (a) vale pois temos que By C By C Y com r(X) = |[Bx| e
r(Y) = |By[ <|Y].

Agora mostramos (b). Seja / uma base de X NY e J uma base de X UY tal que
ICJCXUY.ComoJeZ,entdol =JNXNY. Veja a Figura 6.

ComoJNX € ZeJNX CX,entdo r(X) > [JNX|. Alémdisso,JNY €ZeJNY CY,
portanto r(Y) > |[JNY|. Note que [JNX|+|JNY|=|INXNY)|+]/N(XUY)|. Como
I=JN(XNY)eJN(XUY)=J,entdo |[JN(XNY)|+ |[JN(XUY)| =|I|+ |J|. Adicionalmente,
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Figura 6 — Ilustracdo do Lema
11.
S

Fonte: Elaborada pelo autor.
r(XNY)=|Iler(XUY)=|J|. Segue que

r(X)+rY) > [JNX|+]|JNY|
=[JNXNY)|+JN(XUY)|

=|l|+|J|=r(XNY)+r(XUY).

A sub-modularidade da funcao rank implica os dois seguintes resultados:
Lema 12. Seja M = (S,Z) um matroide com fungdo rank r. Se U C S, entdo Y ;cyy r({i}) > r(U).

Demonstragdo. Provamos por inducdo em |U|. Para |U| = 1, o lema é vdlido. Seja s € U. As-
suma que o lema é vélido para |U —s|, ou seja, Y ;cpy_s7({i}) > r(U —s). Pela sub-modularidade

da fungdo rank,

Y, r({ih) +r({s}) = r(U—s)+r({s}) = r(U).

icU—s
Assim, Y,y r({i}) > r(U). O

Lema 13. Seja M = (S,Z) um matroide com fun¢do rank r. Sejam X,Y C S. Se r(X Uy) = r(X)
paratodoy €Y —X, entdo r(XUY) = r(X).

Demonstracdo. Seja Y —X = {yi,...,yx}. Provamos por indu¢do em k. Para k = 1, note
que r(XUy;) = r(X) e o lema é valido. Assuma que o lema é valido para k = n, isto é,

r(XU{y1,...,yn}) = r(X). Mostramos que o lema também & vdlido para k = n+ 1. Por hipétese



22

indutiva, sub-modularidade da funcao rank e Lema 11 (a), temos que

r(X)+r(X) =r(XU{y1,.--,yn}) +r(XUyni1)
>r(XU{yt, -9 }) N (X Uynt1))
+r(XU{y1,-- s yn ) UX Uypir))

=r(X)+r(XU{y1,- . Ynr1})

>r(X)+r(X).

Como as expressdes acima sdo iguais, entdo r(X U{yy,...,ys+1}) = r(X) e, consequentemente,

r(XUY) =r(X). O

3.4 Algoritmo guloso

Sejam M = (S,Z) um matroide e w : § — R uma fung¢io peso. Para I C S, defina o
peso de I por w(I) = Y;c;w(i). O algoritmo abaixo encontra uma base B de M tal que w(B) é
maximo.
1. Inicialize Iy <+ Qe i+ O;
2. Escolhae;y; € S—1Iitalque [;Ue;r) € Z e w(ejt) maximo;
3. Se tal elemento existe, atribua ;1| < ;Ue;11, i < i+ 1 e volte para o passo 2;
4. Caso contrario, atribua B < I; e retorne B.
Dizemos que I € Z é extremo, se w(I) > w(J) paratodo J € Z com |I| = |J|. Mos-
tramos que este algoritmo calcula uma base de M com peso maximo ao mostrar que cada I;

calculado € extremo.

Lema 14. Seja M = (S,Z) um matroide. Se I, é calculado pelo algoritmo guloso sobre M, entdo

I, € extremo.

Demonstragdo. Assuma que r > 0 pois Iy € extremo. Seja J um conjunto independente de M
com |J| = |I,| = r. Observe que I, = {ey,...,e,}. Tome J = {fi,..., f;} tal que w(f;) > w(f))
parai < j.

Vamos mostrar que w(e;) > w(f;) paracadai € {1,...,r}. Suponha, por contradi¢do,
que existe k € {1,...,r} tal que w(ex) < w(fx). DefinaJ’ = {f1,..., fx_1, fx}. Como [, _; e J’
sdo independentes em M, e |I;_1| < |J'], existe f; € J' —I;_; tal que I;_; U f; € Z. Observe que,

como ¢ < k, entdo w(f;) > w(fi). Obtemos uma contradi¢o a escolha do algoritmo guloso pois,
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w(fy) > w(fr) > w(ex) e, desta forma, o algoritmo escolheria f; ao invés de e na construgdo de
L.
Como w(e;) > w(fi) paracadaie {1,...,r},entdiow(l,) =Y w(e;) > Y, w(fi) =

w(J). Logo, I, é extremo. O

Note que, a complexidade deste algoritmo depende do custo de encontrar e; | com
IiUeiy) € T e w(ejy1) maximo na linha 2. No caso particular em que verificar se I Ue € Z é
polinomial para todo e € S — I, temos um algoritmo polinomial para achar uma base ponderada

de custo maximo.

3.5 Circuitos

Seja M = (S,Z) um matroide. Um circuito C de M é um conjunto dependente
minimal de M, ou seja, C ¢ 7 e C —x € T para qualquer x € C. Observe que, os circuitos do
matroide gréfico de um grafo G séo os ciclos de G. Denota-se por C(M) o conjunto de todos 0s
circuitos de M. Observe que, se I ¢ Z, entdo existe um circuito C de M tal que I O C. O seguinte

resultado foi obtido por Robertson e Weston (1959).

Lema 15. Seja M = (S,Z) um matroide. As seguintes propriedades sdo verdadeiras:
a) 0¢C(M).
b) Se C1,C, € C(M) e Cy C Cy, entdo Cy = C,.
¢) Sejam Cy,Cy € C(M) tais que e € CiNCy e C| # Cy, entdo existe C3 € C(M) tal que
(CLUCy) — e contém Cs.

Demonstracdo. Observe que (a) vale pois @ € 7 e (b) vale pela minimalidade de circuitos. Agora,
mostramos que (c) € vdlido. Suponha, por contradi¢do, que (C; UC;) — e ndo contém circuito, ou
seja, (C1 UCy) — e € Z. Aplicando a contrapositiva do Lema 15 (b), C; Z C; e C; —Cy # 0. Seja
f € C, —C;. Por defini¢do, C; — f € Z. Seja I um conjunto independente maximal em C; UC;
com C; — f C1enote que f ¢ I. Como C} ndo estd contido em nenhum conjunto independente,

entdo existe g € C; tal que g ¢ I. Temos que f # g,jaque f ¢ C;. Como f¢leg ¢,
< [(CUG) —{f.g} =C1UGC|-2<[(CIUC) —e|.

Pelo axioma do aumento da independéncia, existe z € ((C; UC2) —e) — I talque /Uz € Z, uma

contradi¢cao a maximalidade de /. [

Isto implica que:
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Coroléario 16. Sejam M = (S,Z) um matroide, € L e x € S\ 1. Se IUx ¢ Z, entdo I Ux contém

um unico circuito C comx € C.

Demonstra¢do. Como I Ux ¢ Z, entdo I U x contém um circuito C. Como I € Z, C deve conter
x, isto €, x € C. Agora mostramos que C € o Unico circuito. Suponha, por contradi¢do, que existe
um circuito C' # C tal que IUx D C'. Analogamente, também temos que x € C'. Pelo Lema

15(c), (CUC’) — x contém um circuito, uma contradigio pois (CUC') —x C I. O

3.6 Funcao Span

Seja M = (S,7) um matroide. A fungdo span de M é uma fungio spany; : 25 — 25
tal que
spany(X)=4{x€S:ry(XUx)=ry(X)}

para todo X C S. Quando o matroide M estiver claro pelo contexto, usamos span(X) ao invés
de spany;(X). Observe que, por defini¢do, temos que X C span(X). Dizemos que X é fechado
no matroide M se X = span(X), ou seja, ryy(X Ue) > ry(X) para todo e € S —X. Lane (1938)

provou que as seguintes propriedades da fun¢do span sdo validas.

Lema 17. Seja M = (S,Z) um matroide com fungdo span. Entdo
a) Se X CY CS, entdo span(X) C span(Y).
b) Se X C S, entdo r(span(X)) = r(X).
c) Se X C S, entdo span(span(X)) = span(X).

Demonstragdo. Sejax € span(X). Por defini¢do, r(X Ux) =r(X). Como X CY, (XUx)NY DO X
e (X Ux)UY =Y Ux. Por sub-modularidade da fung¢do rank,

r(XUux)+rY) > r(XUx)NY)+r((XUux)UY)

>r(X)+r(Y Ux).

Como r(X Ux) = r(X), entdo r(Y) > r(Y Ux). Portanto, r(Y Ux) = r(Y) e x € span(Y). Conse-
quentemente, span(X) C span(Y '), provando (a).

Observe que r(X Uy) = r(X) para todo y € span(X). Logo temos que r(X) =
r(XUspan(X)) = r(span(X)) pelo Lema 13. Entdo (b) € vilido.

Como span(X) 2 X, entdo span(span(X)) 2 span(X). Assim, para provar (c),

vamos mostrar que span(span(X)) C span(X). Se x € span(span(X)), entdo r(span(X)Ux) =
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r(span(X)) = r(X). Como span(X)Ux 2 X Ux,
r(X) =r(span(X)Ux) > r(X Ux) > r(X)
onde obtemos que r(X Ux) = r(X) e, por defini¢do, x € span(X). O

Observe que X é um conjunto gerador de um matroide M = (S,7) se, e somente se,
r(X) = r(S). O seguinte resultado caracteriza um conjunto gerador em M a partir de sua fungdo

span.

Proposicio 18. Sejam M = (S,Z) um matroide e X C S. Temos que X é um conjunto gerador

em M se, e somente se, span(X) = S.

Demonstragcdo. Primeiro, mostramos a necessidade. Como X é um conjunto gerador, entdao
r(X) <r(XUx) <r(S)=r(X) paratodo x € S e, desta forma, r(X Ux) = r(X) para todo x € S.
Assim, span(X) = S.

Por dltimo, provamos a suficiéncia. Como span(X) = S, pelo Lema 17(b), temos

que r(X) = r(span(X)) = r(S). Logo, X é um conjunto gerador. O

Lema 19. Seja M = (S,Z) um matroide com fungdo rank r. Se x € span(X), entdo span(X) =
span(X Ux).

Demonstra¢do. Como X C X Ux, temos que span(X) C span(X Ux) pelo Lema 17(a). Como

x € span(X), entdo X Ux C span(X). Pelo Lema 17 (a) e 17 (c), temos que

span(X Ux) C span(span(X)) = span(X).

3.7 Matroide Dual

A dualidade em matroides foi introduzida por Whitney (1935) a qual generaliza a
nocdo de ortogonalidade em espacos vetoriais e o conceito de dualidade em grafos planares. Seja

M = (S,7) um matroide. A operagdo de dualidade em Z resulta em
I*={ICS:3B€ B(M)tal que INB=0}.

Em seguida, mostramos que esta operacdo ainda resulta em um matroide. Este resultado foi

obtido por Whitney (1935).
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Lema 20. M* = (S,Z%) é um matroide.

Demonstracdo. Note que @ € Z* e que, se [ € Z* e J C I, entdo J € Z*. Por tltimo, sejam
I,J €T com |I| < |J|. Como I,J € T*, entdo existem By,B, € B(M) taisque JNB; =0 e
IN By =0. Aplicando o Lema 8 iterativamente sobre B{ M1, obtemos que existe uma base de
M,B = (B —I1)UZcomZ C B, —Bje|Z| =|B;NI|. Observe que By —1 C B’ C S—1. Como
B1NJ=0,entdo (B; —I)N(J —1) =0. Além disso, ByNI C I —J.

Agora, mostramos que J — I € B’. Suponha, por contradi¢do, que J —I C B'. Segue

que

[Bi| = |BiNI|+ B —1|
<|[1—J|+|B—1]

<|J—I|+|B -1 <|B,

obtendo uma contradi¢do a maximalidade de Bj.
Como J—1 ¢ B, entdo existe z€ J —I talque ¢ B. ComoS—I 2B eS—zDO B,

entdo (IUz) N B’ = 0. Portanto, /Uz € Z* e M* é um matroide. O

Observe que Z* = {I C S: 3B € B(M) tal que S—1I O B} e, desta forma, B(M*) =
{ICS:3B € B(M)tal que S—1= B}, que é equivalente a B(M*) = {S—B:B € B(M)}. Com
isto, temos que B((M*)*) = B(M) e (M*)* = M. Dizemos que M* é o matroide dual de M.

Com o intuito de relacionar os conceitos de matroides duais com teoria dos grafos,
a seguir anunciamos um resultado que associa o dual do matroide gréafico de um grafo planar
G ao matroide gréfico do grafo dual de G, denotado por G*. A prova deste resultado pode ser

encontrada em Oxley (2006).
Lema 21. Se G* ¢ o dual de um grafo planar G, entdo M(G*) = M*(G).

Agora, vamos descrever um resultado que expressa a func¢do rank de M* a partir da

fungdo rank de M.

Lema 22. Sejam M = (S,Z) um matroide e M* o matroide dual de M. Temos que
i+ (U) = [U|+ru(S=U) —ru(S)

para todo U C §.
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Demonstragcdo. Seja U C S. Temos que

ry+(U) = max{|ANU|:A € B(M")}
=max{|(S—B)NU|:B € BM)}
— max{|U —B|: B€ B(M)}
— max{|U| — [UNB|: B e B(M)}
= |U|—min{|[UNB|:BeB(M)}
=|U|—min{|B| - |B—U|: B € B(M)}
=|U|— (ru(S) —max{|B—U|:Be B(M)})

— |U| — ru(S) +max{|BN(S—U)| : B € B(M)}.

Assim, ry<(U) = |U|+ryu(S—U) —ry(S). O

3.8 Remocao, Contracio e Truncagem em Matroides

Sejam M = (S,Z) um matroide e Z C S. Defina
IT'={ICS-Z:1€1}.

Note que M’ = (S —Z,Z") é um matroide. Além disso, como M’ é formado pela remogdo de Z
em M, denotamos M’ por M — Z. Note que ry—z(X) = ry(X) paratodo X C S —Z. A contragdo
de Z em M ¢ a substituicdo de M por (M* —Z)*. A operacdo de contragdo em matroides lembra
a contracdo em grafos planares. Na Figura 7, ilustramos a contragdo de um conjunto de arestas Z
em um grafo G usando a operacao de dualidade onde no lado esquerdo temos inicialmente os
grafos G e G* com arestas continuas e tracejadas, respectivamente, e consideramos Z o conjunto
de arestas com a cor azul. No lado direito, ilustramos os grafos G* —Z e (G* — Z)* com arestas
continuas e tracejadas, respectivamente. Note que, o grafo do lado direito com arestas tracejadas
corresponde ao grafo G/Z e logo G/Z = (G* —Z)*.

Similarmente, denotamos também (M* —Z)* por M /Z. Observe que, pelo Lema
20, M /Z é um matroide. Sejam G um grafo e T C E(G). O resultado seguinte garante que o
matroide gréfico de um grafo obtido pela contra¢do das arestas de 7 em G, denotado por M(G/T)
equivale ao matroide obtido pela contragdo de T em M(G) que denotamos por M(G)/T. A

demonstracdo deste resultado pode ser encontrada em Oxley (2006).

Proposicdo 23. Se G é um grafo, entdo M(G)/T = M(G/T) para todo T C E(G).
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Figura 7 — Ilustracdo da operacdo de contracdo em grafos.

Fonte: Elaborada pelo autor.
A seguir, apresentamos um resultado que expressa a func¢@o rank de M /Z.
Lema 24. Sejam M = (S,Z) um matroide e Z C S. Entdo
mz(U) =rm(UUZ) —ru(Z) 3.1)
paratodoU C S —Z.
Demonstragdo. Por definigdo, r(y«_z)-(U) = ry/z(U) paratodo U C S —Z. Pelo Lema 22,

r(M*—Z)*(U) = ‘U‘ +FM*,Z(S—Z— U) — rM*,Z(S—Z)

— U]+ (S~ (ZUV)) — (5~ 2)

= |U[+(IS= (ZUU)[+ru(S = (S—(ZUV))) —ru(S))

— (1S =2Z|+ru(S— (§=2)) = ru(S))-

Segue que
re—zy(U) = [U[+[S = (ZUU)| +ry(ZUU) — |S— Z| — ru(Z)

:I’M(ZUU)—I’M(Z).
Consequentemente, 77/7(U) = ry(U UZ) —ry(Z) paratodo U C S —Z. O

O seguinte lema caracteriza os conjuntos independentes do matroide M /Z, a partir

de uma base de Z no matroide M.

Lema 25. Sejam M = (S,Z) um matroide, Z C S e Bz uma base de Z em M. Entdo

I(M)Z)={ICS—Z:1UBz €T} (3.2)
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Demonstragdo. Sejal C S—Z. Observe que, como Bz é base de Z, entdo ry (IUZ) = ry(IUBgz).
Aplicando o Lema 24, temos que ry; /7 (I) = ry(IUZ) — ry(Z) = ry(1UBz) — |Bz|. Assim, 1U
Bz € T se, e somente se, ry;/z(I) = ry(IUBz) — |Bz| = [IUBz| — |Bz| = |I| 0 que € equivalente

al € Z(M/Z), concluindo a demonstragao. N

Sejam k € Ne M = (S,Z) um matroide. Denotamos a operagédo de truncagem de M
em k pela substitui¢do de M por M’ = (S,Z") sendo Z' = {I C S : I € Z,|I| < k}. Observe que,

como M é um matroide, entdo M’ é um matroide.

3.9 Propriedades Preliminares

Nesta secao, apresentamos alguns resultados necessdrios para mostrar a corretude
dos algoritmos da unido e intersecdo de matroides, descritos posteriormente. Brualdi (1969)

mostrou uma propriedade de base ainda mais forte do que o Lema 8.

Teorema 26. Seja M = (S,Z) um matroide e sejam By,B; € B(M). Se x € B] — By, entdo existe

y € B, —Bj tal que By —xUy e B, — yUx sdo bases de M.

Demonstragdo. Pelo Corolario 16, B, Ux contém um unico circuito C com x € C. Observe
que x € span(C — x) pois r(C) = r(C —x). Pelo Lema 17(a), span(C — x) C span((B; UC) —x).
Assim, x € span((B; UC) —x). Pelo Lema 19, span((B; UC) —x) = span(B; UC). Como B
¢ uma base de M, entdo r(Bj UCUz) = r(B; UC) para todo z € S e span(B; UC) = S. Segue
que span((B UC) —x) = span(B; UC) = S. Pela Proposi¢io 18, (B UC) — x é um conjunto
gerador e, por defini¢do, (B; UC) —x contém uma base B3. Percebaque By —x€Z,Bs €T e

|B; — x| < |B3|, entdo existe y € B3 — (B} —x) tal que B —xUy € Z. Como |B; —xUy| = |B;

)

entdo By —xUy é uma base de M. Além disso,
y€B3— (B —x) C((BiUC)—x)—(B1—x) CC—x.

Desta forma, temos que y € C. Como C € o tnico circuito contido em By Ux e x,y € C, entdo
B — yUx ndo contém circuito. Como B, —yUx € Z e |By —yUx| = |B,|, entdo B —yUx é

uma base de M. Resta mostrar que y € By — Bj. Observe que,
y€B3—(B1—x) C((BiUC)—x)—(B1—x) C((BiUByUx) —x) — (B; —x) = (B, — By).

O
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Sejam M = (S,Z) um matroide e I € Z. Defina o digrafo bipartido Dys(I) com
V(Du(I)) = S tal que para todoy € I e z € S—1, tem-se que (y,z) é um arco de Dy (1) se,
e somente se, [ —yUz € Z. Brualdi (1969) observou que o Teorema 26 implica o seguinte

resultado.

Corolario 27. Sejam M = (S,Z) um matroide e I,J € L. Se |I| = |J

, entdo Dy (I) contém um

emparelhamento perfeito em IAJ.

Demonstragdo. Provamos por induc¢do em |I —J|. Se |I —J| < 1, entao IAJ = 0 e o corolério
é vélido. Truncamos o matroide M em |I|, obtendo o matroide M’ = (S,Z") comZ' ={I' € T :
|I'| <|I|}. Perceba que I e J sdo bases de M’. Assuma que |I —J| > 1 e sejax € —J. Pelo
Teorema 26, existe y € J — I tal que I —xUy e J —yUx sdo bases de M’. Consequentemente,
I—xUyeZeJ—yUxecZ. Por definicdo, existe um arco (x,y) em Dy (I). Observe que
I —(J—yUx)|=|I—J|—1e|l| =|J—yUx|. Por hipétese indutiva, existe um emparelhamento
perfeito N em IA(J —yUx) no digrafo Dy (I). Note que IA(J —yUx) = (IAJ) — {x,y}. Assim,

NU (x,y) é um emparelhamento perfeito em IAJ em Dy (1). O
O seguinte resultado foi mostrado por Krogdahl (1977).

Teorema 28. Sejam M = (S,Z) um matroide e I € I. Seja J C S tal que |I| = |J|. Se Dy(I)

contém um emparelhamento perfeito tinico em IAJ, entdo J € L.

Demonstracdo. Seja N emparelhamento perfeito tinico em IAJ. Defina o digrafo D’ tal que cada
arco de N em D corresponde a um vértice de D' e, assim, [V (D')| = |N|. Além disso, existe um
arco do vértice (y,z) para (y',7) em D', se (y',z) é um arco de Dy ().

Vamos mostrar que D’ é aciclico. Suponha, por contradi¢do, que existe um ciclo
C' em D' com V(C') = {(y1,21),---,(y1,21)} nesta ordem. Por defini¢do de D', temos que 0s
arcos (y2,21),---,(V,z1-1), (y1,21) pertencem a Dys(I) e, podemos uséd-los para substituir os
arcos (y1,21),---,(y1,z;) de N, obtendo um emparelhamento perfeito em /AJ diferente de N,
uma contradi¢do.

Como D’ € aciclico, entdo existe uma ordenagio topoldgica de seus vértices. Assim,
podemos ordenar N como (y1,z1),..., (¥, tal que, se i < j, entdo ndo existe arco de (y;,z;)
para (y;,z;) em D' e, consequentemente, (y;,z;) ndo é um arco de Dy(I). Como N é um
emparelhamento perfeito em IAJ, entdo N = {(y;,z;) : para 1 <i<t}. Veja a Figura 8.

Suponha, por contradi¢do, que J ¢ Z. Por defini¢do, J contém um circuito C de M.

Comol€Z,entdiol 2Ce (J—I)NC # 0. Seja i o menor indice tal que z; € C. Perceba que,
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Figura 8 — Ilustragdo do em-
parelhamento N.

J—=1

Fonte: Elaborada pelo autor.

(vi,z) ndo é um arco de Dy(1) para todo z € C —z;, pois z = z; para algum j > i. Por defini¢do de
Dy (1), temos que I —y; Uz ¢ 7 para todo z € C —z;. Segue que ry (I —y;Uz) = ry (I —y;) e, por
definicdo, z € span(I — y;) para todo z € C — z;. Assim, C — z; C span(I —y;). Pelo Lema 17(a)
e 17(c),

span(C — z;) C span(span(l —y;)) = span(I —y;).

Como C é um circuito, entdo z; € span(C —z;) C span(I —y;). Como z; € span(I —y;) e —y; € Z,
rm(I—yiUz) =ryy(I—yi) = |I —yil < | —yiUz|. Assim, I —y;Uz; ¢ T e (y;,z;) ndo € um arco

de Dy(I), obtendo uma contradigo. O
Isto implica que:

Corolario 29. Sejam M = (S,Z) um matroide e I € L. SejaJ C S tal que |I| =|J| e ryy(1UJ) = ||
com Dy(I) contendo um emparelhamento perfeito tinico em IAJ. Seja s ¢ [UJ. Se [Us € T,

entdo JUs € 1.

Demonstragdo. Pelo Teorema 28, J € Z. Como ry(IUJ) = |I| = |J|, entdo J Uz ¢ 7 para todo
z€1—J. Perceba que |J| < |[Us|, entdo existe x € (IUs) —J tal que JUx € Z. Assim, x = s e,

portanto, JUs € 7. O
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4 INTERSECAO E UNIAO DE MATROIDES

Sejam M| = (S,Z,) e M, = (S,Z,) matroides. Denotamos ZiNZ, = {1 NL : I} €
T\, € I} e dizemos que I € 7y N7, é um conjunto independente comum em M| e M.
Observe que, por exemplo, para S = {1,2,3}, 7; = {{0},{1},{2},{3},{1.2},{1,3}} e Ir, =
{{0},{1},{2},{3},{1,2},{2,3}}, temos que Z; N Z, = {{0},{1},{2},{3},{1,2}} e note que
(S,Z1NZ,) ndo é um matroide. Assim, concluimos que (S,Z; NZ,) ndo necessariamente €
um matroide. O problema de Intersecdo de Matroides consiste em encontrar um conjunto
independente comum em M; e M, de tamanho maximo. Para este problema, existe uma versao
ponderada que, além dos matroides, recebe como entrada uma funcio peso w : § — R. Para
I C S, denotamos w(I) = ¥ ;c;w(i). Dizemos que I € Z) N1, é extremo, se w(I) > w(J) para
todo J € Z; NZ, com |I| = |J|. O problema de Intersecio de Matroides ponderado consiste em
encontrar os conjuntos independentes comuns extremos Iy, ...,I; em M, e M, tal que |[;| =i
paracadai € {0,...,k}.

Sejam M| = (S1,Z1), My = (S2,1>), ..., My = (Sk,Zx) matroides. Denote a unido

destes matroides por My V ---V My = (Ule Si,[;V---V1I) onde
I]V-"\/Ik:{llU"'UIkill ely, ..., IkEIk}.

Posteriormente vamos mostrar que, de fato, a unido assim definida ¢ um matroide. O problema de
Unido de Matroides consiste em encontrar um conjunto independente na unido destes k matroides
de tamanho maximo. Além disso, este problema também tem uma versiao ponderada.

A seguir, apresentamos uma férmula min-max para o problema de Intersecdo de
Matroides e sua demonstragdo (Secdo 4.1). Na Secdo 4.2, abordamos uma férmula min-max para
o problema de Unido de Matroides e sua demonstracdo. Por ultimo, na Se¢do 4.3 descrevemos
algumas féormulas min-max existentes na literatura na qual podem ser derivadas das férmulas

min-max da intersec@o e undo de matroides.

4.1 Foérmula Min-Max para Intersecio de Matroides

O Teorema de Interse¢dao de Matroides foi provado inicialmente por Edmonds (1970).
A seguir, apresentamos esse teorema e exibimos uma demonstragao que adaptamos de Seymour

(1976).
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Teorema 30. Sejam My = (S,Z,) e My = (S,Z,) matroides com fungdes rank ry e r, respectiva-
mente. Entdo

1| = mi U S—U)Y.
Ier%%(IzH Uérsl{rl( )+ )}

Demonstragdo. Observe que |I| = [INU|+[IN(S—U)| <r(U)+r(S—U) para todo I €
TiNZ, e U CS. Entdo

max /| <min{ri(U)+r(S—-U)}.
max 1| < min{ry(U) + ra(S—U))

Sejam k = mingcs{ri(U)+rn(S—U)}eY ={i€ S:r({i}) = rn({i}) = 1}. Para terminar a
demonstragdo, basta mostrar que max;cz,nz, |I| > k. Para isto, usamos indugdo em m, sendo
m = |Y|. Para m = 0, temos que r|({i}) = 0 ou rp({i}) = 0 para todo i € S. Seja J C S tal
que r1({i}) =0 paratodo i € J e, rp({i}) = 0 paracadai € S—J. Pelo Lema 12, ri(J) =0
e rn(S—J)=0. Assim, obtemos que k = 0 e o teorema ¢é vélido. A hipétese indutiva é

que o teorema € vélido quando Y tem m — 1 elementos. Para m > 1, considere s € S tal que

n({s}) =r({s}) = L

Agora, mostramos que mingcs—s{r1(U)+r((S—s)—U)} > kou

0 {7 o) + g (S =)~ U)} 2 K- 1.
Suponha por contradi¢do que mingcs—{r1(U)+n((S—s)—U)} <k—1e

UHQ%ES{FMI/S(U) +ryys((S=5) = U)t <k=2.
Como mingcs—s{ri(U)+r((S—s)—U)} <k—1, entdo existe A C § — s tal que
r(A)+nrn((S—s)—A) <k—1. “4.1)
Dado que minycs—s{ry, /s(U) + 7y, /5((S—5) —U)} < k—2, entdo existe B C S — s tal que
rat, 1s(B) + gy s ((S—5) — B) <k —2. (4.2)

Aplicando o Lema 24 na Desigualdade 4.2, temos que

ri(BUs) —ri({s})+r2(S—B) —r2({s}) <k—-2

<:>7'](BUS)— 1 —|—7‘2(S—B)—1 <k-2,
o que € equivalente a

ri(BUs)+r(S—B) <k. (4.3)
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Somando as desigualdades 4.1 e 4.3, obtemos

Z=ri(A)+r (BUs)+rn(S—B)+nrn((S—s)—A) <2k—1. (4.4)
Por sub-modularidade da fun¢ao rank, temos que

ri(AUBUs)+r(ANB) <ri(A)+r (BUs). 4.5)
Aplicando a sub-modularidade da fungdo rank nos conjuntos S — B e (S —s) — A, ficamos com
n(S—(ANB))+r(S—(AUBUs)) <r(S—B)+rn((S—s)—A). (4.6)
Somando as inequacgdes 4.5 e 4.6, e usando a Equacdo 4.4 obtém-se
n(S—(ANB))+r(S—(AUBUs))+r (AUBUs)+r(ANB) < Z. 4.7)

Por minimalidade de k, ri (AUBUs) +r(S— (AUBUs)) > keri(ANB)+r(S—(ANB) > k.

Somando as duas ultimas desigualdades,
ri(AUBUs)+r(S—(AUBUs))+ri(ANB)+r(S— (ANB) > 2k. (4.8)
Juntando as desigualdades 4.8, 4.7 e 4.4, concluimos

2k <ri(AUBUs)+r(S—(AUBUs))+r(ANB)+r(S—(ANB) <Z<2k—1,

obtendo uma contradi¢do.

Se minycs—s{ri(U)+r2((S—s) —U)} > k, por hipétese indutiva temos que

Il > Il > mi —sWU)+ry,—s((S—s)—U
IGmI%(Iz | | IGZ(MlEsl)ag(Z(szs) | | Urgélls{er S( ) "M S(( s) )}
= mi U)+r((S—s)—U)} >k
Ugélls{rl( ) rz(( S) )} o

Agora, se minycs—s{ry, /s(U) +7ag,/5((S—s) —U)} > k— 1, por hipétese indutiva obtemos que

max I| > min {r U)+r S—s)-U)} >k—1,
IEI(Ml/s)ﬂZ(Mz/s)’ | = UQS—S{ Ml/s( ) Mz/s(( ) )} =
ou seja, existe um conjunto independente I’ em Z (M, /s) NZ(M,/s) de tamanho k — 1. Pelo
Lema 25, I'Us € Z; NZ,. Note que |I' Us| = k. Assim, max;c7,nz, |I| > k. Em ambos os casos,

chegamos ao resultado desejado e concluimos a prova. [

Isto implica o seguinte resultado que caracteriza a existéncia de um conjunto inde-

pendente comum em dois matroides com determinado tamanho.
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Corolario 31. Sejam My = (S,Z,) e M, = (S,Z,) matroides com fungdes rank ry e ry, respec-
tivamente. Existe um conjunto independente comum em M| e M, de tamanho n se, e somente

se,
rnU)+n(S—-U)>n 4.9)
para todo U C §.

Demonstragdo. Pelo Teorema de Intersecdo de Matroides, existe um conjunto independente

comum em M| e M, de tamanho 7 se, € somente se,

1 U S-U)}= 1| >
pustn(U)+nS=0)}= a1l 2 n

o que equivale a r (U) +r(S—U) > nparatodo U C S. O

4.2 Formula Min-Max para Unido de Matroides

Nesta secao, descrevemos uma prova para a formula min-max da Unido de Matroides
onde precisamos de um lema auxiliar que é descrito abaixo. Sejam M’ = (§’',Z') um matroide e
f: 8" — S uma fungdo. Nash-Williams (1966) mostrou que usando f podemos obter os conjuntos
independentes de um matroide M = (S,Z), como também apresentou uma expressio equivalente
a fungio rank de M. Para T C S, a relagdo inversa de f é denotada por f~1(T) = {t € S': f(¢t) €
T}.

Lema 32. Seja M' = (S',Z') um matroide com funcdo rank r' e seja f :S' — S uma fungdo.
Defina

IT={fI):I'eT’} (4.10)
sendo f(I') = {f(s) : s € I'}. Entdo M = (S,T) é um matroide com fungdo rank r dada por:

r(U) = min{|U = T|+r(f1(T))} (4.11)

para todo U C S.

Demonstragdo. Mostramos que M satisfaz as propriedades de um matroide. Como f(0) = 0,
entiod € Z. Sejam X € Ze Y C X. Como X € Z, entdo existe X' € Z' tal que f(X’) = X. Logo
FHx)NX’'#0paratodox € X. Defina Y’ = {x' € X': f(x') € Y}. Assim, temos que ¥ = f(Y’).

ComoY' CX'eX' €7, entio Y’ € I’ e, consequentemente, Y € Z. Por dltimo, sejam I,J € Z
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sendo |I| < |J|. Escolha I',J' € T’ tal que f(I') =1, f(J') = J, |I'| = 1|, |J'| = |J| e com |[I'NJ’|
médximo. Como M’ é matroide e |I'| < |J'|, entdo existe j/ € J'— I’ tal que I'Uj € T’, ou
seja, f(I'Uj") € T e f(j') €J. Resta mostrar que f(j') € J —I. Suponha por contradi¢io que
f(j') € 1. Desta forma, f(j') € f(I') e existe i € I' tal que f(j') = f(i). Como i # j' e f(J)
mapeia bijetivamente para J, entdo i ¢ J'. Note que I’ —iU j' € 7', pois I' U j’ € T'. Perceba que
fI—ivj)y=fI)—fOUf()=1Ie|I'—iUj)NJ'| > |I'NJ|, obtendo uma contradi¢do a
escolhade I',J'.

Finalmente, mostramos a Equagdo 4.11. Seja U C S. Considere N = (§',Z(N)) o
matroide partigio induzido por {f~!(s): s € U} sendo Z(N) = {I' C f~1(U) : |[f'(x)nI'| <
1,Vx € U}. Temos que I C U é independente em M se, e somente se, existe I’ C £~ (U) tal que
I'eT' e f(I')=1Icom |I'| =|I|. Ouseja, existe I' € Z'NZ(N) com f(I')=1e|l'| = |I|. Assim,
pelo Teorema de Intersecdo de Matroides, temos
(V)= max |l = max 7 = min {ry(S'—T") +r'(T")}. (4.12)

Escolha T’ que obtém o minimo no lado direito da Equagio 4.12 e, dentre estes,
com |T’| minimo. Observe que isto implica que T’ C f~!(U) e, para todo u € U, temos que
F Y u)NT =0 ou f~(u) CT'. Defato,se ' € T' — f~1(U) ou, ' € T'N f~!(u) para algum
u €U com f~1(u) — T’ # 0, entdo remover u’ de T’ ndo altera ry(S’ — T') como também nio
aumenta '(T”), contradizendo a escolha de T’. Assim, obtemos que T’ = f~!(T) para algum
T C U. Note também que ry (S’ —T') = ry(f ' (U) — T'). Assim, na Equagio 4.12 podemos
substituir S’ por f~1(U) e T por f~1(T) com T C U, obtendo

r(U) = min{ry(f~'(U) =~ 1(T) +/(f1(T))}

TCU

= min{ry(f~'(U~T))+/'(f~(T))}.

TCU

(4.13)

Para terminar esta demonstracao, vamos mostrar que os minimos nas equagdes 4.11 e 4.13 sao

iguais.
Observe que ry(f~ (U —T)) < |U —T| paratodo T C U. Desta forma,
1 -1 _ / —1 < . . / 1 . .
min{ry(f (U =T))+r(f(T)} < min{|U—T|+r(f (1))} (4.14)

Terminamos a demonstragdo mostrando que o termo do lado esquerdo da Inequagdo 4.14 € menor
ou igual ao termo do lado direito.
Seja T” C U o conjunto que minimiza o minimo da Equacio 4.13 e, dentre estes,

com |T”| maximo. Observe que isto implica que, se f~!'(u) = 0, entdo u € T”. De fato, se
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isto ndo ocorrer, entio adicionar u em T" nio altera os conjuntos f~ (U —T") e f~1(T"), isto
é, ndo altera o minimo da Equacdo 4.13, contradizendo a escolha de T”. Isso implica que
(V=T = U =T e
min{ry(f" U=+ (T = U =T")+ (1T

=U=T"|+/(f (1)

> mi _ 10 p—1
> min|U 7|+ (/' (7))}
concluindo o resultado. ]

A seguir, apresentamos o Teorema da Unido de Matroides proposto por Edmonds
(1968) que garante que a unido de varios matroides ainda resulta em um matroide e, apresenta
uma expressao equivalente a funcao rank da unido destes matroides. A prova apresentada abaixo

usa o Lema 32.

Teorema 33. Sejam My = (S1,Z,), My = (S2,13), ..., My = (S, Zy) matroides com funcées de

rank ry, ra, ...,y respectivamente. Entdo M = MV - - -\ My é um matroide com func¢do rank r,
definida por:

k
r(U) =¥1£3{|U—T|+Zr,~(TmSi)} (4.15)

i=1

para todoU C S1U---US;.

Demonstragdo. Sejam S, ...,S) copias de Sy, ..., Sy tais que S;NS; = @ para i # j. Para cada
i€{l,...,k}, defina a fungdo f; : S} — S, tal que para todo s’ € S}: fi(s') = s, se s’ é a copia de s.
Defina um matroide M = (S}, Z) tal que Z] = {I' C S.: f;(I') € Z;} sendo fi(I') ={fi(s):s€I'}.
Primeiro, vamos mostrar que M’ = M} V ---V M} é um matroide. Temos que @ € Z(M’). Sejam
JeZI(M')elCJ. Destaforma,J=J U---UJ; comJ; € Z]. Veja que I pode ser obtido pela
unido de subconjuntos de J; para cada i € {1,...,k} e, entdo I € Z(M’). Por dltimo, sejam
1,J € Z(M') com |I| < |J|. Assim, temos que existe z € {1,...,k} tal que [INS,| < |JNS.].
Perceba que INS. € Z] e JNS. € Z!. Pelo axioma do aumento da independéncia, existe
jeNS) —(nNS.) tal que (INS,)Uj € I]. Note que I = (INS})U---U(INS}) e entdo

IUjeZ(M"). Logo, M’ é matroide. Observe que, como os S;’s sdo disjuntos, temos que

k
rM/ Z M' UﬂS’
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Finalmente mostramos a Equagdo 4.15. Defina a fun¢do de mapeamento f : Uf:l St—
UY, S; tal que para cada j € {1,...,k} es € S f(s) = fi(s). SejaZ={f(I'): I' e Z(M")}
com f(I') = {f(i): i € I'}. Pelo Lema 32, Z é uma familia de conjuntos independentes de
um matroide. Observe que Z = {LU--- Ul : I € Ty,....Iy € I} = Z(M). Assim, M é um

matroide. Aplicando novamente o Lema 32, obtemos
U)=min{|U—T|+ry(f (T
r(U) = min{|U —T| -+ (f~ (7))}

k
o _ (1 /
_;nglr[}ﬂU T|+ :1rMi(f (T)NS)}

i
para todo U C U, S;. Considere T C U. Como f(f~1(T)NS)) = T NS;, pela defini¢do de M!
temos ryy (fUT)NS) =r(TNS;) paracadai € {1,...,k}. Consequentemente,

k
r(U) = ;ngig{\U ~T| +;ri(TmSi>} (4.16)

para todo U C %, S.. [

4.3 Aplicacoes das formulas min-max

Dado que j4 descrevemos as formulas min-max para a interse¢do e unido de matroides,
nesta secdo apresentamos as suas principais aplicagdes. Primeiro, apresentamos as principais
féormulas min-max presentes na literatura que podem ser mostradas usando a formula¢do min-
max para Intersecdao de Matroides (Secdo 4.3.1). Por ultimo, na Secao 4.3.2, apresentamos as

férmulas min-max que podem ser derivadas da férmula min-max para Unido de Matroides.
4.3.1 Intersecao de Matroides

Primeiro, apresentamos o resultado de Rado (1942) que d4 uma condi¢do necessaria
e suficiente para que uma familia de subconjuntos X tenha um transversal que é independente
em um matroide M. Este resultado é consequéncia do Teorema de Interse¢do de Matroides

aplicado em M e no matroide transversal induzido por X'.

Teorema 34. Seja M = (S,Z) um matroide com fun¢do rank r e seja X = (X1,Xa,...,X,) uma
familia de subconjuntos de S. Entdo X tem um transversal que é independente em M se e
somente se

r(UX:) > |1 4.17)

iel
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paratodo 1 C{1,...,n}.

Demonstracdo. Seja M, o matroide transversal induzido por X com funcio rank r,. Observe
que X tem um transversal que € independente em M se, e somente se, existe um conjunto
independente comum em M e M, de tamanho n. Pelo Corolério 31, isto é verdade se e somente

se
r{U)+nrn(S-U)>n (4.18)
para todo U C S. Aplicando o Teorema 10, temos que

r(S-U) :Iggfn}{lg(Xiﬂ(S—U))l +n—|l} :Iggl,l.l.l.,n}{|iL€JI(Xi_U)| +n—|I[}. (4.19)

Unindo a Desigualdade 4.18 e a Equacao 4.19, temos que

r(U)+ min X, —U)|+n—|l|} >n
)+ cpin AU =0)]+n= 11

para todo U C § o que € equivalente a
r(U)+]UXi—UH—n—\I\ >n

i€l
paratodoU CSel C{l,...,n}.

Para concluir a prova, basta mostrar que o lado esquerdo da inequagdo anterior é
minimizado quando U = | J;¢; X;. Para isto, note que remover de U cada elemento em U — J;; X;
diminui r(U) em no mdximo uma unidade e |J;c;X; — U| € inalterado. Com isto, podemos
assumir que U C | J;¢; X;. Por tltimo, se adicionarmos em U qualquer elemento de | J;c; X; — U,

aumenta r(U) em no maximo uma unidade e diminui uma unidade de ||J;c; X; — U|. O

A seguir, vamos abordar dois resultados sobre grafos bipartidos onde podem ser
mostrados usando a férmula min-max de Interse¢do de Matroides. O resultado de Konig (1931)
garante que, em grafos bipartidos, o tamanho de uma cobertura minima por vértices € igual ao

tamanho de um emparelhamento médximo conforme anunciado a seguir.
Teorema 35. Se G é um grafo bipartido, entdo o' (G) = B(G).

Rado (1933) relacionou a cardinalidade de um conjunto estdvel mdximo com o
tamanho de uma cobertura minima por arestas em grafos bipartidos sem vértice isolado. A seguir,

anunciamos tal resultado.
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Teorema 36. Se G é um grafo bipartido sem vértice isolado, entdo a(G) = B'(G).

Vamos apresentar provas alternativas para os teoremas 35 e 36. Para isto, vamos
realizar algumas defini¢oes necessarias. Sejam U; e U, as biparti¢des de G. Denotamos por 6 (v)
as arestas de G incidentes a v € V(G). Para cada i € {1,2}, seja M; = (E(G),Z;) um matroide,
com fungdo rank r;, tal que F € Z; se, e somente se, |[FNS(v)| < 1 para todo v € U;. Observe que,
como G é bipartido, entdo {5(v) : v € U;} é uma parti¢do de E(G). Assim, M; é um matroide
parti¢do sobre E(G). Na Figura 9, no lado esquerdo, as arestas coloridas com a cor vermelha
sao um exemplo de um conjunto independente em M| que ndo € independente em M, e, no
lado direito, as arestas verdes sdo um exemplo de um conjunto independente em M, que ndo é

independente em M.

Figura 9 — Ilustracdo dos conjuntos independentes nos matroides M; e M.

R e

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, temos que I € Z; N7, se, e somente se, I € um emparelhamento em G. Seja
F C E(G). Observe que, r;j(F) é a quantidade de vértices em U; cobertos por F para cada
i €{1,2}. Assim, r|(F)+ r2(E(G) — F) corresponde a cardinalidade de uma cobertura por

vértices de G. Em seguida, descrevemos uma prova alternativa para o Teorema 35.

Demonstragdo do Teorema 35. Vimos que um conjunto independente comum em M; e M; cor-
responde a um emparelhamento em G. Pelo Teorema de Intersecido de Matroides, a cardinalidade
de um emparelhamento maximo em G é equivalente ao mingcg{ri(F)+r(E(G)—F)}. Esta
ultima expressdo corresponde a cardinalidade de uma cobertura minima por vértices de G. Logo,

o' (G) = B(G). O

Dizemos que I é um conjunto gerador comum em My e M>, se | D By el D B,
sendo By € B(M}) e By € B(M;) e, desta forma, I O B; UB;. A seguir, descrevemos uma
prova alternativa para o Teorema 36 que usa a féormula min-max da Intersecdo de Matroides € a

definicao de conjunto gerador comum.
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Demonstragdo do Teorema 36. Como G ndo tem vértice isolado, entdo o tamanho de uma
cobertura minima por arestas de G corresponde a cardinalidade de um conjunto gerador comum
em M) e M, de tamanho minimo. Isto equivale a
min{|ByUB,|: By € B(M,),B, € B(M)} = |By|+ |Ba2| — max {|IB1NBy|}

B GB(Ml ),BzGB(Mz)

=r1(E(G)) +nr(E(G)) — max 1]

Dado que G ndo tem vértice isolado e usando o Teorema de Interse¢do de Matroides, temos que
a ultima expressao equivale a

V(G)|— min F)+n(E(G)—-F);=|V(G)|—-B(G).

V(G| FQE(G){H( ) +r2(E(G) = F)} = |[V(G)| - B(G)

Pelo Teorema 2, |V (G)| — B(G) = a(G). Portanto, B'(G) = a(G). O

Ford e Fulkerson (1958) mostraram uma condic@o necessdria e suficiente para que
duas familias de subconjuntos tenham um transversal comum. Abaixo descrevemos uma prova

alternativa para este resultado, usando o Teorema de Intersecao de Matroides.

Teorema 37. Sejam X = (X1,...,Xy) e Y = (Y1,...,Ym) familias de subconjuntos de S. Entdo

X e Y tém um transversal comum se, e somente se,
(Xi Y| = 1]+ ] —m
paratodo 1,0 C{1,...,m} com X; = U, Xi e Yy =Ujes Y.

Demonstracdo. Considere M| e M, matroides transversais induzidos por X’ e )/, respectivamente
com fun¢des rank ry e rp. Temos que X e ) t€m um transversal comum se, e somente se, M
e M, tém um conjunto independente comum de tamanho m. Pelo Corolario 31, isto equivale a
r1(Z)+r2(S—Z) > m para todo Z C S. Aplicando o Teorema 10, temos

min {|X;NZ|+m—|I|}+ min Yi—Z|+m—|J|}=nZ)+nS—2Z)>m
omin (XOZ]bm= i} min (V=2 4m =W} =n(2) +n(S-2) >

yeeestl

paratodo Z C S. A inequacdo anterior equivale a
|X1ﬂZ|+|YJ—Z| > |I|+‘J’ —m

paratodo I,J C {l,....m}eZ CS.
Para terminar a demonstragcdo, observe que basta provar que o lado esquerdo da

desigualdade anterior € minimizado quando Z =Y. Para ver isto, observe que adicionar cada
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elemento de Yy — Z a Z faz com que |Y; — Z| diminua em uma unidade e |X; N Z| aumente em
no maximo uma unidade. Assim, podemos assumir que Y; C Z. Agora, se removermos de Z

qualquer elemento em Z — Y; temos que o lado esquerdo da inequagdo s6 pode diminuir. 0

Seja G um grafo tal que cada aresta € colorida com uma dentre k cores. Dizemos que
uma arvore geradora de G € multicolorida se todas as suas arestas tém cores distintas. O seguinte
resultado d4 uma caracterizacdo para a existéncia de uma arvore geradora multicolorida em G.
Nash-Williams (1985) usou este resultado para mostrar uma caracteriza¢do para a existéncia de

um grafo conexo obtido pela divis@o dos vértices de um grafo G.

Teorema 38. Seja G um grafo tal cada aresta é colorida com uma dentre k cores. Existe uma
drvore geradora multicolorida em G se, e somente se, para todo t > 0 e todo conjunto de arestas

F com no mdximo t cores, G — F tem no mdximo t + 1 componentes conexas.

Demonstragdo. Como as arestas de G sao coloridas com k cores, entdo E(G) pode ser parti-
cionado como {Ej,...,E;} tal que E; sdo as arestas de E(G) com a cor i. Seja N o matroide
parti¢do induzido por {Ey,...,E;} tal que Z(N) = {I CE(G) : [INE;| < 1,Vi € {1,...,k}}.
Observe que existe uma arvore geradora multicolorida em G se, e somente se, existe um conjunto

independente em Z(N) NZ(M(G)) de tamanho |V (G)| — 1. Pelo Coroldrio 31, isto equivale a
(G (E(G) —F)+rmv(F) > |V(G)| -1 (4.20)

para todo F C E(G). Como ry(F) é a quantidade de partes E; intersectando F, entdo podemos
assumir que F corresponde a unido das arestas de ¢ cores parat = ry(F). Aplicando o Teorema
9, temos que a Desigualdade 4.20 equivale a |[V(G)| —c(G —F) +t > |V(G)| — 1, ou seja,

¢(G —F) <t+1 para qualquer unido de arestas F' com no maximo ¢ cores. 0
4.3.2 Unido de Matroides

Nesta secdo, apresentamos as principais aplicagdes para formula min-max da unido
de matroides. Seja k € Z. O seguinte resultado d4 uma expressao equivalente ao tamanho

madximo da unifo de k conjuntos independentes em um matroide M = (S,Z).

Corolario 39. Seja M = (S,Z) um matroide com fungdo rank r e k € Z,. O tamanho mdximo

da unido de k conjuntos independentes em M é igual a:

min{|$ —U|+k-r(U)}. 421



43

Demonstragdo. Sejam M; = M parai € {1,...,k}. Observe que o tamanho méximo da unido de

k conjuntos independentes em M corresponde a ryy,v...vum, (S). Aplicando o Teorema 33, temos

rm;(UNS)}
1

k
1=

er\/A..\/Mk(S) = glég{ys— U’ -+
= min{|S—U|+k-r(U)}.
min{]| |+k-r(U)}

[

Seja k € Z,. O Corolario 39 implica em uma expressao equivalente ao tamanho

maximo da unido das arestas de k florestas em um grafo G a qual apresentamos a seguir.

Corolario 40. Sejam G = (V,E) um grafo e k € Z.. O tamanho mdximo da unido das arestas

de k florestas em G equivale a
in {|6(P)|+k-(|V|—-|P
min {|8(P)[+k-(VI-IP)}

sendo 8(P) o conjunto de todas as arestas de G que conectam vértices de partes distintas de P

e W o conjunto de todas as particoes de V.

Demonstrag¢do. Considere M = M(G). Pelo Coroldrio 39, o tamanho maximo da unido das

arestas de k florestas equivale a
min{|E — F|+k- (ru(F))}.

Observe que cada parti¢do P de V corresponde a part(G[F]) para alguma aresta F C E. Assim,
ru(F)=|V|—|P|e|E—F|=[0(P)|, obtendo a expressdo requerida. O

Seja k € Z. O Corolario 40 foi util para mostrar uma caracterizacao suficiente e
necessdria para a existéncia k drvores geradoras disjuntas em arestas em um grafo G, apresentada

por Nash-Williams (1961), a qual anunciamos a seguir.

Teorema 41. Seja k € Z... Um grafo G contém k drvores geradoras disjuntas em arestas se, e

somente se, |86(P)| > k- (|P|—1) para toda particao P de V (G).

Sejam M = (§,Z) um matroide e k € Z.. Dizemos que um conjunto I C S é coberto
por k conjuntos independentes em M, se existem k conjuntos independentes em M cuja unido
equivale a /. O Corolério 42 dd uma condi¢do suficiente e necessaria para que S possa ser coberto

por k conjuntos independentes em M. O Corolario 39 implica neste resultado.
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Coroléario 42. Seja M = (S,Z) um matroide com funcdo rank r e seja k € Z.. Temos que S pode

ser coberto por k conjuntos independentes em M se e somente se
k-r(U) > |U| (4.22)
para todo U C §.

Demonstragcdo. Observe que S pode ser coberto por k conjuntos independentes se, € somente
se, existem k conjuntos disjuntos e independentes em M cuja unido tem cardinalidade |S|. Pelo

Corolério 39, isto equivale a

in{|S—U|+k-r(U)} > |S
min| |+k-r(U)} =S|

< |S|=|U[+k-r(U) 2 |S|,VU C S
o que equivale a k- r(U) > |U| para todo U C S. O

Seja k € Z. O resultado apresentado abaixo caracteriza a existéncia de k bases

disjuntas em um matroide M. Edmonds (1965) provou este resultado.

Corolario 43. Seja M = (S,Z) um matroide com fungdo rank r e k € Z. Existem k bases

disjuntas em M se, e somente se,
k- (r(S)—r(U)) <[S-U| (4.23)
para todo U C §.

Demonstragdo. Perceba que existem k bases disjuntas em M se, e somente se, a cardinalidade
madxima da unido de k conjuntos independentes em M ¢é igual a k - r(S). Pelo Coroldrio 39, isto é

equivalente a
in{|S—Ul|+k-r(U)} =k -r(S
min{[$ ~ U+ k- r(U)} = k-r(5)
S |S—U|+k-r(U) > k-r(S),YU CS.
Isto equivale a |[S—U| > k- (r(S) —r(U)) paratodo U C S. O

Usando o Teorema da Unido de Matroides podemos mostrar que o matroide trans-
versal definido na Secdo 3.1.2 € um matroide. Abaixo apresentamos uma prova alternativa para

o Lema 6.
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Demonstracdo do Lema 6. Defina o matroide M; = (S,Z;) tal que I € Z; se, e somente se, I C X;
e|l| <1paracadaie {l,...,n}. SejaM=M; VM,V ---VM,. Pelo Teorema da Unido de
Matroides, M é um matroide. Perceba que Z(M) é o conjunto de todos os transversais parciais

de X e, por defini¢do, M = M[X]. O

Seja k € Z.. O resultado abaixo caracteriza a existéncia de k transversais disjuntos
em uma determinada familia de subconjuntos. Este resultado pode ser provado usando o

Corolario 43.

Teorema 44. Sejam X = (Xi,...,X,) uma familia de subconjuntos de S e k € Z.,.. Entdo X tem
k transversais disjuntos se, e somente se,
|UXi| > k- |1 (4.24)
icl

para todo I C{1,...,n}.
Demonstragdo. Inicialmente, mostramos a necessidade. Como X’ tem k transversais disjuntos,
entdo existe /; C X; com |I;| = kparacadaie€ {1,...,n} e ;NI; =0 parai# j. Assim, | U;c; Xi| >
|\Uier il = k- |I| paratodo I C {1,...,n}.

Finalmente, provamos a suficiéncia. Seja M o matroide transversal induzido por X

com func¢do rank r. Vamos mostrar que
k- (r(8) = r(U)) <[S-U]

para todo U C § pois, se isto é verdadeiro, pelo Corolario 43, existem k bases disjuntas em
M e, consequentemente, X' tem k transversais disjuntos. Como k- |I| < |{J;c; Xi| para todo

IC{l,...,n} ek >1,entdo

k-( = 1U&no)) < [UJXil = k- I J&Xinw))

icl icl icl
<|Uxil-IUxinu)| = |Uxi—U| < IS~ U]
icl icl icl

paratodo U C Sel C{l,...,n}. Assim, temos que

k-(n— min {n—|Il+ X;NU <|S-U
(n= uin, (o= l11+ U0 < ls U

para todo U C S. Observe que r(S) < n. Usando o Teorema 10, obtemos que

k-(r(8) —r(U)) <[S-U]

para todo U C §. [l
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Sejam k € Z, e X uma familia de subconjuntos de um conjunto S. O resultado a
seguir apresenta uma caracterizagao para que S possa ser particionado em k transversais parciais

de X'. Este resultado pode ser provado usando o Teorema 10 e Corolério 42.

Teorema 45. Sejam X = (X1,X>,...,X,) uma familia subconjuntos de S e k € Z.,. Entdo S pode

ser particionado em k transversais parciais de X se, e somente se,

k-(n—11) > S —JXi| (4.25)
i€l

paratodo I C{1,...,n}.

Demonstracdo. Seja M o matroide transversal induzido por X com fun¢do rank r. Temos que S
pode ser particionado em k transversais parciais de X se, e somente se, S pode ser coberto por k

conjuntos independentes de M. Aplicando o Corolario 42, isto equivale a
k-r(U) > |U| (4.26)
para todo U C S. Pelo Teorema 10, isto equivale a

k- min X,NU)|+n—\I|} >|U
cin, IUGNO) 0= 1) 2 0]

para todo U C S. Equivalendo a
k-(IUXinu|+n—1}) > |U| (4.27)
iel
paratodo I C {1,...,n}eU CS.
Resta mostrar que a Inequagdo 4.27 equivale a Inequacdo 4.25. Observe que substi-
tuindo U por S — | J;; X; na Inequagdo 4.27 obtemos a Inequacdo 4.25. Logo, a Inequagao 4.27
implica na Inequacgado 4.25. Note que k > 1. Por outro lado, se a Inequagdo 4.25 é valida, temos

que

k-((UJXxinUl+n—11) = k- [ JXinU|+|S - Xi]

icl icl icl
> [Jxinu|+|S—-Jxi| > |U|
icl icl
paratodo I C {1,...,n}eU CS. O

Usando o Teorema da Unido de Matroides é possivel mostrar uma importante

propriedade de bases de um matroide. McDiarmid (1975) mostrou esta propriedade.
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Teorema 46. Seja M = (S,Z) um matroide com fungdo rank r. Sejam By e B, bases de M. Se
{X1,Y1} € uma particdo de By, entdo existe uma parti¢do {X,Y»} de By tal que X; UY; e X, UY)

sdo bases de M.
Demonstracdo. Sejam M; = M /Y, e My = M /X, . Pelo Lema 24,

iy (X1) = r(XUY) —r(Y1) = [Bi]| = V1] = X1
e X; € Z(M;). Aplicando novamente o Lema 24

(1) = r(V1UXy) — r(Xy) = [Bi] = | Xi] = [17]

eY) € Z(M;). Assim, temos que By € Z(M; V M,). Observe que, como B; é uma base de M,
entdo By € B(M; V M;). Pelo Teorema da Unido de Matroides,
riyvi (B2) = min {|By =T+, (T O(S = Y1) +ragy (TN (S = X1)) }
=D?2
= min{\Bz —T’ —I—er(T—Yl) +rM2(T—X1)}.

TCB,
Pelo Lema 24, ry (T — Y1) = ry, (T) =r(TUY1) —r(Y1) =r(TUY)) — V1| e rag, (T — X)) =
v, (T) =r(TUX,)—r(X)) =r(TUX;)— |Xi|. Segue que

rvyum, (Ba) = Trréian{\Bz —T|+r(TUY))— V1| +r(TUX)) — | X1} (4.28)
Por sub-modularidade da funcao rank,
r(TUY))+r(TUX;) >r(T)+r(TUX;UY). (4.29)
Juntando a Equacgdo 4.28 e a Desigualdade 4.29,

rmyum, (B2) > Tr%il?zﬂBz —T|4+r(TUX,UY) +r(T)— 1| — |X1]}-

Como T C By, entdo T € Z e r(T) = |T|. Como B; é base de M, entdo r(T UX;UY]) =

r(T UBy) = |Bi| = |Xi| +Y1]. Concluimos que
vy (B2) > |Ba|.

Pelo Lema 11(a), ra, v, (B2) < |B2|. Logo ruyvm,(B2) = |B2| € By € Z(M; V M,), ou seja,
existem X, € Z(M}) e Y» € Z(M,) tais que By = X, UY,. Como |By| = |Bz| e B € B(MV M),
entdo By € B(M;V M,). Logo, X, € B(M)) e Y, € B(M). Assim, X, UY] e X; UY, sdo bases
de M; vV M,. Como as bases de M| VM, t€m a mesma cardinalidade das bases de M, entido
|X, UY| = |X; UY2| = |By]. Pelo Lema 25, X, UY; € Z e Y, UX) € Z. Consequentemente, X, UY]
e Y, UX| sdo bases de M. L]
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5 ALGORITMOS PARA INTERSECAO E UNIAO DE MATROIDES

Neste capitulo, apresentamos o algoritmo de Intersecdo de Matroides (Secao 5.1).
Na Secdo 5.2, descrevemos o algoritmo de Interse¢do de Matroides ponderado. Por ultimo, na

Secdo 5.3 descrevemos o algoritmo da Unido de Matroides.

5.1 Intersecao de Matroides

Sejam M| = (S,Z1) e M = (S,7Z,) matroides com fungdes rank r; e r;, respectiva-
mente. Seja I € Z; NZ,. Defina o digrafo bipartido Dy, p,(I) com V (Dag, m,(I)) = S tal que
paratodoyeclezeS—1I:

* (v,2) € A(Dmy m,(I)) se, e somente se, [ —yUz € Zy;e

* (z,y) € A(Dy, m, (1)) se, e somente se, I —yUz € Ip.
Observe que A(Dy, m,(I)) é a unido dos arcos de Dy, (I) com os arcos reversos de Dy, (). Veja
a Secdo 3.9. Note que este grafo pode ser construido em tempo polinomial no tamanho de S,
caso possa testar se um conjunto € independente nos matroides em tempo polinomial.

Abaixo, apresentamos um algoritmo polinomial descrito por Aigner e Dowling
(1971) e Lawler (1975) que encontra o maior conjunto independente comum em M| e M5,
usando o digrafo definido anteriormente. Observe que as aplicagdes descritas na Secao 4.3.1
podem ser solucionadas usando este algoritmo.

1. Parta de um conjunto independente comum 7 < 0;

2. Construa Dy, m,(1);

3. Xy« {xeS—-I1:1uxel};

4. Xo—{xeS—1:1Uxer};

5. Tente encontrar um caminho P mais curto (com menor nimero de arcos) de X; a X no
digrafo Dy, um, (I);

6. Se tal caminho P existe, entdo atribua I’ < IAV (P) e repita o procedimento a partir da
linha2 com /=1

7. Caso contrario, retorne /;

Observe que o algoritmo descrito é polinomial pois construir o digrafo Dz, a, ()
e encontrar um caminho no mesmo pode ser feito em tempo polinomial. Para mostrar que o
algoritmo é correto, é necessario demonstrar os teoremas descritos a seguir. Primeiro, mostramos

que, se existe um caminho mais curto P de X; para X, no digrafo Dy, u,(I), garantimos que
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I' = IAV(P) é um conjunto independente em Z; NZ,. Observe que |I'| = |I|+ 1.
Teorema 47. Se existe um caminho de X| para X5, entdo I' € T\ N1,.

Demonstracdo. Seja P um caminho minimo de X; a X, com V(P) = {z0,y1,21,---,Yr,2 } € seja
J=Az1,-- o,z U —{y1,--.,y}). Percebaque |I| = |J|,J CSeIAT = {y1,..., V1,21, %}
Veja a Figura 10. Note que os arcos de P saindo de I formam um emparelhamento perfeito N em
IAJ no digrafo Dy (1).

Vamos mostrar que o emparelhamento perfeito N em IAJ é tnico em Dyy(I). Su-
ponha, por contradi¢do, que exista outro emparelhamento perfeito N’ # N em IAJ no digrafo
Dy (I). Assim, temos que existe um arco (y;,z;) tal que i < j no digrafo Dy(1). Com isto, existe

um caminho de zp € X para z; € X, mais curto do que P, uma contradicao.

Figura 10 -  Ilustracdo
do caminho P no digrafo
Dy, ().
/ )
8 2]
2 / 22
¥3 .//. 23
Vi @ U

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como P é um caminho mais curto de X; para X, entdo z; ¢ X; paratodoi € {1,...,t}.

Por defini¢do de X, IUz; ¢ Z; paratodo i € {1,...,t}. Temos entdo que ri(IUJ) = ri(I) = |I].
Note que zg ¢ 1UJ. Como zp € X|, entdo I Uzg € Z;. Pelo Coroldrio 29, JUzg € Z;. Assim,
I/ = IAV(P) - (IU{ZO7y17Z17 s ,)’t,Zt}) - (Im{ZO;)’thw o >yt7zt})

= (IU{Z()aZla"'?Zl}) - {ylv"'ayt}

= {Z07Z17-"7ZI}U(1_ {ylv"'7yl}>

=JUzy€1;.
De maneira simétrica, obtemos também que I’ € 7. O]

Por ultimo, mostramos que, se nao existe um caminho P de X; para X, no digrafo

D, .m, (I), entdo temos que I é o maior conjunto independente em Z; N Z,.
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Teorema 48. Se ndo existe um caminho de X| para X,, entdo I é um conjunto independente

comum de tamanho mdximo em My e M.

Demonstracdo. Como nao existe caminho de X; para X3, entdo existe U C Scom X;NU =0e
X, C U tal que nenhum arco de Dy, um,(I) entraem U.

Vamos mostrar que [[NU|+ |[IN(S—U)| > ri(U) +r2(S—U). Primeiro, provamos
que r1(U) < [INU|. Suponha, por contradi¢io, que r;(U) > |INU|. Seja By uma base de
U em M;. Temos que existe x € (By —(INU)) CU —1I tal que (INU)Ux € Z;. Como
x€eUeX; NU =0, entdo x ¢ X; e, por defini¢do de X, [Ux ¢ Z;. Aplicando o axioma do
aumento da independéncia, podemos adicionar repetidamente cada elemento de / — U (exceto
um determinado y) em (I NU) Ux, tal que o conjunto resultante é independente em M;. Assim,
existe y € I — U tal que I —yUx € Z;. Logo, existe um arco (y,x) em Dy, a,(I), uma contradigao

pois y ¢ U, x € U e nenhum arco entra em U. Agora, mostramos que r»(S—U) < |[IN(S—U)

)

o que equivale a mostrar que (S —U) < |I — U|. Suponha, por contradi¢do, que
rz(S—U) > |I—U’.

Similar & prova anterior, existex € (S—U)—(I—-U)=S—U —I tal que (I —U)Ux € Z,. Como
x¢UeX, CU,entdox ¢ X, e [Ux ¢ Z,. Pelo axioma do aumento da independéncia, podemos
inserir repetidamente os elementos de /NU (exceto um determinado y) em (I —U) Ux, sendo
que o conjunto obtido é independente em M;. Logo, existe y € INU tal que [ —yUx € Zy e
(x,y) € um arco de Dy, u,(I), uma contradi¢do pois x ¢ U, y € U e nenhum arco entra em U.

Pelo Teorema de Intersecdo de Matroides, temos que

Il =[INU|+ [IN(S—U))|
>r(U)+nrn(S-U)

> mi U’ S—U") = Z|.
_g,ugr;{n( )+ 12 )} z?%ﬁ?‘zJ'

Assim, I € um conjunto independente comum méaximo em M| e M,. O

5.2 Intersecdo de Matroides Ponderado

Nesta secdo, apresentamos o algoritmo de Intersecao de Matroides ponderado des-
crito por Lawler (1975) e Lawler (1976) que € similar ao algoritmo descrito na Se¢do 5.1. A
corretude deste algoritmo foi mostrada por Krogdahl (1974) e Krogdahl (1976), usando os

resultados apresentados na Segao 3.9.
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Considere M| = (S,Z;) e M, = (S,Z,) matroides e seja w : S — R uma fung@o peso.
Para cada I C S, denotamos w(I) = ¥ ;c;w(i). Dizemos que I € Z; N1, é extremo se w(I) > w(J)
para todo J € Z; NZ, com |I| = |J|. Dado I € Z; NZ,, para cada x € S denotamos por /(x) o

custo de x, definido como

w(x) sexel,
I(x) =
—w(x) caso contrdrio.
Observe que, o custo de x depende de I e da fungdo w. Para cada Z C §, denotamos também
o custo de Z por [(Z) =Y ;cz1(i). Para simplificar a notagdo, se P é um caminho, usamos /(P)
ao invés de [(V(P)) para o custo do caminho P e, se C é um circuito, usamos /(C) ao invés de
[(V(C)) para o custo do circuito C. O algoritmo abaixo encontra iterativamente os conjuntos
independentes comuns extremos I, ..., I, em M; e M, com |[;| =i para cada i € {0,...,k}.
1. Parta de um conjunto independente comum extremo / <— () e atribua k <— O e [ < I;
2. Construa Dy, p,(I), conforme feito no algoritmo da Segdo 5.1;
3. X1« {xeS—-I:1Uxe1};
4. Xp{xeS—1:1uxel,};
5. Tente encontrar um caminho P de X; a X, no digrafo Dy, um, (I) tal que [(P) é minimo e P
tenha o menor nimero de arcos dentre todos os caminhos de custo minimo;
6. Se existe tal caminho P, entdo atribua I’ < IAV(P), k<« k+1,1I; I’ e repita o procedi-
mento a partir da linha 2 com I = I’;
7. Caso contrdrio, v para a linha 8;
8. Retorne /; para j € {0,...,k};

Note que o caminho P descrito na linha 5, ndo necessariamente, € um caminho
minimo de X para X,. Além disso, temos que |I'| = [IAV(P)| = |I| + 1. Assim, em cada passo
do algoritmo, o conjunto independente comum extremo em M; e M, encontrado aumenta de
tamanho em uma unidade. A seguir, apresentamos uma propriedade ttil para mostrar os teoremas

50e5l1.

Lema 49. Sejam C um circuito direcionado em Dy, p,(I) e u € V(C). Seja J = IAV(C). Se
J & T1 NIy, entdo existe um circuito direcionado C' com V(C') C V(C) tal que I(C") < 0 ou
1(C <I(C)eucV(C).

Demonstragcdo. Por simetria, assuma que J ¢ 7). Sejam A; e A; o conjunto de arcos de C

pertencente a Dy, (I) e aos arcos reversos de Dy, (I), respectivamente. Observe que os arcos do
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circuito C correspondem a unido de A; com Aj, alternadamente.

Como Dy (I) é bipartido e I é uma das biparticdes de Dy (1), entdo |[INV(C)| =
|V(C)—1| e |I| =|J|. Observe também que IAJ =V (C) e A| é um emparelhamento perfeito em
IAJ no digrafo Dy, (I). Aplicando a contrapositiva do Teorema 28, existe um emparelhamento
perfeito A} # Ay em IAJ em Dy, (I). Construa o digrafo D = (V(C),A) sendo A a unido dos
arcos de A —A’l, A’1 — Ay, duas cépias dos arcos em A ﬂA’l e duas copias dos arcos em A;. Na
Figura 11, ilustramos o digrafo D tal que os arcos de Aj, A} e A, sdo coloridos com as cores
preta, vermelha e azul, respectivamente.

Figura 11 — Exemplo do digrafo D.
I1—-J J-1

I—J

J—1 I1-J

Fonte: Elaborada pelo autor.

Perceba que, para todo v € V(D), dy, (v) = d;} (v) = 2 e assim D € euleriano. Além
disto podemos escolher, iterativamente, circuitos Cy,...,C; para decompor D.

Como A} # A}, entdo A| contém uma corda (a,b) de C. Assim, escolhemos C;
formado pela corda (a,b) junto com os arcos de C que formam um caminho de b para a. Note
que V(Cy) C V(C). Observe também que cada vértice de C é tocado por exatamente dois

circuitos direcionados em Cy,...,C;. Assim
HCy)+ - +1(C)=2-1(C).

Terminamos a demonstracdo deste lema considerando os dois casos seguintes.
Caso 1: V(C;) C V(C) paratodoi € {1,...,t}.
Observe que terminamos a demonstracdo se /(C;) < 0 para algum j. Caso contrdrio,

I(Cj) > 0 para todo j. Sejam C, e C,, os dois circuitos que passam pelo vértice u e note que
HCy)+1(Cp) <UC)+1UC)+ -+ 1(C) =2-1(C).

Assim, [(C,) <I(C) ou l(Cp) < 1(C) e um destes dois circuitos pode ser usado como C’.
Caso 2: V(C;) =V(C) para algum z € {1,...,t}.
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Como V(C;) C V(C) e cada vértice estd em exatamente dois circuitos, entdo z é

unico e, sem perda de generalidade, assuma que z = t. Neste caso, temos que
l(C]) +--- +l(Ct_|) = l(C)

e V(C;) CV(C) para todo j < 1.
Novamente, terminamos a demonstragdo se /(C;) < 0 para algum j < t. Caso
contrério, /(C;) < [(C) para todo j < t e, como exatamente dois circuitos contém o vértice u,

temos que um destes circuitos é diferente de C, e podemos usa-lo como C’. [

Em seguida, apresentamos um resultado que caracteriza os conjuntos independentes

extremos em Z; NZ,.

Teorema 50. Seja I € 71 NZ,. Temos que I é extremo se, e somente se, Dy, u, (I) nd@o tem um

circuito direcionado de custo negativo.

Demonstragdo. Primeiro, vamos mostrar a necessidade. Suponha, por contradi¢do, que Dys, a, ()
tem um circuito direcionado de custo negativo. Seja C tal circuito com |V (C)| minimo. Considere

J=IAV(C)=(I—-(INV(C)))u(V(C)—1I). Como
w(lJ)=wI)—wINV(C))+w(V(C)—I)=w()—1(C) >w(I)

e I é extremo, entdo J ¢ 71 NZ,. Pelo Lema 49, existe um circuito direcionado de custo negativo
com menos do que |V (C)| vértices, obtendo uma contradig¢do.

Agora, provamos a suficiéncia. Seja J € Z; N7, com |I| = |J|. Pelo Coroldrio 27,
Dy, (I) e Dy, (I) tém os emparelhamentos perfeitos N; e Ny, respectivamente em /AJ. Perceba
que os arcos de N; com os arcos reversos de N, formam os circuitos direcionados Cy,...,C
disjuntos em vértices no digrafo Dy, u,(I). A Figura 12 ilustra isto onde os arcos vermelhos
pertencem a Nj e os arcos azuis pertencem aos arcos reversos de N,.

Como /(C;) > O paratodo i € {1,...,t}, temos que

-

0< Y I(C) = I(IAT) = w(I — ) —w(J — 1)

1

= (wll) =w(InJ)) = (w(J) —w(INJ))

=w(Il) —w(J).

Assim, w(I) > w(J) e I é extremo. O
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Figura 12 — Tlustragdao do Teorema

J—=1

Fonte: Elaborada pelo autor.

O seguinte resultado garante que, se existe um caminho P de X; para X, com /(P)
minimo e P tenha o menor ndmero de arcos, dentre todos os caminhos de custo minimo de

X; para X no digrafo Dy, m,(I), entdo I’ = IAV (P) é um conjunto independente extremo em

TiNZI,.

Teorema 51. Se existe tal caminho P, entdo I' é um conjunto independente comum extremo em

M1 €M2.

Demonstragdo. Sejat um novo elemento. Para cada i € {1,2}, construa M/ = (SU¢,Z}) tal que
paratodo T C SUt tem-se que T € I{ se, e somente se, T —t € Z;, ou seja, criamos um novo
conjunto independente 7 U¢ para todo 7' € Z;. Como M; é um matroide, entdo M/ é um matroide.
Por defini¢do, temos que paratodoy € IUtrez € S—1I:

* (0,2) € A(Dyy pg(1U1)) se, e somente se, [ —yUz € Ty,

* (2,y) € A(Dyyy a; (1U1)) se, e somente se, [ —yUz € .
Desta forma, Dy (1 U1) contém todos os arcos de Dy, u, (I). Observe que, paray € S —1
temos que / —1Uy =1Uy. Assim, (¢,y) ¢ um arco de Dy 5y (U1) se, e somente se, y € Xj.
Similarmente, (y,7) € um arco de Dy y (1U1) se, e somente se, y € X. Assim, Dyt (1U1)
pode ser obtido de Dy, m,(I), adicionando um novo vértice ¢ e os arcos de {(z,y) : y € X; } U
{(z,t) : z € X»}. Veja a Figura 13.

Atribua w(t) = (1) = —I(P). Como I é extremo, Dy, u,(I) ndo tem circuito de custo

negativo pelo Teorema 50. Como P € um caminho de X; para X, com menor custo € Dy, m, (1)
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Figura 13 — Ilustragdo do digrafo Dy ; (TU1).
S—1

Fonte: Elaborada pelo autor.

ndo tem circuito direcionado de custo negativo, entdo Dy (IUt) ndo tem circuito direcionado
de custo negativo. Pelo Teorema 50, /Ut é um conjunto independente comum extremo em
M/ e M),. Sem perda de generalidade, podemos assumir que P parte de z; € X para z; € X».
Adicione os arcos (z2,7) € (f,z1) em P, obtendo um circuito direcionado C com /(C) = 0. Note
que 7 € V(C). Como P é um caminho mais curto dentre os caminhos de custo minimo de X; para
X; e C é obtido de P, entdo todo circuito direcionado C’ que passa por 7 em DM{ M, (IUt) com
V(C") C V(C), temos que [(C") > I(C). Com isto, todo circuito direcionado C" em Dy (1U1)
com V(C') C V(C), temos que [(C") > I(C) out ¢ V(C'). SejaJ = (1Ur)AV(C). Aplicando a

contrapositiva do Lema 49 com u = 1, temos que J € Z} NZ}. Observe que

1(C) =1(V(C) = (IUn) +1((TU)NV(C)) = —w(V(C) — (TU1)) +w((TU1) NV (C)).
Como Ut é extremo e

w(lJ) =w(IUt) =w((TUr)NV(C)) +w(V(C) — (1U1)) = w(IU1) = [(C) = w(l 1),

entdo J é extremo. Note que J = (IUt)AV(C) = IAV(P) =I'. Logo, I’ é extremo em Z| NZ}.

Como ¢ ¢ I', entdo I’ é um conjunto independente comum extremo em M e M5. 0

Finalmente, pelo Teorema 48, temos que a instru¢do da linha 7 do algoritmo € vélida.
Assim, concluimos a prova de corretude do algoritmo. Note que a cada iteragdo do algoritmo,
o conjunto / obtido € independente extremo em Z; NZ,. Assim, pelo Teorema 50, garantimos
que o digrafo Dy, a, (I) ndo tem circuito direcionado de custo negativo. Desta forma, podemos

encontrar um caminho neste digrafo em tempo polinomial.
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5.3 Uniao de Matroides

Sejam M| = (S,Z,),M = (S,1>),...,M; = (S,Z;) matroides com fungdes rank
ri,...,rg respectivamente. Denotamos Z =Z (M, V ---V My). O algoritmo da Unido de Matroides
encontra o maior conjunto independente em Z. Abaixo apresentamos o algoritmo descrito por
Knuth (1973) que é semelhante ao algoritmo apresentado na Se¢do 5.1. O algoritmo abaixo
mantém [ = UL U--- Ul com I;N1; = 0. Posteriormente, mostramos que esta propriedade €
vélida.

1. Inicialize I; +— @ comi € {1,...,k};
Para cadai € {1,...,k}, construa o digrafo Dy, (1;) definido na Segdo 3.9;
Defina o digrafo D = U, Dy.(I));
Paracadai€ {1,...,k},defina F;={ze€S—IL: LUz L},
Defina F = | *_| F;;
Atualize [ <+ [LULU---Ul;
Se nenhum vértice de S — I € alcangdvel por F em D, entdo retorne / e pare o algoritmo.

Sejam s € S — I alcangdvel por F em D e P um caminho minimo de F para s;

A A R o B

Definam sy o vértice inicial de P, N; = A(P) NA(Dy;,(I;)) e Si o conjunto de vértices
incidentes aos arcos de N; paracadai € {1,...,k};

10. Sejaz € {1,...,k} tal que 5o € F..

11. Atualize I, < (I,AS;) Usg e I; < L;AS; para cada i # z e volte para o passo 2.

Seja P o caminho definido na linha 8. Quando P tem exatamente um vértice, note que

todos os S;’s definidos na linha 9 sdo vazios, sgp = s e atualizamos apenas I, <— I, Us na linha 11.
Agora, considere que o caminho P tem pelo menos uma aresta. Pela constru¢do de D, o grau de
saida de qualquer vértice s € S —1 é zero. Assim, V(P) —s C I. Observe também que cada Dy, (1;)
¢ bipartido, o que faz com que N; = A(P) NA(Dy;(1;)) seja um emparelhamento em Dy, ().
Assim, a atualizagdo I; < [;AS; corresponde a remover os vértices de [; NV (P) e adicionar o
vértice sucessor em P de cada vértice removido de /;. Logo, temos que, (I;AS;) N (1;AS;) =0
pois [;N1; = @ para i # j. Além disto, para z definido na linha 10, se I, = (I;AS;) Uso, I = LAS,;
parai#zel =1 U, U---UI, entdo temos que I’ = I Us. Isso faz com que o préximo valor
de I calculado na linha 6 corresponda a adicionar s ao conjunto / anterior.
Para mostrar a corretude deste algoritmo, primeiro mostramos que, apds as atuali-

zacOes de cada [; na linha 11, ainda obtemos que I =1, U--- Ul € Z. Assim, cada itera¢ao do
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algoritmo sempre encontra um conjunto independente em Z. Em seguida, mostramos que, se
este algoritmo retorna um conjunto independente / na linha 7, entdo este conjunto retornado €

maximal.

Teorema 52. Seja P um caminho minimo de F para s em D. Denote por sq o vértice inicial de P.
Seja z € {1,...,k} tal que s € F,. Sejam N; = A(P)NA(Dy,(1;)) e S; os vértices incidentes aos
arcos de N para cada i € {1,...,k}. Seja Il = LAS; para cada i # z e seja I, = (ILAS;) Usp. Se
I'=[ULU---UL, entdo I' € L.

Demonstrag¢do. Denotamos os vértices de P por s, . ..,s, nesta ordem tal que so € F' e 5, = 5.
Como sg € F,, entdo so ¢ I, e I, Usy € Z,. Observe que N; forma um emparelhamento perfeito
tnico em LA(LAS;) em Dy, (I;), caso contrdrio existiria um caminho mais curto do que P.
Adicionalmente, |I;| = |;AS;|. Pelo Teorema 28, temos que L;AS; € Z; paratodo i € {1,...,k}.
Como s € o vértice inicial de P e s ¢ I, entdo so ¢ I, U (I, AS;).

Agora, mostramos que r;(I; U (I;AS;)) = |I;|. Observe que, como I € Z,, entdo
r.(I, U(L,AS;)) > |I|. Resta mostrar que r,(I; U (I;AS;)) < |I|. Suponha, por contradi¢do, que
r.(I, U (I,AS;)) > |I;|. Deste modo, temos que existe r € (I, U (I,AS;)) — I, tal que LUr € Z, e,
por definicdo, r € F, e r € F. Como I,Ur € I, entdo I, — qUr € Z, e, por defini¢do, existe um
arco (q,r) em Dy (I;) para todo ¢ € I,. Desta forma, existe um caminho de r € F para s em D,
que é mais curto do que o caminho P com os vértices s, ...,q ,r,...,s nesta ordem para algum
¢ € I, obtendo uma contradi¢do a minimalidade de P.

Assim, podemos aplicar o Corolario 29 obtendo (I;AS;) Usg € Z,. Como (I;AS;) U
so € Z, e (I;AS;) € Z; para cada i # z, entdo I' € Z.

Agora mostramos que, caso o algoritmo ndo encontre um caminho minimo de F

para s em D para qualquer s € S — I, entdo / ¢ maximal em Z.
Teorema 53. Seja s € S—1. Se D ndo tem um caminho de F para s, entdo [Us ¢ .

Demonstracdo. Como D nao tem um caminho de F para s, entdo existe T C Scoms e T e
T NF = 0 tal que nao existe arco de D entrando em 7.

Vamos mostrar que r;(T) = |[; N T| para todo i € {1,...,k}. Observe que, como
ILINT e€Z;e ;NT CT,entdo ri(T) > |;NT|. Resta mostrar que r;(T) < |[;NT| para todo
i € {1,...,k}. Suponha por contradi¢do que existe i € {1,...,k} com r;(T) > |[;,NT|. Pelo

axioma do aumento da independéncia, existe r € T — (I; \T) tal que (;NT)Ut € Z;. Comot € T
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e TNF =0,entdo t ¢ F e, por defini¢do, [; Ut ¢ Z;. Pelo axioma do aumento da independéncia,
podemos inserir repetidamente elementos de I; — ((I; N T') Ut) (exceto um determinado u) em
(I; NT) Ut tal que o conjunto resultante é independente em M;. Assim temos que existeu € [; — T
com I; —uUt € Z; e, por defini¢do, existe um arco (u,¢) em D, uma contradi¢ao.

Como ri(T) = |;NT| paracadai € {I,...,k}, entdo

rMIV"'VMk (T) =

[l ngls

k
r(T)=Y [ENT|=[INT)|.
i=1

~

Como INT €Z,entdo INT ébasede T em MV ---VM;. Dadoques € S—1es € T, obtemos
ques€T—I1=T—(INT). Consequentemente, (INT)Us ¢ Z e implicando que IUs ¢ Z. [

Os teoremas 52 e 53 implicam em:

Corolario 54. Sejas € S—1. Temos que I Us € L se, e somente se, existe um caminho de F para

s em D.

Os resultados desta secdo mostram que podemos verificar se /Us € Z em tempo
polinomial em |S| para todo s € S — I. Assim, usando o algoritmo guloso apresentado na Se¢io

3.4, temos um algoritmo polinomial para achar uma base ponderada de custo maximo.



59
6 EMPARELHAMENTO MATROIDE

Seja M = (S,7Z) um matroide e seja G = (S, E) um grafo. O problema de Empare-
lhamento Matroide consiste em encontrar um subconjunto de arestas de G de tamanho méaximo
que seja um emparelhamento em G e tal que suas extremidades forme um conjunto independente
em M. Este problema foi proposto por Lawler (1976) como uma generalizacdo comum dos
problemas de Emparelhamento Maximo e Interse¢do de Matroides, como mostramos a seguir.
O problema de Emparelhamento Maximo em G pode ser resolvido como Emparelhamento
Matroide considerando o matroide M = (S,25), pois todo subconjunto de S é um conjunto
independente em M.

Para resolver o problema de Intersecao de Matroides, considere os matroides M| =
(S,Z1) e My = (S,2,). Seja S’ uma cépia de S tal que para todo s € S existe um elemento
correspondente s’ em S’ e considere uma copia de M, sobre S’. Além disso, defina um grafo G tal
que V(G) =SUS e E(G) = {(s,s) : s € S}. Com isto, temos que d(v) = 1 para todo v € V(G).
Veja Figura 14.

Figura 14 — Ilustragdo

do grafo G.
S Ay

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por dltimo, defina o matroide M = (SUS',Z) sendo Z ={[1UL : I, € Z;, L € T} e
observe que M = M V M;. Note que as extremidades de um emparelhamento em G que formam
um conjunto independente em M correspondem a um conjunto independente comum em M e
M. Para este caso, o problema de Emparelhamento Matroide equivale ao problema de Intersecdo
de Matroides.

Neste capitulo, consideramos o caso particular em que M é um matroide grafico. Na
Secdo 6.1, definimos o problema de e-Floresta e enunciamos sua féormula min-max. O problema
de e-Floresta corresponde ao problema de Emparelhamento Matroide sobre o matroide grafico

no caso em que o conjunto de arestas do grafo de entrada G é um emparelhamento. Esta versao
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reduz a dificuldade pois facilita a verificacdo de termos um emparelhamento em G, dado que,
neste caso, qualquer subconjunto de arestas de G forma um emparelhamento. Em seguida,
mostramos que o problema de achar uma e-floresta médxima pode ser usado para resolver a
versdo mais geral de Emparelhamento Matroide sobre o matroide grafico onde G € um grafo
qualquer, conforme descrevemos na Se¢do 6.2. Na Secdo 6.3, apresentamos resultados auxiliares
e defini¢des usados para provar uma férmula min-max para o problema de achar uma e-floresta

maxima e na Se¢do 6.4 descrevemos uma demonstracdo revisada de tal formulag@o.

6.1 Problema da e-Floresta

Um e-par é um conjunto de arestas de tamanho 2. Um e-grafo é um par (G, £) onde
G € um grafo e £ é uma parti¢do do conjunto de arestas de G em e-pares. Uma e-floresta de
(G, &) é uma floresta de G induzida pela unido de um subconjunto de e-pares em £. O e-tamanho
de uma e-floresta € a quantidade de e-pares contidos na mesma. O problema de e-Floresta
corresponde a achar o maior e-tamanho de uma e-floresta de (G, &), denotado por ¢(G, ).

Agora vamos enunciar uma féormula min-max para o problema de e-Floresta, proposta
por Szigeti (2003). Assim, precisamos de algumas defini¢cdes para o seu entendimento. Para isto,
¢ interessante ao leitor revisar a defini¢do de identificacdo de vértices contida no Capitulo 2. A
partir daqui, considere G um grafo e P uma parti¢céo de V(G). Denotamos por Gp o grafo obtido
de G pela identificacdo dos vértices em cada parte de P. Denotamos o conjunto de vértices de

Gp por Vp. Note que |Vp| = |P|. A Figura 15 ilustra o grafo Gp.

Figura 15 — No lado esquerdo, ilustramos um grafo G com uma parti¢do P = {V},V,,V3}
de V(G) e a direita o grafo Gp correspondente.

Vi

V2

Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir de agora, por simplificacdo, vamos denotar a func¢do rank do matroide

grifico M(G) por rg(F) ao invés de ry ) (F). Observe que, pelo Teorema 9, temos que rg(F) =



61

|V(G)| — ¢(G[F]) sendo ¢(G[F]) a quantidade de componentes conexas de G[F|. Lembramos
também que rg(F) é a quantidade de arestas de uma floresta maximal geradora de G[F].

Para Z C &, seja E(Z) = Uy, T e denotamos G[Z] = (V(G),E(Z)). Além disso,
quando o grafo G estiver claro pelo contexto, usamos rp(Z) ao invés de rg,(E(Z)) = |P| —
¢(Gp[Z]) que corresponde ao nimero de arestas de uma floresta maximal geradora de Gp|[Z].

Sejam (G, &) um e-grafo e F C E(G). Denotamos por eg(F) o maior e-tamanho
de uma e-floresta em (G,&) contida em F. Em outras palavras, ec(F) corresponde a maior

quantidade de e-pares em £ cuja unido induz uma floresta em G[F]. Observe que

aul|

eg(F) < L 5 6.1)

Uma cobertura de um e-grafo (G, &) € definida como um par (P, Q) tal que P é
uma parti¢do de V(G) e Q é uma parti¢do de &. O valor de uma cobertura (P, Q) é definido

como.:

rp(H
valg(P,Q) =|V(G)| - P+ ¥ Vg )J.
HeQ
Quando o grafo G estiver claro pelo contexto, usamos apenas val(P,Q). Segue abaixo o

enunciado da féormula min-max.

Teorema 55. Seja (G,E) um e-grafo. Entdo
G &)= i (P,
e(G,€) ( flll)réw{va (P,Q)}

sendo VV o conjunto de todas as coberturas de (G,E).

6.2 Relacao entre e-Floresta e Emparelhamento Matroide

Seja (G, ) um e-grafo. Considere o problema de Emparelhamento Matroide sobre
(M',G") onde M' = M(G), V(G') = E(G), E(G') = £ e as extremidades de uma aresta de G’
corresponde aos elementos no seu e-par. Observe que, como £ é uma particdo de E(G) em
e-pares, entdo as arestas de G’ formam um emparelhamento. Assim, qualquer subconjunto
de arestas de G’ é um emparelhamento cujas extremidades sdo a unido dos seus e-pares. Um
emparelhamento A em G’ é independente em M’ exatamente quando a unido dos e-pares de A
induz uma floresta em G, ou seja, G[Uzecaa] é uma e-floresta em (G, £). Logo, o problema de
e-Floresta € o caso particular de Emparelhamento Matroide sobre o matroide grafico cujo grafo

de entrada é um emparelhamento.
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Embora e-Floresta seja um caso particular de Emparelhamento Matroide, € possivel
resolver o problema de Emparelhamento Matroide sobre o matroide grafico usando o problema
de e-Floresta. Para isto, seja G um grafo e considere o problema de Emparelhamento Matroide
sobre (M',G’) onde M’ = M(G) e G’ é um grafo qualquer com V(G’) = E(G). Vamos obter
um problema equivalente ao modificar os grafos G e G’ para que as arestas de G’ formem um
emparelhamento, ou seja, obtendo uma instancia do problema de e-Floresta.

Primeiro, alteramos o grafo G para o grafo modificado G,, obtido da seguinte forma.
Iniciamos G,, sem arestas e com o mesmo conjunto de vértices de G. Para cada aresta e de G,
seja k. a quantidade de arestas de G’ incidentes a e, ou seja, o grau de e em G'. Adicionamos k,
copias paralelas de e em G,, mantendo as mesmas extremidades. Agora, alteramos o grafo G’
para o grafo modificado G/, da seguinte forma. Iniciamos G), com conjunto de vértices E(G,,) e
conjunto de arestas E (G’ ) e definimos, iterativamente, as extremidades das suas arestas. Para
uma arestas e € E(G’) cujas extremidades em G’ sdo as arestas ¢ e e, de G, escolhemos como
extremidades de e em G, copias €] e €5 em E(G,,) de e; e e;. Pela quantidade de cépias de
uma aresta em G,,, podemos realizar as escolhas das extremidades tais que cada aresta em G,
seja escolhida exatamente uma vez. Na Figura 16, ilustramos um exemplo de tal transformacao
onde no lado esquerdo temos inicialmente os grafos G e G’ com as arestas coloridas com a cor
azul e vermelha, respectivamente e, no lado direito, ilustramos os grafos modificados G,, e Gﬁn

correspondentes.

Figura 16 — Ilustracdo da reducdo do problema de Emparelhamento Matroide sobre o matroide
gréfico para o problema de e-Floresta.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que qualquer subconjunto de arestas de G), forma um emparelhamento e
que cada aresta em G/, corresponde a um e-par em G,,. Note que a unido das extremidades de

A C E(G),) induz uma floresta em G,, se, e somente se, as arestas correspondentes a A em G’ é
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um emparelhamento e a unido de suas extremidades induz uma floresta em G. Assim, o problema
de Emparelhamento Matroide sobre (M(G),G’) equivale ao problema de Emparelhamento
Matroide sobre (M(G,),G,,). Por sua vez, como E(G),) é um emparelhamento, entdo E(G),) é
uma parti¢do do conjunto de arestas de G,, em e-pares. Com isto, o problema de Emparelhamento
Matroide sobre (M(G,,),G,,) corresponde ao problema da e-Floresta em (G,,, E(G),)). Assim,
podemos resolver o problema de Emparelhamento Matroide sobre (M(G), G’) usando o problema

da e-Floresta em (G, E(G),)).

6.3 Preliminares

Uma parti¢do 7 de um conjunto Z é trivial, se |T| = |Z|, ou seja, cada parte de T
corresponde a um unico elemento de Z. Seja P = {V,...,V;} uma parti¢do de V(G). Dizemos
que P’ é um refinamento de P, se P’ ={V|,....,V;",...,v],...,V;"} com U’]C.ileij =V; para
cadai€ {l1,...,1}. Observe que, por defini¢do, os vértices de uma parte de P’ estdo contidos
numa parte de P. Denotamos por P /P’ a parti¢do de V(Gpr) tal que os vértices estdo numa
mesma parte de P /P’ se, e somente se, os vértices correspondentes em G pertencem a uma
mesma parte de P. Note que |P/P’| = |P|. Dizemos que P’ é um refinamento elementar
de P, se |[P'| = |P|+1. Para V; € P, denote por P = V; o refinamento obtido de P pela
substituicdo de V; por X = {X1,...,X;} tal que X é a particdo trivial de V;, ou seja, P +V; =
(P-V)u{Xxy,....,X;}.

Sejam (G, ) um e-grafo e P uma parti¢do de V(G). Dados V; € P,u,veV,ee
uma aresta, nao necessariamente de G, com extremidades u e v, dizemos que uma floresta F
em Gp_y, tem rastro e, se {u,v} € o unico par de vértices de V; que pertence a uma mesma
componente conexa de F.

Agora vamos apresentar algumas propriedades bésicas de florestas e da fung¢do rank
do matroide grafico que sdo usadas na prova da formula min-max para o problema de e-Floresta.

O resultado seguinte fica a critério do leitor.
Proposicao 56. Seja H = (V,E) um grafo. Se E' \E" C E, entdo ry(E' UE") <ry(E')+ry(E").

Lema 57. Sejam H = (V,E UEy) um grafo e P uma particdo de V. Se part(H|Ey|) = P, entdo
rg(EUEp) = I’p(E) + rH(E()).

Demonstragdo. Primeiro, lembramos que, pelo Teorema 9, ry(E UEy) = |V| — c(H[E U Ey)).

Observe também que, como part(H|Ey]) = P, entdo cada aresta em Hp|[Ep| é um lago e, desta
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forma, c(Hp[EUEy]) = c(Hp|E]). Além disso, c(Hp[E UEy]) = c¢(H[E UEy]). Com isto, temos

que

ru(EUEy) = V| —c(H[EUE]) = |V| —c(Hp[E U Ey))
= V| = c(Hp[E]) = (IP| - c(Hp[E])) + (V] = [P])

=rp(E)+ (V[ = c(H[Eo])) = rp(E) + ru(Ep)-

Lema 58. Seja H = (V,E) um grafo e P uma parti¢cdo de V. Entdo
a) rup(E) < ru(E).
b) () < V|~ |P| + rp(E).
c) Se ry(E) > rp(E), entdo existe um refinamento elementar P’ de P tal que rp/(E) >

rp(E).

Demonstragdo. Seja Ey um conjunto de arestas tal que P = part(H[Ey|). Considere o grafo

H' = (V,EUE)) e note que rg:/(E) = rg(E). Pelo Lema 57 e Proposigio 56,

THp (E) = I”p(E) =ry (E UE()) — I’H/(E())

<rp(E)+ry(Eo) —rp(Eo) = ry(E) = ru(E)
e (a) é valido. Agora mostramos (b). Pelo Lemall (a) e Lema 57,

rg(E) =rg(E) < rg(EUE)

=rp(E) +ry(Eo) = rp(E) +|V| — c(H'[E)).

Como part(H'[Ey]) = P, entdo ¢(H'[Ey]) = |P| e, consequentemente, ry(E) < rp(E)+|V|—
P|.

Finalmente, provamos (c). Seja F' uma floresta maximal geradora em Hp[E] e, desta
forma, rp(E) = |E(F)|. Como rg(E) > rp(E) = |E(F)|, existe uma aresta f € E — E(F) tal
que H[E(F)U f] é uma floresta. Como F é uma floresta maximal geradora em Hp[E], entdo
Hp[E(F)U f] contém um tnico ciclo C e f € E(C). Por definicdo, H[E(F)U f] ndo contém
ciclo. Assim, existe um vértice v; do ciclo C em Hp[E(F)U f] tal que as duas arestas de C
incidentes a v; sdo incidentes a vértices distintos a e b de algum V; € P em H[E(F) U f]. Veja as

figuras 17 (a) e 17 (b).
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Figura 17 — Tlustragdo do Lema 58.

Vi

(a) Grafo H[E(F) U f]. (b) Grafo Hp[E(F) U f].

(c) Grafo Hp/[E(F) U f].

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora considere o refinamento elementar P’ = (P —V;) U{a} U (Vi —a). Logo
Hp/[E(F)U f] é uma floresta conforme ilustra a Figura 17(c). Desta forma, existe uma floresta

com |E(F)U f| arestas em Hpr [E|. Portanto, rp/(E) > |E(F)U f| > rp(E). O

Lema 59. Sejam F e F' florestas com V(F') CV(F) e seja P a parti¢do de V (F') tal que dois
vértices u e v estdo em uma mesma parte de P se, e somente se, hd um caminho de u para v em

F. Temos que F UE(F") é uma floresta se, e somente se, F7’3 é uma floresta.

Demonstragdo. Primeiro mostramos a necessidade. Como F UE(F’) é uma floresta e para cada
par vértices {u,v} numa mesma parte de P temos que u e v sdo conexos em F, entdo cada par
{u,v} estdo em componentes conexas distintas em F’. Assim, F, é uma floresta.

Por dltimo, mostramos a suficiéncia por indugéo em |E(F')|. Se |E(F")| =0, o lema
é vélido. Assuma que |E(F’)| > 1. Seja e uma aresta de F’ e sejam x e y as extremidades de e.
Considere F{ = F' —e e F; = F Ue. Seja P a parti¢do de V (F]) tal que dois vértices u e v estdo
em uma mesma parte de P; se, e somente se, hd um caminho de u para v em F;. Vamos mostrar
que tanto Fy quanto (F])p, sdo florestas e, consequentemente, que F UE(F') = Fj UE(F]) é
uma floresta pela hipétese indutiva.

Como F{; ¢ uma floresta, entdo para cada par de vértices {u,v} que estdo numa

mesma parte de P, temos que u e v estdo em componentes conexas distintas em F’. Assim, cada

aresta de F’ conecta vértices de partes distintas de 7. Desta forma, temos que F; é uma floresta
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e que P € obtido de P ao juntar as partes que contém x e y. Sejam v, € vy os vértices de F7’;,
correspondentes as partes de P que contém x e y, respectivamente, e observe que as extremidades
de e em Fy, sdo v, e v,. Como F| € obtido de F’ removendo a aresta e e P € obtido de P ao
juntar as partes que contém x e y, temos que (F/)p, é obtido de F7’3 pela contragdo da aresta e.
Como a contracdo de arestas em uma floresta gera outra floresta, concluimos a demonstra¢ao do

lema. ]
Isto implica em:

Proposicao 60. Seja F uma floresta. Sejam F| e F, drvores disjuntas em vértices com Fy,F>, C F.
Sejam a € V(Fy) e b € V(F,) tais que, se F e F, estdo contidos na mesma componente conexa de
F, entdo a e b sdo extremidades do caminho mais curto de V (Fy) para V(F,) em F. Se F' é uma
floresta qualquer com conjunto de vértices V(F1) UV (F,) tal que a e b pertencem a componentes

conexas distintas, entdo (F —E(F) — E(F)) UE(F') é uma floresta.

Demonstracdo. Pela Proposicdo 3(d), temos que, para qualquer par de vértices {u,v} € V(F})
existe um Unico caminho de u para v em F;. Similarmente, obtemos que, para cada par de
vértices {u,v} € V(F,), existe exatamente um caminho de u para v em F;. Como F é uma
floresta, entéo para todo par de vértices {u,v} # {a,b} em V(F'), temos que u e v estdo em
componentes conexas diferentes em F — E(F|) — E(F,). Seja P a parti¢do de V (F') tal que dois
vértices u e v estdo em uma mesma parte de P se, e somente se, hd um caminho de u para v
em F — E(F;) — E(F,). Logo, temos que Fp, € igual a F’ ou é obtido de F' pela identificagao
dos vértices a e b. Em ambos os casos, temos que F7’3 € uma floresta, pois a e b estdo em
componentes conexas distintas em F’. Aplicando o Lema 59 em F — E(Fy) — E(F>) e F’, temos

que (F —E(F)) —E(F)) UE(F') é uma floresta. O

Lema 61. Seja H = (V,F'UF) um grafo tal que H|F] é uma floresta. Sejam Fy,F, ..., F;
subconjuntos disjuntos de F e F, ..., F] subconjuntos disjuntos de F'. Sejam Fy = {ey,... e}
e P = part(H[Fpy)). Se para cada i € {1,...,k} as seguintes propriedades séo vdlidas:
@) [Fl| =Rl +1,
b) part (HplF)) = part (Hp[F)),
c) Se as extremidades de e; pertencem a V; € P, entdo Hp_y, [F/] é uma floresta cujo rastro
emV; é a aresta e;.

Entdo F* = (F — Fy —U*_, F;) UUY, F! induz uma floresta em H com |F| arestas.
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Demonstracdo. Provamos por inducido em k. Para k = 0, temos que F'* = F e o lema ¢ valido.
Agora assuma que k > 1. Como P = part(H|Fy)) e part(Hp[Fy]) = part(Hp[F]]), temos que
part(H[Fy UFy|) = part(H[Fy UF)]). Dado que Fy C F, podemos manter a conectividade de F

trocando as arestas de Fj por F/, ou seja,
part(H|(F — F,)UF]]) = part(H[F]).

Seja V; € P tal que as extremidades de e; pertencem a V. Pela propriedade (c), temos que as
extremidades de ¢, sdo conexas em Hp.y, [F]. Assim, as extremidades de e; sdo conexas em
H[(Fp—er)UF]e

part(H[Fy UF{]) = part(H|(Fy — ) UF).

Logo, temos que
part(H|(F — ey — Fy) UF]) = part(H[(F — Fy) UF;]) = part(H[F]).

Como F ¢ uma floresta, |(F — e — F) UF[| = |F| e part(H[(F — ex — F;) UF]]) = part(H[F]),
entdo H|[(F — ex — Fi) U F}] é uma floresta.

Sejam A = F — ey — Fy, A' = F' — F ¢ Py = part(H[F{]). Defina o grafo G =
Hp,. Sejam Ag = Fy—ex ={e1,...,ex_1}, Ai=F e A, =F/, parai € {l,....k—1}. Como
H[(F — ex — Fi) UF]] é uma floresta, entdo cada par de vértices numa mesma parte de Py
pertencem a componentes conexas distintas em H[F — e — Fy]. Assim, G[A] = G[F — e, — Fy| é
uma floresta. Observe que Ag,Aj,...,Ax_1 sdo subconjuntos disjuntos de A e A},...,A; | sdo
subconjuntos disjuntos de A’. Seja P’ = part(G[Ag]). Agora mostramos que as propriedades (a),
(b) e (c) apresentadas no lema séo vélidas em G[A’UA] e P’ paracadai€ {1,...,k—1}.

Note que (a) permanece vdlida pois A; = F; e A} = F/. Sejam P” = part(Hp[F]])
e X = part(H[AgUF]]) = part(H|(Fy — ex) UF]]) = part(H[Fo UF[]). Observe que, como

P = part(H[Fy)), entdo Hy = (Hp)pr. Logo, obtemos que

Gp = (Hp,)p = Hx = (Hp)pr.

Assim, parai € {1,...,k— 1}, temos que Gp/[Al] = Gp/[F/| = (Hp)pn[F/] e Gpi[Ai] = Gp/ [F] =
(Hp)pr|[F;]. Observe que, como part(Hp[F;]) = part(Hp[F/]), temos que Gp/[A]] = Gpi[Ai] e
(b) vale.

Por tdltimo, mostramos que (c) é valida. Seja V/ € P’ que contém as extremidades

de e;. Vamos mostrar que Gp/+‘/[/ [A]] é uma floresta e o rastro em V; ¢ a aresta ¢;. Seja V; € P
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que contém as extremidades de e;. Pela propriedade (c), Hp_y,[A]] ¢ uma floresta cujo rastro
em V; é a aresta ¢;. Note que P = part(H[Fy]) e X = part(H[Fy UF]]) implicam que cada
parte de X’ é obtida pela unido das partes de P cujos vértices correspondentes em Hp[F]
sdo conexos. Assim, P é um refinamento de X. Seja X; € X que contém V. Pelo Lema 57,

ra(F)=rg((F — Fy) UFy) = rp(F — Fy) 4+ ru(Fp). Como Fy C F, temos que
|[F = Fo| = [F| = |Fo| = ru(F) = ru(Fo) = rp(F — Fo) + ru(Fo) — ru(Fo) = rp(F — Fo)

e Hp|F — Fy] é uma floresta. Como F; C F — Fj, concluimos que Hp[F;| é uma floresta. Apli-
cando novamente o Lema 57 em G e P’, obtemos que Gp [A — Ap| é uma floresta e, conse-
quentemente, Gpr[A;] é uma floresta. Note que como Hp[F;] é uma floresta, part(Hp[A;]) =
part(Hp[Al]) e |A}] = |A;i| + 1, temos que Hp[A]] contém exatamente um ciclo C. Similarmente,
observe que como Gpr[A;] é uma floresta, part(Gpi[A;]) = part(Gp/[Al]) e |A}] = |A;] + 1, entdo
(Hp)pr[Al] = Gpr[Al] contém exatamente um ciclo C'. Assim, concluimos que a identificagéo
dos vértices de Hp[A]] que estdo numa mesma parte de P” néo cria ciclo distinto de C’. Note
que E(C) = E(C’), mas V(C) ndo necessariamente ¢ igual a V(C'). Seja v; € Hp[F{] o vértice
correspondente a parte V; e seja V' € P” que contém v;. Observe que (Hp)pr[A]] é obtido
de (Hp)puﬂ/lu [A]] pela identificacdo dos vértices de V,". Como a identificacdo dos vértices
de V" em (Hp)pn.yr[Aj] ndo cria outro ciclo diferente de C', entdo cada par de vértices em
V/" estd em componentes conexas diferentes em (Hp)p,,+‘,l// [A]]. Como Hy = (Hp)pr, temos
que (Hp)p,,H,l// [A7] é obtido de Hy -y, [A!] pela identificagdo dos vértices em cada parte de P
contida em X;. Seja H; o grafo obtido de Hp_y,[A]] pela identificagdo dos vértices em cada
parte de P” —V/. Como a identificagdo dos vértices em cada parte de P” em Hp[A!] ndo cria
ciclo diferente de C’, temos que a identificagdo dos vértices em cada parte de P” —V,” ndo
cria ciclo em Hp_y,[A!]. Dado que Hp_ y,[A]] é uma floresta e a identificagdo dos vértices em
cada parte de P” — V/” ndo cria ciclo em Hp_y,[A!], entdo H; é uma floresta. Note que como
(Hp)pr = Hy, obtemos que H; é obtido de Hy - x,[A;] pela identificacdo dos vértices em cada
parte de P contida em X; — V] e, desta forma, Hyx, [A]] é uma floresta. Observe também que
(Hp)pryy [A]] é obtido de H; pela identificagdo dos vértices de V;. Dado que as extremidades
de ¢; s@o conexas em Hp_y, [A;], concluimos que as extremidades de e; sdo conexas em H;.
Como cada par de vértices em V,” pertence a componentes conexas diferentes em (Hp)p//+‘,l// [A]],
obtemos que ndo existe caminho de v; para qualquer vértice de V" —v; em (Hp)'p//+vl// [A]]. Logo,
o caminho que conecta as extremidades de e; em H; ndo passa pelos vértices de V,” —v;. Note

que V" —v; equivale aos vértices em Hp [F)] correspondentes as partes de PP contidas em X; — V.
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Como o caminho que conecta as extremidades de e; em H; ndo passa pelos vértices de V" — vy,
entdo as extremidades de e; sdo conexas em Hy . x [A!]. Observe que, como Hyx,[A]] é uma
floresta, Hy[A}] = (Hp)pr|A]] contém exatamente um ciclo e as extremidades de e; sdo conexas
em Hy_x [A]], entdo o rastro em X; no grafo Hy .y, [A] é a aresta ¢;. Dado que Gpr = Hy ¢
G = Hp,, concluimos que Gpr .y [A7] é obtido de Hy x,[A!] pela identificacdo dos vértices em
X; que pertencem a uma mesma componente conexa de H[F;]. Primeiro, observe que, como
P’ = part(GlAp]) e G|Ao] é uma floresta, temos que as extremidades de e; ndo sdo identificadas
em Gpr.y/ [A]. Além disso, como Hy-x,[A]] é uma floresta e o tinico par de vértices em X; que
é conexo em Hy - x,[A!] sdo as extremidades de e;, concluimos que Gpr.y [A]] é uma floresta.
Finalmente, temos que o rastro em V; no grafo GP’+V/ [A]] é a aresta e;, pois o rastro em X; no
grafo Hy .y [A] é a aresta ¢; e a identificacdo dos vértices de X; mantém o rastro em V.
Pela hipétese indutiva, temos que

k—1 k—1
F*—F =(A-A— | JA)U | JA]
i=1 i=1

induz uma floresta em G com |F — e, — Fy| arestas. Observe que |F*| = |F — ey — Fy|+ |F[| = |F|.
Para terminar a demonstragdo, basta mostrar que H[F*] é uma floresta. Como Hp.y,[F;] é uma

floresta, entdo H[F]] é uma floresta. Observe também que F; C F*. Pelo Lema 57, temos
ru(F") = ru(F* = F)) UF)) = r6(F" = K) + ru (F{) = |[F* = F| +|F| = |[F"].
O]

Em seguida, descrevemos outras defini¢des que serdo utilizadas na demonstragao
da féormula min-max. Uma e-floresta F é perfeita em um e-grafo (G,£), se F é uma floresta
maximal geradora de G, ou seja, |E(F)| = rg(E(G)). Dizemos que uma floresta F é quase
geradora em G, se |[E(F)| = rg(E(G)) — 1 e, se F é uma e-floresta quase geradora, entdo
dizemos que ela é quase perfeita em (G,E).

Dizemos que uma cobertura (P, Q) é trivial, se P é uma parti¢ao trivial de V(G)
e |Q| = 1. Dizemos que (G,E) € critico, se ao identificar quaisquer dois vértices na mesma
componente conexa de G, o e-grafo obtido tem uma e-floresta perfeita. Para uma cobertura
(P,Q) em (G,&), denote por Rp, Sp e Ep os conjuntos de e-pares Y em & tais que rp(Y) =0,
rp(Y)=1erp(Y) =2, respectivamente. Note que £ = Rp USp UEp. Dizemos que H € Q é
uma componente de (P, Q), se rp(H) > 1. Uma componente H € Q é critica, se (Gp[H],H) é

critico.
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6.4 Demonstracao da formula min-max

Nesta secdo, descrevemos uma prova da férmula min-max descrita na Sec¢ao 6.1.
Inicialmente, vamos mostrar que e(G,&) < min¢p gyey{val(P,Q)}.

Seja n = |V(G)|. Sejam (P, Q) uma cobertura de (G,€) e F C E(G) que induz
uma floresta em G. Seja F’ C F de tamanho méximo tal que F’ induz uma floresta em Gp.
Pelo Lema 58 (b), |F| = rg(F) < |V(G)| — |P|+ rp(F) = n—|P|+|F'| e logo temos que
|[F|—|F'|<n—|P|.Como F' CF,|F—F'|=|F|—|F'| <n—|P|. Como F’ induz uma floresta
em Gp, entdo eg,, (F') = eg(F'). Seja £ o conjunto de e-pares em £ contidos em F, mas que

ndo estdo contidos em F’. Note que |E’| < |F — F’|. Assim temos que
eg(F)=ec(F)+|E'| <eg,(F)+|F—F'| <eg,(F')+n—|P|. (6.2)

Para cada H € Q, denote por H =HNEp e F, =F' NE(H). Como Ff, CF' e F, CE(H),
entdo F}; induz uma floresta em Gp[H] e rp(F};) < rp(E(H)). Aplicando a Inequagéo 6.1 no
conjunto de arestas Fy, no e-grafo (Gp[H'],H’), obtemos

e (Fl) < \"’P(ZF}ZI)J < VP(E;H))J. 6.3)

Observe que os e-pares em H’' correspondem aos e-pares em H contidos em F};.
Como Q é uma particdo de £, entdo para todo e-par T C F’, existe algum H € Q talque T € H'.
Usando a afirmacdo anterior e a Inequacao 6.3, temos

ecplF) = X ew(Fp) < X, | P, 64

HeQ HeQ

Pelas inequagoes 6.2 e 6.4, temos que eg(F) <n—|P|+Yyco VP(EZ(H))J . Assim,
ec(F) <val(P,Q)
para toda cobertura (P, Q) € W e F C E(G) que induz uma floresta em G. Consequentemente,

e(G,€) < (P}gl)relw{val(P, Q)}.

Para concluir a demonstragdo, basta mostrar que e(G,£) > min(p gyew{val (P, Q)}.
Provamos por indu¢do em n+ |£|. Se e(G, &) = 0, entdo val (P, Q) = 0 para a cobertura (P, Q)
com|P|=ne|Q|=|&|. Se || <1,entdo val(P,Q) =e(G,£) quando (P, Q) é a cobertura
trivial. Logo, assuma que ¢(G,&) > 1 e || > 2. Em particular, note que ¢(G,£) > 1 implica
que [V(G)| > 3.
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A partir de agora, seja (P, Q) uma cobertura minima de (G, &) tal que |P| é minimo
e, dentre tais coberturas, escolha a de |Q| méximo. Seja [ = |P|. Como (P, Q) é uma cobertura

.. L ~ rp(T) | _
minima e |Q| é maximo, entdo todo e-par T € Sp URp, {T} € Q pelo fato de LPTJ =0.
Lema 62. Para todo H € Q, a cobertura minima de (Gp[H|,H) é unica e trivial.

Demonstracdo. Considere (P’, Q') uma cobertura minima de (Gp[H|,H). Seja I’ = |P’|. Ob-
serve que a cobertura trivial de (Gp[H],H) tem valor LKZH)J, entdo val(P’, Q') < {@J :

Desta forma

11 —r(GPMJ'(H/)J —val(P, Q) < | P |
+H§Q[ 2 | )_{ 2 J

Seja (P*, Q%) uma cobertura de (G,€) tal que P* é uma parti¢do de V(G) obtida de P pela
unido de todas as partes em P cujos vértices correspondentes em Gp pertencem a mesma
parte de P’ e Q* é obtido de Q pela remocdo de H e adi¢do das partes de Q'. Note que
P =1"e|Q|=|Q| - 1+]Q'|. Como Gp- = (Gp)pr, entdo rp«(H*) = r(g,),, (H*) para
todo H* € Q@ —{H}U Q'. Aplicando o Lema 58 (a), r(gy,),,,(H") < rg,(H") = rp(H") para
cada H" € Q — {H}. Temos que

*(H”) r'p*(H/)
val(P*, Q) =n—1'+ Y |2 + Y
weg gl 2 weal 2
=n—1'+ r(GP)P’(HN) 4 \‘r(GP)P’(H/)J
wegiuml 2 ] weal 2
v ) H//
=n—1'+ %() + (val(P', Q) - (1-1))
H”GQ—{H} i i
1
<n—l+ {—”’(H >J +val(P', Q)
HHGQi{H} 2
1
<n—I+ VP(H )JJFVP(H)J
=n—1+ Z {MJ =val(P, Q).
HeQ 2

Como (P, Q) é uma cobertura minima, entdo (P*, Q*) é uma cobertura minima de (G,€) e

val(P, Q) = val(P*,Q"). Assim, as desigualdades acima sdo igualdades e, consequentemente,

val(P', Q') = {#J . Segue que a cobertura trivial de (Gp[H],H) é uma cobertura minima.
Agora mostramos que todas as coberturas minimas de (Gp[H|,H) sdo triviais. Por

P| < [P*] = [P'| < V(GplH])| =P P'|=|P|e P’ uma

minimalidade de |P

, Ou seja,

B
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parti¢do trivial de V(Gp[H]). Além disso, como |Q| é maximo e |Q'| > 1, |Q| > |Q*| =
Q] —1+]Q'| > |QJ. Logo, |Q] = |Q]| —1+|Q| e |Q'| = 1. Assim, a cobertura minima de
(Gp[H],H) é unica. O

Lema 63. Se H é uma componente em Q, entdo H é critica.

Demonstragdo. Suponha, por contradi¢do, que existe uma componente H € O tal que o e-grafo
(Gp|H],H) nio é critico, ou seja, existem dois vértices a e b na mesma componente conexa
de Gp[H] que ao identificd-los em um novo vértice v,,, o e-grafo (G’ H) obtido ndo tem uma

(H)

e-floresta perfeita. Assim, e(G',H) < “2;~. Observe que

rer(H) = V/(GplH])| 1 — e(Gp[H]) = [P| — 1 - c(GplH)) = rp(H) — 1.

Por hipétese indutiva,

(P/rg/m {valG/(P O} <e(G,H)

sendo W’ o conjunto de todas as coberturas de (G',H). Temos que existe uma cobertura
(P, Q') de (G',H) tal que valg (P', Q') < rG/Z(H) < VPEH)J , isto é, valg (P', Q') < {#J
Seja X a parte de P’ que contém o vértice v,,. Seja P a parti¢do de V(Gp[H]) obtida de P’

removendo o vértice v, € adicionando os vértices a e b na parte X, ou seja, P” = (P’ —X) U
(X —vap) U{a,b}). Assim, (P”,Q') é uma cobertura de (Gp[H],H) e valg,m(P", Q') =

valg (P', Q') + 1. Logo, valg, iy (P", Q') < L@J Note que o valor da cobertura trivial
de (GplH|,H) é V’( )J Pelo Lema 62, (P”, Q') é uma cobertura minima de (Gp[H],H).
Entretanto, (P”, Q') ndo é uma cobertura trivial, pois a e b pertencem a uma mesma parte de

P”, obtendo uma contradi¢do ao Lema 62. O
Isto implica em:

Proposicio 64. Se H € Q é uma componente e a,b € V(Gp|H|), entdo existe uma e-floresta

quase perfeita K em (Gp[H],H) tal que a e b pertencem a diferentes componentes conexas de

K.

Demonstracdo. Se a e b estdo na mesma componente conexa de Gp|H], atribua c =a e d = b.
Caso contrdrio, sejam c e d vértices quaisquer de uma componente conexa de Gp[H|. Pelo Lema
63, a componente H € critica, ou seja, identificando os vértices ¢ e d em Gp[H|, o e-grafo obtido
tem uma e-floresta perfeita K’. Entdo K = (V(Gp),E(K’)) € uma e-floresta quase perfeita em

(Gp|H],H) tal que a e b pertencem a diferentes componentes conexas de K. O
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Pela Proposi¢do 64, para cada componente H € Q existe uma e-floresta quase

perfeita F em (Gp[H|,H). Como F é quase perfeita, temos que |E(F)| = rp(H) — 1 e como

E(F) é uma unido de e-pares, temos que rp(H) é impar. Logo, eg(F) = % e observe que

os e-pares em F induzem uma e-floresta em (G, &) de e-tamanho LW&H)J :

Proposicao 65. Se [ =n— 1, entdo |Q| > 2.

Demonstragdo. Suponha, por contradi¢do, que [ =n—1¢ |Q| = 1. Temos que val(P,Q) =
n—1I+ V’T(E)J =1+ VJT(S)J Vamos construir uma cobertura (P’, Q') com val(P’, Q') =
val(P,Q), |P'| =|P|e|Q| > |Q]|., o que contradiz a nossa escolha da cobertura (P, Q).

Seja {u1vy,upvo} um e-par em & tal que u; # v;. Note que tal e-par existe pois
e(G,E) > 1. Considere (P’, Q') uma cobertura de (G, E) com |P’| = n— 1 tal que uma parte é o
conjunto {uy,v;}, 0s outros vértices estdo em conjuntos unitdrios de P’ e Q' contém exatamente

as partes H; = {ujvi,upv2} e Hy = £ — H{. Observe que Hj # 0 pois |£| > 2. Entdo

val(P', Q) = n—[P'| + VP/(H{)J N VP/(HQ)J it {WJ

2 2 2

Pelo Lema 58 (b), rg(E(G)) <n—1+rp(E(G)) =1+ rp(E). Desta forma,

val(P', Q) < 1+ {%J <14 r’f)J —val(P, Q)

e (P', Q') é uma cobertura minima de (G, €). O

Para uma componente H € Q e e = uv uma aresta, ndo necessariamente de G,
dizemos que e é aumentante para H, se existem V; € P com u,v € V; e uma e-floresta K em
(Gp-v,[H],H) de e-tamanho w com rastro e.

Defina o grafo B = (V(G),E(B)) tal que e € E(B) se, e somente se, e ¢ aumentante
para alguma componente H € Q. Note que uma aresta de B pode ser aumentante para mais
de uma componente de Q. Agora defina o grafo bipartido D com biparti¢do (E(B), Q) tal que
existe uma aresta em D de e € E(B) para H € Q se, e somente se, e € aresta aumentante para H.

Seja P’ um refinamento de P. Defina Apr C E(B) como o conjunto de arestas
aumentantes conectando vértices de partes diferentes de P/, denominado por arestas aumentantes

com relagdo a P’.

Lema 66. Sejam P’ um refinamento de P e H € Q uma componente. Se H ¢ Np(Ap1), entdo
rp/(H) S VP(H).
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Demonstragdo. Suponha, por contradi¢do, que rp/(H) > rp(H). Como rp(H) = rg,(H) =
F(Gpi)p i (H), entdo rg,, (H) > F(Gpi)p i (H). Aplicando o Lema 58 (c) no grafo Gp/[H] e

particdo P /P’, temos que existe um refinamento elementar P” /P’ de P /P’ tal que

rpr (H) = r(Gp/)pu/p/ (H) > r(Gp/)p/p/ (H) = I"’]D(H). (65)

Observe que, por defini¢do, P/P’ e P"/P’ sdo parti¢oes de V(Gpr). Além disso, P” é
um refinamento elementar de P e P’ é um refinamento de P” no grafo G. Assim, P =
(P—V;)U{V},V?} com V; € P e V! UV? =V;. Denote por v; e v; os vértices de Gpr[H]
correspondente as partes le e ij, respectivamente. Como P’ é um refinamento de P”, temos
que Apr C Apr e Np(Apn) C Np(Apr). Além disso, como H & Np(Ap:), entdo H ¢ Np(Apn) e
nflo existe aresta aumentante para H com relagio a P”.

Vamos mostrar que (Gpr[H], H) ndo tem uma e-floresta de e-tamanho L#J +1=

w +1= w. Por contradi¢do, suponha que (Gpr[H],H) tem uma e-floresta K de

H)+1 ~ ‘. . .
%. Entdo K conecta os vértices v; e v, pois o tamanho maximo de uma e-

e-tamanho 2
floresta em (Gp[H|,H) é %. Desta forma, existem x € Vj', yE Vj2 e uma e-floresta em
(G'p+vj [H],H) de e-tamanho w com rastro xy. Logo, xy € uma aresta aumentante para H
com relagdo a P”, obtendo uma contradig@o.

# temos e(Gpr[H],H) <

Como (Gpr[H],H) ndo tem uma e-floresta de e-tamanho 2
r”(H%. Observe que [+ 1 = |V(Gpr[H])| <ne |H| < |E|. Pela Proposi¢io 65,1 #n—1 ou
|Q| > 2. Assim, temos que |V (Gpr[H])| < nou |H| < |E|. Com isto, podemos usar a seguinte
hipétese indutiva

I"p(H)+1

min {vale//[H] (P3, Q%) < e(Gpr[H],H) < 3

(P3,23)ews
sendo W3 o conjunto de todas as coberturas de (Gpr[H|,H). Logo existe uma cobertura
(P3, Q%) de (Gpr[H], H) tal que valGP,,[H](P3, 9% < W —1= %. Sejam A e B as
partes de P> que contém os vértices v| e vy, respectivamente. Considere P* = (P3 —A —B) U
{C}, sendo C o conjunto de vértices em Gp|H] correspondente a AU B. Observe que P* é uma
parti¢io de V(Gp[H]). Logo (P*, Q3) é uma cobertura de (Gp[H],H). Note que |V (Gp[H])| =
V(Gpr[H])| = 1. Se A =B, entdo P° = P* e valg,y)(P*, Q%) = valg 1) (P?, Q%) =1 <
%, obtendo uma contradi¢éo, pois pelo Lema 62 a cobertura minima de (Gp[H],H) é
trivial e tem valor % Logo, A # B e, desta forma, |P*| = |P3| — 1. Observe também que
rp-(H) <rps(H) paracada H € Q°. Assim, temos que valg,, 1 (P*, Q%) < valg.,,, (m (P3,03%) <

%. Pelo Lema 62, (P*, Q3) é uma cobertura minima e trivial de (Gp[H],H). Como A # B,
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entdo (P3, Q%) é uma cobertura trivial de (Gpr[H], H). Logo, L%J =valg,, x) (P3,03%) <

VP(I;)_I _ VP&H)J

e entdo rpr(H) < rp(H), obtendo uma contradi¢io a Equagéo 6.5. O
Lema 67. Sejam P’ um refinamento de P e l' = |P'|. Se Q1 = Np(Ap), entd@o |Qy| >1'— L

Demonstragdo. Sejam H* = yco, H e Q' = (Q — Q1) U{H"}. Note que (P',Q’) é uma
cobertura de (G, ) e, por minimalidade da cobertura (P, Q), val(P, Q) <val(P’,Q’). Assim

temos que

n—I1+ Y rptH) =1, ) {MJ

HeQ, 2 HeQ—-0Q, 2

o) g )

2 HeQ—-Q 2
Usando a inequagao anterior e o Lema 66, obtemos
H)—1 (H*

Z rp(H) Sl—l/—l—\‘rp( )J (6.6)
HED, 2 2
Por outro lado, usando o Lema 58(b) e a Proposi¢do 56, obtemos
rp(H) <U'—l4+rp(H) <I'—1+ Y rp(H). (6.7)

HeQ,

Juntando as equagdes 6.6 e 6.7, ficamos com

A DRI RS VIR )

HeQ, 2

o que € equivalente a

Y (rp(H)-D)<I-I'+ Y rp(H).

HeQ, HeQ,
Assim,
( ) rP(H)) —lQil= Y} (rp(H)-1)
HeQ, HeQ,
<I-UI'+ ) rp(H),
HeQ,
o que é equivalente a | Q| > 1" — . O

Proposicao 68. part(B) = P.
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Demonstragdo. Por defini¢dao, sabemos que ndo existe aresta de B conectando vértices de partes
distintas de P. Para terminar a demonstra¢do, vamos mostrar que existe uma aresta aumentante
com relag@o a qualquer refinamento elementar de P, pois, isto implica que, para cada parte
V; € P, temos que o grafo (V;,Z) é conexo sendo Z o conjunto de arestas de B incidentes aos
vértices de V;. Suponha, por contradigdo, que existe um refinamento elementar P’ de P tal que
ndo existe aresta aumentante com relagio a P’, ou seja, H ¢ Np(Ap/) para todo H € Q. Pelo

Lema 66,

val(P', Q) =n—[P'|+ ¥ VP_(H)J

HeQ 2
H
<n—(+1)+ ) {MJ =val(P,Q) — 1,
HeQ 2
o que contradiz a escolha de (P, Q). O

Seja Fy uma floresta maximal geradora em Gp[H] para cada componente H € Q.
Como Q ¢é uma parti¢do de &, entdo E(Fy) e E(Fy) s@o disjuntos para H # H'. Defina o
grafo W = Gp[E'] sendo E' = Uy g E(Fy). Seja ry a fungdo rank do matroide grafico de W,
denotado por M(W).

Considere um refinamento P’ de P e seja I’ = |P’|. Defina Q| = Np(Apr), Qr =
Q—Qetg=|Q1|— (I'—1). Observe que, pelo Lema 67, o > 0. Seja F; o matroide sobre £} =
Uneo, E(Fn) tal que I C E € independente em F se, e somente se, |I| <tge [INE(Fy)| <1

para todo H € Q1. Seja J; o matroide sobre £ = Upco, E (Fy) tal que I C E, é independente

em F, se, e somente se, [[NE(Fy)| < 1 para todo H € Q;. Observe que F, é um matroide
parti¢do sobre E, e F| é um matroide parti¢do sobre E| truncado em .

Sejam Fpr = F;V Fp, rp a fungdo de rank de Fi, r; a fungdo de rank de F;
e r’ a fungdo de rank de Fp/. Pelo Teorema da Unido de Matroides, temos que r/'(X) =
minycx{|X —T|+ri(TNE)+r(TNE,)} para todo X C E(W). Vamos mostrar que obtemos
o minimo desta expressdo quando 7 = X. Considere 7 C X. Note que adicionar em 7 cada
elemento de X — 7', diminui |X — 7'| em uma unidade e aumenta r| (T NE}) + (T NE;) em

no méaximo uma unidade, pois E; NE, = 0. Assim, ' (X) = ri(X NE}) + r(X N E;) para todo
X CE(W).

Lema 69. Para qualquer refinamento P’ de P, temos que E(W) = F UL para algum F €
IZM(W))eLeZ(Fp).
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Demonstragdo. Seja N' = M(W)V Fp:. Pelo Teorema da Unido de Matroides,
cEW)) = min ([EQV)=Y|+ (Y DEV) +/(Y NE(W))}

=, min {IE(W)| =[]+ (Y) +r(Y)}.

Assim, para todo Y C E(W), temos que
N (E(W)) < [EW)| = [Y]+rw(Y) +F/(Y). (6.8)

Observe que o lema € verdadeiro se, e somente se, E(W) é independente em N/,
ou seja, ry(E(W)) = |E(W)|. Usando 6.8, isto € equivalente a |Y| < ry(Y) + r/(Y) para
todo Y C E(W). Suponha, por contradi¢do, que isto ndo é verdade. Escolha Y C E(W) com
cardinalidade maxima tal que |Y| > ry (Y) +#/(Y).

Agora, vamos mostrar que /(Y Ue) > r/(Y) para toda aresta e € E(W) —Y. Caso
contrério, suponha que existe uma aresta ¢ € E(W) —Y com r/(Y Ue) = ¥/(Y). Desta forma,

temos que
Y| >m(Y)+7/Y)=m(Y)+r (Y Ue) >ry(YUe)—1+7 (Y Ue).

Além disso, [Y Ue| =|Y|+ 1> ry (Y Ue) + (Y Ue), obtendo uma contradigdo 2 maximalidade
de?Y.

Como (Y Ue) >/ (Y) paratodo e € E(W)—Y, temos que Y é fechado em Fpr. As-
sim, se Y NE(Fy) # 0 para algum H € Q, entdo E(Fy) CY. Logo, temos que Y = Uy o+ E(Fp)
para algum Q* C Q.

Sejamt = [Q1NQ* e Q' =(Q— Q") U{H'} com H' = Jyco-H. Como Fy &
uma floresta maximal geradora de Gp[H| com H € Q*, entdo part(Gp[E(H')]) = part(Gp[Y])
e, consequentemente, rp(H') = ry (Y). Para terminar a demonstragdo, obtemos uma contradigio
ao mostrar que |Y| < ry (Y)+ 7 (Y). Como

YI= ) [EFu)l= ) rp(H),
HeQ* HeQx

faremos isto ao mostrar que

Y rp(H) < mw(Y)+7(Y)
HeQ*

em cada um dos seguintes casos.
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Caso 1: 1 < 1y. Neste caso, r/(Y) = |Q*|. Como (P, Q') é uma cobertura de (G,€),

entao
val(P, Q") —val(P,Q) =n—1+ {MJ + ) VP(H)J
2 HeG O 2
rp(H)—1 rp(H)
( _1+H€Q* 2 +H€§Q*\~ 2 J)
{ J rp(H)—1
HeQ* 2 .
Como val(P, Q)—val( , Q) >0, temos
rp(H) — LFP ')J
P
onde podemos concluir que
Y, rp(H)<2 {@J +|Q | <rp(H)+|Q*| =rw(Y)+r(Y).
HeQ*

Caso 2: ¢ > 1. Primeiro, lembramos que 7/ (Y) = ri (Y NEy) + r2(Y NE;). Note que,
para este caso, temos que r1(Y NE}) = tg, pois F; é truncado em #y. Assim, temos que E; CY

pois, caso contrério, terfamos /(Y Ue) = r/(Y) parae € E; — Y. Logo, Q; C Q* e
FY)=rn(YNE)+n(YNE)=t+|Q - Q|
=1t0+]Q" = Q1| =21 = (') +]Q7] - Qs
=Q7|-("-1).
Considere a cobertura (P’, Q") em (G,£) com Q" = (Q'—{H'} — (Ep NRp))U

{H"} onde H" = H' U (EprNRp). Note que rp(Ep NRp)=0e Q" =(Q—Q*— (Ep N
Rp))U{H"}. Pelo Lema 58(b) e Proposig¢éo 56,

rp(H") <U'—l+rp(H") <I'=1+rp(H) +rp(Ep NRp) =1 =1+ ry(Y).

Como Q; C Q*, entdo, pelo Lema 66, temos que rp/(H) < rp(H) paratodo H € Q — Q*. Logo,

rp/éH) J . {rp/(zH') J

E (H") |

val(P',Q"Y=n—1'+

HeQ—-Q*—(EpNRp) \~

(H
Sn—l/+ Z r’P( )
HeQ-0QxL

<n-I+

HeQ-9rL

<n-I+

HeQ-Q+L
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Desta forma, temos que

Val(PI,QH) —val(P, Q) < l’l—l/—|— Z {"”P(H)J 1 l/—l—l—rW(Y)

HeQ—-Q* 2 2
—|n—1+ rp(H) + M)
(e, 2 7 B 1
g U=l rp(H)
==l HEZQL 5 J
Sl_l/+l/_l+—rW(Y)_ Z M
2 HeQ* 2

Como val(P’, Q") —val (P, Q) > 0, temos que

l,—l—i-f‘W(Y) B Z rp(H)—l >0

oy
=1+ 2 ) >

HeQ*

€ equivalente a

Y (rp(H)—1) <1—1'+rw(Y).
HeQ*

A partir da inequacao anterior, obtemos

ZQ rp(H) <[ Q= ("= 1) +rw(¥) =r'(Y) +rw(Y)
HeQ*

que conclui a demonstracgao. [
Isto implica em:

Corolario 70. Existem um conjunto de componentes Q' C Q e uma floresta F no grafo W tal
que E(Fy) CE(F) para H € Q', E(F)NE(Fy) induz uma floresta quase geradora em Gp|H|
para cada componente He Q — Q' e |Q/ | > n—1. Além disto, existe uma floresta F " no grafo
W tal que E(F') CE(F) e E(F')NE(Fy) induz uma floresta quase geradora em Gp[H| para

cada componente H € Q.

Demonstracdo. Aplicando o Lema 69 para a parti¢do trivial P’ de V(G), temos que E(W) =
E(F)UL sendo F uma florestade W e L € Z(Fpr). Seja Q' o conjunto de todas as componentes
de Q satisfazendo E(Fy) C E(F). Note que |Q1NQ'| =|Q;|—|I| sendo I € Z(F;),ICLe
|I| méximo. Observe que, como F é truncado em fy, temos que |I| <ty e |Q'| > Q1N Q| =
Qi == Qi —t0=[P|=l=n—1L

Seja H uma componente em Q — Q'. Como E(Fy) € E(F), entdo |[LNE(Fy)| = 1
e, desta forma, |[E(Fy)NE(F)| =rp(H)— 1. Logo, E(Fy) N E(F) induz uma floresta quase

geradora em Gp[H].
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Para construir F’ a partir de F, basta remover uma aresta ey de F para cada com-
ponente H € Q'. Assim, E(F') N E(Fy) induz uma floresta quase geradora de Gp[H| para toda

componente H € Q. O

Defina M = (Q',Z(M)) sendo Q' o conjunto de todas as componentes em Q tal
que Q" € Z(M) se, e somente se, existem ey € E(Fy) para cada componente H € Q — Q" tais
que E(W) —{ep : H € Q— Q"} induz uma floresta em W. A seguir, mostramos que M é um

matroide.
Lema 71. M é um matroide.

Demonstragdo. Vamos mostrar que M satisfaz as propriedades de um matroide. Pelo Corolario
70, existe uma floresta F' de W tal que E(F') N E(Fy) induz uma floresta quase geradora de
Gp|H| para toda componente H € Q. Desta forma, existem ey € E(Fy) para cada componente
H € Qtaisque E(W) — {ey : H € Q} = E(F') induz uma floresta em W. Logo, 0 € Z(M).

Seja Q" C Q' com Q' € Z(M). Como Q' € Z(M), entdo existem ey € E(Fy) para
cada componente H € Q — Q' tais que E(W) — {ey : H € Q — Q'} induz uma floresta em W.
Para cada componente H € Q' — Q" escolha arbitrariamente uma aresta ey € E(Fy). Agora,
temos que Q" € Z(M) pois EWW) —{ey :He Q—Q"} CEW)—{ey:He Q—Q'}.

Por dltimo, sejam Q', Q" € Z(M) com |Q"| < |Q’|. Sejam E' = E(W) —{e}, : H €
Q—Q'} e E"=EW)—{¢},: He Q— Q"} conjuntos que induzem florestas em W tais que
|[E'NE"| é maximo. Observe que E',E"” € Z(M(W)), e como |Q"| < |Q’|, temos que |[E”| < |E’|.

Logo existe uma aresta e € E' — E” tal que E” U {e} induz uma floresta em W. Observe que
E—E'={e,HcQ-Q"}—{ey:Hc Q- Q'}.
Assim, e = ¢}, para alguma componente H' € Q — Q”. Além disto, como
E(W)—{ep:He Q—(Q"U{H'})} =E"U{e}

induz uma floresta em W, temos que Q" U{H'} € Z(M). Assim, para terminar a demonstragao,
basta provar que H' € Q' — Q”. Como H' € Q — Q”, resta mostrar que H' € Q.

Suponha, por contradi¢do, que H' ¢ Q. Seja e}, = ey, ef; = efy para H € (Q —
Q") —{H'},e E*=E(W)—{ej;: He Q—Q"}. Note que E* = E" U{e},, } —{e},} CE"U{e}
induz uma floresta em W. Além disso, como e}, € E' —E" e e}, ¢ E', entdo |[E*NE'| > |[E"NE'|,

uma contradi¢do & maximalidade de |[E" NE’|. O
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Para cada Z C E(D), denote por Z; e Z, todas as extremidades das arestas de Z
nas partes E(B) e Q do grafo D, respectivamente. Defina os matroides M| e M, sobre E(D)
tais que ry, (Z) = rg(Z1) e rmu,(Z) = ru(Zy). Por definicdo, |Z;| < |Z| e |Zy| < |Z|. Observe
que, se Z € Z(M,), temos que |Z;| < |Z| = ry,(Z) = rp(Z1) < |Z;|, implicando que |Z;| = |Z]| e
|Z1| = rg(Z,). Por outro lado, se |Z;| = |Z| e |Zi| = rg(Z1), temos |Z| = |Z,| = rp(Z1) = rm, (Z)
e Z € Z(M;). Desta forma, concluimos que Z € Z(M;) se, e somente se, cada vértice de Z; é
extremidade de exatamente uma aresta de Z e Z; € independente no matroide gréfico de B.

Similarmente, se Z € Z(M;), entdo |Z;| < |Z| = ry,(Z) = ru(Z2) < |Z,|, implicando
em |Z;| = |Z| e |Z2]| = ri(Zy). Por outro lado, se |Z;| = |Z| e |Z3| = ru(Z,), temos que |Z]| =
22| = rm(Zn) = rm,(Z) e Z € Z(M3). Com isto, temos que Z € Z(M,) se, e somente se, cada
vértice de Z, é extremidade de exatamente uma aresta de Z e Z, € Z(M).

Assim, um conjunto independente Z em Z(M;) N Z(M,) é um emparelhamento
no grafo D, cobrindo um conjunto independente no matroide grafico de B e um conjunto

independente em M, ambos com cardinalidade |Z|.
Lema 72. Existe um conjunto independente em Z(My) NZ(M,) com cardinalidade n — 1.
Demonstragdo. Pelo Teorema de Intersecao de Matroides, o lema € verdadeiro se e somente se

I| = mi E(D)-Z 20 >n—1.
jepgnax, 1] = min {1y, (E(D)=2) + iy (2)} 2 n

Escolha Z C E(D) que minimiza ry, (E(D) —Z) + ru,(Z) e, dentre estes, com |Z| minimo.
Primeiro, vamos mostrar que ry, ((E(D) —Z)Ue) > ry, (E(D) —Z) para todo e € Z.
Caso contrdrio, existe e € Z tal que ry, (E(D) — (Z—e)) =ru,((E(D) —Z)Ue) =ry, (E(D)—Z)

rmy (E(D) = (Z—e)) +ruy(Z =€) < rmy (E(D) = Z) + 1, (2),

contradizendo a escolha do Z. Assim, temos que E (D) — Z é fechado em M.

Desta forma, existe J C E(B) tal que E(D) —Z é o conjunto de todas as arestas de
D incidentes a J e rp(JUz) > rp(J) para todo z € E(B) —J. Assim, J é fechado no matroide
grafico de B. Pela Proposi¢do 68, P = part(B). Sejam P’ = part(B[J]) e ' = |P’|. Desta forma,
temos que P’ é um refinamento de P, Apr = E(B) —J e Z é o conjunto de todas as arestas

incidentes a E(B) —J em D. Observe que ry, (E(D) —Z) = rg(J) = n—1". Vamos terminar esta

demonstragdo mostrando que ry, (Z) > I — [ pois isto implica que

(E(D)=Z)+r,(Z) > (n=1')+({'-1)=n—1.
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Pelo Lema 69, E(W) = F UL para algum F € ZIM(W)) e L € Z(Fpr). Como
qualquer subconjunto de F continua independente em M (W), podemos assumir que L é uma base
de Fpre F =E(W)\ L. Como na defini¢do de Fpr, sejam Q) = Np(Ap/), @, = Q—Q ety =
Q1| —(I'—1). Seja Q' C Qtalque L= {ey : H € Q'} paraey € E(Fy). Seja Q) =Q1NQ’e
observe que, como L é uma base de Fpr, temos que | Q| =tpe Q' = Q|UQD, =0 —(Q;— Q).
Assim, temos que

F=EW)\{ex:He Q—(Q,—Q))}

e Q1— Q| €Z(M). Logo, ru(Q1) > Q1 — Q| =1Q1|—to=1'—1. Concluimos a demonstragdo
pOiS er(Z):rM(ND(AP’)):rM(Ql) Zl/—l. ]

Pela Proposicao 68, rg(E(B)) = n—1. Pelo Coroldrio 70, ry(Q) > n—1. Pelo
Lema 72, existe N C E(D) em Z(M;)NZ(M,) tal que [N| = n—1I. Com isto, temos que N é um
emparelhamento do grafo D que cobre uma base E’ do matroide gréfico de B e um conjunto
independente Q' em M com |Q'| =n—1. Como Q' € Z(M), existem ey € E(Fy) para cada
componente H € Q — Q' tal que E(W) — {ey : H € Q — Q'} induz uma floresta em W. Seja

F' = ( U FH> U U (FH—{ey}).

HeQ' HeQ—-Q'
Como E(F')=E(W)—{ey:H € Q— Q'}, entdo F’ é uma floresta em Gp. Pelo Coroldrio 70,
existe uma floresta F em W tal que E(F) N E(Fy) induz uma floresta quase geradora em Gp[H]
para cada componente H € Q. Note que E(F)NE(Fy) = E(Fy) — {en} para alguma aresta
er € E(Fy). Para uma componente H € Q, sejam a,b € V(Gp[H]). Pela Proposicao 64, existe
uma e-floresta quase perfeita Ky em (Gp|[H|,H) tal que a e b pertencem a componentes conexas

distintas. Aplicando a Proposicdo 60 iterativamente, obtemos que
F"= (F’ - U EFu- {eH})> u UJ E(Kn)
HeQ-Q' HeQ-Q'
¢ uma floresta em Gp com a mesma quantidade de arestas de F’. Observe que E’ conecta

vértices de uma mesma parte de P e E(F") conecta vértices de partes distintas de P. Assim,
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E'NE(F") = 0. Segue que

[E'VE(F")| = |E"| + |E(F")|

= |E'| +|E(F')]
=n—I1+ Z rp(H)+ Z (rp(H)—1)
HeQ' HeQ-9Q'
=n—I+ Y 1+ Y (mpH)-D+ Y (rp(H)-1)
HeQ' HeQ HeQ-9Q'
—2.(n—1 M)zl(n—l rp(H) )
( +H§Q 2 +H§Q\~ 2 J

Como E’ induz uma floresta maximal geradora no grafo B e part(B) = P, entdo part(G[E']) =

part(BJE']) = P. Pelo Lema 57,
rg(E(F")UE") = rp(E(F")) +rG(E") = |[E(F")| + |E| = |[E'UE(F")|.

Ou seja, E'UE(F") induz uma floresta em G. Por defini¢do do grafo D, para cada aresta e € E’,
temos que e é aumentante para H, € Q' sendo H, o par de e no emparelhamento N em D. Assim
temos que existem V; € P e uma e-floresta X, de e-tamanho ”’(H% em (Gp-y,[H.|,H,) com
rastro e. Seja Fy, uma floresta maximal geradora em Gp[H,| tal que E(Fy,) C E(F") com H, €
Q'. Note que |E(X,)| = rp(H,) + 1 = |E(Fi,)| + 1 ¢ part(GplE(X.)]) = part(GplE(F,)]).
Além disso, Gp_y,[E(X.)] ¢ uma floresta cujo rastro em V; é a aresta e. Aplicando o Lema 61,
obtemos que
Z=(E'UE(F"))—E'— < U E(FHe)> U < U E(Xe)>
H,cQ' H,cQ'

induz uma floresta em G com |E' UE(F")| arestas. Logo Z é uma e-floresta de e-tamanho

n—I1+Ypeo VPEH)J . Assim,

— rp(H) =va min {va
(G.E) > n HH;J ‘ J_ I(P.Q)> min {ui(P,Q)).



84

7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste capitulo, expomos as conclusdes sobre o estudo tedrico e algoritmico sobre
matroides. Além disso, sugerimos possiveis extensoes para este trabalho.

O problema de Emparelhamento Matroide consiste na generalizacao dos problemas
de Intersecao de Matroides ¢ Emparelhamento Maximo. Embora o problema de Emparelhamento
Matroide seja NP-Completo, Lovasz descreveu um algoritmo polinomial e uma férmula min-max
para o caso particular em que o matroide de entrada ¢ um matroide linear. O foco principal
desta dissertacdo foi estudar o problema da e-Floresta de Szigeti (2003) que corresponde a
um caso particular do problema de Emparelhamento Matroide sobre o matroide grafico, uma
subclasse do matroide linear. Embora seja um caso particular, vimos que, usando o problema da
e-Floresta, podemos resolver o caso geral. Contribuimos com uma demonstragdo revisada da
férmula min-max do problema da e-Floresta, apresentando maiores detalhamentos e corrigindo
algumas demonstracdes que nao ficaram claras em Szigeti (2003). Adicionalmente, também
melhoramos algumas nota¢des que foram adotadas no texto, com o intuito de facilitar a leitura.

Para a demonstracdo da férmula min-max para o problema da e-Floresta, usamos as
formula¢des min-max dos problemas de Unido de Matroides e Interse¢do de Matroides. Com isto,
descrevemos todos os detalhes sobre as formulacdes min-max da interse¢@o e unido de matroides
desde suas demonstracdes e as aplicacdes Uteis para mostrar outras formulas min-max existentes
na literatura. Embora ndo sejam necessarios para o entendimento da demonstracdo de Szigeti,
abordamos também os algoritmos polinomiais dos problemas de Interse¢do de Matroides e Unido
de Matroides. Além disso, apresentamos todos os conceitos basicos de matroides necessarios
para o entendimento do texto.

Acreditamos que seja possivel construir um algoritmo polinomial para resolver o
problema da e-Floresta, pois a demonstrag¢do de sua férmula min-max realiza escolhas especificas,
possibilitando a construcdo de um algoritmo construtivo. Por dltimo, outra extensdo deste
trabalho seria apresentar um limite para a Conjectura de Tuza (TUZA, 1981) mais apertado do

que os existentes na literatura atualmente, usando a férmula min-max da e-Floresta.
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