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RESUMO

A teoria da relatividade geral teve seu inicio em 1915, uma das solucdes da equacao de Einstein
apresenta como resultado um objeto denominado como Buraco de Minhoca, embora nao tenham
sido ainda observados, os mesmos sdo consistentes com a relatividade geral e poderiam conectar
pontos distantes por milhares de anos-luz ou pontos em diferentes instantes de tempo. O objetivo
deste trabalho € estudar a métrica de Ellis-Bronnikov, iniciando-se por uma revisao de conceitos
bases relativos a medicao, transformagdes tensoriais, curvatura e equacdo de Einstein, logo apds
constroi-se visualizagdes do espaco-tempo préximo a um centro de atragio, juntamente com a
introdugdo dos conceitos de energia, momento linear e momento angular, de uma forma mais
clara utilizando a linguagem mais simples que John Wheeler utiliza em seu livro “Exploring

Black Holes: Introduction to General Relativity".

Palavras-chave: buraco de minhoca; atravessavel; relatividade geral; métrica.



ABSTRACT

The theory of general relativity began in 1915, one of the solutions of Einstein’s equation
results in an object called the Wormhole, although they have not yet been observed, they are
consistent with general relativity and could connect distant points by thousands of light-years or
points at different instants of time. The objective of this work is to study the Ellis-Bronnikov
metric, starting with a review of basic concepts related to measurement, tensor transformations,
curvature and Einstein’s equation, soon after constructing views of space-time close to a center
of attraction, together with the introduction of the concepts of energy, momentum linear and
angular momentum, in a clearer way using the simpler language that John Wheeler uses in his

book “Exploring Black Holes: Introduction to General Relativity".

Keywords: wormhole; traversable; general relativity; metric.
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1 INTRODUCAO

Albert Einstein publicou em 1905 a teoria da relatividade especial (EINSTEIN,
1905), no seu artigo os conceitos de espaco e tempo foram unificados sendo assim criado o
espaco de Minkowski, neste é valido uma simetria global de translacdo espacial e temporal
denominada por simetria de Lorentz. Apesar de todos os seus sucessos, tal teoria s6 poderia ser
aplicada a referenciais inerciais, todavia no universo um referencial s6 € inercial em uma regido
limitada do espago e tempo, pois proximo a um corpo massivo todo referencial inercial € local.

A teoria da relatividade geral teve seu inicio em 1915 (EINSTEIN, 1915), agora a
simetria de Lorentz passa a ser local e o espaco-tempo deixa de ser invariante sob translagdes.
Uma das solugdes da equagdo de Einstein resulta em um conceito chamado de Buraco de
Minhoca, no qual se trata de uma estrutura hipotética na forma de um tinel que conecta dois
pontos do espago-tempo. Embora ndo tenham sido ainda observados, os mesmos sao consistentes
com a relatividade geral e poderiam conectar pontos distantes por milhares de anos-luz ou pontos
em diferentes instantes de tempo, ou até mesmo de universos diferentes.

O primeiro tipo de buraco de minhoca descoberto foi o buraco de minhoca de
Schwarzschild, também conhecidos como pontes de Einstein-Rosen (EINSTEIN; ROSEN,
1935), nos quais sao solucdes para o vicuo das equacdes de campo de Einstein, porém em 1962
John Archibald Wheeler e Robert W. Fuller mostraram que este buraco de minhoca se fecha tio
rdpido que nem mesmo a luz consegue atravessa-lo (FULLER; WHEELER, 1962).

Um dos buracos de minhoca mais simples foi o descoberto, de forma independente,
por Hommer Ellis (ELLIS, 1973) e K. A. Bronnikov (BRONNIKOV, 1973). Kip Thorne e
Mike Morris, sem saberem da existéncia dos artigos de Ellis e Bronnikov, publicaram em
1988 uma copia do buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov para fins didaticos da relatividade
geral (MORRIS; THORNE, 1988), além disso foram os primeiros a mostrar que o mesmo era
atravessavel. Sendo inclusive esse o motivo pelo qual este tipo de buraco de minhoca também ¢é
denominado de buraco de minhoca de Morris-Thorne.

O objetivo deste trabalho € estudar a métrica de Ellis-Bronnikov, tais solucdes das
equacdes de Einstein conectam dois pontos no espago-tempo, assim elas permitem, pelo menos
a principio, viagens tanto no tempo como no espaco, entretanto nao se pode viajar de volta a
um tempo anterior ao qual o buraco de minhoca foi criado (THORNE, 1994), de modo que se
mostra bastante importante entender tal conceito.

No segundo capitulo, alguns conceitos bases relativos a medi¢do e construcao de
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referenciais na relatividade geral serdo introduzidos, assim como nog¢des de transformacoes
tensoriais, curvaturas e uma demonstracao da equacao de Einstein, com tais ideias serd possivel
construir visualizacdes do espago-tempo préoximo a um centro de atragdo, o que seré feito no
terceiro capitulo, juntamente com a introdu¢ao dos conceitos de energia, momento linear e
angular, assim como o estudo das 6rbitas de particulas préximas a um buraco de minhoca.

Por fim, no quarto capitulo discute-se os objetivos alcancados, como a descoberta das
equacdes de movimento e a defini¢do de quantidades fundamentais através do uso de argumentos

simples. A assinatura métrica utilizada foi a (+ — ——).
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2 GRAVITACAO

Existem certas no¢des que sdo de certa forma enraizadas no conhecimento cientifico,
uma destas € a crenga de que as leis da natureza independem de quem as observa, em 1632 Galileu
em seu Didlogo sobre os Dois Principais Sistemas do Mundo afirma que dois observadores
que se movem com velocidade relativa uniforme devem postular as mesmas leis da natureza.
Tal principio, o principio da relatividade de Galileu, juntamente com as leis de Newton tinham
como consequéncia a divergéncia na descri¢do de fendmenos fisicos entre observadores que nao
se movem com velocidade uniforme em relagdo ao outro, com forcas que s existiam em um
referencial. Einstein ndo achava que isso correspondia a realidade, e buscou uma solucao para

tal problema.

2.1 Referenciais Inerciais

Um referencial € um sistema abstrato de coordenadas cuja origem, orientacao e
escala sdo especificadas por um conjunto de pontos de referéncia — pontos geométricos cuja
posicdo € identificada tanto matematicamente (com valores numéricos de coordenadas) quanto
fisicamente (sinalizados por marcadores convencionais) (KOVALEVSKY et al., 1989).

Segundo a mecanica Newtoniana, um Referencial Inercial (RI) é um referencial no
qual € vélido a primeira lei de Newton (TAYLOR, 2004). Newton afirma que a primeira lei de
Newton € vélida desde que o referencial esteja em movimento uniforme em relagio ao espago
absoluto, tal conceito juntamente com o tempo absoluto foram os fundamentos da mecanica
newtoniana e eram segundo Newton aspectos independentes da realidade.

Para Newton, o espaco absoluto era um espago tridimensional e Euclidiano, fixa-
mente orientado, além de ter uma origem definida, sendo sempre imoével e semelhante. Ja o
tempo absoluto € um escalar no espaco. Ademais, o observador ndo percebe nem o espago
absoluto nem o tempo absoluto, mas sim medidas relativas de ambos, como o espaco relativo € o
tempo relativo. Ele fundamenta tais visdes através de experimentos, sendo um deles o famoso
balde de Newton.

Um balde com dgua € suspenso em uma corda, inicialmente a superficie da dgua é
plana, suponha entdo que alguém comeca a girar o balde em relacdo a Terra, com o tempo a dgua
também entra em rotacdo e a sua superficie torna-se concava, ademais caso o balde pare de girar

ainda assim por algum tempo a forma da superficie da 4gua nao muda.
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A aceleragdo radial da 4gua produz uma elevagdo na mesma, sendo portanto um
fendmeno real, contudo a forca que produz esta aceleragdo € real ou ficticia? Newton responde
que tal evento é resultado da rotagdo do balde, uma vez que nenhum outro corpo do universo
sofreu alguma mudanca, dessa maneira este efeito se deve, do ponto de vista de um referencial
inercial, como resultante de uma forca ficticia no referencial do balde. A aceleracdo deve ser
medida em relacdo a algum referencial, bom o referencial do balde nao pode ser o responsavel
por tal fendmeno, ja que o balde estd parado quando a superficie da 4gua € plana e curva. Além
disso, tal referencial ndo pode ser a Terra nem as estrelas, uma vez que, segundo Newton, caso
algum destes parassem de rotacionar ou rotacionassem com a mesma velocidade angular do
balde efeito algum seria produzido na dgua.

Newton explica que tal fendmeno ocorre devido a agdo da forca centrifuga em
relacdo ao espago absoluto, tal referencial € o qual se ddo todas as acelerac¢des, contudo nao
¢ possivel medir a sua velocidade em relagdo a um referencial inercial. Com tais ideias a
mecanica newtoniana obteve diversos avancos e se estabeleceu como teoria dominante, apesar
das diversas criticas ao espaco absoluto, todavia com o advento do eletromagnetismo que ia
além da mecanica newtoniana e distinguia até mesmo referenciais inerciais, ja que os fenomenos
eletromagnéticos sdo vistos de formas diferentes por observadores parados e com velocidade
constante, isso e outros fendmenos relativos a velocidade da luz davam indicios da existéncia de
alguma contradi¢do na mecénica newtoniana.

Em 1905, Einstein deu luz a uma teoria que tinha como postulado a equivaléncia
de referenciais inerciais, de modo que qualquer fendmeno fisico deve ser descrito pela mesma
equacdo matematica em todos os referenciais inerciais. Tal principio foi chamado de principio
da relatividade e afirmava que os eventos da natureza ocorrem da mesma forma para dois
observadores inerciais caso as condi¢des iniciais sejam iguais, esse postulado em conjunto com
o postulado da invariancia da velocidade da luz produziram as transformacdes de Lorentz, nas
quais tinham como consequéncia a nao universalidade do tempo, além disso Einstein mostrou
que a simultaneidade de eventos sdo relativos e que medi¢des de comprimentos e intervalos de
tempo sdo afetadas pelo movimento. Espaco e tempo sdo unificados em um espaco 4-dimensional
denominado espaco de Minkowski, em homenagem ao matematico Hermann Minkowski.

Einstein, com o principio da relatividade, ampliou a nocao de referencial inercial
para incluir todas as leis da fisica e ndo apenas a primeira lei de Newton, todavia embora a

relatividade especial tenha transformado a fisica se estabelecendo como uma teoria mais ampla
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que a newtoniana, ainda assim a mesma tinha um problema: ela € uma teoria restrita a referenciais
inerciais. O préximo passo dado por Einstein foi a criacdo de uma teoria mais geral e que tratasse
de referenciais ndo-inerciais, em 1907 ele deu os primeiros passos na teoria que viria a ser

chamada de Relatividade Geral.

2.2 O Principio da Equivaléncia

Na relatividade especial, os referenciais inerciais assumem uma funcao privilegiada
quando comparados com os ndo inerciais, dado que um dos postulados da teoria afirma que as
leis da fisica possuem a mesma forma para todos os referenciais inerciais, todavia isso levantava
uma questao: existe algum motivo pelo qual a natureza iria preferir um tipo de referencial em
relacdo ao outro? Além disso, deve-se ter em mente que um referencial inercial encontrar-se em
movimento uniforme depende do estado de movimento do observador.

Em 1907, Einstein formulou um principio que determina a equivaléncia de todos
os referenciais, como serd visto € impossivel ter a certeza se o referencial com o qual estamos
lidando € um referencial ndo inercial ou um referencial inercial sujeito aos efeitos de um campo
gravitacional, de modo que as leis da fisica sdo as mesmas para ambos.

Uma questdo que Einstein se fez foi: é possivel construir, na presenga de um corpo
massivo, um referencial inercial em um ponto qualquer do espago-tempo? Para responder a esta
questdo € necessario dois conceitos, o primeiro € um argumento bastante utilizado para mostrar o
porque de referenciais acelerados ndo serem inerciais, enquanto o segundo € o famoso principio
da equivaléncia.

Suponha que um observador na Terra afirma que uma nave no espago se move de
acordo com uma trajetéria curvilinea, assim sendo, pelas leis de Newton, pode-se afirmar que
alguma forca age sobre a nave. Contudo, um segundo observador, o astronauta, vé a nave
percorrendo uma trajetdria retilinea, o mesmo entdo afirmaria, novamente pelas leis de Newton,
que forca alguma atua na nave. Neste momento surge a questdo: quem esté correto? ou de forma
mais profunda: observadores distintos devem concordar se existe ou ndo uma forca atuando
sobre a nave e até mesmo sobre a sua trajetoria?

Um exemplo bastante utilizado (WEINBERG, 1972) na literatura é o do referencial

S’ com acelerac@o constante e igual a g em rela¢do a um referencial inercial S, suponha que a
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aceleracdo € ao longo do eixo y e que a relacdo entre os referenciais seja:
/ / 1 2
r =t, X =x, y:y—Egt. 2.1

suponha que uma particula, segundo o referencial S, se move ao longo do eixo x a partir da

origem com velocidade constante igual a v, entao:
X =, y=0. 2.2)

ou seja, a particula percorre um movimento retilineo, ao passo que para o referencial S’ tém-se
que:
/ ! / 1 2
X =vt, Yy =——gt-. (2.3)

Y =25 2.4)

Desse modo enquanto que em um referencial o movimento € retilineo, em outro o movimento é
parabdlico.

Voltando ao exemplo inicial, suponha que para um observador na Terra o astronauta,
na nave, movimenta-se em dire¢do ao planeta com aceleracdo igual a g, do ponto de vista
do astronauta o0 mesmo estd em repouso em algum lugar do universo no qual ndo h4 atracdo
gravitacional, jd que por exemplo caso ele largasse uma caneta da sua mao a mesma iria
permanecer em repouso ao invés de cair em dire¢do ao chdo, ao passo que para o observador na
Terra isso aconteceria pois ambos caem com a mesma aceleragdo, visto que campos gravitacionais
possuem a propriedade basica de que todos os corpos se movem da mesma forma no campo,
independentemente da sua carga ou massa, desde que as condicdes iniciais sejam as mesmas.
Além disso como mostrado anteriormente caso o astronauta lancasse um objeto em direc¢do a
parede da nave, para ele o objeto iria percorrer uma linha reta, ao passo que para o observador
na Terra tal movimento seria o de uma parabola. Assim, o que para um € uma reta, para outro
€ uma curva, e onde um afirma que ha gravidade uniforme para o outro nao existe tal atracdo
gravitacional. Além disso, para o astronauta o observador na Terra e o préprio planeta é que se
movimentam em relacdo a ele com aceleracdo g. Tal experimento mental motiva o postulado

principal da relatividade geral:
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Principio da Equivaléncia (Forte)

As leis da fisica em um referencial em queda livre em um campo gravitacio-
nal uniforme sdo equivalente as leis da fisica em um referencial inercial sem

gravidade.

Desse modo, a relatividade geral afirma que nenhum referencial deve ser privilegiado
em relacdo a outro, portanto as lei da natureza devem ser as mesmas para todos os observadores
e necessitam ser escritas de tal forma que permanecam as mesmas quando as coordenadas
sao mudadas. Logo, como mais um exemplo ird enfatizar, a for¢a gravitacional nada mais é
do que uma ilusdo, pois uma escolha adequada de referencial elimina a existéncia do campo
gravitacional uniforme, assim sendo tal campo ndo pode ser uma propriedade fundamental da
natureza, mas sim uma inven¢ao do observador.

Nao obstante, a defini¢ao de referencial inercial agora pode ser definida como: um
referencial inercial é somente um referencial no qual ndo ha gravidade. Deve ser notado que
agora ndo ha referéncia a qualquer coisa externa e nao tangivel como o espaco absoluto.

Suponha que um foguete, em uma dada regido do espaco, acelera em relagdo a um
referencial inercial com aceleragdo igual a g, portanto caso um astronauta no foguete largasse
uma maca a partir do repouso, 0 mesmo notaria que ela cairia até o chdo com aceleracdo igual a
g. De forma similar ao que aconteceria caso o mesmo estivesse na superficie da Terra, ignorando
€ claro os efeitos de movimento orbital e rotacdo da Terra. Com esse exemplo, Einstein afirma
que caso nos limitemos a uma pequena regido do espaco-tempo, um campo gravitacionalmente
uniforme serd equivalente a um referencial que se move com aceleracdo linear constante, em um
campo ausente de gravidade. Logo, os dois casos sao indistinguiveis por qualquer experiéncia.

O motivo da restri¢do a uma pequena regido do espaco € bem simples, suponha que
dois corpos em um foguete caem em um campo gravitacional ndo-uniforme, caso nos limitarmos
a uma pequena regido do espago-tempo tal campo ird variar tdo pouco que poderemos afirmar
que nesta regiao o campo € basicamente uniforme, de modo que o mesmo € equivalente a um
referencial que se move com aceleragdo linear constante, como afirmou Einstein, todavia a
medida que essa regido de interesse aumenta a ndo uniformidade do campo se apresenta, de tal
modo que caso as bolinhas sejam lancadas em pontos do espaco diferentes, por exemplo uma no
teto da nave e a outra na altura do astronauta, a bolinha de baixo ird acelerar para distante da

bolinha de cima, uma vez que a aceleracdo que a mesma sofre € maior do que a de cima, pois ela
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estd mais proxima do centro de atracdo, tais aceleracoes (de maré) sdo indicativos da curvatura
do espaco-tempo, e portanto qualquer referencial inercial na relatividade geral sé pode ser local.
Para eventos separados por grandes distancias no espago-tempo € impossivel, por
conta da curvatura do espago-tempo, erguer um tnico referencial inercial local, para se resolver
tal problema utiliza-se um sistema de coordenadas global que conecta diversos referenciais
inerciais locais entre os eventos. Tal tipo de projecao € feita quando se deseja construir um mapa
da terra, onde une-se diversas superficies planas com distor¢des suficientemente adequadas para
o objetivo do mapa.
Figura 1 — Para se calcular o tempo préprio entre dois eventos, 1 e 2, calcula-se o tempo préprio
ao longo de diversos referenciais inerciais locais ao longo do caminho feito por uma particula

entre os dois eventos, quanto menor for a extensao dos referenciais e quanto maior for o nimero
total dos mesmos, mais preciso serd a soma dos tempos proprios com o valor real.

L 1

1
Fonte: elaborado pelo autor (2022).

Pode-se afirmar que o tempo proprio da particula, d7, em um desses referenciais

inerciais local €, em coordenadas cartesianas, igual a:
2 52 2
dt” = dtl()cal - dsl()cal (25)

onde dt;,cq € dsjocqr S0 as diferenciais do tempo e espaco local entre dois eventos proximos em
um referencial local e d7 € o tempo proprio. Suponha que ergamos referenciais inerciais locais
ao longo de cada par de eventos préximos pertencentes a linha de mundo de uma particula, assim

para cada referencial inercial local a Eq.(2.5) permite escrever a seguinte relacao:
2 o A2 2
AT" & Atl(}Cdl - Aslocal (26)

o sinal de aproximagao evidencia o fato de que o espago-tempo local é aproximadamente plano.
A equagdo (2.6) amplia o espaco-tempo para uma regido maior que o limite das diferenciais mas
que ainda € suficientemente pequena para que os efeitos da curvatura ndo sejam perceptiveis,
a partir desta relacdo serd possivel conectar a métrica global, que sera explicada a seguir, do

espaco-tempo com a métrica local.
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Todo esse processo para descrever o movimento da particula ao longo da sua linha
de mundo parece bastante trabalhoso, serd que existe alguma forma alternativa a isso? A resposta
€ sim, a métrica global do espagco-tempo. Uma analogia seria a de descrever o caminho de uma
particula na superficie da Terra, pode-se € claro levantar diversos referenciais inerciais locais
suficientemente pequenos ao longo do caminho da particula, contudo também pode-se usar um
sistema de latitude, longitude e altitude que com dois pontos, o de partida e o de chegada, e as
relacdes de curvatura obtém-se o tempo proprio da particula, contudo como se faz medicoes
apenas no referencial inercial local, deve-se ter uma forma de relacionar as medi¢des feitas no
referencial local com as coordenadas globais, de fato se tem, em geral escreve-se a diferencial
do tempo proprio em coordenadas globais, a soma de tais diferenciais em um espago-tempo
localmente plano serd obviamente um incremento finito, desta forma basta igualar o incremento
finito do tempo préprio em coordenadas globais com o tempo préprio da Eq.(2.6), todavia uma
informacgdo que deve ser lembrada é que obviamente a métrica local ndo pode ser convertida na
métrica global, isso resulta do fato de que o referencial inercial local € plano e portanto nao ha

como o mesmo nos dizer como se da a curvatura.

2.3 As Coordenadas Globaisr e t

O universo se importa com qual sistema de coordenadas € utilizado? obviamente
nao, desde que o sistema de coordenadas satisfaga algumas exigéncias da relatividade geral
em relagcdo a suavidade e unicidade. Para a métrica do buraco de minhoca serd utilizada as
coordenadas polares por uma pura questio de simetria esférica, caso alguns conceitos relativos a
simetria sejam assumidos e inseridos nas equacdes de Einstein, o resultado obtido é a métrica de
Ellis-Bronnikov que serd apresentada no préximo capitulo.

Suponha que uma casca esférica de barras encaixadas em uma malha aberta é
construida em torno do buraco de minhoca, adicionalmente é colocado um relégio em cada
interseccao dessas barras, com esse mecanismo € possivel construir um sistema de coordenadas
capaz de localizar eventos fora da garganta do buraco de minhoca.

Como entdo se descobre o valor de r? A primeira coisa a se notar é que nao é
possivel descobrir o valor de r simplesmente usando algo como uma fita métrica, mesmo que
ela tivesse um tamanho considerdvel haveria distor¢des em seu comprimento devido a forgas de
maré, uma outra alternativa seria construir uma série de referenciais inerciais locais ao longo

da casca e entdo medir o comprimento total da mesma, para se obter o raio bastaria dividir o
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resultado por 27, assim:
Circunferéncia medida

27

=

isto € definido como sendo o raio, porém isso sé seria um raio de verdade caso o espaco fosse o
plano, o que ndo € o caso, assim deve-se ter em mente que isto ndo € a distancia do centro do
buraco de minhoca até a casca esférica, mas apenas uma coordenada, o que foi construido aqui é
uma forma de mensura-la.

Embora r seja apenas uma coordenada o mesmo € de extrema importancia, pois
com o seu uso ja ndo € mais necessario erguer varios referenciais inerciais locais ao longo do
caminho de uma particula, ja que se trata de uma coordenada global e como sera explicado em
mais detalhes adiante, pode-se relaciond-lo com quantidades medidas por um observador em
uma casca esférica.

Para o caso da métrica de Ellis-Bronnikov o tempo d7 medido por um relgio em
uma casca esférica serd igual a diferencial dt para dois eventos sucessivos que ocorrem em 7, ¢
fixos, e como pode ser verificado através da métrica, o tempo entre dois tique de um relogio

sempre serd menor ou igual a dt.

2.4 Forcas Gravitacionais

Suponha a existéncia de uma particula que esta somente sob o efeito de um campo
gravitacional, logo, segundo o principio da equivaléncia, existe um sistema de coordenadas {*
no qual o movimento da particula serd uma linha reta, ou seja 0 mesmo movimento de uma

particula livre em um referencial inercial sem gravidade (relatividade especial). Assim,

dZCOC
=0 2.7
PP (2.7)
onde usualmente,
dt* = ngpd(®dgF (2.8)
em que Tgp € o tensor de minkowski, definido a seguir:
1 0 0 O
0O -1 0 O
Na = (2.9)
0 0 -1 O
0 0 0 -1
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Agora suponha um outro sistema, representado pelas coordenadas x*, que poderia ser um
observador no laboratério na terra, ou um sistema de coordenadas em rotacao, acelerando, curvo.
As coordenadas do sistema em queda livre, %, sdo fungdes de x*, logo (2.8) se torna
o= 4 (E ﬁ)
dt \ dxt drt

d (aga)dxﬂ IE Pyt

~dr\oxt ) ar T o ar
AC*d*xH  dx¥ 9 (LY
o a2 T dt ox <8xﬂ>
AL*d> X 92L* dx* dxV
T oxH dT? T 9xkoxY dt dt

. g 9x°
ou, multiplicando ambos os lados por axﬁ

(2.10)
—+

~ dx% dg” d’x* 9x® %% dxMdxV

0= 3¢a 9u a2 T a¢e axioxy drt de

(2.11)

uma vez que

0 9LE_

57 g = O (2.12)

e definindo a conexdo afim como

e g
dL* dxHaxY

s, = (2.13)

reescreve-se (2.11) como
B d*x° o dxtdx¥
~ drt? HVodr dt

0 (2.14)

que € a equagdo de movimento para um sistema de coordenadas, do laboratério, x*. Ademais, o

tempo préprio, da equacio (2.8), pode ser escrito da seguinte forma

ag“ ¢k a¢* ¢k
de* = Nap aiy dx* Ti/dxv = (n(xﬁ aiu 8iv ) dx*dx¥ (2.15)

a quantidade em paréntese € um tensor, denominado como tensor métrico, definido como

IR I
guv = naB% aiv (2.16)

inserindo (2.16) em (2.15), obtém-se o tempo préprio em um sistema de coordenadas x*:

dt* = gyydx*dx” (2.17)
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Tendo em vista que a conexao afim determina a forca gravitacional, pois quando ng — 0, segue

de (2.13) ;
0x° 9% 28% ax° 9%¢
(% dxHoxV —0= 0x° 9¢P dxHaxV -0
como
oo
0x° 9¢p " P

obtém-se que

2700 u a [0
A SN (35 >%o;»i<£)%o;s

oxtadxV dt dx* \ dxV oxV \ dt

Sl

(2.18)

(2.19)

d2€0¢
dt?

—0 (2.20)

que € a equagdo de movimento para uma particula livre, logo Fﬁv determina a forca gravitacional.

O tensor métrico g,y determina o tempo proprio entre dois eventos separados

infinitesimalmente, serd que existe uma relacdo entre g,y € Fﬁv? A resposta € sim, serd mostrado

que as derivadas do tensor métrico resultam na conexado afim, de forma que o tensor métrico € o

potencial gravitacional.

Inicialmente, é necessario multiplicar a relagdo (2.13) por P /dx® para obter:

ﬁ s 0P ax° 9%
oxe MV 9x0 9L JxHoxV

N——
5P,
ou,
&ZCa ::agaro
dxHoxV  odxo MY
Diferenciando (2.16) em relacéo a x® acha-se que
dguv %™ 9¢h 9Lo 92¢h

0x°  9xOdxH dxV Map dxt dx%dxV Map
substituindo (2.22) na relagdo acima, encontra-se que

dguv 5 9¢%9CP L 9C%aCP
9x0 R gk gy TeP T oV g b

ou, por (2.16)
aguv
0x°

A A
::Fcyglv4‘rovgku

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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onde usei a simetria do tensor métrico, g;,, = g2 - Segue entdo, da simetria do tensor métrico e

da simetria da conexdo afim T2, =T . que

aguv 8g6\/ aguo- A A A A
dx° + oxt  oxv :g’lvrdﬂ+%+gkvryc+m_m_w

= 2g/lvr%m

(2.26)

Multiplicando a rela¢do acima por g¥P, o inverso de gj,:
g"Pgy =08, (2.27)

encontra-se que
1 dguv  0g dguc

Iou =8 ( == o =k 2.28
on= 38 < dx° * oxH*  dIxV (2.28)

A relacdo (2.27) é facilmente demonstravel ao assumir que o tensor métrico possui um inverso,

definido da seguinte forma:

g’uv_ 8x“ 8xv ap

= Szases (2.29)

Suponha que uma particula se move lentamente em um campo gravitacional estaciondrio muito

fraco, nesse caso

dx! dt
Ic < 7 (2.30)
e (2.14) pode ser escrita como
d2x° dr\*
o TR (1) =0 @31)
pois por (2.30),
di\* dx' dx/
o (E) > F’ngE (2.32)

Pode-se facilmente calcular I'j, com o uso de (2.28), visto que como o campo gravitacional é
estaciondrio, espera-se que o tensor métrico seja estaciondrio no tempo, logo suas derivadas

temporais sao nulas, e portanto

0 0
[C _ Vo dgot” N g0t dgm
0=8 | gy Ax0 dxv

(2.33)

_ 1 ovdsm
2g dxv
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Desse modo, pode-se afirmar que

g’uv — n“v + luv (2.34)

onde |/;;v| < 1, ja que o campo gravitacional é fraco. Consequentemente, até primeira ordem:

1 d
IS = —E(n‘” +1°)=—(noo + loo)

axV
1 5 0 1 5 0 1 d
=—= =Moo — = —loo— zlov=— l 2.35
SN 5w M0 = 5M7" 5 5 loo = 5lov 5 (oo + loo) (2.35)
1 4,30l
2 o
Logo, a equagdo (2.31) se transforma em:
Px 1 (dr\?
—==|—-—] VI 2.36
2~ 2 (dr) 00 (2.36)
d*t
— =0 2.37

A equag@o acima nos diz que df/dt é uma constante, portanto (2.36) pode ser posta da seguinte

maneira:
d’x 1
— ==VI 2.38
72 — 3 Ylo (2.38)
A mecanica Newtoniana permite afirmar que
d’x
—=-V 2.39

em que ¢ € o potencial gravitacional, comparando (2.38) com (2.39) pode-se deduzir que
lopo = —2¢ + constante (2.40)

tal constante deve ser nula, ja que no infinito /oy deve desaparecer pois o tensor métrico se reduz

para o tensor de minkowski e caso o potencial gravitacional seja do tipo ¢ = —GM /r, 0 mesmo
ird se reduzir quando r — 0. Logo, lopo = —2¢ e (2.34) permite afirmar que
goo=1-2¢ (2.41)

2.4.1 Transformacdo do Tensor Métrico e da Conexdo Afim

Por defini¢ao,
r‘l B ax/l 82 Ca

uv — Wax‘uaxv (213)
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Seré provado a seguir que esta quantidade ndo se transforma como um tensor. Em um outro

sistema xl”, temos que
7 :ﬁ PR
uy — a(:a IxXHIxY
B ox* oxP 9 (8x6 3@0‘)
OxP L% Ix'H \ 9x'V 9xO

r
(2.42)

A _ ox'* 9xP laxo oxt 9%¢“ N 0%x° 8@'“}
BV 0xP 989 | Ox'Y Ox' 1 0xTIxC  Idx'Hox'V 9xO
_OxXt 9xP 9x® IxT 92C*  OxXF 9xP 9% 9L“
~ OxP L% Ix"Y Ix' 1 IxTIxC + dxP L% Ix'HIx'V dx® (2.42)
B oxX'*t 9xT 9x° IxP 9% IxP ALY Ix* 9%C
9P X 9xY 9L 9x7ox® | 9TE 9x0 oxP dxHOX

I, 8P

ou seja,

A ox* 9xT 9x° 0 ox't 9P

BY = 3% i 9V 0 T 9xP a g (2.43)

O segundo termo € o responsavel pela conexao afim nao ser um tensor.
2.4.2 Tensor Energia-Momentum

E necessario procurar uma ferramenta que permite quantificar quanta massa-energia
existe em um volume, tal ferramenta € o tensor energia-momentum.

Suponha que um fluxo de particulas percorre o espago-tempo. Cada particula
percorre 0 espago-tempo em sua prépria linha de mundo carregando o seu 4-vetor momentum
consigo, tais particulas quando vistas espalhadas produzem um fluxo continuo, um fluxo de
4-momentum. A forma de se quantificar esse fluxo é através do tensor T energia-momentum.

O tensor energia-momentum € definido em termo de suas componentes, em algum

referencial arbitrario, como:

B fluxo da a-ésima componente do 4-momentum
TP .— (2.44)
através de uma superficie x# constante.

A partir desta defini¢cdo pode-se derivar as componentes do tensor energia-momentum. Observe
TY ¢ o fl d do 4- j i és d
que ¢ o fluxo da componente zero do 4-vetor momentum, ou seja a energia, através da

superficie x” = ¢ constante. Analogamente, T% é o fluxo de energia através de uma superficie x’

constante. Similarmente, 7 é o fluxo do i-ésimo momentum através da superficie ¢ constante: a
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densidade do i-€simo momentum. Por fim, 7" € o j-€simo fluxo do i-ésimo momentum. Em

resumo:
T% — densidade de energia

T% = fluxo de energia através da superficie x’ constante.
(2.45)

T — densidade do i-ésimo momentum

T" = fluxo do i-ésimo momentum através da superficie x/ constante

2.5 Curvatura

Por razdes que ficardo 6bvias no final do capitulo, a seguinte pergunta deve ser
feita: quais tensores podem ser construidos a partir do tensor métrico e suas derivadas? Caso
se construa um novo tensor a partir do tensor métrico e de suas derivadas, entdo para um ponto
arbitrdrio existe um sistema de coordenadas no qual as derivadas de 1-ordem do tensor métrico
desaparecem, e portanto o0 mesmo serd igual a um tensor que s6 pode ser construido com o tensor
métrico. Ademais, isso deve ser vélido para qualquer sistema de coordenada ji que se trata de
uma relagdo entre tensores.

O préximo passo € entdo construir um tensor a partir das derivadas primeira e

segunda do tensor métrico juntamente com o mesmo. De (2.43) t€ém-se que

L OxXFoxPOXC . dxt 9T

WY 9x'T 9xk 9xv PO * 0x'® IxkJxV (2.46)
multiplicando ambos os lados por dx’% /dx*:
8x”<l_/1v _ X< dx* Ix'P Ix'° i ox'€ ox* 927 (2.47)
axr Y 9xA 9x'T dxM Ixv PO 9x} IX'T dxHIxY
\—S\K/—/ \—6\;—/
ou,
oxXt_,  IxP AN . 92X’ (2.48)

Oxh MV T 9xH axV po T oxHaxV

isolando o segundo termo da direita

2T X, IXPIXC .
IxHIx’  oxk uv = dxH dxV Loo (2:49)

Diferenciando em relagdo a x*
9357 B 9247 N Ix'T 8Fﬁv - 924/P 95’ - IxXP [ 924/ »
oxKoxHdxV  \ dxkox* ) HV ' 9xt oxk IxKoxt ) dxV PO gxt \ dxKdxV ) PC
B OxP 9x'C 3F;)Tg ox
dxH JdxvV 9x'M dxk

(2.50)
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mas
A . _8x”7 x5 '
Oxkdxr  9xO A gk gxk ME
02x'P _oxP_, _ax’n X' ' 2.51)
OxKoxk - ax}L HE - OxH QxK né
%% X%, _oxP X
OxKax¥ — oxA XY ogxk gxv PT
consequentemente,
AR (e P _8x’nﬁ e\ A +3L/Tarﬂv
OxKoxHoxY — \ dxO AK  gxA gxk NS | TRV T §xo gk

ox'P 1 XM 9x'¢ ' ox'C .
a (WF“K_ oxM Jdxk Fné oxV FpG (252)

_OxP (0x 0P O 6\ e _ax’p 9x'° 81“;)’6 JxM
dxt \ 9xA KV gxK gxv P ) PO gxt 9xV IxX'N IxK

assim, reorganizando os termos semelhantes acha-se que

a3xlf axlf arﬁv _ 8x’p 8x’6 8x”7 ar‘lﬁ;tc B FIT 1_‘/ —F/T F/
OxKIxHoxV — Jx* oxh oxV oxk \ oxM prtnoe —Lactnp
—F/T ax’c (rl ax'p A 8x’p A 8x’p>

poant v o Tl g thagw

(2.53)

Analogamente,

A’ /
X" oxX'T (I +1r Ix'P 9x'% 9x'M [ Il s _Firh _prr
dxV MK VN ox'M pAT MO Aot np

OxVoxHoxX — Jxt ~ Ox* 9x¥ oxV
o 0x° dx'P dx'P ax'P
T A A A
~lro g (F“KW g Fqu)
(2.54)
Da comutatividade da diferenciacao parcial, segue que
(93 X7 83 X7
T OxNOxhdxY  IxVIxHOxK
Note que os produtos de I' com I'" desaparecem, e obtém-se que
/ A A
0= 27 (v _Mix o pa _pn i
oxt IxK oxV Hv=xkn MUK vn
(2.55)

dxH dxV dx¥K \ IxM  Ix° onnp n-op
multiplicando ambos os lados por

oxt dxV dx¥
ox'C Ix'Y gx'E
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obtém-se que

o, org,

P I oxT dxt 9x¥ 9x< (T}, oL
T T _ uv UK n A N 1A
oxXn  9x° _F/IGFHP+FAHFGP_ ox* 9xXP 9x'C X' ( Ixc  oxv +uvDien —Duxl vy
(2.56)
ou,
/ IxT dxt Jx’ Ix¥
T _ A
Rpon = 5,7 90 a0 g wv @.57)
em que R* uvi € 0 tensor curvatura de Riemann-Christoffel, definido como
ory, Irg
A — uv uxK n A n A
R uvk — JxK - ox +ruvrxn _Fuxrvn (2.58)

Outros tensores podem ser formados com o uso do tensor curvatura de Riemann-Christoffel e o

tensor métrico, os que sao mais uteis € o tensor de Ricci, definido como:
_ ph
Rux =R uAx (2.59)
e o escalar de curvatura

R = g"* Ry (2.60)

2.5.1 Propriedades Algebricas do Tensor Curvatura de Riemann-Christoffel
Considere a forma covariante do tensor curvatura de Riemann-Christoffel:

Ryuve = g/loRcuvx (2.61)

serd utilizada a sua forma covariante por uma pura questio de praticidade. De (2.58) segue que

are, odre
Riuve =80 (W’jj _ ax“vk + TP, — rﬂKr;’n) (2.62)

Da relacdo (2.28) segue que

Rigvx ==8io—— -
Apvk 2‘%68)6K oxV oxt oxP

1 9 [ 55 (98u  98x 9Igux (2.63)
_Eg’“’ﬁl <8x’< + Ixy OxP

1 0 [ op (8gpu _l_agpv ag“v>]

+8ic (rﬁvrgn - Fﬂxrgn)
Mas

d J d
81087 =8," = W(gmg"p )=0= g;mﬁg"” =—g% Fox8ho (2.64)
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de (2.25) obtém-se que

0
gxowgcp = —g%P(T), gno +Togna) (2.65)

substituindo (2.65) em (2.63)

R :l azg/lv _azg/JV_ azg/lx azgli’f
AVE T 0 | 9xKIxH  oxkxk  dxVaxt | dxVoxk

0 n
— (T28n0 +Tiogna) Tiv (2.66)
+ (T gno +TVegna) Tk

n n
t8xrc (F,uvrcxyn - F/.ucrgn)

Boa parte dos termos que envolvem produtos de conexdes afim se cancelam, o que resulta em

ML Tc-ThT)  267)

R :l azg)w _azguv_ azglk azgﬂ’f T <
AVE T D 9xKaxh  oxKxk  dxVoxt | gxvoxt ne

De (2.67) seguem as seguintes propriedades do tensor curvatura:

Ry v = Ry (Simetria) (2.68)
R)L,uvrc = _RulVK = _Rlqu = +R/.1M<v (Anti-Simetria) (2.69)
Rypvie T Roxcuv + Raviey =0 (Ciclicidade) (2.70)

2.5.2 Identidade de Bianchi

Em um referencial inercial local, I" € nulo em um ponto x (o que ndo acontece com

as suas derivadas), a Eq.(2.67) se transforma em

1 0 82g)tv azé’uv 328M azguk

R == — — 2.71
MV T2 90 | xKaxk  dxkxh dxVoxk | 9xYoxh 71
o que implica na identidade de Bianchi
R?Luvx;n +R7Lunv;K+R7LuKn;v =0 (2.72)

como ela € valida em um sistema localmente inercial segue que a mesma € vélida em geral.
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2.6 Equacoes de Einstein

Em um campo gravitacional estatico e fraco produzido por uma densidade de massa
ndo relativistica p, a componente temporal do tensor métrico € dada, aproximadamente, pela
equacgdo (2.41)

goo~1—2¢ (2.73)

Pela equacdo de Poisson segue que

V29 = 4nGp (2.74)

em que G € a constante gravitacional de Newton. Ademais, da definicao do tensor energia-
momentum afirma-se que

Too =~ p (2.75)

substituindo (2.73) e (2.75) em (2.74)
V2g00 = —87GTyo (2.76)

Apesar desta relacao s6 ser valida para um campo gravitacional fraco e estitico e para uma
matéria nao relativistica, ela permite supor que para um campo fraco mas para uma distribui¢ao

geral Ty g de energia e momentum deve-se ter a seguinte relagdo:
Gop = —8nGTyp 2.77)

onde G, € uma combinagdo linear do tensor métrico e de suas primeiras e segundas derivadas.

Do principio da equivaléncia segue que

onde Gy se reduz para G quando o campo em questdo € fraco. Diversos tensores, que se
reduzem para G5 quando o campo € fraco, podem ser formados a partir do tensor métrico e
de suas derivadas. Espera-se que as equagdes de campo sejam uniformes em escalas, logo Gy
deve ter a dimensao de uma derivada segunda. Portanto, sdo feitas as seguintes afirmacdes:

1 - Gy € um tensor.

2 - Gy possui termos que ou sdo lineares na segunda derivada ou quadraticos na

primeira derivada do tensor métrico.
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3 - Gy deve ser simétrico, devido a (2.78).

4 - Gy deve ser conservado, uma vez que 7Ty, € conservado:
G"y =0 (2.79)

O tensor mais geral que satisfaz 1 e 2 € o tensor de curvatura contraido. A propriedade
antissimétrica de Ry v, nos permite afirmar que somente dois tensores podem ser construidos
através da contracdo do tensor de curvatura: o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, a prova

desta afirmacdo é bastante simples. Note que
Rux =" Ryuvi (2.80)

A propriedade simétrica de Ry ;v «, Eq.(2.68), implica que Ry, também € simétrico, pois R ;v =
RVKM,L’ dai
Rux = 8" "Ryiap = 8" Ruvu = 8" "Ravy = R (2.81)
~—

g).v

e a propriedade antissimétrica (2.69) afirma que Ry € 0 unico tensor de segunda ordem que

pode ser formado a partir de Ry ;;y, pois

R/l,uwc = _R;L)LVK

Av Av
= Rux =8" "Rapuvi = =8 Ruavx

N (2.82)
=8 lequ
_ Av
=+8" Ryrxy
€
A A A A A
8 HR/I,uVK =8 “R,u?LVK = —gt Rypuvie=—8 uR}LuVK =8 ”R}Luvrc =0 (2.83)
analogamente,
gVKR/'L,uVK = _gVKRMLKv = _gKvR/luVK = _gVKRMLVK = gVKR/'L,uVK =0 (2.84)

Similarmente, da propriedade antissimétrica deduz-se que s6 existe uma maneira de se construir

um escalar a partir de R)
R=g""g" Ry = —"8" Rypvi (2.85)

0=g"g" Ry v (2.86)
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Consequentemente, 1 e 2 produzem a seguinte condi¢@o para G y:
Guv =CiRyy + CoguvR (2.87)

em que C; e C; s@o constantes a serem determinadas. A condi¢do 3 ja € automaticamente
satisfeita devido a simetria de R,y € guv. Ao se contrair A com Vv na identidade de Bianchi,
Eq.(2.72), temos que

Ruxn — Run:x +Rvum;v =0 (2.88)

onde foi utilizado o fato de que a derivada covariante de g*V é nula. Uma nova contragdo produz

it _
Ry —R .y —R"n;v =0 (2.89)
isto é,
1
u 0 _
<R 77_55 nR> =0 (2.90)
gt
outra forma de se escrever esta relagdo é
1
(R“V — —g”"R) =0 (2.91)
2 H

multiplicando (2.87) por g*H:

(2.92)
G", =CrR", +8" R
tomando a divergéncia covariante de G,y obtém-se
G"y. =CR", + 8" R,y (2.93)
de (2.89) temos que R“v;u = %R;v, logo
C
G'y==+GC )R 2.94
Vil < 2 + 2) Y% ( )
Para que a quarta propriedade seja satisfeita ou R., se anula em todos os pontos, ou C; = —Cy /2.
A primeira possibilidade ndo pode acontecer, ja que por (2.87)
Guy = CiRyy + CoguvR = G, = C\R", + 026", R (2.95)

fazendo u = v:

R 4
GN“ZC1% —f—Cz%R (2.96)

= (C1 + 4C2)R
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substituindo (2.78) na relagdo acima
G", = (C1 +4C)R = —87GT", (2.97)

Logo conclui-se que R., ndo se anula em todos os pontos, ja que 9T u /9x" ndo o faz. Conse-

quentemente, C; = —Cj /2 e encontra-se que
1
Um sistema néo relativistico € caracterizado por |T;;| < |Too|, 0 que implica |G;j| < |Gool, de
(2.98) segue
1
Rij ~ Egin (299)
Para campos fracos gqp >~ Ngp- Logo,
3
R~R;i— Ryp == ER_ROO = R ~2Ry0 (2.100)
Substituindo isto em (2.98)
G0022C1R00 (2.101)

Para calcular Ry basta utilizar a parte linear de R) ;. derivada na relagdo (2.67), como o campo

¢ estdtico todas as derivadas temporais se anulam, e obtém-se que

1 9800
0000 0j0 = 5557 ( )

Consequentemente,

Goo = 2C1 (Rioio — Roooo) == C1V>g00 (2.103)
de onde segue C; = 1. Substituindo C; = 1 em (2.98):

1
Aplicando esse resultado em (2.78) encontramos as equagdes de Einstein
1

2
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3 A METRICA DO BURACO DE MINHOCA

Em 1921 o matematico alemao Hermann Weyl (1885-1955) propds o que viria a
ser conhecido como buraco de minhoca, embora ele nao tenha usado esse termo, mas sim de
tubo unidimensionais (WEYL, 1921). Utiliza-se coordenadas esféricas (r, ¢, 0) para o buraco de
minhoca, pois as mesmas refletem sua simetria em um plano que passa pelo seu centro. Tome
dois eventos proximos que estdo sob o plano equatorial (r, @) que passa pelo centro do buraco de
minhoca, a métrica do buraco de minhoca produz o tempo préprio d7 invariante entre esse par
de eventos: »

dt* = e 2%dr* — (1 — é) dr* — r*(d6* +sin? 0 d¢?) (3.1)
em que ® = ®(r) é uma fungdo arbitraria de r chamada de fungdo redshift e b = b(r) é uma
fungdo arbitraria de r chamada de funcao forma (MORRIS; THORNE, 1988), além disso a
coordenada radial r é tal que ryp < r < oo, —c0 <t <00, 0 < ¢p <2me 0<0 < m/2. O buraco

de minhoca de Ellis-Bronnikov € caracterizado pela seguinte escolha para as funcdes redshift e

forma:
5
b(r) =2 (3.2)
®(r)=0 (3.3)
de modo que (3.1) se torna
P2\ !
dt? = d? — (1 — —g> dr* — r*(d6* +sin? 0 d¢?) (3.4)
T

Essas métrica € chamadas de métrica da for¢ca de maré nula, pois um observador estaciondrio

préximo ao campo gravitacional do buraco de minhoca ndo ird sentir uma for¢ca de maré.

3.1 Mergulho

Uma forma de se visualizar o espaco-tempo € através do método de fatiamento (em
inglés slice) do mesmo, onde se constrdi uma superficie bidimensional na qual desenha-se duas
coordenadas globais de todos os eventos que se encontram nessa superficie e que possuem

valores iguais para as demais coordenadas globais.
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Com os diagramas de mergulho pode-se representar um buraco de minhoca. Gracas
a simetria esférica do problema um fatiamento equatorial, 6 = 7 /2, sera utilizado sem perca de

generalidade, de modo que (3.4) se transforma em:

o\ —1
drzzuhz—-(l—zg) dr* — dg? (3.5)

r

3.1.1 Diagrama do Cone de Luz em um Fatiamento [r, t]

Caso seja feito d7> =0 e d¢ = 0 em (3.5) pode-se esbocar cones de luz em um

diagrama de fatiamento [r,z]:

d 2
0=di* — (3.6)
o
(-3)
que pode ser reescrita como
dt 2\ "2
— = (—%) (3.7)
dr r
Para obter a linha de mundo de um flash de luz basta integrar (3.7):
r d
(- =+ i (3.8)

" ()"

onde (r1,#;) sdo as coordenadas iniciais do flash. Utilizando a transformagdo r* —r§ = u =

dl/t‘
l 1

dr=—:
rdr >

Figura 2 — Diagrama do cone de luz em um fatiamento [r, t]
tn

11
I

Fonte: elaborado pelo autor (2022).
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com o cone de luz se prediz o futuro e o passado de um dado evento, suponha que um flash foi
emitido em r/rop =2 e t/ry = 1, para esse raio de luz o diagrama acima mostra tanto o futuro

quanto o passado do mesmo.
3.1.2 Um Diagrama de Mergulho em um Fatiamento [r, ¢]

De acordo com (3.5), um diagrama de fatiamento |[r, ¢] para a luz requer que dt = 0 = dt, o que

por sua vez produz:
o\ —1
chZZ:_dfzzz(l_fh) dr* +r*d¢? (3.10)

2
Para se visualizar este fatiamento serd necessdrio “mergulhar” esta métrica em um espago
tridimensional Euclidiano (diagrama de mergulho), neste caso em coordenadas cilindricas
sabemos que

ds® = dZ? +dr* + r*d¢? (3.11)

Em tal espago Euclidiano, a superficie mergulhada é representada por uma equacdo Z = Z(r), e

a equacdo (3.11) pode ser escrita como

LAY
dr

Como (3.10) e (3.12) representam o mesmo objeto, pode-se igualar as mesmas e obter que

ds® = dr* + r*d¢? (3.12)

dzZ 2 r? dzZ 2 r2
+(dr> r2—r6 <dr> r2—r8 ( )
tirando a raiz 12
dz 2 N
——:i(%—o (3.14)
dr S

Deve-se lembrar de que r = ry na garganta do buraco de minhoca, assim (3.14) afirma que neste
ponto dZ/dr — oo, ou seja é vertical, além disso espera-se que quando r — oo esta superficie se

torne plana, que é o de fato acontece pois dZ/dr = 0 quando r — oo, integrando (3.14):

2 -1/2
ﬂﬂ:i/<ﬁ—0 dr (3.15)
0

fazendo r = rgsec 6, obtém-se que
2
[r r
— — 14+ —
5 o

Caso o sinal positivo seja escolhido, por uma pura questdao de conveniéncia, produz-se o seguinte

Z(r) = +ryln (3.16)

gréfico:
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Figura 4 — Geometria espacial visualizada pela
distorcdo de uma fatia no centro de um buraco
de minhoca. A mesma é ébtida ao se rotacionar
Figura 3 _C()nstrugﬁo do perﬁ] radial a COIlStI‘llgﬁO do perﬁl radial em torno da linha

Z(r)/ry vertical r = 0.
A
35
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0.0 »r/ry
00 25 50 75 00 125 150 175 200

Fonte: elaborado pelo autor (2022).

Garganta

Fonte: elaborado pelo autor (2022).

3.1.3 Relogios em um Buraco de Minhoca

Suponha a existéncia de dois reldégios, um em uma coordenada 7z, € outro em uma coordenada
rg, com rg > rr. O rel6gio em ry se comunica com o relégio em rz enviando sinais luminosos,
vamos dizer que dois flashes sdo emitidos radialmente para baixo do relégio em ry para o relégio
em rr, essas emissoes serdo denominadas por evento 1 e 2, para o relégio em ry temos que
dr = 0 (os flashes sd@o emitidos no mesmo ponto) e d¢ = 0 (movimento é radialmente para
baixo), pela métrica encontra-se que o tempo préprio dty decorrido entre a emissao dos dois
flash é:

dtg =dtyp dp =0,dr=0) (3.17)

Calcula-se agora a velocidade radial para baixo de cada flash: para a luz em movimento radial

dt=0ed¢@ =0, logo por (3.5)

2\
0=dt* - (1 __g) dr® (3.18)
r
ou, /
dr 2\ ?
) (3.19)

O reldgio inferior recebe estes dois flash emitidos pelo relégio superior, eventos 3 e 4, com uma
separacdo de coordenada temporal dfz4. A equagdo (3.19) afirma que essas linhas de mundo

possuem retas tangentes idénticas (a velocidade da coordenada radial da luz tem o mesmo valor)
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em toda coordenada r intermediaria. Consequentemente, se for feito um fatiamento [r,7] ird ser
observado que as linhas de mundo sdo paralelas em cada coordenada r, de modo que a separag¢ao

global na coordenada ¢ ainda mantém o seu valor inicial dt1,>. Logo,
dtzg = dt1» (3.20)
O tempo proprio d 7 decorrido entre a recepc¢ao do dois flash é
dty =dtzyy =dt)p =dty (3.21)

de modo que a relacdo entre os tempos proprios dos relogios €

a"L’L:1

il 3.22
Aty (3.22)
ou seja, nao ha uma dilatagdo gravitacional do tempo na métrica de Ellis-Bronnikov para este

caso.

3.2 Métrica Global e Local

Segundo o Principio da Equivaléncia, em qualquer ponto de um campo gravitacional
o0 espago € localmente plano, portanto proximo a qualquer evento a relatividade geral permite
aproximar a curvatura do espago-tempo com um referencial inercial local, este referencial é
onde se faz as medicdes, ademais o mesmo € limitado em duracio e tamanho de tal modo que a
curvatura do espago-tempo nao afeta as medidas (caminho). Assim, pode-se afirmar que para

um referencial de casca local € vélida a relacao:

AT? ~ Ar? — A2

2
casca Aycasca casca

(3.23)

0 incremento Ax..sq € tangente a casca € o incremento Ay.qscq € radialmente para fora da
mesma. Para conectar estes termos com a métrica do buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov
basta considerar um referencial no qual as coordenadas r, ¢,¢ variam muito pouco, de modo que
as pequenas variagdes nos permite substituir 7 por 7, o valor médio sobre um caminho, e escrever

a métrica do buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov como:
2\ 1
AT? ~ AP — <1 — 7—(2)) A — 72A¢2 (caminho no espago-tempo)  (3.24)

A equacdo (3.24) depende de onde o caminho € localizado, e é aproximadamente correta para

um intervalo limitado de A7, Ar, A@ e 7, se tornando assim uma métrica local. Os coeficientes em
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(3.24) sdo constantes, de modo que pode-se igualar os coeficientes de (3.23) com os de (3.24) e

afirmar que
Atcgsca = At (3.25)
2\ 12
AYeasea = (1 — g) Ar (3.26)
r
Axcasca = 7A¢ (3.27)

isto por sua vez permite fazer observacdes e medi¢des locais com o uso da relatividade especial

em um referencial de casca, Para a luz At = 0, de modo que por (3.23)

=1 (Velocidade do Flash de Luz) (3.28)

2 2
\/Ay casca T Axcasca
Atcasca

Se Atcqsca — 0, entdo a velocidade instantanea € igual a:

A 2 sz
Veasca = lim \/ Yeasca T Measca =1 (Velocidade Instantanea do Flash de Luz)
Ategsea—0 Al‘casca
(3.29)
Para uma particula, tém-se que:
Ay? Ax2
Veasca = 1Im v AVeusea T Miasea <1 (Velocidade Instantdnea de uma Particula)
tcasca_>0 Atcasca
(3.30)

ou seja, a velocidade medida de uma particula € sempre menor do que 1.

3.3 Energia

A seguir € enunciado o principio do envelhecimento mdximo (WHEELER; TAYLOR,

2019), no qual permite encontrar uma constante de movimento que sera definida como a energia:

O Principio do Envelhecimento Maximo
A linha de mundo de uma particula no espago-tempo € tal que o seu tempo

préprio € maximo quando somado em cada par adjacente de referenciais

inerciais locais ao longo de sua linha de mundo.

Com esse principio é possivel derivar uma expressao para a energia: assuma-se que

a particula cai radialmente em direcdo ao buraco de minhoca, isto pode a primeira vista ndo ser
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geral, contudo deve-se ter em mente que a energia € um escalar e portanto independe da direcio.
O principio do envelhecimento maximo afirma que para dois referenciais inerciais adjacentes o
tempo proprio € maximo, define-se entdo dois referenciais: um referencial A, com coordenada
74, € um referencial B, com coordenada 7. Suponha que a particula emite um flash inicial 1
quando ela entra no referencial A, e que emite um segundo flash 2 quando a mesma caminha do
referencial A para o referencial B e por fim emite um flash 3 ao sair do referencial B, conforme

mostrado na figura abaixo:

Figura 5 — Derivagdo da Energia.

‘Caminho da

Varie 15 do evento 2
para enconlrar o lempo
MAxImo T, entre o
evenlo | e o evento 3.

Fonte: (WHEELER; TAYLOR, 2019)

A coordenada ¢ dos eventos 1 e 3 € fixada, assim como as coordenadas r e ¢ dos
trés eventos de emissdo, e somente a coordenada ¢t da emissdo do segundo flash € variada,
com o intuito de se maximizar o tempo proprio total da particula a medida que ela percorre os
referenciais. Segundo a métrica de Ellis-Bronnikov, o tempo préprio da particula em ambos os

referenciais sera

T4 ~ [(t2 — 1) + (termos sem a coordenada 1) 1/2 (3.31)
T ~ [(z3 —1,)? + (termos sem a coordenada t)] 12 (3.32)
derivando em relagdo a #:
dty (12 - tl)
~ 3.33
dty TA ( .
e
dtg (3 —12)
o 3.34
dty B ( :

ao se somar (3.33) com (3.34) e utilizando o fato de que 7,,,,; = T4 + Tp €ncontra-se que:

dToral _ dTa n dtp ~ (b—1) (3—1) (3.35)
dt dt dty TA B
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pelo principio do envelhecimento maximo, d ;.. /dt, = 0, logo

(a=n) _ (3—1) (3.36)
TA B

os termos do lado esquerdo dependem somente de parametros relacionados com o movimento
da particula ao longo do referencial A, ja os termos do lado direito dependem somente de
parametros relacionados com o movimento da particula ao longo do referencial B. De modo que
essa quantidade ndo depende de parametros que envolvam a transi¢do do referencial A para o
referencial B, portanto foi encontrada uma quantidade que se conserva em todos os referenciais
inerciais locais pelos quais a particula passa ao longo de sua linha de mundo, ou seja esta
quantidade é uma constante de movimento. Se as quantidades em (3.36) caminharem para os

seus limites diferenciais, pode-se entdo definir a energia como sendo

E dt
— = — 3.37
m drT (3-37)
Qual € a energia medida por um observador em uma casca? De (3.25)
Ategsca = At (3.25)
entao
Ecasca . AtC(lSCd . At
= lim ——= = lim — 3.38
m a0 AT AT0 AT (5-38)
a quantidade no lado direito tende para dt/dt e por (3.37) segue que
1 — Ecasca — ﬁ — E (339)
(1 - Vgasca)l/z m dt m

onde foi utilizada a expressao da relatividade especial para a energia da casca. Deve-se ter em
mente que essa expressdo se aplica a qualquer movimento e ndo apenas ao radial, uma vez que

E /m é um escalar.

3.4 Momento Linear

O principio do envelhecimento méaximo afirma que o tempo préprio de uma particula
ao atravessar dois referenciais inerciais adjacentes € maximo. Suponha entdo a existéncia de
dois referenciais, um de raio 74 que serd chamado de referencial A, e o outro de raio 7p serd o
referencial B, ao passar por estes referenciais a particula emite trés sinais luminosos, demarcados

por 1,2 e 3 na figura abaixo. O primeiro sinal é emitido quando a particula entra no referencial A,
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Figura 6 — Através do Principio do envelhecimento maximo é possivel obter uma expressao para
o momento linear de uma particula préxima a um buraco de minhoca. A particula inicialmente
passa por um referencial A e por fim cruza o referencial B, ao fazer isso ela emite trés sinais
luminosos, o primeiro € emitido ao entrar no referencial A, o segundo na transi¢do do referencial
A para o referencial B e o dltimo ap6s deixar o referencial B. Neste caso, iremos manter as
coordenadas r,¢, ¢ dos eventos 1 e 3 fixas e serd variado somente a coordenada r do evento 2,
enquanto que ¢ et do mesmo serdo fixadas. A coordenada r serd variada de forma a maximizar

Trotal -

(t3.73)

Fonte: elaborado pelo autor (2022).

j& o segundo € emitido quando a particula sai do referencial A e o dltimo quando a mesma cruza
o referencial B. Essas trés emissoes serdo fundamentais na determinagcdo do momento linear.

De forma similar ao que foi feito na determinagao da energia, as trés coordenadas
dos eventos 1 e 3 serdo fixadas, porém aqui a coordenada radial do evento 2 € a que serd variada,
ao passo que ¢ e ¢ serdo mantidas fixas. De acordo com a métrica de Ellis-Bronnikov, o tempo
préprio da particula ao cruzar cada referencial € igual a:

r o\ —1 1 1/2
Ty~ (lz—l‘l)z— <1—f—g) <r2—r1)2—7i(¢2—¢1)2 (3.40)
A

5 11/2

1
T ~ (13—12)2— <1—f—g) (?3—7‘2)2—7%((])3—(2)2)2 (3.41)

B

Como estamos variando apenas r; faz sentido tomar derivadas somente em relacdo a rp. Assim

sendo, derivando (3.40) em relacdo a r,, acha-se que:

-1
du () (2-n) (3.42)
dr I_’Z‘ TA .
analogamente, derivando (3.41) em relacdo a r;:
2\ | .
da (1 — r—g) (r3=r) (3.43)
dr T B
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O tempo proprio total entre o evento inicial e final é
Tiot = TA + TB (3.44)
Se (3.44) for derivada em relag@o a r,, entdo de acordo com o principio do envelhecimento

maximo:

-1 -1
ATy :drA+deN_< _ﬁ) M+( r_(%> M%o (3.45)
TA B

dr dry  dr 7129

onde (3.42) e (3.43) foram usadas. Da relacdo acima, segue que

2\ —1 2\ —1
) (e—r) () (3-n)
( _2) 1) _ ( _2> ) (3.46)

observe que, de forma similar ao que aconteceu para a energia, a expressao no lado esquerdo
depende somente de pardmetros do referencial A e o lado direito depende somente de parametros
do referencial B. Consequentemente, novamente, pode-se afirmar que uma nova constante de
movimento foi encontrada, o momento linear. Se as quantidades da relacdo acima caminharem

para os seus limites diferenciais, obtém-se que

o —
pr = (1 — r_o) (mapa do momento radial por unidade de massa) (3.47)
m

Chama-se esta expressao de momento, pois a mesma se reduz para a expressao usual da relati-
vidade especial quando r — c: p,/m = dr/dt. Logo, faz sentido tomar a expressao em (3.47)
para ser uma generalizacdo do momento relativistico proximo a um buraco de minhoca. Note
que p, deve ter unidade de massa, uma vez que o lado direito de (3.47) é adimensional.
Lembre-se de que a quantidade no lado esquerdo da equagdo (3.47) ndo é uma
quantidade mensuravel, portanto faz sentido derivar uma expressao para 0 momento mensurado
por um observador em uma casca: partindo do fato de que um observador em uma casca mede a

expressao da relatividade especial para o momento, de (3.26) segue que

7‘2 —1/2
Aycasca = (1 — 7—(;) Ar (348)
logo,
~1/2
pCdXC(l — 11m Aycasca — llm 1 _ i_(% ﬂ (3.49)
m AT—0 AT AT—0 72 At

Quando AT — 0, temos 7 — r e Ar/AT — dr/dt, assim:

2\ —1/2
casca d .
Peasca _ (1 — —0) o (momento por unidade de massa em uma casca) (3.50)
m
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Substituindo o valor de dr/dt de (3.47) em (3.50) encontra-se que:

o 1/2
Veasca _ Pcasca _ . r_O & (3.51)
TV ?  m ) m |

onde foi utilizada a expressao usual do momento na relatividade especial. Esta equacdo diz
como se relaciona uma quantidade mensuravel p.4s, com uma quantidade cartografica p nao
mensurdvel. Um observador em uma casca nao possui uma visao global do movimento da
particula, j4 que o seu referencial € local, contudo qualquer observador em uma casca ird medir
sempre o mesmo valor de p/m, porém irdo discordar em relacdo a pegscq/m. Assim, qualquer
observador mede o valor de pqscq/m em seu referencial e juntamente com o valor r de sua casca
determina p/m, com isto tal observador consegue predizer o valor de pcqscq/m de um outro
observador em outra casca.

E se uma particula for lancada radialmente com uma velocidade v;, em direcao ao

buraco de minhoca a partir de uma regido muito distante do mesmo? Neste caso de (3.47) segue

que
oy —
- ) T, dr
2 _tim (1-2) 55— —tovn (322
onde %, = (1 — vl-zn)’l/ 2. Como a particula é lancada radialmente
@ =0 (3.53)
dt

Uma vez que p,/m é uma constante de movimento, pode-se inserir o valor encontrado para o

mesmo em (3.52) na relagao (3.51), obtendo assim:

p % 2\
casca casca 0
= =—(1—-= Vi 3.54
m (l o V%asca) 1/2 ( r2 ) %nvzn ( )
elevando ambos os lados ao quadrado e multiplicando a equagio resultante por (1 —v2,...)
acha-se que:
2 2 2 2
V2 — ( o r_()) Vin _ ( . r_O) Vin V2 (3.55)
casca casca :
r* (1_Vi2n) r* (1—\/12”)
resolvendo para v2,,.,,
2 2 2 2 -1
casca
r2) (1—v3) r2) (1—v3)
2 2\ ! 2 -
__Vin (1 d o) Vin
=— 5 - + > (3.56)
(1 _Vizn) r? (1 _vizn)
1
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tirando a raiz:

2\ 1 N

r 1—wv

Veasca = — | 1+ (1 - r_g) ( 2 m)] (3.57)
in

onde o sinal de negativo foi escolhido pois a particula se aproxima do buraco de minhoca. Tal

relacdo diz que se v;, — 0, entdo v 4cq — 0, para ver isto basta aplicar o limite na relagdo

anterior:
. Vi
Veasca = v}:go— P m,l 172 —0 (3.58)
vl'2n+ (1 _r_g) (1 _vizn)]
Como obter dr/dt? De (3.47) sabe-se que
p 2\ " dr
r 0
(122 — 3.47
m ( rz) dt (347)
mas de (3.52) p,/m = —¥;,vin € como se trata de uma constante de movimento pode-se substituir
tal valor na relagdo acima:
2\ —1
T dr
T ( - r_g) & (3.59)

ao se resolver esta equagdo para d7 e substituir o resultado em (3.5) com d¢ = 0, é encontrado

que:
-2

0 252 2 5 - 2
(1_72) (vin) 2 = di _(1_72) dr (3.60)

2\ 2 2 2\ —1 2
) o2 (4T (" dr
I B (B I B

multiplicando ambos os lados por (1 —r3/r?):

ou,

1

2\ — 2 2 2
0} o2 (drNT_ (o) (dr
(R O (R M
dr\? r
-(&)-(-9

2\ ! -
1+(1_r_g) (ymvm)Zl (3.63)

tirando a raiz:

r2 1 —1/2
1+ (1 - _0> ('yinvin)zl (3.64)
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ou, reescrevendo

2\ 1/2 -
dr _ (1 _ r_O) YinVin (3.65)

r2 _111/2
0
YorVio (1 - ,,—z) ]

se vi, = 0, entdo pela relagdo acima dr/dt = 0. Além disso, quando r = rg temos dr/dt = 0,

porém deve ser lembrado que dr/dt ndo é uma quantidade mensurdvel. Agora imagine que a
particula ao invés de ter sido lancada do infinito tivesse sido lan¢ada de uma casca de raio r;,

com velocidade v;,. De (3.47) segue que

2N\ !
Pr_ <1 _ _g) - (3.66)

como p,/m é uma constante de movimento, conclui-se que

At 2\ !
o dr rH
(1 - r—2> i ( - %> YinVin (3.67)
elevando ambos os lados ao quadrado e resolvendo para dt:
2\’ 2\
dt* = (1 —~ —g) <1 — —g> (YinVin) 2dr? (3.68)
rm r
substituindo em (3.5) com d¢ = O:
2 A 2 2\ N\ 272
dr* — (1 _r_g> dr* = (1 —r—§> (1 _r—g) (YinVin) ™~ =dr (3.69)

multiplicando ambos os lados por (1 —13/r?)

r2 dr\? 2\ 2 P2\ 7! o (dr\?
B0 (D @) om

resolvendo para (dr/dt)*:

2
ar\"_(,_1%
dt r2

tirando a raiz:
ﬂ (i ﬁ 1/2
dt r2

que se reduz para (3.64) quando rj;, — o.

rg ? r(% - -2
1+(1—r—2) (1—;) (VinVin) ] (3.71)

rli’l

I"2 2 7‘2 -1 -1/2
1+(1——§) <1——3> (Vinvin)zl (3.72)
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3.5 Momento Angular

Para derivar uma expressdo para o momento angular serd necessdrio utilizar a métrica

2
AT? ~ Ar? — (1 — f—g)
7

em conjunto com o principio do envelhecimento mdximo. De forma semelhante ao que foi feito

de Ellis-Bronnikov

1
Ar? — P A¢? (3.73)

para a energia e para o momento linear, serd analisada a linha de mundo de uma particula que é

formada por dois segmentos A e B conforme representado na figura 7:

Figura 7 — Derivagdo do Momento Angular.

Fonte: (WHEELER; TAYLOR, 2019)

Suponha que a particula emite trés sinais luminosos representados por #1,#2,#3 na
figura acima, o primeiro no inicio do segmento A, o segundo na transi¢do do segmento A para o
B e o ultimo no fim do segmento B, as coordenadas dos eventos #1 e #3 serdo fixadas enquanto
que somente as coordenadas t e r do evento #2 serdo constantes. Define-se a coordenada ¢ do
evento A como sendo nula e a do evento #3 serd ¢,;. 74 € 7 s20 os raios médios dos segmentos

A e B com tempos proprios T4 € T, de modo que para cada segmento tém-se que:

Ty ~ [—?[2‘(;)2 + (termos sem coordenadas ¢ | 1/2 (3.74)

5 ~ [~T5(9ror — ¢)* + (termos sem coordenadas ¢] 1/2 (3.75)
consequentemente,

dvy  _Ta9 dts (9o = 9) (3.76)

d¢ Ta d¢ 8

Pelo principio do envelhecimento maximo segue que

_dto _du_ dw T30 Th(9e —9)

0 dp  d¢ = d¢ Ta 8

(3.77)
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que s6 pode ser vélida se

-2 =
120 (00— 9)
TA B
isto €,
TAAQs  TEAQp

TA B

(3.78)

Como o lado esquerdo s6 depende de termos do segmento A e o lado direito s6 depende de
termos do segmento B, pode-se afirmar que isto se trata de uma constante de movimento, ao se

fazer com que cada segmento seja muito pequeno pode-se definir

L d
== r2—¢ (3.79)
m drt

como sendo o momento angular por unidade de massa. Com essas ferramentas pode-se estudar
através das equagdes de movimento o caminho de uma particula préxima a um buraco de minhoca
de Ellis-Bronnikov, a primeira equa¢do de movimento € dada em (3.79), a segunda vem da

expressdo para a energia por unidade de massa:

E_

dt
— 3.80
m dt ( )

A métrica de Ellis-Bronnikov (3.5) pode ser reescrita como

dr \2 2\ rdar\? , (do\?
12(%)‘(1‘72) (%) 7 (E)

substituindo (3.79) e (3.80) na expressao acima
L (EV_(,_ 7 rar\? [ L\?
- \m r2 dt mr
1/2
dr 2\ [(E\? 12
—=4+(1-2 ) —(14+—== 81
dt ( r2> (m) ( +m2r2> (3.81)

Destas relacoes € possivel desenhar uma 6rbita, para isso basta usar o fato de que

donde se segue

d¢ dodt
dr  dtdr

o que por (3.79) e (3.81) se reduz para

—1/2
do__(LN(,_ )"
dr mr? r?

1/2

E\? 2\ |
(a> - <”W)] (52
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Elevando ambos os lados de (3.81) ao quadrado:

a’r 2 r2 E 2 l"2 L2
() =(-2)(5) - (-52) (1+5mm) (383

Define-se uma funcdo (V. (r)/m) chamada de potencial efetivo:

<anSr)>2: ( _;_(E) <1+mLsz> (3.84)

Note que Vy (r) varia para cada valor de L. Substituindo (3.84) em (3.83) e aplicando a raiz no

resultado encontra-se que

CHE-] e

Portanto a fungo potencial quadratica é o que quando subtraido de (1 —r3/r?)(E /m)? resulta

em (dr/dt)?. O sinal positivo em (3.85) descreve uma particula se afastando do buraco de
minhoca, enquanto o negativo € para o caso da particula se aproximando. A seguir é desenhado
um gréfico de V; /m em fungio de r:

Figura 8 — Potencial efetivo para uma particula que orbita o buraco de minhoca com momento
angular L/m = 2r.

Vi/m
A Vi/m X riro para L/m =2r,

120
115
110

105

100
5 10 15 20 b 0 ) rfro

Fonte: elaborado pelo autor (2022).

Observe que (3.85) s6 € real quando

(=) =05

De modo que uma particula ndo existe na regido abaixo da curva do potencial efetivo, tal regido €
denominada como regido da energia proibida. Ademais, os pontos onde a igualdade € encontrada
sdo chamados de ponto de virada em r, ja que dr/dt = 0, e podem representar dois casos:

— Caso 1 (ponto circular): estes pontos sdo os mdximos ou minimos da funcao potencial

efetiva e neste caso dr/dt permanece nulo ao menos temporariamente, dependendo se a
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orbita € estdvel ou instdvel. Onde se originam dois subcasos:

— Orbita Circular Estavel: Uma particula em uma 6rbita circular estavel é tal que
(1—1r3/r*)Y/2(E /m) é igual ao minimo do potencial efetivo V. /m.

— Orbita Circular Instivel: Uma particula em uma 6rbita circular estdvel é tal que
(1—1r3/r*)'/2(E /m) é igual ao maximo do potencial efetivo V7 /m.

— Caso 2 (ponto de rebote): estes pontos ndo sdo 0s maximos ou minimos da funcdo potencial

efetiva e neste caso dr/dt muda de sinal.
3.5.1 Propriedades de Orbitas Circulares

A seguir s@o apresentadas algumas propriedades de Orbitas circulares estdveis. Inici-

almente, calcula-se os pontos de maximo ou minimos da fung¢do potencial V7 (r):

) -4l0-3) ()

que para um L fixo se reduz para

5 i)\ d (Vi(r)\ 27§ - L? . 3\ 2L?
m dr m = m2r? r2 ) m?r3

em um ponto critico o lado esquerdo da relacdo acima € nulo, de modo que

202 17
—————5 =0 (3.86)
m2r2 mzrg
pode-se resolver tal equacio para L2 / m?:
12 2.2
=L (3.87)

e
o que claramente indica que sé existem 6rbitas em torno do buraco de minhoca quando r* > 2r(2),

ademais tal expressao € valida tanto para drbitas estdveis quanto instaveis, resolvendo (3.86)

(1 m*\ L} (2 » 213l
T\2 ) e\2) T T

parar:

€ portanto:

r=roL (6rbita circular, r > v/2rp) (3.88)

2 2.2
L marg
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assim embora r = r( ndo seja um ponto critico t€m-se que Vz(rp)/m = 0, logo conclui-se que o
mesmo trata-se de um ponto de virada, consequentemente é possivel afirmar que uma particula
ao adentrar no buraco de minhoca muda a dire¢@o de dr/dt e adentra em uma nova regido.

De (3.85) e (3.87) com dr = 0 para uma 6rbita circular, encontra-se que

E r(z) 1/2
E_ {14_—2 2} (3.89)
m re—2r;

Mas e quanto as medicdes feitas por um observador em uma casca nas imediacdes de
um buraco de minhoca? considere dois tiques de um relégio em uma nave préxima a um buraco
de minhoca, tais eventos sdo vistos no referencial local da nave como sendo separados pelo
tempo proprio AT e por uma distancia espacial nula, contudo no referencial da casca os mesmos
sao lidos como sendo separados por um tempo Af 45, € por uma distancia Axcgscq = 7AQ. A

relagdo entre At 454 € AT € dada pela expressdo usual da relatividade especial:

Ateasea = (1 —v2,.0) "\ 2AT (3.90)
0 que por sua vez implica que
, 7AQ r2d¢
Veasca = Atcligl_) 0 ( A tcasca) = (1 - v%asca)l/zﬁ (3.91)
o que por (3.79) se reduz para
L
Veasea = (1 — vgasca) l/zm_r (3.92)
elevando ambos os lados ao quadrado e isolando v2,,,,, encontra-se que:
L2
2 2
Veasca = (1 - vcasca) W
ou seja, a velocidade da nave € igual a:
2 2\
2 _
Veasca = W (1 + W) (3.93)

Caso a nave esteja orbitando o buraco de minhoca, entdo de (3.87) segue que

2

V2o = rzrforz (6rbita circular, r > v/2rg) (3.94)
0

¢ a velocidade da nave, que orbita um buraco de minhoca, segundo o observador em uma casca,
0 que por sua vez possibilita o cdlculo da energia de casca da nave:

—-1/2
EC(ZSC(I ’/-2
_ 2 -1/2 _ 0
- (1 - Vcasca) /2= - 2 2 (3.95)

m —}"0
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isto é, /
. 22N 12
casca _ (r 5 "20> (6rbita circular, r > v/2rg) (3.96)
m r2—r
0

J4 a sua energia de mapa € obtida fazendo-se dr = 0 em (3.81) e substituindo (3.87) no resultado:

E r2—r? 12
— = g (6rbita circular, r > v/2r) (3.97)
m r2—2r§

por (3.96):

ECGSCQ

SN

(3.98)

um resultado ja derivado em (3.39). Para uma 6rbita circular (A¢ = 27), o tempo proprio pode

ser calculado a partir da substitui¢do de (3.87) em (3.79):

g

AT P2 21%

resolvendo para AT:

2
AT =27 (1) (2 —2r3) (3.99)
1o

onde AT — 0 quando r — v/2ry. Concluindo assim o estudo da 6rbita de uma particula em torno

de um buraco de minhoca.



53

4 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudou-se os principais pontos que caracterizam buracos de minhoca
descritos pela métrica de Ellis-Bronnikov. Partindo da defini¢do de referencial inercial e da
sua equivaléncia com os referenciais ndo inerciais, construiu-se nogdes acerca de medi¢des na
relatividade geral com a introdugdo de cascas esféricas de barras encaixadas em uma malha
aberta.

Uma demonstracdo da equacdo de Einstein baseada na unicidade do tensor de
curvatura e do uso de aproximagdes para campos fracos e estaticos foi realizada.

Com a introducao da métrica de Ellis-Bronnikov foi possivel utilizar o método
de fatiamento do espago-tempo e construir assim superficies bidimensionais que possibilitam
uma representacdo visual do buraco de minhoca, dessa modo foram apresentados diagramas
do cone de luz em um fatiamento [r,z] e [r, §], ademais foi mostrado que nao hd uma dilatagio
gravitacional do tempo na métrica de Ellis-Bronnikov.

Um principio, denominado como principio do envelhecimento méximo, € enunciado
e com ele pode-se encontrar uma expressao para a energia, momento linear e angular de mapa
para uma particula préxima a um buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov, bem como a sua
velocidade e energia mensuradas por um observador em uma casca. Por fim, com a introdugdo
de uma func¢do potencial foi feito um estudo sobre as érbitas de uma particula em torno de um

buraco de minhoca.
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