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RESUMO

Nesse trabalho é desenvolvido um método numéricos para equagdo de Binet que, analiticamente,
tem ponto negativo em nao ter uma solucdo exata para algumas forgas centrais. Teoricamente,
pelo método numérico, essa dificuldade ndo existe. No primeiro capitulo, desenvolve a equagao
de Binet usando Euler-Lagrange. No segundo capitulo é criado o método numérico da equagao
de Binet. Nos resultados, se faz a comparagao dos resultados ja conhecidos com os resultados

obtido do método numérico.

Palavras-chave: método numérico; equagio de Binet; problema da forga central.



ABSTRACT

In this work, a numerical method for the Binet equation is developed, which, analytically, has
a negative point in not having an exact solution for some central forces. Theoretically, by the
numerical method, this difficulty does not e xist. In the first chapter, he develops the Binet
equation using Euler-Lagrange. In the second chapter, the numerical method of the Binet
equation is created. In the results, a comparison of the already known results is made with the

results obtained from the numerical method.

Keywords: numerical method; Binet equation; central force problem.
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1 INTRODUCAO

A dinamica de um corpo sobre uma forg¢a central € um problema seminal da Fisica.
No século XVIII, apds Kepler ter proposto suas leis a respeito das revolucdes dos planetas, [saac
Newton demonstrou que as leis de Kepler eram consequéncia de uma atragdo a distancia, que
decaia com o quadrado da distancia.

A abordagem moderna para o problema da forca central € feita através da equacao
de Binet, que permite derivar uma relacdo entre a distancia radial r e o angulo 6 no plano da
orbita. A segunda lei de Kepler, vdlida para qualquer forca central, propde que o corpo varre
areas iguais em tempos iguais. Dessa forma, tendo-se as condi¢des iniciais de velocidade e
posicdo do corpo sobre uma forca central, pode-se usar a solucio e Binet, com a segunda lei de
Kepler para determinar a posi¢do do corpo em qualquer instante de tempo.

Essa abordagem foi usada em varios problemas de importancia na fisica. Em especial
destaco a mecanica celeste, primeiramente resolvida por Newton, e o problema do espalhamento
de cargas, tratado por Rutherford. Neste trabalho desenvolvemos um programa para a solugdo
numérica da equacgao de Binet. Testamos a precisao deste programa comparando os resultados
obtidos com o esperado para alguns casos de forcas centrais onde Binet tem solugdo analitica
conhecida.

De posse de nosso programa procedemos para investigar uma proposi¢ao de Newton
em seu livro Principia. L4 ele declara que um corpo sobre uma for¢a que decai com a distancia
na forma F ~ K/ r2+(4/243) faria uma precessdo do apice de 3 graus a cada oOrbita. Essa afirmacdo
aparece no livro sem grande discussdo. Vale a pena notar que a Lua apresenta precessdo em sua
orbita em torno da Terra, num valor de aproximado de 3 graus. Isso indica que Newton tinha o
problema da precessdo da Lua em sua cabeca quando escreveu a proposi¢ao mencionada. No
entanto, o proprio Newton menciona que essa forma inesperada para atracdo entre a Lua e a terra
nao € a origem da precessao observada. De acordo com Newton, a 6rbita da Lua em torno da
Terra seria afetada pela atragdo do Sol. Ou seja, uma solucao correta desse problema sé viria
muitos anos depois com a abordagem do problema de trés corpos.

Com nosso integrador numérico, testamos a proposi¢cao de Newton. O que verifi-
camos € que essa proposicao € uma boa aproximagao apenas no caso de 6rbitas de pequena

excentricidade. Para grandes excentricidades observamos que o dngulo de precessdo cresce.
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1.1 Solucao do problema da forca central entre dois corpos

Em movimentos de dois corpos, para facilitar, podemos considerar que as forcas
aplicadas nestes dois corpos sdo apenas as forcas de atracdo que um exerce no outro. Ha
situagcdes que se encaixam nessa descricdo como, por exemplo: um sistema de duas estrelas, a
Terra orbitando o Sol, o elétron e o préton em um atomo de hidrogénio. Mas na maioria das
vezes, devemos considerar as forcas externas. Como, por exemplo, na 6rbita de um planeta em
torno do Sol, ndo podemos desprezar, completamente, os efeitos dos outros planetas. A dérbita
que a Lua faz em torno da Terra, também tem interferéncias de forcas externas. Entretanto, é
uma excelente aproximagdo considerarmos que dois corpos ndo tenham influéncia de forgas
externas. Para expressar o problema matematicamente, podemos usar formalismo Lagrangiano
como ponto de partida para determinar os possiveis movimentos da lua e da Terra (TAYLOR,

2005). Onde a equagao

1 = 1 X N -
fzimlr%—f—imlr%—Uﬂrl—rz]) (1.1)

utiliza as velocidades das massas e da energia potencial entre elas considerando a luas e o
planeta Terra como particulas pontuais. Os vetores 7| e 7, representa as posi¢des relativas a um
referencial inercial qualquer da lua e do plante Terra. A energia potencial U depende apenas
da distancia entre as massas. A distancia é a magnitude da diferenga entre os vetores 7| e 7>,

representado pelo vetor 7,
FT=7—T (1.2)

conforme mostrado na Figura 1.
Agora, usando o conceito de centro de massa CM, a localizacdo do CM ¢ dado pelo
vetor

Fimy+7omy  Fymy +Tamy

R— ,
mp+myp M

(1.3)

na qual relaciona os vetores posi¢do e as massas dos astros em apenas uma variavel vetorial R,

M representa a massa total dos dois corpos.
M =my+my,. (1.4)

Se isolamos 7, da Equagdo (1.2) e substituirmos na Equacdo (1.3), encontramos 7

em funcdo do vetor R. Equivalentemente, encontramos 7, assim temos:

3
3

2—»
—7r
M

7 =R+ e 72:ﬁ—ﬁ2?. (1.5)
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Figura 1 — Vetores posi¢ao de dois corpos a partir de um
referencial inercial qualquer

Fonte: elaborada pelo autor.
Usando as Equacdes (1.5) na Equacdo (1.1), obtemos uma nova lagrangiana,

. 1 —‘;2 mlmz_,z =
$—2<MR + r) U([7). (1.6)

A equacao ficou dependente do vetor R, do vetor correspondente a posi¢ao da Lua
relativa a Terra 7 e dependente por um parimetro

nmy
= . 1.7
H=—y (1.7)

Vamos chamado-lo de massa reduzida, pois esse pardmetro tem a dimensao de massa e u é
sempre menor do que mj e m;.
Conforme ilustrado na Figura 2, 0 CM de duas particulas fica localizado em uma

linha reta entre as duas particulas € o momento total do sistema
P=MR (1.8)

pode ser descrito como se estivesse seguindo o CM.

O sistema Terra-Lua é teoricamente 1solado, 0 momento total P fica constante e isso
implica que a velocidade de R também & constante. Dessa forma, o CM pode ser escolhido como
um referencial inercial. Fazendo essa escolha, o vetor R que aponta para o CM desaparece e a

Equacao (1.6) passar ser

1 .
.zziurz—u(w). (1.9)



13

Figura 2 — Posicao do centro de massa de dois corpos em
relacdo ao referencial inercial qualquer

Fonte: elaborada pelo autor.

Na Figura 3, € mostrado a relagdo dos vetores posi¢cdo, quando o CM € escolhido
como referencial inercial. Os vetores 7 e 7», dados pela Equagao (1.5), ficam na mesmo diregado
do vetor 7.

Figura 3 — Vetores posi¢ao com referencial inercial locali-
zado no centro de massa.

my

Fonte: elaborada pelo autor.

Analisando um pouco a Equagao (1.9), nota-se que ela fica apenas em fungédo de 7 e

de u. Se my > my, u ficard muito préximo de m; € o CM se deslocard para muito perto de my,
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fazendo 7| ser aproximadamente 7. No nosso estudo, o sistema Terra-lua, a massa da Terra é
muito maior do que a da Lua, nos dando a liberdade de escolher (t como a massa da Lua e o
planeta Terra como o referencial inercial, fazendo com que a varidvel 7 dé a posicdo da Lua em
relacdo a Terra.

Pelo isolamento do sistema Terra-lua, o torque € zero, pois a forca central é paralela

ao vetor 7. Isso implica que pela equagao

dL

7 (1.10)
o momento angular L é contante, fazendo com que os vetores 7 e # permane¢am em um plano
fixo. Esse comportamento nos diz que o movimento da Lua pode ser tratado como um problema

bidimensional, conseguindo tratar a Equacgdo (1.9) em coordenadas polares, chegando em
1 .
£ =u (7 +r26%) —U(|F)). (1.11)

Nas equacdes de Euler-Lagrange

¢ doi%

= 2= 1.12
or ~di o (112

e

0% doi¥

—_— = 1.13
90  dt 96’ (19

podemos usar a Equacgdo (1.11) na Equacgdo (1.13) para obtermos

urro =1, (1.14)

onde / € uma constante € 0 momento angular da massa reduzida p. Dessa vez usando a Equagao

(1.11) na Equacgdo(1.12), obtemos

d n o d
—(ur) =ure-——U(|7). 1.15
(i) = pré? = LU ([7) (115)
. l
A Equacao (1.14) implica 6 = F, usando essa informag¢do com a regra da cadeia, podemos
r
d d
reajustar o operado diferencial o em termo de 70 seguindo a seguinte relacdo:

d dod ,d | d
_ _od _ _ 1.16
di — drd6 " dO  ur2de (1.16)

A Equacdo (1.15) pode ser reescrita da seguinte forma:

1 d, ? d.
W%(NV):F—EU(M), (1.17)
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d
onde 7 = Er e novamente usando a relagdo (1.16), chegamos a seguinte equagao:

I d (1 d ? d
—— | 5—=r | =—=——=—U(]F)). 1.18
ur?de (r2d9r) w2l (1.18)
. 1 dUu
Fazendo uma mudanca de variavel r = . e sabendo que F(r) = 0 obtemos
d’u U F(u)

Essa e a equacdo de Binet que depende de uma forca centra F' qualquer. Pelas Leis
de Kepler, qualquer velocidade da massa produzird uma Orbita eliptica estdvel, desde que seja
menor que a velocidade de escape. Como o momento angular / depende da velocidade da massa
reduzida p, podemos controlar a excentricidade da érbita mudando o parimetro p /12,

Dependendo da forca central usada, pode-se obter a solucao analitica da equacao
como a forca gravitacional —Gmm; /r?, a forca de Coulomb com cargas opostas Kq1q>/r* e
outras forcas centrais (SYMON, 1982).

Entretanto, a maioria das forcas usadas, exige a solu¢dao de uma equacgdo diferencial
de segunda ordem nao linear, podendo néo existe solucdo analitica. Uma forma de contornar
essa dificuldade € usando o método numérico na equacdo de Binet em conjunto com o método

de Euler-Cromer.

1.2 Forcas centrais com solucio analitica

Isaac Newton postulou que a forga de atragdo entre corpos que contem massa €
diretamente proporcional as massas e inversamente proporcional a distancia ao quadrado entre

eles. Essa é forga gravitacional dada por:

K

F(r)=-—= —Ku?, (1.20)

1
lembrando que r = — e que K € uma constante da forca igual a Gmmy.
u
Se substituirmos a forca da Equag@o (1.19) pela forga gravitacional e organizando os

termos adequadamente, chegamos a

d’u uK

Essa é uma equacao diferencial de segunda ordem nao homogénea e bem conhecida, a solugao

geral é a soma da solucdo da parte homogénea com a particular, dada por:
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K K
u(@) = l—f—i—Acos(G—Go) :l—f[l%—ecos(e—ﬂo)], (1.22)
Al

onde € = 0 e a constante 6y podemos considerar igual a zero. Com isso, podemos colocar a

equagdo em termo de

[? 1 C 1

r(e):K_ul+8cos(9) " K(1+ecos6)’ (1.23)

12
n =<,
onde C i
Para uma 6rbita eliptica, a constante € pode estar entre zero e um, caracterizando a
excentricidade de uma elipse. Analisando a Equagdo (1.23), nota-se que o denominador oscila

entre 1 & €, entdo podemos dizer que

c 1
Fmax(0) = K(—e (1.24)
e

Cc 1

A partir da Equacgdo (1.24), podemos definir o valor de C se fixarmos a distancia mdxima da

particula ao centro r,,,, € a excentricidade da trajetdria € da seguinte maneira:
C =rmax(0)(1 —€)K. (1.26)

Na Figura (4) mostra como a distancia de uma particula até o centro varia com o
angulo teta e usado uma linguagem de programacao para criar um grafico a partir da Equacao
(1.23), dando valores para 7,y € €.

Outra forca central que também tem solu¢do analitica, € forca gravitacional adicio-

nada de outra forca cubica inversa do tipo:

K K
F(r)z—r—21+r—32=—K1u2+Kzu3. (1.27)

Para a solucao analitica dessa forga, partimos da Equacao (1.19) e chegamos nova-

mente uma equacdo diferencial de segunda ordem

d? K
- +Bu=—

au _ & 1.2
d62 C (1.28)
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Figura 4 —Trajetoria de uma particula sujeita a forca gravitacional a partir de resultado
analitico

0"

e Centro
Trajetéria da particular

180° 0°

270°

Fonte: elaborada pelo autor.
Legenda: Orbita com raio maximo rmax = 1 e excentricidade € =0, 5.

K
onde B = Ez + 1. Da mesma forma que resolvemos a Equacgdo (1.21) resolveremos (1.28)
obtendo a seguinte férmula:

u(6) = % +Deos (VB[O — b)) = %[1 +ercos (VB(6 — )], (1.29)

DC ) ) )
onde & = A e novamente a constante 6y ¢ considerar igual a zero. Organizando as constantes,
1

e colocando a equag@o em termo de r, obtemos a seguinte relagao:

e 1
Ki 1+e&cos(vB6O)

1(6) (130)

Na Figura(5) mostra como € uma orbita de uma particula com sua trajetoria definida

pela Equagdo (1.30).



Figura 5 — Orbita de uma particula que tem sua trajetéria definida pela Equacio (1.30)

a0

180° 0°

—— Trajetoria da particula
* (Centro

270"

Fonte: elaborada pelo autor.
Legenga: Contantes usadas para gerar o grifico: C =0.5,K; =1, & =0.5e B=0.954.

18
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2 METODOLOGIA

2.1 Método numérico para soluciao da equacao de Binet

Para usar o método numérico, partimos da Equagdo (1.19) que pode ser reescrita da

seguinte forma:

du/’ 1 F(u)
=y 2.1
a6~ " c w2 D
onde
du

= —. 2.2

W= (2.2)
Reorganizando e colocando em termos numéricos:

du’ . uW(0+A0)—u'(0) u(6+A6)—i'(0) 1 F(u)
— =1 ~ ~— —— 2.

9~ 260 A8 A0 u(®) - Gz ie)’ 23)

quanto mais proximo A0 for de zero, melhor serd a aproximacgao na equacdo. Dessa forma

podemos determinar o préximo valor de u’ a partir dos valores anteriores, como mostra a equagao

W (0+A8) =u'(0) + (—u(e)—é;%)))w. 2.4)

Contudo, precisamos do valor de u, pois € a partir dele que obtemos o valor de r. Aplicando o

mesmo método que foi usado anteriormente na Equacao (2.2), chegamos em

du W (04+A6)—u'(0)

— ~u 2.
e por consequéncia
u(6+A0) =u(0)+u' (0 +A06)A6. (2.6)

Dessa forma, para cada interagdo A6, juntamento com a Equagdo (2.4), o valor u(0)
e u/(6 +AB), deve nos dar um valor atualizado u(6 4+ A@) e assim obtermos o r(6) para cada
interacdo de A@. Como esse € um problema de movimentos oscilatdrios, devemos usar o método
de Euler-Cromer, pois esse método mantém a energia do movimento conservada ao longo de
cada periodo completo (GIORDANO; NAKANISHI, 2006). O método consiste em usar o u’ ()
ja atualizado, passando a ser u’(0 + A@) na Equagéo (2.6).
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Com as Equacdes (2.4) e (2.6) podemos montar um algoritimo que pode verificar o
movimento de um sistema de dois corpos teoricamente isolados com uma forca central qualquer.
Para sistemas de dois copos, onde um dos corpos € muito mais massivo que o outro, como 0
sistema Terra-Lua, onde o centro de massa fica localizado no interior do planeta Terra, pode ser
considerado que a Terra fica no centro do sistema Terra-Lua, fazendo com que u seja a massa da

Lua e r(0) dando a posigéo da Lua.



21

3 RESULTADOS

3.1 Aplicando método numérico

A forca gravitacional dada na Equacdo (1.20) serd usado diretamente na Equacao
(2.4) juntamente com (2.6) para conseguir os resultado numéricos e gerar um grafico mostrado

na Figura (6). Os parAmetros inicias foram: u = 1, #’ = 0, com a constante K = 1.

Figura 6 — Gréfico da trajetéria de uma particula sob uma forca gravitacional

a0°

L] Centro

Solucao Analitica
% Meétodo Numérico

180" a®

270°

Fonte: elaborada pelo autor.

Legenda: A linha continua verde representa o resultado analitico e os pontos na forma de cruz representa os
resultados do método numérico. Ambos os resultados mostram uma trajetéria eliptica com excentricidade
igual 0.5 com distancia maxima igual a um.

Ja para a forca central da Equacdo (1.27), os resultados numéricos obtido sdo
mostrados na Figura (7). Os pardmetros inicias foram: u = 1, u’ = 0, com as constantes K| = 1,
K> =0.05e C=0.55.

A partir das Figuras (6) e (7) € possivel verificar que os resultados do método

numérico sdo compativeis com as solucdes analiticas das forcas centrais utilizadas.
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Figura 7 — Trajetéria de uma particula sob uma forca central do tipo F (1) = —Kju® + Kou®

a0

180° 0
X  Método Numeérico
—— Solucao Analitica
¢ Centro
270°
Fonte: elaborada pelo autor.
Legenda: As contantes usada no método numérico foram: K; =1, K, = —0.05, rg =1e C = 0.55.

Uma forga central que nao tem solucao analitica foi proposta por Isaac Newton
na tentativa de "Encontrar o movimento dos dpsides em Orbitas que diferem muito pouco de
circunferéncias."(NEWTON, 2017, p. 242). Como a Lua também tem uma O6rbita eliptica
quase circular, essa forca poderia explicar o movimento de precessao orbital que ela faz. Entao
conforme € dito por Newton (2017, p. 249-250):

...8€ 0 corpo no seu percurso do dpside superior para o dpside superior completa
uma revolucao e mais trés graus (e portanto durante cada revolucao do corpo
este dpside move-se trés graus para a frente [ou: “inconsequentia”]) m estard
para n como 363° para 360°, ou como 121 para 120, e assim A(*/m*)=3
q A—(29523/14641)

A—(29523/14641)

serd igual
e portanto a forga centripeta serd inversamente proporcional a

, inversamente proporcional a aproximadamente A2t(4/243)

Uma particula sob uma forca central do tipo:

K

F(r)~— ~ — K>t (3.1)

faz com que a distancia maxima da particula em relacio ao centro, se desloque trés graus depois
de uma volta completa. Mas essa condi¢do sé acontece com 6rbitas com a excentricidade muito

baixa, quase circular.
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Como o método numérico na equacdo de Binet se mostrou equivalente aos resultados

analiticos. Aplicando a for¢ca da Equagdo (3.1), pode-se obter o grafico mostrado na Figura (8).

Figura 8 — Trajetéria de uma particula sob uma forga do tipo F(u) ~ — Ku?t(4/243) obtido
pelo método numérico

90°
e
-== Ponto mais distante do centro
&  Centro 45°

—— Orbita

180"

270"

Fonte: elaborada pelo autor.
Legenda: Excentricidade igual a 0.8, angulo de 3.82 graus entre os pontos mais distante.

Na Figura (8), nota-se que para uma Orbita com a excentricidade de 0.8, tem uma
precessao orbital de 3.82 graus. Newton afirmou que a 6rbita eliptica gira 3 graus para cada
volta dada pela particula, entretanto, o resultado dele é aproximado, pois s6 € vélido para
excentricidades muito pequenas.

A excentricidade da 6rbita formada pelo método numérico € calculada usando o

maior e o menor valor de r(60) durante a trajetéria. A partir da defini¢do da excentricidade

e="<, (3.2)

a
onde a é o semieixo maior € ¢ € a distancia do foco ao centro da elipse. E pela geometria da

elipse, podemos encontrar a distancia maxima e minima, em relacdo a um dos focos, de uma

particula em trajetoria eliptica dada por: ry,0x = c+a e ryi, = a—c. A assim, a equacao usada
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para calcular a excentricidade dos resultados numéricos é:

Tmax — Tmin _ 2c .

Tmax + Vmin 2a

€. (3.3)
Como a excentricidade da 6rbita estd relacionada com o angulo de precessao, montou-

se um grafico usando o método numérico da equacdo de Binet com vdrias excentricidades

diferente como mostra na Figura (9).

Figura 9 — Gréfico dos angulos de precessao para diferentes excentricidades elipticas

resultantes da forca F (u) ~ —Ku?>+(4/243),
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Fonte: elaborada pelo autor.

Pelo padrdo de comportamento mostrado na Figura (9), ndo sé observamos a afirma-

4/243)

¢éo de Newton sobre uma forga F (u) = —Ku?*( , mas também a relacdo que o dngulo de

precessdo tem com a excentricidades no intervalo 0 < € < 1.
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4 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nesse trabalho, foi desenvolvido um método numérico para a equagao de Binet.
Nessa equacdo € possivel aplicar qualquer forca central, que se for resolvida € obtido a posi¢ao
radia da particula sujeita a forca central aplicada. Entretanto, ndo sdo todas as forcas centrais
com uma solucdo exata.

A utilizacao do método numérico se saiu até mais facil para obter o resultado para
alguma forcar centrais com soluc¢do analitica. Os resultados obtidos para as forcas com solucao
analitica no método numérico foram muito compativeis ou equivalente.

Para forcas centrais que ndo tem a solugdo exata, foi testado a forca sugerida por
Newton na tentativa de explicar a precessao da lua. Apesar dos resultados do Newton ser uma
aproximacdo para excentricidades especificas, 0 método numérico teve, nao s6 os resultados
préximo ao dele, mas também carateristicas dessa for¢a para outras excentricidades.

Vale a pena mencionar que a solu¢do numérica apresentada talvez ndo apresente
grande precisdo no limite onde € = 1. Isso se deve porque, da forma como implementamos,
as Orbitas de grande excentricidade passam arbitrariamente perto do centro da érbita. Nesse
caso, para obter uma solucdo precisa, teriamos que reduzir o passo de integracdo quando o
corpo se aproxima do centro. No entanto, essa imprecisdo deve ser relevante apenas quando
a excentricidade se aproxima muito do limiar € = 1, e o desvio observado no angulo de pre-
cessao para excentricidades intermedidrias € ~ 0.6, ndo deve ser artefato de integracdo. Como
perspectiva, esperamos aprimorar nosso integrador para garantir a precisdo mesmo para grandes

excentricidades.
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