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RESUMO

Neste trabalho € apresentada uma andlise de estabilidade robusta para controladores do tipo
proporcional-integral em sistemas de malha fechada com atraso varidavel no tempo. Os dois
propdsitos precipuos do texto sdo responder que tipo de atraso corresponde ao pior cendrio em
termos de estabilidade: o atraso constante ou o atraso em forma de dente de serra, e demonstrar
analiticamente uma expressao de controlador proporcional-integral que garante a estabilidade
para atrasos varidveis limitados. A fundamentacdo tedrica do trabalho apresenta métodos de
obtencao da solucdo de um sistema com atraso, bem como uma discussdo acerca do espago
de estados desse tipo de sistema. Sao apresentadas inconsisténcias para sistemas com taxa de
variagdo do atraso maiores que a unidade, sendo mostrada também uma alternativa a determinacao
do espaco de estados para sistemas com atraso varidvel com base em uma equivaléncia topoldgica
com relacdo a sistemas com atraso constante. Apds uma apresentacdo sucinta dos conceitos
gerais de estabilidade e também dos critérios de estabilidade para sistemas com atraso constante
e atraso varidvel no tempo, sdo demonstrados resultados referentes a estabilidade robusta de
sistemas com atraso varidvel e mostrados resultados de simula¢@o para um sistema em malha

fechada cujo controlador proporcional-integral deriva de uma regra proposta no trabalho.

Palavras-chave: Estabilidade de sistemas com atraso. Sistemas de controle com atraso varidvel.
Controle proporcional-integral para sistemas com atraso varidvel. Estabilidade robusta para

sistemas com atraso variavel.



ABSTRACT

A robust stability analysis is presented for proportional-integral controlled closed-loop systems
with time-varying delay. The two main purposes of the text are to answer which type of delay
corresponds to the worst case in terms of stability: the constant delay or the sawtooth delay,
and to analytically find a proportional-integral controller that guarantees stability for models
with bounded time-varying time delays. Methods are presented for obtaining the solution of
a system with time-delay, as well as a discussion about the state space of this type of system.
Inconsistencies for systems with rate of change of the time-delay function greater than one are
presented and an alternative state space for systems with variable delay is presented based on a
topological equivalence with respect to systems with constant delay. After a brief presentation of
the general stability concepts and also of the stability criteria for systems with constant delay
and variable delay, results regarding the robust stability of systems with variable delay are
demonstrated and simulation results are shown for a closed-loop system whose proportional-

integral controller derives from a rule proposed in the text.

Palavras-chave: Stability of time-delay systems. Time-varying time-delay control systems.
Proportional-integral controlled systems with variable delay. Robust stability for systems with

variable delay.
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1 INTRODUCAO
1.1 Motivacao

No contexto das aplicacdes da teoria de controle, o trabalho em questdo busca
abordar de forma pragmatica a anélise de estabilidade robusta para o caso em que o sistema de
controle possui atraso varidvel no tempo. A metologia da pesquisa desenvolveu-se de modo a
focar nos casos em que o processo analisado seja de primeira ordem e o controlador do tipo
proporcional-integral. Uma das principais motivagdes para tal estudo € o fato de que diversos
sistemas possuem atraso varidvel no tempo, tais como sistemas de comunicacao, sistemas de
transmissao de fluidos por meio de tubulagdes e sistemas rotativos de torneamento mecanico.
Um exemplo € apresentado na Figura 1, na qual uma peca metélica girante (com velocidade
varidvel) tem uma peca de desgaste incidindo em sua superficie. A variacdo da velocidade de
rotacdo da peca varia, o que € realizado de maneira proposital com o intuito de estabilizar o

sistema com atraso variavel.

Figura 1 — Diagrama de processo de corte de peca metélica por meio de torneamento.

Fonte: Modificada de (OTTO; RADONS, 2017).

Na Figura 1, o autor mostra uma dicotomia entre dois tipos diferentes de sistemas
com atraso no tempo: um que pode ser transformado em um sistema topologicamente equivalente
com atraso constante, € outro para os qual tal transformacao inexiste.

A compreensdo do comportamento qualitativo de sistemas dindmicos é fundamental
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a sintese de controladores como solugdo prética ao problema de modificar o comportamento
de determinado sistema para que este comporte-se da forma mais préxima possivel aquela
desejada. Dentre tais caracteristicas qualitativas, uma das mais uma das mais relevantes € a
estabilidade do sistema. Diante disso, o estudo de fatores que reduzem a estabilidade relativa,
isto é, reduzem a robustez do sistema, ou desestabilizam o processo, € crucial do ponto de vista
da teoria de controle. Um desses fatores € o atraso temporal, o qual consiste em uma diferenca
entre argumentos das fungdes a serem determinadas em um modelo matemético. Tais equacdes
sdo chamadas de equacdes diferenciais funcionais. Os tipos aqui considerados sdo os atrasos
contante e varidvel no tempo. Aquele, quando presente em um sistema linear e invariante no
tempo, reduz a margem de fase do sistema, (OGATA, 2011), e pode ndo somente comprometer a
estabilidade do sistema, mas também o seu desempenho. Em aplicagdes praticas, o desempenho
trata principalmente das caracteristicas de tempo de assentamento e maxima ultrapassagem
percentual da resposta temporal do sistema a determinada entrada, de modo que a garantia de
desempenho é fundamental. Para o caso em que o atraso varia no tempo, tem-se situagdes
ainda mais atipicas, como o fendmeno em que o sistema instavel com atraso constante pode
ser estabilizado se implementado um atraso varidvel. Tal variacdo, que pode ser produto de
incertezas, erros de modelagem ou até mesmo variacdes propositais em algum parametro do
sistema (como tempo de amostragem, (FRIDMAN, 2014), ou a velocidade de rotagdo de uma
maquina, (MICHIELS et al., 2005)).

Diante de aspectos interessantes do ponto de vista pratico e também tedrico, neste
trabalho pretende-se um retorno ao ponto inicial do estudo de sistemas com atraso de modo a
abordar, no dominio do tempo continuo, o comportamento de tais sistemas do ponto de vista
matemadtico. A ideia € que uma compreensao tedrica e intuitiva possa suscitar o interesse pelo
entendimento matematico mais aprofundado no tema, de modo a fazer que futuros projetos de
andlise e sintese de sistemas de controle com atraso sejam cada vez mais genéricos e satisfatorios.
Portanto, no presente trabalho pretende-se que os sistemas com atraso sejam compreendidos de
maneira generalizada por meio de exemplos simples e diddticos, sem a pretensao de abordar o
assunto de maneira completa ou demasiado formal.

Dentre os conceitos apresentados, acredita-se que o entendimento de como deve
ser definido o espaco de estados de um sistema com atraso e a motivagao para que este possua
dimensao infinita, seja a parte precipua do trabalho. Ainda, uma conexao com a area de sistemas

dindmicos € realizada de modo a deixar referéncias bastante tteis para o leitor mais interessado.
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A drea de sistemas dindmicos, a qual gera contribui¢des fundamentais as dreas de engenharia,
biologia, dentre outras, tem sido estudada com cada vez mais empenho no Brasil (rendendo,
inclusive, o mais prestigioso prémio internacional em matemaética a um brasileiro em 2014)
mostra-se uma poderosa ferramenta matemadtica as aplicagdes da industria, da economia e da
pesquisa tedrica. No presente trabalho, ferramentas como nimero de rotacdo e equivaléncia
topoldgica sdo brevemente mencionadas, pois estdo relacionadas a transformagao de sistemas
com atraso varidvel em sistemas com atraso constante. O estudo de sistemas com atraso, variavel
ou ndo tem se tornado cada vez mais relevante, de modo que ferramentas computacionais como
o0 MATLAB tem disponibilizado pacotes especificos a esse tipo de aplicacao, (MATHWORKS,
2022).
Este trabalho ainda responde ao questionamento de, para dado controlador proporcional-

integral e uma planta de primeira ordem, qual € o pior cendrio em termos de estabilidade: o
atraso constante ou o atraso do tipo dente de serra, (BRAGA, 2021). Este questionamento €
relevante na medida em que o atraso na forma de dente de serra € uma maneira de como modelar
um sistema amostrado, de modo que tal técnica permita a avaliacao rdpida da estabilidade de
um sistema a depender do periodo de amostragem. Essa andlise é feita no tempo continuo, de
modo que ndo ha perda de informacdo acerca do comportamento do sistema entre os tempos de

amostragem, (FRIDMAN, 2014).

1.2 Revisao bibliografica

O inicio do estudo de sistemas com atraso remonta a problemas nao relacionados a
teoria de controle, mas ainda assim em um ramo proximo: a fisica. O caso € que as equacdes
com atraso fazem parte de um panorama mais geral de equa¢des com argumentos desviados. Em

Botelho et al. (2015) € apresentado um fato histérico relevante ao estudo dessa teoria:

Dentre os varios problemas que passaram a ser tratados matematicamente
apods o advento do Cdlculo, um dos mais célebres foi o problema da corda
vibrante. Chamemos de u(x,) o deslocamento vertical em rela¢do a posi¢do de
repouso sofrido pelo ponto de abcissa x no instante ¢ [...]. Em 1747 o eminente
matematico francés Jean-le-Rond d’ Alembert concluiu que toda solugdo u do

problema da corda vibrante satisfaz necessariamente a equacdo diferencial
. d%u  d%u L . N )

parcial R 0 e, além disso, disse que fungdes do tipo u(x,7) =

f(x+1)+g(x—1t),onde f e g sio fungdes arbitrarias de uma varidvel real, sio

solucdes da equacio diferencial e portanto sdao boas candidatas a serem solucdes

do problema original.

Tal fato histérico € importante ao desenvolvimento das equacdes funcionais, ramo
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que, para o caso particular em que a derivada da fun¢@o aparece na equagao, € denominado de
equagoes diferenciais funcionais. Os mateméticos Leonhard Euler e os irmaos Bernoulli ja no
século XV III estudaram equagdes com atraso, (FRIDMAN, 2014), demonstrando a importancia
do assunto de um ponto de vista mais geral. As equacdes com atraso fazem parte do caso em que
0s argumentos sao sempre menores ou iguais a varidvel independente. Isso confere ao modelo
matematico uma conexao com a realidade, no sentido de torna-lo causal.

Para sistemas com atraso no tempo, um dos avangos mais importantes no sentido
de desenvolver a teoria e as aplicacdes computacionais, deu-se por meio do trabalho de Cooke
(1963), com a publicacdo do Método dos Intervalos, conhecido também como "couplets",
(VERRIEST, 2009). Tal método permitiu que equagdes diferenciais com atraso fossem resolvidas
analiticamente de maneira sistematica para intervalos de tempo finitos, de modo que tornou-se
possivel conhecer quantitativamente como se comportava um sistema com atraso. Mais que isso,
o método forneceu uma visao préatica sobre o significado de estado em um sistema desse tipo e
torna possivel que seja mostrada didaticamente a infinitude dos espagos vetoriais dos estados
de um sistema com atraso. Conforme Kuznetsov (2004), o estado de um sistema determina
unicamente o seu comportamento no futuro, de modo que essa é uma informagao fundamental
ao entendimento do problema e deve ser bem definida e sistematizada para sistemas com atraso.
Em Hale e Lunel (1993), a formalizagdo matemética da teoria de sistemas com atraso com base
em andlise funcional de espagos vetoriais de dimensao infinita é realizada de maneira bastante
detalhada.

Dentre as referéncias mais importantes para a producao do presente trabalho estd
a andlise de inconsisténcias de sistemas com atraso varidvel no tempo proposta em Verriest
(2011). O autor argumenta niao somente do ponto de vista puramente mateméatico, mas também
em conformidade com a teoria comportamental para sistemas abertos e interconectados proposta
por Willems (2007), de acordo com a qual a teoria de sistemas precisa "modelar corretamente o
sistema fisico" , adequando-o a realidade e fazendo quee interconexdes de sistemas, no sentido
de compartilhamento de varidveis, respeitem as regras e premissas da fisica. Dentre os pontos
mais interessantes apresentados em Verriest (2011) estdo a andlise de causalidade para sistemas
com taxa de variacdo do atraso maior que a unidade e as equivaléncias topoldgicas entre sistemas
com atraso varidvel no tempo e sistemas com atraso constante. E ainda apresentada uma maneira
de comprimir os dominios das fun¢des candidatas a estados de um sistema com atraso varidvel,

de modo a obter um sistema sem atraso descrito por equacgdes diferenciais parciais sob condigdes
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iniciais e de contorno.

Ainda na busca de compreender a relacdo entre a taxa de variacdo da fung¢ao atraso e
a praticidade do modelo matemético, em Michiels e Verriest (2011) € mostrado que a premissa
de que a derivada do atraso ser menor ou igual a unidade ndo é meramente técnica no sentido de
facilitar a obten¢ado de critérios de estabilidade, mas € uma das condi¢Ges para que o sistema seja
causal. Ja o tema da equivaléncia topoldgica € tratado de maneira mais aprofundada em Otto et
al. (2017), no qual € apresentada a dicotomia entre os atrasos conservativo € nao conservativo,
em que o primeiro diz respeito aos atrasos para os quais ha uma equivaléncia topoldgica entre
0 sistema com atraso varidvel e um sistema com atraso constante. Tal dicotomia depende
somente do mapa de acesso, o qual os autores definem como o argumento da fun¢do atrasada.
Ainda, os autores fazem conexdes do assunto com sistemas com atraso de transporte, em que
tal equivaléncia topoldgica tem sido feita por outros autores em diversas situacdes de controle
com atraso sem que seja mencionado o tema. Isso decorre do fato de a integracdo da velocidade
de transporte de determinada grandeza até o instante atual e partindo do instante atrasado é
justamente igual ao valor do atraso constante. Exemplos dessa situag@o sdo apresentados em Otto
e Radons (2017) e em Muller-Bender (2020), o qual também um caso de anélise da dinamica
populacional modelada com atraso varidvel.

Em um contexto mais prético, o estudo de sistemas com atraso varidvel no tempo
aplica-se ao estudo de estabilidade de Sistemas de Controle via Rede, tradu¢cdo em portugués do
termo "Networked Control Systems", (SANTOS et al., 2004), nos quais os sinais de controle
sdo transmitidos aos atuadores por meio de uma rede de comunicacdo que nio necessariamente
conecta componentes ponta-a-ponta por meio de cabos. As vantagens desse tipo de sistema
de controle incluem menor custo, simplicidade de instalacdo e manutenc¢ao, e a possibilidade
de controle de atuadores a longa distancia, (FRIDMAN, 2014). Em tais sistemas, o atraso de
comunicacdo pode, inclusive, depender dos estados do sistema.

Diante disso, o estudo de estabilidade torna-se um dos temas mais relevantes do
ponto de vista das aplicacdes de teoria de controle. Referéncias cldssicas no assunto para
sistemas lineares, tais como Ogata (2011) e Chen (1984), e para controle de sistemas nao
lineares, como Slotine et al. (1991) e Khalil (2015), apresentam as técnicas fundamentais para o
entendimento da teoria de estabilidade de Lyapunov, dos conceitos de estabilidade entrada-saida
e das aplicacoes praticas desses conceitos. Para os sistemas com atraso varidvel, em Louissel

(2001) é apresentado um direcionamento da teoria de estabilidade no sentido de compreender
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qual € o pior cendrio de atraso em termos de estabilidade utilizando funcionais de Lyapunov-
Krasovskii e a relag@o de sistemas com atraso na forma de dente de serra com sistemas de controle
amostrados, (FRIDMAN et al., 2004). O termo utilizado para esse atraso, (NASCIMENTO,
2016) e (SARDINHA, 2018), vem do tipo de atraso "sawtooth delay", o qual é utilizado na
literatura da drea para se referir a funcio com a respectiva forma, (LIU et al., ). A ideia de propor
regras de sintonia para controladores proporcionais-integrais € bastante estudada em razao de
sua aplicacdo pratica na industria e em Skogestad (2003) é proposta uma regra de sintonia para
sistemas com atraso constante. E natural o questionamento de se esse mesmo controlador seria
suficiente para estabilizar um sistema com atraso varidvel e, se fosse o caso, em que condi¢des
isso seria garantido. Tal efeito foi analisado em Braga (2021) e em Braga et al. (2022). Uma
maneira analitica de estabelecer uma condi¢@o suficiente de estabilidade nesse contexto € o uso
do teorema do pequeno ganho para operadores conectados em malha fechada por realimentagcao
para encontrar uma desigualdade que, se satisfeita, garante a estabilidade robusta do sistema.
Isso foi feito em Kao e Lincoln (2004) para sistemas continuos, discretos e hibridos.

Dentre as caracteristicas mais interessantes para sistemas com atraso varidvel no
tempo estd o fendmeno de mitigacdo de instabilidade, conhecido na literatura como "quenching
phenomenon". Esse efeito, conforme apresentado em Papachristodoulou ef al. (2007) diz respeito
a estabilizacdo de um sistema de controle por meio da implementacao de um atraso varidvel no
tempo. Para o caso interessante em que o atraso € do tipo dente de serra, esse fendmeno pode ser
interpretado da seguinte maneira: um sistema continuo com atraso constante instavel pode ter

seu correspondente discreto estdvel a depender do tempo de discretizagdo escolhido.

1.3 Objetivos

Os objetivos precipuos desse trabalho estdo listados abaixo:

— Apresentar os conceitos basicos referentes a construcao do espago de estados de sistemas
com atraso constante e atraso varidvel no tempo;

— Mostrar os principais pontos de inconsisténcia que podem ocorrer da escolha inadequada
de uma funcao atraso na modelagem de um sistema;

— Descrever como o espaco de estados de um sistema com atraso varidvel no tempo pode ser
formulado em termos de seu equivalente topoldgico com atraso constante;

— Explicar de maneira didatica conceitos relacionados a estabilidade de Lyapunov, esta-

bilidade entrada-saida e aplicar tais conceitos por meio de ferramentas no dominio da
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frequéncia a sistemas com atraso constante;

— Mostrar as ferramentas matemadticas necessarias a demonstra¢ao do Teorema do Pequeno
Ganho e utiliza-lo na formulagdo de um critério de estabilidade para sistemas com atraso
variavel;

— Utilizar o resultado para propor controladores do tipo proporcional proporcional-integral

para sistemas com atraso varidvel limitado.

1.4 Contribuicoes dessa dissertacao

As contribuicdes desse trabalho sao:

Apresentacdo grafica didédtica da infinitude de espacos de estados para sistemas com atraso,

bem como suas consequéncias para andlise do sistema;

Apresentacdo analitica e grifica de uma equivaléncia topoldgica entre sistemas com atraso

constante e variavel,;

Andlise comparativa de estabilidade para sistemas de controle em malha fechada controlada
por controladores do tipo proporcional-integral para sistemas com atraso constante ou
variavel;

— Desenvolvimento analitico de controlador proporcional-integral que garanta estabilidade

para sistemas com atraso varidvel no tempo.

1.5 Organizacao do texto

O presente trabalho foi dividido conforme os itens apresentados a seguir:

— O Capitulo 2 apresenta conceitos basicos de sistemas com atraso, como métodos de
obtencao de solugdes, construcdo de espaco de estados, inconsisténcias a depender do
atraso varidvel escolhido na modelagem e equivalentes topoldgicos na defini¢do de espagos
de estados para sistemas com atraso variavel.

— O Capitulo 3 resume os conceitos basicos de estabilidade e mostra analiticamente um
critério de estabilidade robusta para sistemas com atraso varidvel a partir do Teorema do
Pequeno Ganho.

— O Capitulo 4 traz os principais resultados do trabalho, com anélise de estabilidade para
sistemas controlados por controladores do tipo proporcional-integral com atraso varidvel no

tempo. E mostrada também uma comparacao em termos de estabilidade do méximo atraso
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variavel para o qual determinado controlador permanece estdvel em relacdo a margem de
atraso do sistema. Por fim, o capitulo apresenta um desenvolvimento analitico para um
controlador proporcional-integral que garanta estabilidade para um sistema com atraso
variavel.

— O Capitulo 5 apresenta as conclusdes do trabalho e algumas propostas de pesquisas futuras

interessantes a serem realizadas.
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2 FUN DAMENTA(;AO TEORICA

Neste capitulo serdo apresentados conceitos basicos de sistemas com atraso. Antes de
serem mostradas as ideias aplicadas em teoria de controle, como aquelas referentes a estabilidade,
sdo discutidos temas tedricos, tais como condicdes de causalidade e construcdo do espaco de
estados de um sistema com atraso. O intuito dessa abordagem ¢é ressaltar o quao os sistemas
com atraso possuem comportamento complexo e distinto dos sistemas cujas varidveis somente
dependem do instante atual. E apresentada uma visdo intuitiva de como variam os estados de
sistemas com atraso e também mostrado o conceito de equivaléncia topoldgica para transformar

um sistema com atraso variavel em um sistema com atraso constante.

2.1 Conceitos preliminares

Nesta secao serdo brevemente apresentados os conceitos preliminares para a abor-
dagem tedrica de sistemas com atraso. S3o apresentadas as defini¢des de sistemas dindmicos,
de equacgdes diferenciais funcionais e também um exemplo para evidenciar a aplicagdo dos

conceitos apresentados.
2.1.1 Definicdo formal de sistema dindamico

Intuitivamente, um sistema dindmico pode ser entendido como um processo cujas
varidveis possuem dependéncia temporal. Se conhecidas as regras de tal dependéncia, o sistema
possui uma representagdo matematica que, na maior parte dos problemas em teoria de controle,
toma a forma de um sistema de equagdes diferenciais. Um sistema dinAmico pode ser caracteri-
zado por um conjunto de possiveis estados e uma lei matematica de evolugdo de tais estados no
tempo (KUZNETSOV, 2004). Por estados, entende-se um conjunto de varidveis que, conhecidas
para determinado parametro independente, determinam unicamente as informagdes acerca do
sistema, (VERRIEST, 2011). Para uma equacdo diferencial ordindria, por exemplo, um estado
pode ser um ponto em um espago vetorial de dimensao finita, ja que ele determina de maneira
Unica a existéncia de uma solucao para a equagao em qualquer instante futuro. Com efeito, do
Teorema da Existéncia e Unicidade para equacOes diferenciais ordinarias (CHICONE, 2006),
sob determinadas circunstancias, um valor inicial € suficiente para determinar todos os valores
futuros do sistema.

Para trabalhar de maneira sistemética com tais ideias, € importante que sejam defini-
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dos os conceitos bésicos da teoria de sistemas dindmicos, os quais estdo em consonancia com a

linguagem utilizada em Verriest (2011) e em Kuznetsov (2004).

Definicao 2.1.1 Um sistema dindmico é uma tripla ordenada ¥ = (T,X,E) em que T é o
conjunto das varidveis independentes, X é o conjunto em que estdo definidos os estados do

sistema e £ € uma familia de operadores evolugcdo parametrizados por elementos em T.
2.1.2 Equagaes diferenciais funcionais

Nesta subsecao € definido o tipo de equacao que serd analisada no texto, isto é, a
equacao diferencial funcional. As defini¢cdes aqui apresentadas estdo de acordo com o que foi
mostrado em Kolmanovskii e Nosov (1986).

Por equacdo funcional entende-se uma equacdo em que a fun¢ao a ser determinada
aparece com argumentos diferentes entre si. Um exemplo de equacgdo funcional € apresentado
em um problema proposto em Venkatachala (2002), que pede a demonstracdo do fato de
que ndo existem funcdes f : N — N estritamente crescentes tais que f(2) =3 e f(mn) =
f(m)f(n), para todos os valores de m, n € N. Nos casos estudados nesse trabalho, as equacoes
funcionais apresentam-se como problemas em que deseja-se encontrar uma funcio que satisfaca
determinadas propriedades.

De maneira ainda mais especifica, o presente trabalho tratara de equacdes diferenciais
funcionais, nas quais a equacao funcional € composta por um termo igual a derivada da fungdo a
ser determinada. Em particular, as equacdes serdo do tipo atrasadas, isto é, os argumentos serdo
sempre menores ou iguais a varidvel independente escolhida. Diferente das equacdes diferenciais
ordindrias, que também sao comuns em aplicacdes de fisica e de engenharia, as equagdes
diferenciais funcionais possuem espaco de estados de dimensao infinita. Esse aspecto torna o
problema de sistemas com atraso muito relevante e intrigante do ponto de vista matematico e
serd melhor discutido na Secdo 2.2.4. Um exemplo de sistema com atraso bastante interessante
na drea da Engenharia Elétrica é apresentado em GriNO et al. (2021), conforme a Equacio 2.1
do modelo dindmico de uma "constant power load" em corrente alternada controlada por um

controlador proporcional somado a um bias:

P(1) :_Tk”-vz(r)-P(t)+k7P~v2(z)~P(r—T), (2.1)
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em que P(z) é a poténcia ativa, kp é o ganho proporcional, p(¢) € a poténcia instantdnea e T é o

periodo da tensdo elétrica v(z).
2.1.3 Exemplos

Nesta subsecao € apresentado um exemplo simples de sistema dinamico de modo
a focar na discussdo da existéncia e unicidade de solucdes para a equagao diferencial que o
representa, bem como em sua relagdo com a definicdo formal previamente apresentada. Ainda,
este exemplo serve como uma introducao a discussao sobre a construc¢io do espacgo de estados.

Os sistemas dinamicos podem assumir formas matematicas diversas, sendo comum
em ramos da matemaética aplicada, como teoria de controle e economia, o uso das equagdes a
diferencas finitas, (LIMA; IMPA, 2008), e das equagdes diferenciais ordindrias. O Exemplo
1 mostra os elementos basicos de um sistema dinamico para o caso que este é representado
por uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem. Por simplicidade, sempre que uma
transformacdo linear T : E — F entre espagos vetoriais de dimensao finita E e F for utilizada
no texto, esta serd denotada por sua representagdo matricial, isto é, dado u € E, tem-se T (u) =
T -u=Tu € F. Tal representacdo é motivada pela simplicidade que traz as notacdes, conforme

Lima e IMPA (2008).

Exemplo 1 De acordo com a Definicdo 2.1.1, a equagdo diferencial ordindria de primeira
ordem: %(t) = Ax(t), A € My ,(R), pode ser entendida como um sistema dindmico em que
T = R>¢ € o conjunto dos instantes de tempo considerados, X C R" é o conjunto de possiveis
estados assumidos pelo sistema e E C F (R>o x R";R") é a familia de operadores evolugcdo
do sistema que, para cada estado xy € R" e cada instante de tempo t € R>( associa um vetor
x(t) € R" dado por x(t) = e*'xy. Por F (X;Y) entende-se o conjunto das funcées de X valoradas
emY, enquanto M, ,(IF) representa o conjunto das matrizes de a linhas e b colunas com entradas

no corpo .

As solugdes da equacao diferencial apresentada no Exemplo 1 tomam valores em
um espaco vetorial de dimensao finita, em particular o R", e podem ser obtidas de forma tinica a
partir do operador evolu¢do aplicado a elementos do mesmo espaco. Do Teorema da Existéncia
e unicidade é sabido que, dada uma condi¢@o inicial x(0) = xo € R", a solug@o do sistema fica
unicamente determinada. Isso faz dos pontos com n coordenadas reais um conjunto adequado

para representar os estados do sistema. Para o casoem que n =1 e A = —1, tem-se na Figura 2
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duas solugdes para a equacgdo diferencial ordindria apresentada no exemplo anterior. Deve-se
ressaltar que as diferentes condicdes iniciais fazem que as solugdes sejam também distintas.
Ainda, as solucdes ndo assumem o mesmo valor (0 mesmo estado) em nenhum instante de
tempo, mesmo que esses valores estejam tao proximos de zero quanto se queira, para um tempo
suficientemente grande. Com efeito, se esse fosse o caso, tal instante poderia, sem perda de
generalidade, ser considerado o instante inicial, 0 que contrariaria a unicidade da solugao.

Figura 2 — Solugdes da equacdo diferencial ordindria x(¢) = —x(t) para dois valores iniciais
diferentes.

=1
0.9 Lo

0.8

0.7

Fonte: elaborada pelo autor.

Para esse caso simples, pode-se verificar também a unicidade da solucao para dado
vetor inicial xy por meio da expressdo da solucdo analitica da equacgao diferencial. Com efeito,
qualquer solugdo do problema satisfaz x(t) = e 'x, refor¢ando a ideia de que cada solugédo

depende diretamente do estado inicial e este determina aquela de maneira unica.
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2.2 Sistemas com atraso constante

Nesta secdo serdo definidos os sistemas com atraso constante e discutido o seu
comportamento qualitativo do ponto de vista da evolucdo temporal dos estados. Os sistemas com
atraso constante constituem um caso bastante interessante de sistemas de controle. O atraso no
argumento de um ou mais termos da equagao diferencial funcional causa mudancas significativas
no comportamento do sistema, principalmente em termos de estabilidade quando se trata de
teoria de controle. Do ponto de vista pratico, o atraso pode deteriorar o desempenho de um
sistema, causando aumentos nos tempos de assentamento e na ultrapassagem maxima percentual
em respostas de sistemas lineares, por exemplo.

Nas subse¢des que seguem, sempre que mencionado o atraso em um sistema, este

serd considerado constante.
2.2.1 A infinitude dos espagos de estados de sistemas com atraso

Nesta subsecdo serd apresentado o conceito de espacgo de estados para um sistema
com atraso constante. A relevancia desse tépico se dd ndo somente por sua significativa diferencga
com relacdo a equagdes diferenciais ordindrias, mas também por sua importancia no entendimento
do comportamento das solucdes de sistemas com atraso. Ocorre que os estados de um sistema
com atraso constante ndo assume valores no R”, mas em um espacgo de funcdes.

O Exemplo 2 apresenta um caso em que um valor inicial ndo mais determina de
forma tnica a solu¢do de uma equacao diferencial. Conforme explicado mais adiante, isso ndo é
um contraexemplo da unicidade da solugdo para dado valor inicial (o que é 6bvio dado que o

resultado matematico é demonstrado), mas uma inconsisténcia na escolha do espago de estados.

Exemplo 2 A equagdo diferencial atrasada x(t) = Ax(t — 1), A € M,, ,(R), é, em particular, um
exemplo de equacdo diferencial funcional. Tal expressdo matemdtica é uma representacdo do
sistema dindmico X = (T, X E), em que T = Rx( € o tempo no qual estdo definidos os estados
do sistema, X = Z (|—1,0];R") é o espago de estados adequado para o sistema proposto (cuja
explicagdo é dada apds o exemplo) e E = F (R>g x F (|—1,0];R");R") é o conjunto no qual

estd a familia de operadores que determinam a evolucdo de um estado apos dado tempo.

A defini¢do do espaco de estados apresentada no exemplo acima resolve a inconsis-

téncia mencionada anteriormente, mas precisa ainda de maiores explicacdes para o entendimento
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intuitivo do novo espago vetorial utilizado para essa nova classe de sistemas. Para tanto, serd
apresentado um exemplo baseado em Fridman (2014), em que um unico valor inicial gera
solucdes distintas. Isso deve demonstrar que o espago vetorial n-dimensional nédo é, de fato,
adequado para a construcao do sistema dinamico. Considere o caso unidimensional com A = —1
e a condi¢do x(0) = 1. Tal exemplo, além de simples, serve como uma extensdo do Exemplo 1
para o caso com atraso no tempo.

Somente com a defini¢do da condi¢do inicial, seria de se esperar, para equagoes
diferenciais ordindrias, que hd uma tnica solu¢do para o problema, isto €, que os valores futuros
estdo unicamente definidos pelo valor da solucdo em # = 0. No entanto, a Figura 3 apresenta
duas solugdes distintas para tal problema. Essa circunstincia € reforcada pela legenda da figura
mencionada, que indica o mesmo valor inicial para ambas solucdes.

Figura 3 — Solucdes da equacdo diferencial funcional x(r) = —x(f — 1) para o valor inicial

x(0) = 1, mostrando que somente a informagdo do valor inicial ndo garante a unicidade das
solucoes.

1 T T T T T T T T T
—2(0) =1
—2(0) =1
051 i
=
8
0r -
-05¢E 1 1 1 1 | 1 | 1 .

Fonte: elaborada pelo autor.

Esse exemplo mostra, de maneira intuitiva, que o conjunto dos nimeros reais nao

define adequadamente um espaco de estados para um sistema com atraso, por ndo ser possivel
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prever o comportamento futuro do sistema com base no conhecimento de um valor inicial em tal
espaco. Em geral, espacos vetoriais de dimensao finita ndo sido apropriados para representar o
conjunto de estados de um sistema definido por uma equacdo diferencial funcional. De fato, o
espago das fung¢des que atribuem um valor real a cada elemento de [—1,0] é o espago vetorial
adequado para o sistema dindmico expresso pela equacgao diferencial com atraso apresentado no
Exemplo 2. Neste, as fun¢des iniciais que definem de maneira tnica as solucdes do problema com
atraso unitdrio sdo ¢(r) =1e ¢(t) =t +1,¢ € [—1,0]. A Figura 4 mostra o comportamento do
sistema antes do instante inicial para um intervalo de tempo unitdrio (que, ndo coincidentemente,
€ igual ao valor do atraso), isto é, as respectivas fungdes iniciais utilizadas para gerar os graficos
das solucdes apds o instante t = 0.

Figura 4 —Solu¢des da equacdo diferencial funcional x(z) = —x(z — 1) para as fun¢des iniciais

o(t)=1e ¢(t) =t+1, t € [-1,0], exemplificando a unicidade das solugdes para fungdes
histérico conhecidas.

| . —éM=Lie[-L0
—p(t) =t+1,t € [-1,0]

Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 4 mostra uma parte importante do grifico das solucdes da equacao diferen-
cial com atraso do Exemplo 2. O histérico da solu¢do antes do tempo inicial determina como o

sistema se comportard no futuro. Com esse fato, o leitor deve ser capaz de intuir que € coerente
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imaginar a fun¢do histérico do sistema como uma candidata a estado, isto é, para cada fungdo

histérico, hd somente um comportamento futuro possivel.
2.2.2 Solucao conceitual

Nesta subsec¢ao serd apresentada a ideia bdsica para resolver uma equagao diferencial
com atraso, utilizada tanto para se compreender o efeito do atraso na necessidade de informagdes
passadas do sistema quanto para obter informag¢des quantitativas sobre o sistema por meio de
métodos numéricos.

Alguns problemas com atraso podem ser resolvidos analiticamente para um intervalo
limitado de tempo. A resoluciao de exemplos simples por meio de métodos analiticos fornece
também ideias intuitivas bastante interessantes com relacdo ao comportamento das solugdes das
equacdes diferenciais funcionais. Isso aplica-se inclusive para sistemas em que o atraso varia no
tempo, conforme serd apresentado na Sec¢do 2.3.

E interessante observar que, diante da dependéncia da derivada da solugiio com
relacdo a um valor passado dessa mesma fungao, diferentes fungdes iniciais de fato gerarao
diferentes solugdes. Tais funcdes iniciais assumem o mesmo valor inicial em ¢ = 0 para o
exemplo dado, mas essa informacao instantdnea e pontual ndo € suficiente para determinar os
valores da fun¢do para ¢ > 0, de modo que ndo a define unicamente, conforme ilustrado no
exemplo anterior. O "Method of Steps" (Método dos Passos), proposto por Cooke (1963) e
apresentado didaticamente em Fridman (2014), é, ndo somente um método computacional para
encontrar as solucdes do problema, mas também uma maneira de apresentar conceitualmente do
que se trata a solucdo de uma equacio diferencial funcional simples. Nesse trabalho, tal método
serd chamado de Método dos Intervalos, também chamado de "Time Division into Couplets" ,
termo este utilizado por Verriest (2009).

O Método dos Intervalos se baseia no fato de que uma equagdo diferencial funcional
pode ser representada como uma familia de equagdes diferenciais ordindrias com condicdes
iniciais a serem determinadas e definidas em intervalos com comprimento igual ao atraso. No
Exemplo 3 ¢ apresentada a aplicagdo do Método dos Intervalos para a equacdo diferencial

funcional x(¢) = —0.5x(t — 2), definida para t € R>¢, com x(z) € R.

Exemplo 3 Resolver a equagao diferencial funcional x(t) = —0.5x(t —2) para t € R> passa
por compreender o seguinte problema: se a funcdo solucdo dessa equagdo somente estd definida

para valores ndo negativos de tempo, faz sentido calcular a derivada da funcdo em zero com
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base na equagdo dada? Tal pergunta é, de fato, pertinente, dado que, em t = 0, ter-se-ia
x(0) = —0.5x(—2), 0 que é incoerente, visto que x(—2) ndo é conhecido e muito menos definido
para a fungdo solugdo x : R>g — R. Esse argumento mostra que o problema ndo fica bem
definido se apenas a equacdo diferencial funcional, o dominio e o contradominio da fungcdo
solucdo sdo dados. Diferentemente das equagdes diferenciais ordindrias, sabe-se também que
adicionar a informacdo de um valor inicial também ndo é suficiente para garantir a unicidade
da solugdo. Dessa maneira, deve-se inicialmente assumir o valor da derivada da fungdo solugdo
emt =0 é conhecida. Tal necessidade estende-se também para quaisquer valores de tempo
maiores que zero e menores que o atraso, pois tais valores do pardmetro independente tornariam
negativo o argumento da fung¢do no segundo membro da equagdo diferencial. Portanto, para
que um problema envolvendo a equacdo diferencial funcional esteja devidamente proposto, sdo
necessdrios os valores das derivadas da fungdo solugcdo para todos os instantes de tempo entre 0
e 2. Para tal, pode-se definir a funcdo historico, ou funcdo inicial, como: ¢ : [—2,0] — R dada
por ¢(t) = %(t +2) para todo t € [—2,0] ou, de outra maneira, %(t) = ¢(t —2) parat € [0,2]. A
titulo de exemplo, para valores de t entre -2 e 0, serd definido que §(t) = —t, isto é, a derivada
da solugdo do sistema entre o instante inicial t = 0 e o instante coincidente com o valor do
atraso t =2 é dado por uma fungdo linear de coeficiente angular -1. A Figura 5 apresenta o
grdfico da funcdo historico utilizada neste exemplo. Tal ilustracdo é apresentada com intuito de
construir paulatinamente a solucdo completa da equacdo diferencial funcional para qualquer
instante de tempo maior que zero, o que passa pelo uso da fun¢do inicial apresentada.

Com essa defini¢cdo, o problema de resolver a equacdo diferencial com atraso fica
bem definido pelo sistema de Equacées 2.2, o qual é composto por uma equacdo diferencial
funcional cuja condicdo inicial ndo mais é um tinico valor real, como no Exemplo 1, mas uma

fungdo historico definida sobre um intervalo de comprimento igual ao atraso.

¢

X(t) = —0.5x(t —2), se t € [2,+o0|;
x(t)
o(t) =—t,set € [-2,0].

—0.5¢(t—2), set €[0,2]; (2.2)

\

Neste ponto é importante ressaltar que ambos os intervalos de tem nos quais estdo
escritas as equagoes para a derivada da solucdo estd o ponto t = 2. Isso estabelece uma
condicdo de continuidade da derivada no ponto t = 0 sem que, no entanto, essa seja uma

condi¢do necessdria a resolucdo do problema. Com efeito, a funcdo historico §(t) = —t foi
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Figura 5 — Fungdo inicial, ou fun¢@o histérico, ¢ (t) = —¢ escolhida a titulo de exemplo para a
resolucao da equacdo diferencial funcional apresentada no Exemplo 2.

1.4+ _

0.6 4

04r §

0.2 4

0 | | | | | | | | |
-2 -18 16 -14 12 -1 -08 -06 -04 -02 0

Fonte: elaborada pelo autor.

escolhida propositalmente para que tal continuidade fosse garantida, de modo a manter o
grdfico da fung¢do suave em todo instante de tempo mostrado. Ressalta-se que isso ndo é uma
necessidade e que diferentes funcoes iniciais poderiam ter sido utilizadas sem prejuizo algum ao
método, com a unica diferenca de que o intervalo para o qual a derivada da solugcdo depende de
¢ seria dado por [0,2) e ¢ somente precisaria estar definida no intervalo [—2,0).

Isso reforca a ideia de que, em um sistema com atraso, além da equacdo diferencial,
€ necessdrio fornecer uma condigdo inicial para um intervalo com o comprimento desse atraso.
Munida dessa condicdo, a equagdo diferencial pode ser reescrita como %(t) = —0.5¢ (t —2) =
0.5(t—2) =0.5t — 1, para t € [0,2], com o intuito de iniciar a resolugdo analitica do problema,
isto é, descobrir a fung¢do x(+) para instantes de tempo quaisquer maiores que zero. E interessante
observar que, sob essas circunstdancias, a equacdo trata-se de uma equacdo diferencial ordindria,
faltando somente o valor inicial desta para que uma solucdo tinica seja obtida. Tal valor inicial é
o valor de x(0), que pode ser calculado por meio da suposi¢do natural de que a fun¢do definida

por partes pela funcdo historico e pela solucdo da Equacdo 2.2 serd continua e, portanto,
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continua para t = 0. Nesse caso, deve-se ter x(0) = ¢(0) = 0, em que foi usada somente a
defini¢do da fungdo ¢ (-) no instante de tempo t = 0 para a realiza¢do do cdlculo. Portanto, as
solucdo da Equagdo 2.2 no intervalo [0,2] sd@o as mesmas solucoes do problema de valor inicial

apresentado na Equagdo 2.3.

x(t) =—-0.5¢(t—2)=0.5t — 1, para t € [0,2]; 23

x(0) =0.

Como 2.3 trata-se de um problema de valor inicial bastante simples, ndo serd
apresentado aqui o detalhamento de sua solugdo, mas somente o resultado que é a fungcdo
t . . " ”n :

x(t) = i t, parat € |0,2]. Dessa maneira, a Figura 5 pode ser "completada” para instantes

de tempo entre 0 e 2, conforme apresentado na Figura 6.

Figura 6 — Fungdo definida por partes que, para r € [—2,0], vale ¢(z) e, parat € [0,2], vale x(t).

2 T T T T . . .
—z(t) =4 —t,t€0,2]
1.5+ _¢(t) _t7 t e [_27 0]

qF
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Fonte: elaborada pelo autor.

Destaca-se na Figura 6 a separagdo das fungoes definidas em cada intervalo (valores

ndo positivos e valores ndo negativos de tempo). Em vermelho, a solugdo da equacdo diferencial
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funcional é representada por uma funcdo polinomial. Em azul, a funcdo historico, jd conhecida,
é plotada novamente, de modo que é possivel verificar a continuidade requisitada na defini¢cdo
do problema de valor inicial. O leitor atento nesse momento deve imaginar que a solugdo da
equagao diferencial funcional para tempos maiores que 2 seja obtida de maneira similar, por
obtencoes sucessivas de problemas de valor inicial para intervalos de tempo de comprimento 2.
Com efeito, tal metodologia justifica o nome da técnica computacional desenvolvida por Cooke

(1963), isto é, 0 Método dos "Steps”. Para o exemplo analisado, o préximo passo seria resolver
(r—2)?
4

t € [2,4]. Observe que, nesse caso, ndo hd indefini¢do alguma no segundo membro da equagao,

a equagdo diferencial ordindria dada por x(t) = —0.5x(t —2) = —0.5 —(t=2)|, para

tendo em vista que para o intervalo de tempo mencionado, a fungdo x(-) estd completamente

definida. Mais que isso, a fungdo é conhecida e é dada por um polinémio de segundo grau em t.
2

t
Nesse caso, o valor inicial é dado por x(2),;c(p. 4 = *(2)e02) = 7! = —1, baseada na
t=2

condigdo de continuidade da solucdo da equagdo diferencial funcional. Portanto, a Equagdo 2.2
possui a mesma solugdo, no intervalo de tempo t € [2,4], do problema de valor inicial definido

pela Equacdo 2.4.

_ (t—2)?
x(t) =—-0.5x(t—2)=—-05|———(t—2)|, parat € [2,4];
4 (2.4)

x(2)=—1.
Novamente, tratando-se de uma equagdo diferencial ordindria na qual a varidvel
independente aparece como termo de um polinémio, a solu¢do para o problema pode ser obtida

facilmente por meio de operagées bdsicas de integragdo, estas ndo sendo, portanto, apresentadas

. o ~ (r=2)° (t—-2)? ,
aqui. A solugdo é dada pela fungdo x(t) = —0.5 5 3 , parat € [2,4]. A Figura

7 apresenta o grdfico da solucdo da equacao diferencial funcional para instantes de tempo em

[2,4), incluida a fungdo histérico para tempos negativos e a solu¢do encontrada anteriormente
parat € [0,2].

A fim de ressaltar a diferenca entre as funcoes encontradas para cada intervalo
de tempo, utilizou-se a cor magenta para a solucdo da fungdo no ultimo intervalo estudado,
conforme legenda da Figura 7. A repeticdo do método apresentado para os intervalos seguintes
fornece a solugcdo da Equagdo 2.2 em qualquer instante de tempo t > 0. A Figura 8 mostra o
grdfico da fungdo solucdo até o instante t = 35, bem como da fun¢do historico para o sistema

com atraso estudado. Tal grdfico ilustra também a estabilidade da solucdo encontrada, o
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Figura 7 — Fung¢do definida por partes que, para r € [—2,0], vale ¢(¢) e, parat € [0,4], vale x(t).

05 4

-0.51 1

Fonte: elaborada pelo autor.

que pode ser confirmado por meio da andlise do sistema no dominio da frequéncia, conforme

apresentado em Dorf e Bishop (2010).

2.2.3 Solucao analitica

Nesta subsecao € apresentada brevemente a técnica de como pode ser obtida uma
solu¢do analitica para uma equacgdo diferencial com atraso. A simplicidade aparente do problema
alinhada a complexidade da solugdo analitica d4 uma ideia sobre como sistemas com atraso
podem gerar problemas desafiadores dos pontos de vista pratico e tedrico.

Apesar de sua complexidade, € possivel tratar da solucdo analitica para alguns tipos
de equacdo diferencial com atraso. Embora esse ndo seja o foco do trabalho, a solucio analitica
de uma equagdo desse tipo passa por técnicas que sdo utilizadas na resolucdo de equagdes
transcendentes. Estas, em contraste com as equacdes algébricas, possuem funcdes transcen-
dentes em sua formulagdo, as quais ndo podem ser escritas como uma fra¢do de polindmios,

(TOWNSEND, 1915). Equagdes desse tipo tornardo a aparecer quando analisados sistemas
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Figura 8 — Funcdo definida por partes que, para t € [—2,0], vale ¢(¢) e, parat € [0, +oo|, vale

x(1).

2 T T T T T T T
—x(t), t € [0, +00]
5l —(t), t € [-2,0] |
(L ]
05 F ]
O -
05+ 1
-1 i 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 5 10 15 20 25 30 35

Fonte: elaborada pelo autor.

cujo atraso varia no tempo. Com o intuito de desenvolver uma solucao analitica para a equagao
diferencial com atraso, em Maignan e Scott (2016), por exemplo, € suposta a "ansatz" - termo
em alemao para "abordagem" e entendido nesse texto como "solucdo particular" - dada por

x(t) = e*. Substituindo essa funcdo na equacdo diferencial, tem-se:

A-(t—h) At A Ah

i) =ax(t—h) = A-*"=a-e —a-M e —= A =a. M

isto é, o problema pode ser reformulado de modo que o torna-se encontrar as solu¢cdes da Equacao

2.5.

A=a-e N (2.5)

1

A solug@o desse problema é dada por A = 5 - W(ah), em que W denota a Fungéo de

Lambert, (MAIGNAN; SCOTT, 2016).

=
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2.2.4 Os estados de um sistema com atraso

Do que foi exposto na subsecdo anterior, a obtencao da solu¢ao de uma equagao
diferencial funcional em determinado intervalo de tempo depende do conhecimento de uma
funcdo, seja ela uma fun¢do histérico ou parte da solu¢do, em um intervalo com comprimento
igual ao valor do atraso. A fim de melhor compreender como pode ser representado um estado
de um sistema desse tipo, nessa subsecdo serd apresentado um exemplo semelhante ao que foi
mostrado anteriormente, mas utilizando um valor genérico de atraso. Nesse caso, o objetivo
ndo serd a obten¢do da solucdo da equagdao em determinado intervalo, mas apresentar ao leitor a

forma do estado que, conforme argumentado anteriormente, ndo pode ter dimensao finita.

Exemplo 4 Considere a equagdo diferencial funcional x(t) = ax(t — h), cuja solugcdo toma
valores reais, isto é, x(t) € R. Novamente, para o caso em que h = 0, um valor inicial x(0) seria
suficiente para definir uma solugdo unica para o problema. Caso contrdrio, tem-se h > 0 (ndo
faz sentido falar de h < 0 nessa situagdo, pois isso faria a dindmica do sistema depender de
valores futuros de x(-), o que viola a premissa de causalidade). A equacdo diferencial funcional

é um problema bem definido se for dada nos seguintes termos do sistema de Equacoes 2.6.

(

x(t) =ax(t —h), set € [h,+ool;

x(t) =ap(t—h), set €[0,h); (2.6)

¢:[—h0]—-R

\
em que @ (-) é uma fungdo historico, isto é, de condigdes iniciais para o sistema. Do que foi visto
anteriormente, o conhecimento do valor x(t) da solu¢do para qualquer instante t € [nh, (n—+ 1)h],
em que n € N, depende do conhecimento da fungdo x(t + 0) para qualquer instante t + 6 €
[(n—1)h,nh], isto é, t € [nh,(n+1)h] e 6 € [—h,0]. Isso pode ser verificado facilmente para
alguns casos iniciais. Para n = 1, por exemplo, o valor x(t) da solu¢do para qualquer instante
de tempo t € [h,2h] depende dos valores de x(t + 6), em que t € [h,2h] e 6 € [—h,0], ou seja,
depende dos valores da fungdo para os instantes t + 6 € [0,h]. Denotando por x;, a fun¢do
xp 1 [—h,0] = R dada por x;,(0) = x(h+ 0), conclui-se que xj, é a solu¢do da equagdo diferencial
funcional no intervalo [0,h]. Além disso, pode-se afirmar que o conhecimento de x;, determina
completamente a solugcdo da equagdo no intervalo [h,2h], com base no Método dos Intervalos.

Da defini¢do anterior, no entanto, a solucdo nesse intervalo [h,2h] pode ser escrita como xyp,
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isto é, a solugdo do sistema para t € [h,2h] é dada por x3;,(0) = x(2h+ 0), com 6 € [—h,0]. Se
0 Método dos Intervalos for aplicado sucessivamente, o conhecimento de xj, permite determinar
unicamente o comportamento futuro da solugdo da equagdo diferencial para qualquer instante
de tempo maior que h. Tal unicidade vem do fato de que, para cada intervalo de comprimento h,
a solucdo é definida por um problema de valor inicial, isto é, uma equacdo diferencial ordindria
com uma condi¢do inicial pontual no tempo. Tal caracteristica faz das fungbes x,;,, com p € N,
candidatas a estados do sistema. De maneira geral, para cada instante de tempo t € [h,~+),
define-se a funcdo x; : [—h,0] — R dada por x;(0) = x(t 4+ 0). Observa-se que ndo faria sentido,
nesse momento, definir a funcdo x; para valores de t menores que h, pois isso requisitaria valores
da solugdo da equagdo para instantes de tempo negativos, o que ndo estd definido. Uma solu¢do
para isso serd apresentada na Equagdo 2.7, por meio do uso da funcdo histérico. Pode-se
reescrever o sistema de Equacoes 2.6 em termos das funcoes x;, conforme mostrado no sistema

de Equacoes 2.7.

x(t)=a-x;,(—h), parat € R>p;

x(0) = ¢(6),

em que 6 € [—h,0] e ¢ : [—h,0] — R € a fungdo histérico. A notagdo mostrada no sistema de

2.7)

Equacoes 2.7 é bastante interessante porque expressa o problema em fungdo das fungcoes x;.
Observa-se que o conhecimento de xo, que é uma fungdo de [—h,0] em R dada por xo(0) = ¢(6),
determina x; para qualquer instante t > 0. Diante disso, deve ficar evidente para o leitor que o
conjunto dado por todas as fungoes x;, t > 0, de fato é uma orbita para o sistema e o conjunto das
fungoes em F ([—h,0];R) é o espaco de estados adequado para a equagdo diferencial funcional
utilizada neste exemplo. Como esse espaco possui dimensdo infinita, isto é, ndo pode ser gerado
por um conjunto finito linearmente independente de seus elementos, tem-se que o sistema com

atraso possui dimensdo infinita.
2.2.5 Formulagdo via equacaes diferenciais parciais

Nesta subsecdo serd apresentada uma abordagem do problema de sistemas com
atraso constante utilizando equagdes diferenciais parciais. Tal formulacdo € interessante do ponto
de vista tedrico e pratico, pois permite observar que um modelo com atraso constante pode ser
convertido em um outro modelo matematico desprovido de atraso, mas ndo necessariamente

mais simples.
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A introdug¢do de uma segunda varidvel 6 € [—h, 0] a formulagdo do problema apresen-
tado no exemplo anterior torna natural a criagdo de uma nova fun¢ao que possua duas variaveis:
te 6. Sejaz:Rsgx[—h,0] — R dada por z(t,0) = x;(0) = x(r + 0). Observa-se que para cada
instante 1 > 0, z(¢, ) corresponde ao estado do sistema no instante . Como no caso estudado
a funcdo z(+,-) toma valores reais, pode-se interpretar tal fun¢do geometricamente da seguinte
maneira: para cada ponto (¢,8) da regido R>q x [~/,0] C R? do plano ¢ x 6, a "altura" z(¢, 0)
corresponde ao valor do estado x; do sistema no instante 6. O grafico de z pode ser visualizado
na Figura 9, na qual € possivel observar a evolu¢iao do estado x; para a equacgdo diferencial
funcional apresentada no Exemplo 3. Comparando as Figuras 8 e 9, verifica-se que, no plano
definido por 6 = 0, a superficie determinada por z(¢,0) = z(¢,0) tem o mesmo formato da parte
em vermelho da curva apresentada na figura apresentada anteriormente. Isso é coerente com a
defini¢do da fungio z, ja que z(7,0) = x;(0) = x(¢) para valores ndo negativos de ¢.

Figura 9 —Evolugdo dos estados do sistema com atraso constante apresentado no Exemplo 3 para
t €10,20].

2(t,0) = x:(0)

Fonte: elaborada pelo autor.

A partir dessa interpretagdo multivaridvel, € interessante analisar de que forma os
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estados do sistema variam no tempo, isto €, conhecer a derivada da funcao x; com relagcao ao

tempo. Isso pode ser verificado da seguinte maneira:

dx;  dz(t,0) z2(t+0,0)—z(t,0) x(t+8+4+0)—x(t+0) x(t+60+6)—x(t+0)

o o am 5 = jim 5 = jim 5
dz(t,0) . z(t,0+6)—z(t,0) dz(t,0)  Jz(t,0)
o am 5 — T a0

Verifica-se que taxa de variacdo do estado do sistema no tempo € igual a taxa de
variacao do estado do sistema com relacdo a varidvel 0, isto é, ao pardmetro que retorna, para
cada estado, o valor da solucdo em determinado tempo especifico. Tal caracteristica configura
o sistema como uma equacao diferencial parcial, de modo que justifica-se a busca por uma
condi¢do de contorno e por uma condi¢do inicial que deixem bem definida a nova formulacio do
problema.

A condi¢do de contorno para o problema pode ser obtida a partir da prépria equagdo

diferencial com atraso, isto é:

x(t)=a-x(—h) = % =a-z(t,—h).

Ja a condicdo inicial pode ser obtida a partir da defini¢do da funcdo histérico para o

problema da equacdo diferencial funcional:

x(0) = ¢(68) = 2(0,6) = ¢(6).

Portanto, o problema de resolver a equacao diferencial funcional em 2.7 pode ser

reescrito como um problema de resolver uma equacgdo diferencial parcial dado por 2.8.

(0z(t,6)  0z(1,0)

5 (ato) 00

z(t

0) 2.8
30 a-z(t,—h); (2.8)

\Z(O,Q) =¢(0),

emque’ € Rspe 0 € [—h,0].
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A apresentacdo intuitiva da infinitude dos espacos vetoriais de sistemas com atraso
constante, bem como a sua solu¢do conceitual e sua formulagdo por meios de equagdes dife-
renciais parciais encerra, nesse trabalho, a discussdo tedrica acerca das equagdes diferenciais
funcionais com atraso constante. Foram tratados aqui apenas casos particulares bastante simples

de modo que maiores detalhes acerca da teoria podem ser encontrados em Hale e Lunel (1993).
2.2.6 Formalizacdo matemdtica em espacos de Banach para sistemas com atraso

Nesta subsecao é comentada de maneira breve a formalizacao tedrica da teoria de
sistemas com atraso em termos de espacos de fungdes. O conhecimento desse tema mostra-se
proveitoso ao desenvolvimento de condi¢des de estabilidade para sistemas com atraso, por
exemplo, dado que os espacos de Banach sdo os objetos matematicos sobre os quais os estados
de um sistema com atraso variam.

De maneira mais formal, existem duas maneiras de representar o espaco de estados
de um sistema com atraso constante. A primeira forma, que foi a utilizada nos exemplos 2
e 3, é aquela em que a equagdo diferencial funcional € definida sobre o espaco de Banach
C([—h,0];R™) das func¢des continuas de [—/,0] em R”, sendo & o atraso constante e R” o espago
onde as solucdes tomam valores.

Por espaco de Banach entende-se um espaco vetorial normado que, na métrica
induzida pela norma, é um espaco métrico completo, (BOTELHO et al., 2015). A importancia
desse tipo de conjunto esta principalmente na ideia intuitiva de que ele ndo possui "buracos", dada
sua completude. Com efeito, um espaco métrico completo €, por defini¢do, um espago no qual
toda sequéncia de Cauchy converge para um elemento pertencente ao espacgo. Tal propriedade
torna bastante interessante a investigacdao da convergéncia de sequéncias, pois o conhecimento
de tal propriedade nao pressupde o conhecimento do limite de tal sequéncia.

Deve-se ressaltar que a norma que torna C[—h,0] um espaco de Banach é dada,
conforme Fridman (2014), por ||x;||c = max{||x(t+ 0)|| : 6 € [-h,0]}, em que || - || € a norma
euclidiana. Tal norma é também denotada em outros textos como ||x;||« = ||x¢||c. Tal norma é
conhecida também como norma do supremo e a existéncia de um valor maximo para o conjunto
mencionado advém da continuidade assumida para o estado do sistema, e que a completude do
espaco € garantida pelo fato de que, na norma mencionada, a convergéncia de uma sequéncia de
fungdes € uniforme e, portanto, o seu limite € uma fungdo também continua.

A segunda forma de representar o espago de estados sobre o qual estd definido o
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sistema com atraso € por meio de um caso particular de espaco de Banach em que o espaco
vetorial ¢ munido de um produto interno e, na norma induzida por este, o espaco métrico é
completo. E 6bvio que pode-se falar de espaco métrico nesse contexto, dado que uma norma
obedece todos os axiomas de uma métrica. O espago vetorial com as caracteristicas particulares
acima € chamado de espago de Hilbert e, para o caso estudado nesse trabalho, ¢ dado pelo
conjunto R" x Ly(—h,0). O conjunto L,(X,X, ), em que a tripla ordenada (X,X, ) é um
espaco de medida, é o conjunto de classes de equivaléncias das fun¢des de .2 (X, X, 1), isto é,
trata-se do conjunto de todas as fun¢des equivalentes aquelas cuja p-ésima raiz da integral do
modulo da funcdo elevado a p sobre todo o conjunto X € um valor finito. Intuitivamente, isso €
uma maneira de dizer que a fun¢do possui "energia" finita. Observe também que fornecer uma
fungao inicial definida no intervalo [—#, 0], como foi a primeira descrigao utilizada para o espago
de estados, € bastante similar a fornecer uma fungéo inicial no intervalo (—#,0) acrescida da
informacao de um ponto no R”.

Para maior entendimento acerca do conjunto [£ dos operadores evolugdo do sistema
com atraso, da representacao da equacdo diferencial com atraso como uma equacdo diferencial
ordindria ou uma equagao no espago de Banach, deve-se consultar Fridman (2014). Na referéncia

€ possivel também verificar uma formulacao da equacdo em termos de espacgos de Hilbert.

2.3 Sistemas com atraso variavel

Nesta secdo serd apresentada a ideia de um sistema possuir atraso varidvel, bem como
uma discussdo acerca das condi¢des de causalidade de tal sistema e a construcao de espago de
estados para esse caso, que € um pouco mais complexo. Essa discussd@o culmina na equivaléncia
topoldgica de um sistema com atraso varidvel em relacdo a um sistema com atraso constante que,
neste caso, possui um espaco de estados melhor definido.

Este capitulo tratard da andlise do comportamento de sistemas com atraso variavel
no tempo. Esse tipo de atraso ocorre em diversos sistemas relacionados a teoria de controle,
como méaquinas de rotativas de torneamento, (OTTO; RADONS, 2017) e controle de sistemas
conectados via redes de comunicacdo, (FRIDMAN, 2014). O propésito do presente capitulo é
mostrar matematicamente o comportamento de um sistema com atraso varidvel no tempo, nem
como discutir possiveis inconsisténcias € mostrar o espaco de estados de um sistema com atraso

variavel no tempo.
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2.3.1 A taxa de variacdo do atraso e a consisténcia do sistema

Nesta subsec¢do estio apresentados alguns fatos interessantes sobre a taxa de variag@o
do atraso, os quais foram descritos de maneira detalhada em Michiels e Verriest (2011). Nesse
trabalho, os autores buscam compreender se a suposicdo de que a taxa de variagdo do atraso
deva ser menor que 1 é apenas uma premissa necessaria a derivagcao de critérios de estabilidade
ou se trata-se de uma questdo mais fundamental do ponto de vista da teoria de sistemas. De
fato, tal condi¢do ndo é meramente técnica e algébrica, mas diz respeito sobre a causalidade
do sistema. Embora vérias inconsisténcias e condi¢des menos conservadoras sejam tratadas
no artigo supracitado, aqui sera apresentada somente a andlise de causalidade para justificar a
premissa de que a derivada da funcdo atraso deve ser menor que 1. Na subse¢do subsequente
ficard claro que o caso em que a taxa de varia¢do do atraso unitdria também ndo € um problema
em termos de consisténcia para o sistema.

Por simplicidade, considere a equagdo diferencial funcional com atraso dada pela

Equacdo 2.9.

i(t) = a-x(t — (1)) 2.9)

E claro que, conforme destacado nas segdes anteriores, somente a equagio nio
¢ suficiente para que o problema seja bem definido, isto €, deve-se conhecer os dominios e
contradominios das func¢des envolvidas, bem como as condi¢des iniciais relacionadas ao sistema.
Para a andlise realizada nesse trabalho, considerar-se-4 x : R>g = R, ac Re 7:R>o = R.
Para garantir a causalidade do sistema, € necessario que a fun¢do argumento atrasado, definida
como R(t) =t — 1(¢), seja sempre um valor menor ou igual ao tempo atual ¢, caso contrdrio a
derivada do estado em determinado instante dependeria de valores futuros do estado, o que viola
a causalidade assumida para o sistema. Portanto, uma primeira condi¢@o sobre a funcao atraso é
dada por: 7(r) > 0, para qualquer € R>.

A andlise da taxa de variagdo do atraso pode ser iniciada pela andlise da taxa de
variagdo do argumento atrasado. De fato, R(t) = dljl—it) = 1 — 1(t) faz que, a partir da condicdo

sobre a taxa de variacdo do argumento atrasado, seja possivel concluir algo sobre a taxa de

variac¢do do préprio atraso. Para 6 > 0, pode-se escrever a Equagio 2.10:

x(t+0)=ax(t+06—1(t+9)). (2.10)



45

Escolhendo & suficientemente pequeno, pode-se aproximar o termo (¢ + &) pelos

dois primeiros termos de sua expansao em série de Taylor em torno de ¢:

T(t+98)=1(t)+1(r)- 6. (2.11)

Substituindo a aproximac¢ao da Equacgdo 2.11 na Equacdo 2.10, tem-se:

#(t+8) =ax(t+ 6 —t(t) — (1) - 8) = i(t+8) = ax(t — 7(r) + (1 — (t)) - §)

— it +8) = ax(R(r) + (1 — £()) - §). (2.12)

Admitindo, por contradi¢io, que o sistema causal descrito pela Equagdo 2.9 seja tal
que ©(t) > 1, entdo o termo (1 — 1(¢)) - & é sempre negativo e a Equagdo 2.12 pode ser reescrita

como.

i(t+8) = ax(R(t) —€), (2.13)

em que € > 0. Observe que o primeiro membro dessa equacdo também pode ser reescrito
como os dois primeiros termos de uma série de Taylor centrada em ¢, conforme mostrado no

desenvolvimento a seguir:

x(t+6) =x(t)+x(r)- 6. (2.14)

Substituindo a Equacio 2.13 na Equagdo 2.14, tem-se:

ax(R(t) — €) = x(t) +(t) -8 = ax(R(t) — &) = ax(R(t)) +(t) - S,

isto é, o valor da solu¢do no instante & = R(¢) — € depende dos valores futuros da soluc¢éo nos
instantes & + € e £ + 7+ €, ambos maiores que . A Equag@o 2.15 ressalta a caracteristica ndo

causal do sistema caso seja admitida taxa de variagao do atraso maior que 1.

x(E)=x(E+e)+a'-5-x(E+1+¢). (2.15)
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Estando explicada a inconsisténcia com respeito a causalidade advinda da taxa de
variacao da fung¢do atraso ser maior que 1, pode-se mencionar ainda outro motivo para que a
evolucdo do atraso tenha taxa menor ou igual a unidade. Assim como no caso em que o atraso
era considerado constante, em que o problema era dado pelo sistema de Equagdes 2.6, considere

o seguinte sistemas de Equagdes 2.16, em que o atraso € uma funcao temporal.

;

x(t) = ax(t — t(r)), se t € [tg,+oo|;

x(t) =ag(t—1(t)),set €[0,t]; (2.16)

O : [—tmin,0] — R,

\
em que f,;,;; € o menor instante de tempo para o qual a fun¢do histdrico precisa estar definida e #;
€ o tempo no qual o argumento da solucdo da equacao torna-se nulo, isto é, #; deve ser a tUnica
solugdo da equacdo t — 7(¢) = 0 para que o sistema fique bem definido. Observe que tal condi¢do
exige que a fun¢éio R(7) = ¢ — 7(t) somente tenha uma raiz real, isto €, somente cruze o eixo das
abcissas uma vez. A condi¢fio necessdria de que t(¢) < 1 garante que R(t) > 0 e que, portanto, o
eixo do tempo somente serd cortado pela fungdo R(¢) uma tnica vez. Além disso, como a fungéo
argumento atrasado é crescente, faz sentido definir uma fungéo histérico para valores em [—t;,0]
pois, nesse caso, 0 argumento nunca assumird valores negativos para ¢ € [f7, 4oo|.

Portanto, convém admitir no restante do trabalho a premissa de que a taxa temporal
de variagdo da funcdo atraso € menor ou igual a 1. Na subse¢do seguinte serd abordado o caso

em que a taxa de variacdo do atraso € unitdria.
2.3.2 Taxa de variagdo unitdria do atraso

Nesta subse¢@o admitir-se-d que ©(z) = 1. Esse caso estd sendo considerado separa-
damente em razdo de tornar a estrutura do problema consideravelmente mais simples, conforme

detalhado a seguir.

Rit)=t—1(t) = R(t)=1—-1(t)=1-1=0,

isto é, para uma taxa de variacdo temporal unitdria da fungdo atraso, a taxa de variacao do
argumento atrasado € identicamente nula e, portanto, o argumento atrasado deve ser uma func¢do

constante, seja ela R(¢) = fp. Com isso, a equag@o diferencial funcional analisada toma a forma:



47

x(t) = ax(t —t(t)) = ax(R(t)) = ax(ty) = axo,

que é uma equacao diferencial ordindria bastante simples. Casos mais complexos em que a
derivada da func¢do atraso € unitdria ocorrem em sistemas de controle em redes de comunicacao,

(VERRIEST, 2011).
2.3.3 Construgdo do espaco de estados

Nesta subsecdo serd apresentado o problema de definir-se um espaco de estados para
um sistema com atraso varidvel, o que tem como base o fato de que o espaco de estados do
sistema precisa ser estaciondrio. Para mostrar intuitivamente como fica definido o espaco de
estados de um sistema com atraso varidvel no tempo, serd escolhido um problema descrito pela

seguinte equacdo diferencial funcional:

i(t) = —x(t — (1)), 2.17)

em que 7(f) = ¢!, para instantes de tempo ¢ > 0. Observe que a fungéo escolhida para o
atraso de fato obedece as condi¢Bes necessdrias a causalidade, pois 7(t) = e >0, e ©(f) =
—e 1< 0 = 1(r) < 1 para qualquer valor de t € R. A Figura 10 apresenta graficamente o
comportamento comparado da fun¢do atraso, do argumento atrasado da solucdo e do tempo atual,
sem atraso.

Conforme esperado pelo comportamento assintético da fun¢do exponencial utilizada
como atraso, a medida que o tempo aumenta, a fun¢do argumento atrasado aproxima-se do
instante atual ¢, haja vista que a funcdo atraso aproxima-se de zero. Isso pode ser verificado
graficamente por meio da tendéncia assintética da curva em vermelho com relagdo a reta tracejada
na Figura 10.

O primeiro passo para que fique bem definido o problema da equagdo diferencial com
atraso varidvel é compreender em que instante de tempo a solucdo do sistema possui argumento
nulo, a fim de que valores negativos nao ocorram no argumento da solugdo x(-) da equagdo.

Portanto, deve-se determinar a solu¢do da Equacgao 2.18.

t—e'=0=t=e". (2.18)
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Figura 10 —Comparagdo da funcéo atraso 7(¢) com a fun¢do argumento atrasado R(t) =1 — 7(¢)
e o tempo atual, dado somente por 7.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Conforme mostrado anteriormente, uma equacao desse tipo pode ser solucionada
analiticamente, de modo que a solug@o 7; é dada por t; = W(1), (MAIGNAN; SCOTT, 2016),
em que W € a Funcdo de Lambert. Para calcular tal valor, utilizou-se a fun¢ao "lambertw"do

software MATLAB:

W(1) = lambertw(1) = 0.5671.

O resultado aproximado € suficiente para ter-se uma ideia do instante de tempo
em que o argumento da funcdo € zero. Isso pode ser verificado também por meio do grafico
mostrado na Figura 10, em que o instante de tempo procurado é exatamente aquele em que a reta
de tracejada em preto cruza a curva exponencial em azul.

Para finalizar a defini¢do do problema, deve-se definir o dominio da fun¢ao inicial.
Observa-se que, diferentemente do caso em que o atraso € constante, o0 dominio da funcao inicial

ndo é dado por [—t¢,0], isto é, ndo possui 0 mesmo comprimento do primeiro intervalo em
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que esta definida a solu¢do do problema. Com efeito, isso se deve ao fato de que a derivada
da solugdo no instante inicial + = 0 precisa estar definida em funcado de ¢ (veja o sistema de

Equagdes 2.16), isto é:

i(t) =—0(0—1(0)) = —¢(—e ) = —p(—1).

Novamente, sob a premissa de que o argumento atrasado € uma func¢do crescente,
definir a fung¢@o ¢ para instantes a partir de R(0) = —1 é suficiente para que x(-) fique bem
definida a partir de zero. O limite superior do intervalo no qual ¢ esta definida é dado por 0. Com
efeito, no instante ¢ = ¢, a partir do qual a evolu¢do do sistema deixa de depender do histérico,
tem-se r — 7(¢t) = 0.

A titulo de exemplo, serd escolhida para a fungao histérico ¢ (z) = r. Mais uma vez,
tal escolha ndo € arbitraria. Escolheu-se essa fun¢do histérico para que o grafico da solucdo
unido ao gréfico da fung¢do histérico formasse uma funcio de derivada continua. Tal requisito
€ também um exercicio de compreensao acerca do comportamento do sistema com atraso, o
que pode ser visto pelo processo de obten¢do da fung¢do inicial. O primeiro critério exige que
a derivada da funcao histérico em ¢ = 0 seja igual a derivada da solu¢@o nesse instante. Além
disso, utiliza-se a expressdo da derivada da solugdo no intervalo [0, W(1)] para a obtengdo de

uma condi¢do envolvendo somente a fun¢do historico.

£(0)=9(0) = —¢(0—e %) =¢(0) = ¢(0) =—9¢(—1).

Nao é dificil checar que a fungdo @ (¢) =t satisfaz tal condi¢do, de modo que essa
serd a funcao histérico usada nesse exemplo. Como exercicio, pode-se verificar a condicao de
suavidade da funcido no tempo zero para o caso em que o atraso € constante e que a funcao
definida para esse caso de fato satisfaz tal condi¢do. Portanto, a equagado diferencial funcional do

exemplo mostrado fica bem pelo sistema de Equagdes 2.19.

;

i(t) = —x,(—e™"), parat € [0, +oo];

x0(0) = ¢(0), para 6 € [—1,0]; (2.19)

o(r)=t,t€[-1,0].

\
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Embora ndo tenha sido definido o intervalo de tempo ¢ no qual a derivada da solugdo
nao dependa de ¢, isso pode ser calculado conforme mostrado anteriormente. Pode-se visualizar
a solugdo do problema graficamente por meio da Figura 11, na qual foram destacadas nas cores

vermelha e azul as fung¢des histérico e solugdo, respectivamente.

Figura 11 —Solugdo da equacgdo diferencial funcional definida em 2.19.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Sobre a solucdo desse sistema, hd dois fatos interessantes que podem ser ressaltados.
O primeiro deles, diz respeito ao comportamento assintético da fungdo atraso escolhida. Sem
o devido rigor, pode-se dizer que ao aproximar-se de zero, essa fun¢do faz que o sistema com
atraso tenha seu comportamento com ¢ — oo aproximado pela equagdo diferencial ordinaria
dada por x(t) = —x(t — T(4o0)) = X(t) = —x(t —0) = x(t) = —x(¢). Isso significa que, para
valores suficientemente grandes de tempo, a fun¢ao toma valores similares aos tomados pela
fungdo x(¢) = C- e, para algum C € R.

O segundo fato que vale a pena ser mencionado € a "contra¢do"do intervalo de tempo
que define a fun¢ao histérico em relagdo ao primeiro intervalo de tempo que define a solug¢do do

sistema. Isso pode ser entendido da seguinte forma: para que se conheca a solugdo da equacao
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diferencial funcional em cada instante de tempo 7 € [0, W(1)] é necessdrio o conhecimento
da funcdo histérico em um intervalo maior que esse, isto é, para r € [—1,0]. Essa situagfo é
interessante porque, diferente do caso em que o atraso € constante, os diferentes passos a serem
aplicados na soluc@o do caso em que o atraso € varidvel ndo geram funcdes com o mesmo
dominio. E nesse ponto que aparece uma primeira dificuldade na definicdo do espaco de estados
do sistema com atraso varidvel no tempo: o estado ndo pode ser definido como x; : [—7(¢),0] — R
com x;(0) = x(t+ 0), como seria de se esperar, porque, se esse fosse o caso, o espaco de estados
ndo seria estaciondrio, o que deixa o problema demasiado complexo. Com efeito, o espago
de estados definido pelo conjunto dos supostos estados conforme definido anteriormente seria
dado por .Z ([—1(¢),0];R), o que é um espago de fun¢des que varia no tempo. Tal problema é
detalhado em Verriest (2011) e a solugdo € bastante interessante, estando conectada a proxima
secdo desse trabalho. Antes disso, no entanto, ha alguns resultados de simulagao relacionados ao
exemplo que auxiliam na compreensao do problema.

O primeiro desses resultados diz respeito aos intervalos nos quais estdo definidas
as fungdes x; : [—7(¢),0] — R dada por x;(8) = x(t + ). E interessante entender como esses
intervalos variam para mostrar como evolui a func¢ao x; no tempo. O primeiro intervalo, conforme
mostrado anteriormente, é dado por [0, W(1)]. O limite superior de tal intervalo foi obtido por

meio da solu¢do da equagdo R(r) =7 —e™'

= 0, dado que para valores de tempo menores que
o encontrado, deve-se utilizar a funcao histérico. A obtencdo do segundo intervalo, seja ele
[t1,12] pode ser feita com o seguinte raciocinio: As derivadas da solugéo no segundo intervalo
devem ficar completamente definidas com base nos valores da solu¢c@o no primeiro intervalo.
Matematicamente, isso significa que %(z) = —x(R(¢)) deve ser tal que, para r € [t,1,], a fungdo
atraso deve estar no primeiro intervalo, isto é, em [0,7]. O limite inferior desse intervalo estd
bem definido pela condigdo de causalidade do problema, em que 7(¢) <t =— t—1(t) >0 =
R(t) > 0. Ja o limite superior desse intervalo leva & seguinte condi¢do: R(t) <t} = r—e ' <1y.

O intervalo de tempo [f],1] é, portanto, tal que 7, soluciona a equagéo t —e ™’

=11, pois do
comportamento crescente de R(t), para qualquer instante em [t},1;], te-se-4 R(t) € [0,1;]. De
maneira geral, pode-se seguir esse mesmo raciocinio para encontrar sucessivamente os demais
intervalos de defini¢do da fun¢do x;. Forma-se, com isso, uma sequéncia crescente {7y }ren cujo

(k+ 1)-ésimo termo depende do antecessor da seguinte maneira:

i1 —e M =1, (2.20)



52

isto é, para encontrar o limite superior do intervalo seguinte, € necessdrio resolver uma equagao
transcendente que depende do limite superior de um intervalo ja conhecido. De Maignan e Scott

(2016), sabe-se que a solugdo da Equacgdo 2.20 é dada por:

Tk+1 :tk—i—W(e_["). 2.21)

A partir dessa recorréncia, pode-se calcular numericamente o valor de todos os
intervalos de tempo em que a equacao diferencial funcional com atraso pode ser representada
como uma equagao diferencial ordindria, de acordo com o que foi apresentado no Método dos
Intervalos. Os valores obtidos da sequéncia foram plotados graficamente no primeiro grafico, a
esquerda, da Figura 12 para instantes de tempo no intervalo [t,5], com #; = W(1). Embora o
gréifico apresente uma curva continua, #; somente toma valores para nimeros naturais, de modo
que a impressdo de continuidade ocorre somente pelo fato de muitas amostras terem sido plotadas
na mesma figura. Nesse ponto, deve-se ressaltar que a quantidade de intervalos em somente 5
unidades de tempo de simulacdo € bastante alta (150). Além disso, verifica-se que, conforme
esperado, a sequéncia € crescente. No entanto, € visivel o comportamento da taxa de variacdo
dessa sequéncia, que torna-se cada vez menor com o passar do tempo. Isso faz que os intervalos
tornem-se cada vez mais "apertados" e, quando o tempo tender a infinito, € de se esperar que
o intervalo degenerado tenha como significado uma condic¢ao inicial pontual para a obtencdo
de um valor futuro. Tal fato estd em consonancia com o que foi analisado anteriormente acerca
do comportamento assintdtico da equacgao diferencial funcional, a qual torna-se similar a uma
equacao diferencial ordindria para tempos suficientemente altos. A taxa de varia¢do da sequéncia
pode ser calculada por meio da expressao Aty := #;41 — ;. O segundo grafico da Figura 12, a
direita, mostra tal variacdo, a qual de fato toma valores cada vez menores com o passar do tempo.

E fécil ver que o comprimento do intervalo [t;,f;41] é dado por T(fy, ) = e+,
0 que demonstra que o comportamento de Af; € de fato exponencial é tende a zero conforme
k — oo

Os intervalos encontrados podem ser também visualizados em conjunto com o
proprio grafico da solucdo da equacdo. A Figura 13 apresenta linhas verticais na cor preta
separando cada um dos intervalos mencionados. A posicao de cada reta vertical corresponde a
um instante #;, de modo que a diferengdo #;, | —#; vale T(f;1).

Assim como feito para o caso em que o atraso era considerado constante, pode-

se reformular a fung@o x;(-) como uma fungéo z(-,-) de duas varidveis r e 6. A partir dessa
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Figura 12 — Evolugdo da sequéncia {# }xcn dos instantes finais dos intervalos nos quais estao
definidas as fungdes x;.
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Fonte: elaborada pelo autor.

reformulacdo, pode-se visualizar a evolucdo de x; no decorrer do tempo, conforme mostrado na
Figura 14. Além dessa evolu¢do, mostrada como uma superficie no espago tridimensional, sdo
apresentadas também as funcdes da solucio da equacao diferencial funcional para r > 0, em na
cor preta, e a fungdo histérico que corresponde a xo = ¢ para 6 € [—1,0], na cor vermelha.

As equagdes para a nova formula¢cdao multivaridvel desse problema sdo dadas pelo

Sistema de equacOes 2.32.

(0z(t,6)  9z(1,0)
5 ato 00
zéte, ) — gyt —e ), (2.22)
2(0,0) = ¢(0),

\
em que a primeira equagdo, vdlida para ¢ € [0,+] e 6 € [—1(¢),0], é uma equag@o diferencial
parcial com condi¢@o de contorno dada pela segunda equacéo e condigdo incial dada por ¢(-).

A principal diferenca grifica com relacio ao caso e que o atraso era constante € o fato de que
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Figura 13 —Divisdo do grafico da solucao da equacdo diferencial funcional para os intervalos em
que x; pode ser representada pela mesma solucdo de determinada equacio diferencial ordindria.
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z(t), t € [0, +0o0]
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Fonte: elaborada pelo autor.

o dominio sobre o qual estd definida a funcéo z(z, 0) ndo mais possui largura 4 constante, mas
possui largura igual a 7(¢) que, para o exemplo dado, aproxima-se de zero com o decorrer do
tempo. Novamente, cabe ressaltar que para valores de tempo suficientemente altos, a largura 7(¢)
sobre a qual estd definido x; para determinado instante ¢ torna-se tdo pequena que o dominio de
X; passa a ser um intervalo degenerado, isto €, um ponto. Percebe-se que, nesse caso, o grafico
t X x; toma a forma de um grafico de uma func¢do de uma s6 dimensdo, de modo que o estado do
sistema passa a ndo mais ser uma fung¢do, mas um valor em determinado instante de tempo. Tal
interpretacdo € intuitiva e somente fornece uma interpretacao interessante do comportamento
assintético do sistema.

Embora nesta subsecdo tenha ficado mais evidente o comportamento do sistema,
ainda ndo € possivel estabelecer um conjunto estaciondrio que defina os estados para qualquer
instante de tempo. A ideia intuitiva para solucionar esse problema € a seguinte: o grafico
apresentado na Figura 14 ndo representa bem uma Orbita (evolug¢do temporal dos estados)

em razdo de sua "largura"no eixo 0 ser varidvel - em particular, decrescente; dessa maneira,
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Figura 14 —Evolucao da funcio x; com o decorrer do tempo.

z(t,0) = x4(6)

0

Fonte: elaborada pelo autor.

"esticar"(ou contrair, se for o caso) a "largura"da superficie de modo a torni-la bem definida

para quaisquer valores de 8 em determinado intervalo constante com relagao ao tempo garante o

resultado esperado.
2.3.4 Equivaléncia topologica

Nesta subsecdo serd apresentada uma ideia alternativa a definicdo de espaco de
estados para um sistema com atraso varidvel no tempo. Recorrer-se-4 a ideia de equivaléncia
topoldgica para que o espago de estados do sistema com atraso varidvel fique bem definido pelo
espaco de estados de seu equivalente com atraso constante.

As ideias intuitivas mencionadas na subsecao anterior possuem formalizacdo mate-
matica e utilizam ferramentas de dreas como Sistemas Dindmicos e Topologia. Nesse trabalho,
serdo apresentados somente exemplos particulares e ideias intuitivas basicas, mas o leitor interes-
sado podera encontrar informagdes bastante interessantes sobre o tema em Palis e Melo (1978),

no qual sdo apresentados os principais conceitos da teoria de sistemas dindmicos, possuindo
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um apéndice bastante util sobre transformacdes no circulo. Ainda na drea de Sistemas Dinami-
cos, recomenda-se a leitura de Katok e Hasselblatt (1995), em especial o Capitulo 2, Secao 3,
em que trata-se de Conjugados Topoldgicos. Para compreender os conceitos introdutdrios de
transformacoes no circulo e teoria da rotagdo, recomenda-se Kuehn (2022).

A ideia inicial de realizar uma deformacao na superficie gerada pela evolucao do
sistema com atraso varidvel ocorre em diversos artigos relacionados a controle de sistemas
dindmicos. Conforme sera apresentado mais adiante, essa transformacgdo - ou equivaléncia
topoldgica - ocorre na modelagem de sistemas com atraso de transporte em que hd um processo
com velocidade varidvel sobre uma distancia constante,( MULLER-BENDER, 2020). De maneira
geral, um sistema dindmico com atraso varidvel no tempo pode ser representado pela Equacgdo
2.23. Aqui desconsidera-se alguns casos, como equagdes diferenciais neutrais, em a derivada da

solucdo € uma func¢ado de suas derivadas atrasadas.

(1) = £o.x(0),5(R(0), 2.23)
em que t € R, x(¢t) € R, R(t) =t — 7(t) é a fungiio argumento atrasado e f : R? — R é uma
funcdo ndo necessariamente € linear. A representacdo da derivada mudou em razao da mudancga
de variavel a ser realizada em breve, o que demandara conhecimento da varidvel sobre a qual
se estd derivando. Conforme explicado, deseja-se deformar a superficie gerada pela evolugao
temporal da fun¢@o x,(0) = x(t + 6) de modo que sua "largura"seja constante para qualquer
valor de tempo. Isso pode ser feito por uma mudanga de varidvel com o intuito de transformar
o sistema com atraso variavel em um sistema com atraso constante, (VERRIEST, 2011). Tal
mudanca de varidvel é, em verdade, somente um caso particular de uma conjugacao topoldgica,
de modo que essa € a transformacao que leva o espaco deformado (com atraso constante), no
espaco original (com atraso varidvel).

Para que tal sistema seja equivalente ao primeiro por meio de uma mudanca de
varidvel, deve haver um homeomorfismo ® : R — R tal que ¢ = ®(z). Por homeomorfismo
entende-se uma funcio bijetiva continua cuja inversa € continua, (HUBBARD; WEST, 2013). Tal
defini¢do possui um sentido intuitivo bastante coerente, pois significa que nao havera "rupturas"
entre o dominio e o contradominio sujeitos a transformagdo, e € exatamente esse tipo de
transformacdo que deseja-se para deformar a superficie definida pela evolugdo de x; para o
sistema com atraso varidvel. Realizando a mudanca de varidvel descrita, isto €, substituindo

t = ®!(¢) na Equacio 2.23, tem-se:



57

dx

—(@719) = (271 (9).x(2"(9)), x(R(®"'(9))))- (2.24)

Por simplicidade, pode-se definir a fun¢io z: R — R como z = xo®~!. A motivacio
para a criacao de tal funcdo € fazer que o segundo argumento de f, ap6s a mudanca de varidvel,
seja escrito simplesmente como x(® ' (¢)) = (xo®~!)(¢) = z(¢). Com isso, deseja-se também
que a equacdo diferencial seja escrita em termos da derivada de z no tempo transformado ¢, o

que pode ser feito por meio da regra da cadeia:

dz dixo® ) = dx

¢0)=—— —(9)=— (2 (¢))

dCI)1

de

(@) (2.25)

Substituindo a Equacgdo 2.24 na Equagao 2.25, tem-se:

dz do~! _ _ _
o) = (p)- £ (9).x(® (9)) (RO ()
~1
(@) = S (0) -1 (@7 (). 20) (K@ () 2.26)

Observe que zo® = (xod ') o P = x, isto é, x = zoP. Com o intuito de eliminar
a funcdo x da Equacdo 2.26, pode-se reescrever o ultimo argumento de f com tal substitui¢ao
da seguinte maneira: x(R(®~'(¢))) = (zo®)(R(®~(¢))) = 2(®(R(®1(9)))) = z((PoRo
&~ 1)(¢)). Definindo a fun¢io R, = ®oRod~!, tem-se, por simplicidade, x(R(®~!(¢))) =

z(R:(@)). Portanto, a Equacdo 2.26 pode ser reescrita como uma equagio diferencial com atraso:

dz, . do™!

%UP) = 4o (@)- (@ (9),2(9),2(R:(9))). (2.27)

A manipulagdo realizada teve como objetivo obter uma outra representacdo da
equagdo diferencial com atraso varidvel em fun¢do de outra varidvel temporal @. Para que esse
segundo sistema atenda as necessidades de definicao consistente de um espacgo de estados, é

necessario que o atraso seja constante, isto €é:

Re(@)=¢—c, (2.28)



58

em que ¢ € R>¢. A existéncia de uma transformagdo ® que garanta a a equivaléncia do sistema
original com um sistema de atraso constante tem condi¢des suficientes apresentadas em Otto
et al. (2017). Além da condicdo de ©(f) > 1, que garante também causalidade, deve-se ter o

nimero de rotacdo associado a R igual a um nimero irracional, isto é:

RY(1) —R(1)

® = lim eRNQF, (2.29)

k—>oo

em que R°(t) =t e R"*!(t) = R(R"(t)). Funcdes atraso com tal caracteristica sio conhecidas
como atrasos conservativos. Tal comportamento depende unicamente da fun¢do argumento
atrasado, o que € interessante em vista da complexidade da fun¢@o f nao influenciar em nessa
propriedade, (OTTO et al., 2017).

Diante das condi¢des apresentadas, deseja-se conhecer se o sistema com atraso
variavel proposto na Equagdo 2.19 pode ser reformulado em termos de um sistema com atraso
constante. Para tal faz-se necessario saber se o limite 2.29 existe e, se for o caso, saber se tal valor
€ um ndmero irracional, foram feitas simulacdes utilizando o software MATLAB para diferentes
valores de k. A Figura 15 apresenta o resultado da simulagdo, o qual indica que, com o0 aumento
de k, o limite ndo tende a um valor real finito.

A busca pelo homeomorfismo que transforme o sistema proposto em 2.19 em um
sistema com atraso constante nao faz parte do escopo deste trabalho e requer maior sofisticacdo
matemadtica que a tratada até entdo no texto. Desse modo, a titulo de exemplo de tal transformacao,
serd utilizado o atraso varidvel 7(¢) = 1 +0.5¢. Tal fun¢@o foi escolhida com base no Exemplo
1 de Verriest (2011). O Exemplo 5 apresenta uma nova equacao diferencial funcional a ser
analisada. Em seguida, é mostrada, de maneira detalhada, a transformacao de um sistema com

atraso varidvel em um topologicamente equivalente com atraso constante.

Exemplo 5 Seja x(t) = Ax(t) + Bx(t — ©(t)) a equagdo diferencial funcional a ser considerada
para a andlise. Neste exemplo, pretende-se definir A, B, 1(+) e fungdo histérico ¢(-) para o
sistema em questdo. De acordo com o que foi mencionado anteriormente, a fungdo atraso é dada
por ©(t) = 1+0.5¢ e, portanto, tem-se T(0) = 1. Define-se x;(0) = x(t + 0), para 6 € [—1(t),0],
set >0, exy(0)=¢(0). Comisso, ¢ € de fato a fungdo inicial para o sistema e faz sentido
definir x(0) = x9(0) = ¢(0). Dessas primeiras defini¢des, a equagdo diferencial funcional pode

ser reescrita como:
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R5(t) — RO
Figura 15 —Evolucdo da fung¢ao % de acordo com o aumento de k.
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Fonte: elaborada pelo autor.

x(t) = Ax;(0) + Bx;(—1(t)), parat > 0; 2.30)
x0(0) = ¢(0), para 6 € [—7(0),0].

Mais uma vez, deseja-se apresentar um exemplo em que a fun¢cdo composta pela
fungdo historico e pela solugdo da equacdo diferencial seja continua e possua derivada continua
no tempo t = 0. Para tanto, deve-se ter ¢(0) = x(0) e ¢(0) = %(0). Da Equagdo diferencial com

atraso 2.30, tem-se:

9(0) = %(0) = Ax(0) + Bxo(—7(0)) = A$(0) + Bo (1)

Portanto, escolhendo ¢ (t) =t como fungdo histérico, parat € [—1,0], tem-se ¢(t) =
I, 9(0) =0e ¢(—1) = —1. Com isso, pode-se escrever | =A-0+B-(—1) = B = —1.
Portanto, a escolha B = —1 garante, para §(t) = t, que a fungcdo composta pela fungdo inicial

com a solugdo da equagdo diferencial funcional terd primeira derivada continua em t = Q.
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Finaliza-se a construcdo do exemplo com a escolha A = —2, cujo valor foi escolhido de modo a
obter uma solucdo estdvel. Desse modo, a equacdo que representa de fato o comportamento do

sistema é dada por:

x(t) = Ax;(0) + Bx;(—1(t)), parat > 0; (2.31)

x0(0) = 0, para 6 € [—7(0),0].

Assim como nos exemplos anteriores, a aplicagdo do Método dos Intervalos leva ao
entendimento de que a solucdo da equagdo diferencial funcional é dada pela solu¢do de uma
equagdo diferencial ordindria em cada intervalo determinado pelo método. A determinacdo
dos intervalos pode ser feita com base na restricdo do argumento atrasado e no fato de a
resposta em um intervalo ser unicamente determinada pela resposta no intervalo anterior. Com
isso, o primeiro intervalo [0,t1] pode ser determinado sob a premissa de que R(t1) = 0, isto é,
h—1(t)=0 = t—-1—-y.11=0 = 11 = ﬁ Seguindo o mesmo raciocinio, o limite

superior tyy do intervalo [ty 1] pode ser determinado por:

I+

R(tgs1) =tk = iyt —T(le1) =tk = i1 — 1=Vl =tk = fip1 = Ty

A evolugdo dos instantes de tempo em que a solugdo da equacdo diferencial funci-
onal passa a ser determinada pela solucdo de uma outra equagdo diferencial ordindria estd
apresentado no grdfico a esquerda na Figura 16. Nesse caso, a fungcdo é crescente e possui
derivada também crescente, indicando que o espacamento entre os instantes de tempo aumen-
tam, o que condiz com a positividade da derivada da funcdo atraso: t(t) =y > 0. A direita
apresenta-se a propria fungdo atraso, a qual é dada pela largura dos intervalos mencionados.

Tais intervalos podem também ser visualizados no proprio grdfico da solugcdo da
equagdo diferencial funcional, de acordo com a Figura 17.

A representacdo da equagdo em termos da funcdo x; sugere o uso de duas varidveis
e, portanto, que a equagdo seja escrita em termos de uma equagdo diferencial parcial munida
de uma condigdo inicial e de uma condigdo de contorno. Conforme mostrado na Subsegdo 2.3.3,

tem-se:
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Figura 16 —Evolucdo dos instantes de tempo nos quais a solu¢cdo da equagao diferencial funcional
passa a ser representada como uma solucdo diferente de outra equagdo diferencial ordindria.

Fonte: elaborada pelo autor.

(92(1,0)  9z(t,0)

aato 00
% =-2 'Z(l,O) _Z(t7 —1- ’)/t), (232)

2(0.0) = 0(6),

em que z(t,0) = x;(0).

Por fim, a evolugdo da fungdo x; com relacdo ao tempo t pode ser visualizada na
Figura 18.

Na figura supracitada destacam-se a reta em vermelho, a qual representa a funcdo
historico do sistema, a partir do qual este evoluird no decorrer do tempo t; a solucdo da equacdo
diferencial funcional para instantes maiores que zero, dada pela curva em preto; a superficie
em cor verde dada pela fungdo x; em todo o seu dominio 0 para cada instante de tempo. Para
esse exemplo, € interessante notar que, além de o sistema ser estdvel - z(t,0) toma valores tdo

proximos de zero quanto se queira para instantes de tempo suficientemente grandes - o valor do
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Figura 17 —Solugdo da equacgao diferencial funcional descrita em 2.30 paraA = —-2e B = —1,
em azul; funcdo historico, em vermelho; linhas verticais em preto separando os intervalos de
definicao das solucdes.

T T T T T T ' T
z(t), t € [0, +00]
0.2F 1
—¢(t), t € [-1,0]
or /\\
0.2 -
-0.4 1 -
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0.8 1
1t .
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Fonte: elaborada pelo autor.

atraso cresce com o tempo, dado que a fungdo atraso possui derivada positiva. Com isso, para

instantes de tempo suficientemente longos, as func¢oes x; assumem o valor zero para o dominio

[—o0,0].

Detalhado no exemplo o sistema com atraso varidvel definido, deseja-se encontrar
um sistema com atraso constante no tempo que seja topologicamente equivalente ao sistema
com atraso varidvel. Isso pode ser feito, de maneira intuitiva, por meio de uma deformacao da
superficie mostrada na Figura 18, de modo a fazer sua "largura"e, portanto, seu atraso, constante.
De acordo com o que foi apresentado em Verriest (2011) uma transformacdo ® : R — R de

mudanca de varidvel homeomorfica é dada por:

_In(z+2)

p=2>(t) = n(2)

(2.33)
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Figura 18 —Evolu¢ao da fungdo x; para diferentes valores da variavel 0.

2(t,0) = x4(0)

0 0 " 40 30 20

Fonte: elaborada pelo autor.

em que In : R.y — R € funcdo logaritmo natural, dada pela inversa da fun¢do f(x) = ¢*. Da

Equacio 2.28 e da definicio de R, = ®oRo P!, pode-se escrever:

R(@9)=¢—c = P(R(t)) =D(t) —c,

isto é, para que o sistema equivalente na varidvel z possua atraso constante, basta que d(r) —
®(R(t)) = c¢. Utilizando a defini¢do da Equagdo 2.33, verifica-se que @ de fato satisfaz a

condic¢do de atraso constante e que o atraso obtido € unitdrio, ou seja, ¢ = 1. De fato:

In(+2) In(t—1—0.5¢+2) 1 0.5+ 1
PO = PR =~ 5 F n(2) ~ ) log 12 )
1 1 1 B
= 0(1) = B(R()) = 5 log (5) =y e =1

Para obter a expressdo do novo sistema com atraso constante, pode-se utilizar o

mesmo raciocinio da Subsecao 2.3.4, isto é:
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dz d(xo® 1) dx . do—! o 4 do~!
—(p)=—————(0)=—[P : ={-2x[® —x{R[® . .
1o\ P = o (@)= [ (0)] == (0) = {=2x{® )] —{RI® @)} =7 = (9)
Da defini¢iio de z = xo®~! e de sua consequéncia direta x = z o ®, tem-se:
dz O do! dd-!
—(p)={-2 —z{P[R(P : ={-2 — 2[R, : .
7o(®) = 1-22(0) ~2{@R@™ (9))]}} - T ~(0) = {~2:(9) ~z[Re(0)]}- T~ ()
Da defini¢do de ¢ = ®(¢), tem-se R, = ¢ — 1, ou seja:
dz do~!
—(p)=1[-2 — —1)]- : 2.34
o #) = [7%l0) —2lo—1)]- =5 = (9) (2.34)
Portanto, o sistema com atraso ficard bem definido se determinada a derivada
~1
dj(p (¢). Da Equagdo 2.33, tem-se:

In(t+2)=—In(2)-¢ = t+2=e"D9) — @ 1(p) =t =MD _3 = ("2 )9 _

— & (p)=0.5%-2.

Portanto, pode-se calcular a derivada de ®~! com relacio a ¢:

dd!
do

(@) = —1In(2)-0.5°. (2.35)

Assim, substituindo a Equacao 2.35 na Equacdo 2.34, a equacdo diferencial com
atraso constante que € topologicamente equivalente ao sistema original com atraso varidvel é

dada por:

d

ﬁ((p) =2.1n(2)-0.5?-z(@) +1n(2)- 0.5 - z(@ — 1), (2.36)
isto €, o sistema equivalente € linear, variante no tempo e com atraso constante. A funcdo
inicial, necessdria a resolu¢cdo do novo sistema, serd escolhida de acordo com aquela escolhida

no dominio do tempo ¢, isto é: se H : [—1,0] — R é a fung¢@o inicial do sistema no tempo ¢,



65

Figura 19 —Solug¢do da Equagdo 2.36, representando um sistema com atraso constante equivalente
ao sistema original com atraso variavel.

z(lsO)
— H(yp)

Fonte: elaborada pelo autor.

¢(t)=t = H(p) =d '(p) =0.5% —2. Ressalta-se que, na varidvel ¢ a continuidade da taxa
de variagdo da solugdo em ¢ = 0 ndo € garantida, o que ndo afeta a continuidade de z na origem.
A Figura 19 mostra isso, separando por cores a solucao do problemda da funcao histérico.

Nao foram, para esse caso, mostrados explicitamente os intervalos de definicdo das
solucdes das equacdes diferenciais definidas para cada intervalo (pelo Método dos Intervalos). De
fato, isso ndo € necessdrio para o sistema equivalente em razio de o atraso para este ser constante
e, portanto, ter intervalos coincidentes com as linhas da malha apresentada na prépria plotagem.
Por fim, pode-se mostrar a evolugdo dos dos estados z, para o sistema com atraso constante.
Nesse caso, faz sentido chamar as fungdes z¢ de estados do sistema pois, conforme explicado
anteriormente, o espago de estados é um conjunto estacionario dado por .7 (. ([—eo,/|;R); R).
Tal interpretacdo do sistema em duas varidveis indica a possibilidade de representd-lo por meio
de um problema de condi¢ao de contorno, o que € feito por meio da Equagdo 2.37, construida

com base na Equagdo 2.8. A fungdo & : R>¢ x [—1,0] — R é dada por ot(¢, 0) = z4(9).
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(da(e.0)  doa(e,6)
do 90
d 0
< agg, ) 2 (9,0 + - (g, 1) (2.37)
koc(O, 0)=H(0),
em que 1 = —In(2)-0.5?. Da representagcdo multivariavel, é interessante observar como € o

comportamento de & em um subconjunto do plano. A Figura 20 apresenta a superficie gerada

pela evolugdo dos estados do sistema equivalente com atraso constante.

Figura 20 — Evolugéo dos estados z¢ no tempo ¢ de acordo com a variagdo de 6.

Fonte: elaborada pelo autor.

O decaimento observado no grafico tem relagcdo com o comportamento exponencial
dos coeficientes da equacdio com atraso constante, os quais possuem base menor que 1 . E
interessante comparar a Figura 20 com a Figura 18, que € sua equivalente com atraso varidvel. A
primeira possui largura constante, o que indica atraso constante, com contraste com a segunda.
A ideia € que o espaco de de estados para o sistema com atraso varidvel seja representado pelo

conjunto das fungdes que leva valores em [—1,0] em algum ndmero real, o que é possivel diante
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do homeomorfismo definido anteriormente, que permite associar cada ponto em cada estado do

sistema com atraso constante a um ponto do sistema com atraso variavel.
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3 ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE CONTROLE

Neste capitulo € dado inicio ao estudo de sistemas com atraso voltado as aplicagdes.
Com efeito, é na andlise de estabilidade que estd um dos problemas mais interessantes em
sistemas com atraso no mundo real, tendo em vista a necessidade de garantia dessa propriedade
em diversas situagdes.

Os sistemas de controle, para que sejam implementados em processos industriais,
por exemplo, devem satisfazer condi¢des seguras de estabilidade e desempenho, de modo a
funcionarem em conformidade com os requisitos técnicos previamente estabelecidos. Deve-se
ressaltar que critérios de desempenho somente fazem sentido no contexto em que o sistema
de controle j4 é estdvel, de modo que justifica-se a importancia dada, neste trabalho, a andlise
de estabilidade de sistemas de controle. Especificamente, neste capitulo serdao apresentados de
forma resumida os conceitos bésicos de estabilidade de sistemas de controle.

Os conceitos apresentados neste capitulo estdo em consonincia com o que foi

mostrado didaticamente em Khalil (2015).

3.1 Definicoes de estabilidade

Nesta se¢do serdo apresentadas trés defini¢des de estabilidade que podem ser utiliza-
das em diferentes contextos, a depender da necessidade.

A definicdo de estabilidade de um sistema de controle ndo € Unica em razdo de
diferentes aplicacdes (ou maneiras de modelar matematicamente um sistema) exigirem formu-
lacdes matemadticas distintas. Nesta se¢do serdo apresentados dois conceitos de estabilidade:
estabilidade no sentido Lyapunov e estabilidade entrada-saida. O primeiro, leva em consideracio
0 comportamento interno do sistema, e por isso € também visto como uma abordagem via espago
de estados. O segundo considera o sistema como um operador e, portanto, interpreta o sistema

como uma "caixa preta", em que somente sao conhecidas entradas e saidas.

3.1.1 Estabilidade no sentido Lyapunov

Nesta subsecdo serd apresentada a ideia envolvida no conceito de estabilidade de
Lyapunov.
Para os propositos desse trabalho, somente serd apresentado o critério de estabilidade

de Lyapunov para sistemas autdonomos, isto €, sistemas nos quais a variavel tempo somente
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aparece como argumento do estado. Intuitivamente, isso significa que a dependéncia da evolugdo
dos estados com relacdo aos estados nao muda com o tempo, de modo que o sistema mode ser

modelado de maneira genérica pela Equacao 3.1.

x(t) = f(x(1)) 3.1)

Sobre a funcdo f: R" D D — R”, serd imposta a condicdo de que seja localmente
Lipschitz em x para qualquer x € D C R". Isso garante que se a condicao inicial estd em um
subconjunto compacto de D e toda solucdo estd dentro desse conjunto compacto, a unicidade é
garantida, (KHALIL, 2015).

A partir deste ponto, por simplicidade, considerar-se-d4 x = x(t) € R" o estado do
sistema em determinado instante de tempo 7. Quando a letra x representar a fungio x € .# (R;R")
que relaciona ¢t — x(t), o texto deixara explicito o uso dessa representacdo com o fim de evitar
ambiguidades.

Um ponto x = x(z) € R" é dito um ponto de equilibrio ou ponto fixo do sistema
quando x() = 0, isto é, f(x) = 0. Se um estado em determinado instante de tempo € um ponto
de equilibrio, todos os estados futuros assumirdo o mesmo valor que aquele, de modo que o
comportamento do sistema ndo muda. Supondo que determinado x, = x(z,) € R" é um ponto
de equilibrio, pode-se, sem perda de generalidade, fazer x, = 0. Com efeito, se for x, # O,
pode-se fazer a mudanca de coordenadas z =x—x, = z(t) =x(t) = z(t,) = x(t,) =0e
ze = 2(t,) = x(t,) —x, = 0, isto é, z, = 0 é ponto de equilibrio.

A fim de deixar os conceitos bem definidos, destaca-se que se o estado x = x() € R”
estd na bola aberta B(a,r) de raio r > 0 e centro a € R", entdo |[x—a|| < r,em que ||-|| é a
norma euclidiana. Nos casos em que o centro a da bola aberta € a origem, utilizar-se-4, por
facilidade, a representacdo B, = B(0,r). Ainda, serd utilizado, sem perda de generalidade, o
tempo inicial 7o = 0.

Com isso, pode-se classificar a origem quanto a estabilidade. A origem serd um
ponto de equilibrio estdvel quando a trajetdria x(¢) do sistema esta tdo perto da origem quanto se
queira, bastando para isso que o ponto inicial x(#y) esteja suficientemente préximo da origem.
Matematicamente, a origem do sistema é estavel se, para toda bola aberta B = B(0, €) de raio
€ > 0 centrada na origem existe uma bola aberta Bs = B(0, ) de raio 0 > 0 centrada na origem,

tal que: se x(fp) € Bg, entdo x(t) € Be, qualquer que seja t > f.
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Se um ponto de equilibrio ndo € estdvel, ele € dito instdvel. Nesse caso, existe uma
bola aberta B, de raio € > 0 centrada na origem tal que, independentemente da condicao inicial
x(t), serd x(t) ¢ Be para algum 7 > 1. Intuitivamente, isso significa que ndo é possivel fazer
a trajetoria do sistema estar tdo proxima da origem quanto se queira, independentemente da
condig¢do inicial do sistema.

Para as aplicagdes praticas da teoria de controle € ainda interessante o conceito de
um sistema assintoticamente estavel. Ocorre que mesmo que os estados do sistema estejam tao
préximos quanto se queira da orgiem, estes podem ainda nio convergir para o ponto de equilibrio,
de modo a oscilarem eternamente (f — +o0). Diante disso, faz-se necessario o conceito de
um sistema assintoticamente estavel, para o qual ndo s6 ocorre a estabilidade, mas também a
convergéncia do estado para a origem, isto é, existe uma bola aberta Bg de raio > 0 centrada

na orgiem tal que, se x(fp) € Bg, tem-se:

IETOOx(t) =0.

As Figuras 21 e 22 mostram desenhos que intuitivamente ajudam a compreender os
conceitos apresentados até entdo. Para o caso em que bola lilds encontra-se no interior de uma
superficie concava, seja D o dominio em que os estados estdo sempre no interior do recipiente
em verde. Nesse caso, quaisquer que sejam a posicao e a velocidade inicial (no dominio D,
para que a bola ndo saia do recipiente), a bola estard, para um tempo suficientemente longo, em
repouso no centro do recipiente (origem do espacgo de estados). Com isso, a origem € um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel, pois a bola lilds ndo somente fica tdo préxima quando se
queira da origem, mas também converge para esse ponto.

No segundo caso, mostrado pela figura em que a superficie verde é convexa, qualquer
que seja a posi¢do inicial da bola, somente um ponto de velocidade leva a bola ao ponto de
equilibrio, de modo que ndo basta que o estado inicial esteja suficientemente proximo da origem
para que assim permanecga. Na verdade, para velocidades diferentes daquela, a posi¢do da bola
se afasta tanto quanto se queira da origem, indicando a instabilidade do ponto de equilibrio.

Com o intuito de tornar aplicaveis os conceitos de estabilidade até entdo mencionados,
sdo apresentados aqui, de acordo com o exposto em Khalil (2015), o teorema da estabilidade
de Lyapunov e a sua respectiva demonstracdo. Este teorema fornece as condicdes sob as quais
o sistema representado pela Equacao 3.1 € estavel ou assintoticamente estdvel na origem, de

acordo com o Teorema 3.1.1.
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Figura 21 —Exemplo de sistema dinamico com ponto de equilibrio instavel. Qualquer movimento
realizado sobre a bola € suficiente para que ela caia indefinidamente.

Fonte: (BRAGA, 2021).

Teorema 3.1.1 (Teorema da estabilidade de Lyapunov) Seja x =0 € D C R" um ponto de
equilibrio em um dominio D. Se existe uma fungdo continuamente diferencidvel V : D — R tal
que

- V(0)=0,

— V(x) >0paratodoxe D—0e

— V(x) <0 para todo x € D,

entdo a origem é um ponto de equilibrio estdvel.

Demonstracao. Supondo que exista tal fun¢do V conforme definido no teorema, deseja-se
mostrar que, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que, se x(0) € Bg, entéo x(t) € B para todo 7 > 0.
Seja € > 0 e tome B, C D o fecho de uma bola aberta B, (que é a bola fechada
centrada na origem com raio r). Isso significa que, para a bola B dada, definiu-se uma bola
fechada ndo pontual (com raio maior que zero) que esteja dentro da bola B¢ ou seja igual a esse

conjunto.
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Figura 22 — Exemplo de sistema dindmico com ponto de equilibrio instdvel. Qualquer movimento
realizado sobre a bola € suficiente para que ela caia indefinidamente.

2.
0
.'Il'l;l:;llhl.l-'l \ "l,‘ M‘%\ ==

Fonte: (BRAGA, 2021).

Observe que V(x) é uma fungdo Lipschitz em x e, portanto, continua em x. Da
compacidade da esfera B, = B, — B, (a fronteira de B,), existe, do Teorema de Weirstrass, um

minimo de V(x) em dB, = {x € D : ||x|| = r}. Seja « tal valor, isto é:

o = min V(x).

[lxl|=r

Da definigdo de V(-), deve-se ter & > 0. Defina entdo o conjunto Qg como os
estados x € B, tais que V (x) < B, para algum 8 € (0, a). Isso significa que o conjunto Qg esta
contido em B,. De fato, se fosse x € Qg — B,, entdo x € dB, = V(x) > a > 3,0 que é uma
contradigdo, jd que x € Qg = V(x) < < «, por definigdo.

Como a taxa de variagdo temporal de V(x) no tempo é negativa, da premissa de
existéncia de V, tem-se que, para uma condigdo inicial em €2, qualquer estado para um instante
de tempo maior que zero estard também dentro desse conjunto, pois V (x(7)) < V(x(0)) < B,

para qualquer # > 0. Da compacidade de Qg, fica garantida a unicidade da solugio da equagéo
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diferencial do sistema com uma condi¢@o inicial em g, pois o sistema € autdnomo e Lipschitz
em x, (KHALIL, 2015). Nesse ponto, vale lembrar o significado da continuidade de V no dominio
D: para qualquer f3 > 0, existe § > 0 tal que, se ||x—y|| < 8, entdo |V (x) —V (y)| < B. Utilizando
a continuidade de V na origem, isto é, fazendo y =0, tem-se: ||x—0|| <0 = |V(x) =V (0)| < B.
Como V(0) =0e V(x) >0, a expressdo fica ||x|| < 6 = V(x) < B.

Portanto, da continuidade de V, existe 6 > 0 tal que x € Bs = x € Qﬁ. Esse resul-
tado € importante porque se for escolhido x(0) € B, serd também x(0) € Qg. Da propriedade
anteriormente derivada acerca desse conjunto, conclui-se que x(¢) € Qg C B, C Be para qualquer
t > 0 e, portanto, x(¢) € B para qualquer instante de tempo # > 0. Por conseguinte, a origem é
um ponto de equilibrio estdvel.

OJ

Uma funcdo V que satisfaca as condi¢des apresentadas no teorema supracitado € dita
uma func¢do de Lyapunov.

A condicdo para que o sistema seja ndo somente estavel, mas também assintotica-
mente estdvel, € dada restringindo-se a inequacgdo referente a derivada temporal da fungdo de
Lyapunov de modo que esta seja estritamente negativa para pontos diferentes da origem. A

Figura 23 apresenta a orbita e a func¢do de Lyapunov de um sistema ndo linear dado por:

X] =x3—x1 - (x% +x%);

Xy = —x1—x2- (x +x3),
(SLOTINE et al., 1991), com a condicdo inicial x(0) = [x1(0),x2(0)]" = [1,1]7. Nesse caso,
uma candidata a fungdo de Lyapunov é dada por V (x) = ||x||*> = x? +x3. Para verificar se tal
funcdo é, de fato, uma funcao de Lyapunov, deve-se testar as condi¢des dadas no Teorema 3.1.1.
Observe que, por ser definida por uma norma euclidiana, a fun¢io V (x) € positiva definida, isto

¢, assume valores positivos para qualquer estado, com excecdo da origem, onde é nula. Ademais,

sua derivada no tempo € dada por:

V(x) = 2x1X] +2x0% = 2x1 [x — x - (x% +x%)] +2xp[—x1 —x2 - (x% +x%)]

— V(x) = —2x] —4xx3 —2x3 <0,
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para quaisquer x1,x, € R. Portanto, V é uma fungdo de Lyapunov e, para x # 0, tem-se V (x) < 0,
mostrando que o sistema € assintoticamente estdvel. Esse comportamento pode ser visto na
figura supracitada, em que os estados convergem para a origem.

Figura 23 — A linha azul tracejada representa a trajetéria dos estados do sistema no plano,

enquanto a linha azul continua representa os valores assumidos pelo funcional de Lyapunov para
cada estado.

0

-0.5 05

State x5 State x;

Fonte: O préprio autor.

3.1.2 Estabilidade entrada-saida

Nesta subsecao serd apresentado o conceito de estabilidade mais relevante para o
estudo do critério apresentado neste trabalho, ver 3.3.1, acerca da estabilidade para sistemas com
atraso varidvel no tempo.

Apesar da importancia da teoria de Lyapunov e do teorema de estabilidade apresen-
tado na subsecao anterior, neste trabalho serd mais explorada a defini¢do de estabilidade que
somente considera o sistema como um operador, sem levar em consideracdo a sua estrutura in-

terna. O termo "estabilidade entrada-saida"é uma traducao literal de "Input-Output Stability"que
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tem sido traduzido dessa forma para a lingua portuguesa, (NASCIMENTO, 2016), (SARDINHA,
2018).

Nesse contexto, um sistema serd denotado por H e a relagdo entrada-saida € dada por
y=Hu,emque u € .7 ([0,+);R") ey € .Z#([0,40);R?). Aqui fica mais uma vez evidente a
demanda de técnicas avancadas de matemadtica, a exemplo de andlise funcional, para o estudo de
sistemas de controle. Ocorre que o operador mencionado atribui, para cada fun¢@o u, uma outra
funcdo y, cada uma com infinitos valores, cada valor um associado a um instante de tempo. Os
espacos de funcdes dos quais fazem parte y e u mencionados acima € demasiado geral, de modo
que €é importante a restri¢cao de tais espagos aos exemplos praticos que se deseja estudar. Para
tanto, definir-se-4, conforme Khalil (2015), o espago ,2”1’,” p € N, como o espaco das fungdes

continuas por partes u € .7 ([0,+0); R™) cuja norma é um valor finito definido por:

1
- p
il = [ Nl Par )" <o
e 0 espago £ pelas fungdes continuas por partes u € % ([0, +0); R™) cuja norma é
um nimero real finito dado por ||u|| ¢, = sup,~q ||u(t)|| < eo. Observe que fun¢des importantes
das aplicagdes fisicas ndo estdo consideradas nos espagos previamente definidos. A func¢do seno,
por exemplo, ndo faz parte do espago %%, pois o valor de sua suposta norma nao seria finito.
Com isso, faz-se necessario definir espacos estendidos, os quais consideram o trucamento de
funcoes.
Inicialmente, € necessario definir o que € o trucamento de uma fungdo u : R — R™.
Para as aplicacdes em teoria de controle, tal funcdo € chamada de sinal e seus argumentos variam

entre valores ndo negativos. O trucamento em r do sinal u(-) é dado por:

u(t),set €0,r],
ur(t) =
0,set>r.
Portanto, caso o sinal # ndo pertenca ao espago £, em que p foi omitido propo-
sitalmente para fins de simplicidade (jd que para qualquer p € N, || - ||, e || - |, sdo normas

no espago de Banach definido pelas funcdes cuja operacdo resulte em um valor finito), pode-se

estender o espaco £, da seguinte maneira:
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L = {uemZ([0,+);R") 1u, € L™ ¥r > 0}.

Com isso, pode-se definir estabilidade para o operador H : " — £, esse operador
é dito .Z estdvel se existem uma funcéo a de classe x, (KHALIL, 2015), definida em [0,), e
B > 0 tal que:

|[(Hu), |l < o(l|ur| 2) + B,

para todo u € £)" e para todo r € [0,0). Para o caso em que o(||u,||.#) = v- ||us|| »
para algum ¥ > 0, o operador H € dito .Z estavel com ganho finito, em que Y é o ganho do
sistema. Em outras palavras, um sistema serd . estavel se a norma de sua saida truncada nunca
¢ maior que um valor que depende de forma crescente da norma da entrada truncada somado a

um valor que limita a norma da saida truncada quando a entrada truncada € um sinal nulo.
3.1.2.1 Estabilidade no sentido BIBO

Uma das definicdes mais importantes e praticas para as aplicagdes de teoria de
controle € a de estabilidade no sentido BIBO ("Bounded-input-bounded-output"), termo utilizado
para designar sistemas cuja entrada limitada resulta em uma saida também limitada. Nesta
subsecdo, esse conceito serd apresentado como um caso particular de estabilidade entrada-saida
com ganho finito para sistemas causais, de acordo com o que foi definido anteriormente com a
norma dada por |[u|| &, = sup,~¢||u(t)||. De fato, seja u € Z.. Entdo, se H é um operador .£
estdvel com ganho finito, tem-se, para algum algum 8 >0e y> 0, ||(Hu),||.» < V||ur||.# + B,
para todo r > 0. Deseja-se mostrar que Hu é também um sinal limitado, isto &, que ||Hu||.¢ < oo.

Da causalidade, pode-se escrever ||Hu||.¢ < v||u||.# + B, (KHALIL, 2015). Logo:

1Hullz < Hllulle +B = [[Hull 2 < ysup[lu(®)]| + B
1=

Como sup,~ ||u(2)|| € um valor finito (pois u é um sinal limitado em norma), deve-se
ter ||Hu||.¢ < oo e, portanto, Hu também serd limitado em norma, o que prova que o sistema é

estavel no sentido BIBO.
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3.2 Estabilidade de sistemas lineares e invariantes no tempo com atraso constante

A abordagem 2 andlise de estabilidade até entZio foi focada no dominio do tempo. E
interessante, no entanto, que sejam estabelecidos critérios de estabilidade também no dominio da
frequéncia, conforme sera feito nesta se¢do para sistemas lineares e invariantes no tempo com
atraso constante. As vantagens de tal estratégia se dao nao somente pala simplificacdo algébrica
dos problemas, mas também por fornecer ferramentas e pontos de vista que somente no dominio
do tempo ndo € possivel obter. No dominio da frequéncia, por exemplo, € possivel verificar, mais
facilmente, que harmdnicos em um sinal de entrada produzirdo maior efeito no sistema estudado,
caracteristica esta fundamental para o projeto de filtros e também para a tomada de decisao sobre
o tempo de amostragem de determinado experimento. Nesta se¢do, serd apresentada um método
de andlise de estabilidade de um sistema linear e invariante no tempo com atraso na entrada. Os
conceitos iniciais apresentados estdo em consonancia com o que foi exposto em Ogata (2011).

Inicialmente, vale ressaltar que condi¢des suficientes para que determinada funcao
f R — R possua transformada de Laplace sdo: f deve ser continua por partes e, em [0, o),

| f(2)| deve ser limitada por uma fungio exponencial. Sabendo que um sistema linear e invariante

Y(s)
U(s)

no tempo pode ser representado por sua fun¢do de transferéncia P(s) = no dominio da
frequéncia, em que Y € a transformada de Laplace da funcdo saida do sistema y e U € a
transformada de Laplace da fun¢do entrada do sistema u, deve-se ter, em um sistema com atraso

constante, um sistema linear sem atraso G(s) para o qual P(s) = G(s)e ¢

, em que G € o modelo
do processo sem atraso e L € o valor do atraso. Isso pode ser obtido ao escrever a expressao da
transformada de Laplace para o sinal p(¢) = g(t — L). O conceito de estabilidade utilizado para
andlise nesta secdo € o de estabilidade no sentido BIBO. Diante disso, serd estdvel o sistema que
nao possuir polos no semiplano direito do plano complexo e assintoticamente estdvel o sistema
que somente possuir polos no semiplano esquerdo.

Uma das formas de compreender como o atraso pode influenciar na estabilidade
de um sistema € a andlise do diagrama de Nyquist para o sistema em questdo. O diagrama de
Nyquist consiste na plotagem do ganho de malha F(s) para valores de s (varidvel complexa) no
Contorno de Nyquist, dado pela curva fechada e orientada no sentido horério no plano complexo
que tem como interior todo o semiplano direito do plano complexo. Tal definicdo faz, pelo
Principio do Argumento de Cauchy, que a quantidade de voltas do diagrama de Nyquist em

torno do ponto (—1,0) seja igual ao nimero de polos subtraido do ndmero de zeros do ganho de

malha do sistema. A Figura 24 mostra o diagrama de Nyquist comparado para o caso em que €
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considerado o atraso de 0.3 unidades de tempo mostrado na Equacdo 3.2 e o caso em que tal

atraso € considerado nulo. O controlador € dado pela Equacao 3.3.

1 —0.3s
P(s) = I 035, (3.2)
C(s) = 2- (”s—ls) (3.3)

A multiplicagio da fung¢io complexa F (s) = C(s)P(s) pela exponencial e~ nio
muda a magnitude do sistema, mas, para cada valor de frequéncia, diminui a fase deste, o que
pode ser observado graficamente pela rotagdo do diagrama no sentido horério.

Figura 24 — Diagrama de Nyquist para ganho de malha dado por F(s) = C(s)P(s), em que 0

controlador e o modelo do processo sao dados nas Equagdes 3.2 e 3.3, respectivamente. Foram
plotados os casos com atraso € sem atraso no modelo.

Modelo sem atraso

Modelo com atraso| A

Eixo imaginério

_9 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

Eixo real
Fonte: O préprio autor.

Em termos de estabilidade relativa, pode-se dizer que a margem de fase do sistema

com atraso € menor, o que diminui a robustez do sistema a possiveis incertezas que diminuam a
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fase do sistema. Isso significa que, caso o valor do atraso utilizado do modelo seja menor que
aquele verificado experimentalmente, o sistema pode tornar-se instavel, ainda que o controlador
projetado mantenha o modelo do sistema estdvel em malha fechada. Deve-se ressaltar que para
sistemas com atraso constante € possivel obter, no dominio da frequéncia, critérios analiticos
exatos para a estabilidade do sistema de maneira relativamente simples. No caso mostrado
anteriormente, por exemplo, o conhecimento da margem de fase do sistema j4 € suficiente para

determinar em que situacao o sistema tornar-se-4 instavel.

3.3 Estabilidade de sistemas com atraso variavel no tempo

Quando o sistema possui atraso varidvel no tempo, a transformada de Laplace ndo
pode, em geral, ser obtida para a fun¢do com argumento atrasado na equacgdo diferencial. Ainda
assim, das vantagens previamente mencionadas de se analisar os sistemas de controle por meio
do dominio da frequéncia, vale a pena desenvolver critérios aproximados de estabilidade para
tais sistemas, conforme serd apresentado nesta se¢do. Por critérios aproximados entende-se
condig¢des suficientes, mas ndo necessarias, para que o sistema permaneca estivel.

Neste ponto, serd utilizada a defini¢ao de estabilidade de entrada-saida. Em razao
de a andlise dos sistemas aqui mencionada ter como foco a verificacdo de estabilidade para
sistemas de controle em malha fechada, serd estabelecida a notag¢do para um sistema de controle
realimentado de maneira genérica, conforme mostrado na Figura 25. As notagdes e o teorema

apresentado nesta secao podem ser estudadas com detalhes em Khalil (2015).

Figura 25 — Representacdo genérica de um sistema interconectado por realimentagao.

uq + €1 "N

3 H,y
=

A
Y

Y2 U9
s ()12

A

A

Fonte: O préprio autor.

Nessa representacio, H1 : " — £ e H2 : £ — £ sdo operadores no espago
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das funcdes de acordo com o que foi definido na Subsecdo 3.1.2. Suponha ainda que H; seja
Z estavel com ganho finito, i € {1,2}, isto é, existem ¥ > 0 e B; > 0 tais que ||y || <
Yilleir||.# + Bi, para todo e; € £, em que ny = m e ny = q, € para todo r > 0.

Ainda, de modo a ficar bem definida a notacdo utilizada na Figura 25, sejam:

em que uy,y2,e1 € £ e uy,yi,e2 € 2,
3.3.1 Teorema do pequeno ganho

Com base nas defini¢Ges apresentadas nessa se¢do, serd enunciado e demonstrado o

Teorema do Pequeno Ganho de acordo com o que foi mostrado em Khalil (2015).

Teorema 3.3.1 (Teorema do Pequeno Ganho) A conexdo com realimentagdo dos sistemas Hy

e Hy (conforme Figura 25) é £ estdvel com ganho finito se ¥, - < 1.

Demonstracao. Inicialmente, pode-se escrever as expressoes para as funcoes e;:

€lr = Ulyr — Y2rs

€2r = Uy — Yir-

Da primeira expressao para ej,, tem-se, da desigualdade triangular:

el < llurr|l.z +11y2r|2-

Da estabilidade de H,, pode-se escrever:

leir|l.z < |uirll.z + 712 |lear] .2 + Ba.

Substituindo a expressao de e, e utilizando a desigualdade triangular, tem-se:

leir|l.e < luir|le + 12 - (luarll2 +1y1rll2) + B2 = lutr]| 2 + v - l|uzel |2 + 72 |1/l 2 + B
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Da estabilidade de Hy, pode-se substituir o termo y,:

ez < luirlle + 1 - [luarl| 2 + v (nillerr]| 2 + Br) + Ba.

Assumindo 7; - 7» # 1 e isolando o termo e}, do lado esquerdo da inequacéo, tem-se:

1

1—'(||M1r||z+72||M2r||z+72'ﬁ1+I32), (3.4)
NP

lleirllz <

para todo r > 0.

Repetindo um processo andlogo ao anterior para e;,, pode-se obter a inequagao:

|lear||.# < (||uzrl| 2 +1illurr| |2 +71 - B2+ Br). (3.5)

l-n-n
para todo r > 0.

Da definicdo da saida y do sistema interconectado e da desigualdade triangular:

el <Iyirlle +[lyarlle-

Utilizando novamente a estabilidade dos sistemas H; e Hj:

vz < (nlleir]|z + Br) + (n2l]exr|| 2 + Ba).

Substituindo as Equagdes 3.4 e 3.5, e organizando os termos, tem-se:

|yl < Y [lurrlle + 7 - |Ju2r|| .2 + B,

n(l+np) »(l+1) B+ 1B
aratodor>0,emque j,=-"—""-, ph=———-e ="+ P1+ P Se
P "= aue ¥ =17 b l-n-p p I-y-» Pt b

Y- <1, tem-se ¥, >0, 9 > 0e B > 0. Portanto, se ¥; - }» < 1, o sistema conectado com

realimentagdo é .Z estavel com ganho finito.
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3.3.2 Critério de estabilidade para sistemas com atraso varidvel

Nesta secao serd derivada uma condi¢ao de estabilidade para sistemas com atraso
variavel no tempo a partir do Teorema do Pequeno Ganho.

A partir do Teorema do Pequeno Ganho € possivel derivar uma condicao suficiente
de estabilidade para sistemas com atraso varidvel no tempo, de acordo com o que foi apresentado
em Kao e Lincoln (2004). A Figura 26 apresenta um sistema de controle em malha fechada
com atraso varidvel no tempo representado pelo bloco A. Deve-se deixar claro que o bloco P(s)
ndo possui atraso, ou seja, o atraso estard concentrado no operador A. Como € de se esperar,
o operador A € .7 (Z (R;R?);.%# (R;R?)) pode ser definido como g(t) = f(r — ©(¢)), em que
g = A(f). O Teorema 3.3.3, (KAO; LINCOLN, 2004) apresenta as condigdes sob as quais o
sistema mostrado na Figura 26 € estdvel. Serd apresentado somente o caso continuo no tempo.
E evidente que, em razdo de as condi¢des serem derivadas do Teorema do Pequeno Ganho, a

definicao de estabilidade para a andlise € a de estabilidade entrada-saida.

Figura 26 — Sistema de controle em malha fechada com atraso varidvel no tempo dado pelo

operador A.
_|_
r /D e C(s) U P(s) A Y
o ‘ ‘

Fonte: O préprio autor.

Uma das ferramentas matematicas utilizadas na demonstracdo do teorema € a Desi-
gualdade de Chebyshev. Esta serd enunciada e demonstrada previamente, de modo a detalhar o
resultado para o leitor interessado. A demonstracdo segue a ideia apresentada em Niculescu e

Pecaric (2010).

Proposicao 3.3.2 Dadas duas fungdes mondtonas f,g : [a,b] — R de mesma monotonicidade,

tem-se:

[ r@sez = ;- [/abf(é)dii] - [/abg(é)dé]

Demonstracido. Do fato de f e g serem ambas moné6tonas € de mesma monotonicidade, €

evidente que [f(x) — f(y)] - [g(x) — g(y)] > O para quaisquer x,y € [a,b]. O desenvolvimento
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dessa dltima inequacdo leva a:

f(x)g(x) + f(y)e(y) — f(¥)g(x) — f(x)g(y) > 0.

Integrando duas vezes a func¢do do lado esquerda da desigualdade, tem-se:

/a ’ / bf(X)g(X)dxdy+ / ’ / bf(y)g(y)dxdy— / ’ / ’ f()g(x)dxdy— / ’ / ’ f(x)g(y)dxdy >0
= /ab /abf(x)g(x)dxdy—l—/ab /abf(}’)g<)’)dxdy > /ab /abf(y)g(x)dxdy—l—/ab /abf(x)g(y)dxdy

— 2-a) [ 1&)(&) 22[/abf(é)d§] - [/abg@dé],

de onde o resultado enunciado no teorema segue.
OJ
Com o resultado necessario demonstrado, o resultado principal para a estabilidade

de sistemas de controle com atraso varidvel no tempo serd enunciado e demonstrado a seguir.

Teorema 3.3.3 (KAO; LINCOLN, 2004)) Seja o sistema controlado em malha fechada repre-
sentado na Figura 26 estdvel para o caso em que a funcdo atraso ©(t) = 0 para todo t € R, isto
é, A(f) = f. Nesse caso, o sistema com atraso varidvel com T(t) € [0, Tynax|, para todot € R, é

estdavel se:

1
< )

Tmax

joP(jo)C(jw)
1+P(jo)C(jo)

sup
®>0

para toda frequéncia ® > 0.

Demonstracao. Como deseja-se utilizar o teorema do pequeno ganho para derivar uma condi¢ao
de estabilidade para o sistema interconectado com realimenta¢cao mostrado na Figura 26, deve-se
inicialmente rearranjar o sistema de modo a obter uma representacao similar aquela mostrada
na Figura 25. Para tanto, o bloco de atraso A é representado de maneira que a saida atrasada y

seja a soma da saida sem atraso (dada pelo sinal de entrada no bloco A) com um sinal de erro
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gerado pela existéncia do atraso. A Figura 27 mostra como fica a transformac¢ao do diagrama
de acordo com o que foi explicado. Destacado pelo retangulo tracejado estd o sistema Ag, que
possui o sinal v como entrada e o sinal w como saida. O sistema restante conectado a Ar € dado
pela conexdo dos demais blocos, que possui w como entrada e v como saida.

Figura 27 — Sistema de controle em malha fechada com atraso varidvel no tempo dado pelo
operador A reorganizado para uso do teorema do pequeno ganho.

Fonte: O préprio autor.

Assumindo que os sinais v e w possuam transformada de Laplace Sejam V (s) e

W (s) as transformadas de Laplace dos respectivos sinais. A fun¢@o de transferéncia do sistema

V(s)
W(s)

conectado a Ag serd denotada por G, (s) = e pode ser obtida por meio da Figura 27 da

seguinte forma:

Vis)

V(s)=sP(s)U(s) =sP(s)C(s)E(s) =sP(s)C(s) | (=W (s) — ;

] = —sP(s)C(s)W(s)—P(s)C(s)V(s),

em que U (s) e E(s) sdo as transformadas de Laplace de u e e, respectivamente. Isolando V (s)

do lado esquerdo da igualdade:

V(s) _ —sP(s)C(s)
W(s) 1+P(s)C(s)’

[14+P(5)C(s)]V(s) = —sP(s)C(s)W(s) = Gy (s) =

em que a equacdo caracteristica desse sistema (polindmio do denominador) € igual aquela para
o sistema em malha fechada com atraso identicamente nulo, de modo que G,,, é um sistema
estavel. Essa serd uma condi¢@o necessaria a aplicagao do Teorema do Pequeno Ganho. Portanto,

o ganho do sistema, conforme a definicdo de estabilidade entrada-saida, é dado por:
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JOP(jo)C(j)

1+ P(j0)C(jo) | (3.6)

% = ||Gwy||L, = sup |Gy (j@)| = sup
>0 >0

A estratégia da demonstracdo consiste em determinar uma expressao analitica para
o ganho do sistema G,,, € um valor maximo para o ganho do sistema Ar. Se o produto desses
dois valore € menor que a unidade, entdo o produto dos ganhos também o serd, garantindo
estabilidade entrada-saida para o sistema conectado.

Por outro lado, deve-se também obter o ganho do sistema Ar. Sabe-se que a saida

do integrador € dada, nos inatante ¢, pelo sinal auxiliar a em #:

at) = [ (&g,

Com isso, a aplicag@o do operador A — 1 no sinal a é igual ao resultado de Ar(v) e

pode ser expresso, no instante ¢, como:

t—1(t) t
Ar () (1) = M@(0) =a(r) = alr 7)) —a() =a() = [ v(E)as— [ v(E)as

t
— () = Ar(V)(1) = — /”(t)v(g)dg. (37)
Para majorar o ganho do sistema Ar, pode-se buscar o mdximo valor da relagdo entre

as normas dos sinais w e v. Assim:

wwz,—[fwa>2m-14“[[”d”W5yﬁ]iﬁ-Aw[[”d0W§»w]ih. 39)

Neste ponto serd utilizada a desigualdade de Chebyshev, conforme apresentado na
Proposic¢do 3.3.2. Para tanto, bastan substituir o intervalo [a,b] pelo intervalo [t — T(t),t] e as

funcdes f, g pela mesma fun¢do v. Com isso,

2 2
t 1% 2 L . l W [ Vv ' v 2
uﬁwﬂ“”dézuo[ﬂ§@<@%]::>lﬂw>“”4 <o) [ Me)Pae

Da premissa de que o atraso € uma funcao limitada por 7.y, pode-se escrever:
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2
t § ¢ , )
[/t_w) (é)d&] < rmax/t_r(t)[ (&)]%dE. (3.9)

Substituindo a Equacdo 3.9 na Equacdo 3.8, tem-se:

i< [ [rmax /l;(l)[V(é)]zdé]dt = s | [ [ [v@]zd.g] dt.

Como [v(£)]> > 0, a integral em & representa a drea sob [v(&)]?

no intervalo [t —
7(t),t]. Como o intervalo [ — T4y, ¢] € maior ou igual que o intervalo anterior, tem-se que a drea
calculada nesse intervalo é também maior ou igual aquela dada pela integral. Portanto, pode-se

escrever.

W%, < rmax/ow [/j [v(s)]%ig]dt.

- Tmax

Com o intuito de retirar a varidvel tempo ¢ dos limites de integracdo da integral
interna, serd realizada uma mudanca de varidvel com & =7 + €. Com isso, a desigualdade para a

norma ao quadrado do sinal w fica:

- Tmax

||W||32”2 < Tmax/ooo [/0 [V(l+8)]2d8] dt.

Isso permite que a ordem das integrais na expressao seja mudada:

0

1P, < T / /0 (e + &) 2drde.

T

Recuperando a varidvel original £ =1+ €:

w1, < T / OT / " (&) PdEde.

Observe que a integral interna representa a drea sob a fungo [v(&)]? > 0 para todo
tempo maior que €. Nesse ponto, é assumida a premissa de que v(§) é zero para valores ndo

positivos de &. Tal premissa é adequada a realidade, tendo em vista que v representa a derivada
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da saida do modelo do processo sem atraso. Dos limites da integral em €, tem-se { variando

entre valores nao positivos e, portanto, pode-se escrever:

0 oo
1112 < T / T /0 (&) PdE de,

em que a integral interna ndo depende de € e, portanto:

191 < o T | ENPE = T [ ENAE = Tl

Da defini¢do de estabilidade entrada-saida, o sistema Af € estdvel e o ganho 9 do
sistema vale, N0 maximo, Ty, isto é: 95 = ||Ar||1, < Tmax. Portanto, uma condigdo suficiente
para que o sistema em malha fechada com atraso varidvel seja estavel € ¥1 - Ty <1 = 71 <
1/Timax. Com efeito, se isso ocorrer, entdo ¥ - Y < Y1 - Tmax = % - %> < 1. Com isso, segue o
resultado do teorema.

0

A importancia do Teorema 3.3.3 se d4 por tornar possivel analisar a estabilidade
de sistemas de controle com atraso varidvel no tempo e também deixa possibilidades para o
desenvolvimento de regras de sintonia para controladores de modo a satisfazer as condi¢des do
teorema e garantir estabilidade. Uma aplicacdo direta desse teorema € apresentada para a andlise

de estabilidade de sistemas com atraso varidvel na Subsecao 3.4.2.

3.4 KEstabilidade robusta

Nesta secdo serdo definidos os principais conceitos referentes a anélise de estabili-
dade robusta no dominio da frequéncia.

Robustez diz respeito a capacidade de determinado sistema de controle permane-
cer estdvel diante de variacdes de determinados parametros incertos. Nos processos reais, €
necessario que o controlador projetado seja robusto, de modo a garantir que variacdes (em
determinada faixa) ndo levem o sistema a instabilidade. A deriva¢dao de uma condi¢do analitica
de estabilidade robusta no dominio da frequéncia pode ser feita por meio do diagrama de Nyquist.
Considere C o controlador utilizado, P, o modelo nominal do processo e P; o modelo incerto do
processo. A Figura 28 apresenta um exemplo de diagrama de Nyquist para os modelos nominal

e com uma incerteza no atraso. Conforme mostrado na Sec¢do 3.2, a incerteza que insere um
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atraso no sistema diminui a margem de fase, tornando o sistema relativamente menos estavel
que aquele representado pelo modelo sem atraso. Para incertezas diversas € possivel gerar um
circulo (tracejado laranja) em torno do ponto C(j®)P(j®) (em verde) de raio |C(j@)AP,(jo)|
de todos os pontos para os quais o centro pode deslocar-se diante de uma incerteza. Por |AP;(j®)|
entende-se o vetor complexo resultante da diferenca P,(jo) — P,(jo).

Figura 28 — Diagrama de Nyquist de um sistema em malha fechada: modelo nominal e modelo

com incerteza. As distancias relevantes a andlise de estabilidade robusta estdo destacadas por
meio dos vetores complexos C(j@)AP,(jw) e —1 —C(jo)P,(jo).

Modelo nominal
Modelo com incertezas |

Eixo imaginario

g’ APi

-9 I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

Eixo real
Fonte: O préprio autor.

Dessas definicoes, se o sistema nominal em malha fechada € estdvel e, portanto, o
grafico de C(jw)P(jw) nao circunscreve o ponto (—1,0) no diagrama de Nyquist, a condigdo
para que nenhuma incerteza gere instabilidade no sistema é dada por: para cada frequéncia @ > 0,
oraio |C(jw)AP;(j)| do circulo de incertezas centrado em C(j®)P(j®) deve ser menor que a
distancia desse centro ao ponto (—1,0), dada por | — 1 — C(jw)P,(j®)|. Com efeito, se esse ndo
fosse o caso, haveria alguma frequéncia para a qual determinada incerteza faria o diagrama de
Nyquist do sistema incerto circunscrever o ponto (-1,0), fazendo o sistema ser instdvel em malha

fechada. Matematicamente, a condicao de estabilidade robusta descrita acima pode ser escrita
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Ccomo.:

IClU@)AR(jo)| <|-1-C(jo)R(jo)], (3.10)
para todo @ > 0.

3.4.1 Condigdo de estabilidade robusta

A condi¢do de estabilidade robusta pode ser obtida por meio da Inequacgdo 3.10.
Eliminando os sinais negativos no segundo membro e dividindo ambos os lados da inequacado

por |P,(j®)|, o sistema terd estabilidade robusta se:

ICU@)AR(jo)| _ |[1+C(jo)P(jo)|
Pu(jo)] [Pu(jo)]

C(jw)AR(jo)
Fu(jo)

1+C(jo)F(jo)
Fu(jo)

)

para todo @ > 0. Passando o termo |C(j®)| do numerador do lado esquerdo para o denominador

do lado direito da igualdade, é obtida uma expressao interessante:

AP (jo)
F(jo)

1+C(jo)F(jo)
Cjo)Pu(jo)

(3.11)

Essa expressao € ttil porque seu lado esquerdo somente depende do modelo nominal
e do modelo com incertezas, enquanto o lado direito da desigualdade depende somente do ganho
de malha do sistema em malha fechada com o modelo nominal. O lado direito é exatamente
igual ao inverso multiplicativo da funcao de transferéncia de malha fechada para o caso em que
a planta € igual ao modelo nominal. As seguintes defini¢des tornardo mais compacta ainda a

condi¢do suficiente de estabilidade robusta:

Definiciio 3.4.1 (Incerteza multiplicativa) E a funcdo complexa SP(j®) dada pela razdo

AP (jo)
Pi(jo)

5P(jo) =

Observe que a incerteza multiplicativa depende da incerteza analisada. Faz sentido,
portanto, que seja definida uma fung@o somente da frequéncia que possa ser utilizada na andlise
de estabilidade robusta de um sistema para qualquer incerteza considerada. A fun¢do é a mdxima

incerteza multiplicativa, dada por:
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5P(w) = max|8P,(jo)|.

Vale ressaltar que a mdxima incerteza multiplicativa ndo necessariamente serd o
modulo de uma das incertezas multiplicativas, pois, para cada frequéncia, 6 P toma o valor da

maior incerteza 0 P, na frequéncia @.

Definicao 3.4.2 (Indice de robustez) E a fungao real de uma varidvel real, a frequéncia, dada
pelo modulo do inverso multiplicativo da funcdo de transferéncia de malha fechada:

1+C(jo)R(jo)

O =l w)p o)

Com isso, a Equag@o 3.11 pode ser escrita como ||8P(jo)|| < I,(®), para todo
o > 0. Pode-se ainda recorrer a um resultado menos conservador, mas ainda assim bastante 1til,

que € a condicdo de estabilidade robusta dada pela Equagado 3.12:

SP(0) < I(), (3.12)
para todo @ > 0. De fato, se isso ocorre, o0 moédulo de qualquer incerteza multiplicativa,
independentemente da incerteza considerada, serd menor que o indice de robustez. O Exemplo 6

apresenta uma aplicacdo direta dos conceitos apresentados até entdo sobre estabilidade robusta.

Exemplo 6 Considere o modelo de incertezas de um processo de segunda ordem dado por:

K L
P’ — . i*S
O e
em que p; € [—1.2,—-0.8], K; € [0.9,1.1] e L; € [0,0.5]. O modelo nominal do processo é dado

por:

1

PO = ey

(3.13)

Para esse caso, deve-se observar que, apesar de incerto, o atraso temporal repre-
sentado pela exponencial complexa é constante, o que permite a obtencdo da transformada
de Laplace. Numericamente, cada intervalo de incertezas nos quais estdo definidas as incer-

tezas para o polo, o ganho e o atraso da planta foi dividido em intervalos de comprimento
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0.1, o que permitiu, para cada um dos modelos incertos, a obten¢do de uma mdxima incerteza
multiplicativa.
O controlador utilizado para estabilizar o processo nominal é um controlador

Proporcional-Integral dado por:

Cls) = 1.875. BF1S). (3.14)

S

Dado o controlador e o modelo nominal do processo, pode-se obter o indice de
robustez, o qual depende somente do modelo nominal, e as incertezas multiplicativas. A Figura
29 mostra, em azul, o indice de robustez para o sistema, enquanto as demais curvas representam
todas as incertezas multiplicativas do sistema, cada uma associada a uma tripla ordenada de
incertezas (p;,K;, pi) € [—1.2,—0.8] x[0.9,1.1] x [0,0.5].

Figura 29 — Em azul, o indice de robustez referente ao modelo nominal da Equagdo 3.13 contro-
lado pelo controlador Proporcional-Integral da Equacdo 3.14. As demais curvas representam as

diversas incertezas multiplicativas para cada uma das incertezas do sistema geradas pelos pontos
(pi,Ki,pi) € [-1.2,—-0.8] x [0.9,1.1] x [0,0.5].

10° : : : S
m— [Ndice de Robustez II_ //

10%

)
5]

Magnitude
S
=

10—6 | 1 1 2 3
107! 10" 10! 10 10
Frequéncia w (rad/s)
Fonte: O préprio autor.
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Visualmente, é possivel perceber que o indice de robustez estd acima de todas as
incertezas multiplicativas, para qualquer frequéncia. A condi¢cdo de estabilidade apresentada
pela desigualdade em 3.12 estd em func¢do da mdxima incerteza multiplicativa, o que facilita a
andlise de estabilidade no dominio da frequéncia. Isso porque, conforme mostrado na Figura
30, somente é necessdrio comparar duas curvas no dominio da frequéncia: o indice de robustez

e a mdxima incerteza multiplicativa.

Figura 30 — Grafico comparativo da mdxima incerteza multiplicativa P com o indice de robustez
I, para o sistema de controle em malha fechada descrito no Exemplo 6.

106

104

Magnitude
S
[\S)

10

1072 e
107! 10° 10! 10

Frequéncia w (rad/s)

10

Fonte: O proprio autor.

Conclui-se que, apesar das incertezas, o sistema permanece estdvel, o que significa
que tal estabilidade é robusta. Deve-se ressaltar que, no caso em que essa condi¢cdo ndo é
obedecida, o sistema ndo necessariamente é instavel. Com efeito, a condi¢do obtida é suficiente,
mas ndo necessdria a estabilidade. Para o caso em que a incerteza do atraso toma valores de
até 2 unidades de tempo, o grdfico de comparagdo pode ser visto na Figura 31, na qual existem
frequéncias nas quais a mdxima incerteza multiplicativa torna-se maior que o indice de robustez.

Nao é possivel concluir que o sistema necessariamente serd instdvel nessa situagdo,
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Figura 31 — Grifico comparativo da méxima incerteza multiplicativa 8 P com o indice de robustez
I, para o sistema de controle em malha fechada descrito no Exemplo 6 quando o atraso toma
valores incertos em até 2 unidades de tempo.
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Fonte: O préprio autor.
mas ndo hd garantia de que ele serd estdvel. Isso porque, para algum valor de frequéncia ®,
pode ser que a incidéncia de uma incerteza desloque o diagrama de Bode do sistema para uma
posicdo que circunscreva o ponto (-1,0) do plano complexo. Para esse caso, especificamente, o
sistema ndo é instdvel para nenhum valor de incerteza, conforme mostrado pelos diagramas de

Nyquist para todas as incertezas mostrado na Figura 32.

Embora no Exemplo 6 a obtencdo analitica da maxima incerteza multiplicativa
seja demasiado extensa e desnecessdria para os propodsitos de andlise, € interessante derivar
a expressdo para a maxima incerteza multiplicativa para o caso em que a incerteza incide
unicamente no atraso. Isso porque a expressdo obtida auxilia na compreensao da forma da
maxima incerteza multiplicativa no dominio da frequéncia. O Exemplo 7 mostra como a mdxima

incerteza multiplicativa pode ser obtida nessa situacao.

Exemplo 7 Considere o modelo com incertezas no dominio da frequéncia dado por:
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Figura 32 — Diagrama de Nyquist que mostra estabilidade para qualquer ponto de incerteza para
o sistema em malha fechada descrito no Exemplo 6 quando o atraso toma valores incertos em até
2 unidades de tempo.
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Fonte: O préprio autor.

— K . e_Li'S
Ts+1

Fi(s)

Y

em que o modelo nominal é denotado por P, e corresponde ao modelo com incertezas sem a
exponencial complexa do atraso. A partir dessas definicoes, é possivel calcular o valor de cada

uma das incertezas multiplicativas. Por defini¢do, tem-se:

K

. . . . e~ Lirjo
5B j) = APUO) _ RGO —Ri(jo) _ R(®) | _ %1 e
l Py(jo) b(jo) p(jo) K '
Ts+1

Expressando a exponencial complexa em termos de senos e cossenos para, entdao

obter uma expressdao em termos de arcos metade:

8P (jo) = cos(wL;)— jsin(wL;) — 1 = cos*(@wL;/2) —sin*(®L;/2) —2jcos(wL;/2) sin(wL;/2) — 1.
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Utilizando a relagdo fundamental da trigonometria no primeiro termo com cosseno:

SP(jo) = 1—sin?(wL;/2) —sin*(wL;/2) — 2jcos(®L;/2)sin(wL;/2) — 1

— SP(jo) = —2sin*(—oL;/2) +2jcos(—wL;/2)sin(—wL;/2).

Colocando os termos repedidos em evidéncia:

8P.(jo) =2jsin(®L;i/2)[cos(—wL;/2) + jsin(—wL;/2)] = 2jsin(wL;/2)e/°L/2.

Tal desenvolvimento justifica-se pela obtengdo de uma expressdo simplificada para a
incerteza multiplicativa com o intuito de, por meio da funcdo modulo complexo, obter a mdxima

incerteza multiplicativa dada por:

5P(@) = max{|8P(jo)|} = max{|2,sin(wL;/2)e®1/2} = max{|2sin(@L,/2)]}.
1 1 l
o que finaliza a obtengdo de tal mdxima incerteza multiplicativa.

3.4.2 Estabilidade robusta para sistemas com atraso varidvel

Nesta subsecao serdo aplicados os conceitos de estabilidade robusta para sistemas
com atraso varidvel no tempo. Nesse caso, pode-se considerar o atraso um parametro desconhe-
cido e tratd-lo como uma incerteza, para a qual somente é conhecido o valor maximo. A partir
da condi¢do de estabilidade apresentada no Teorema 3.3.3 e da defini¢do de indice de robustez,

pOdC-SC escrever:

P i . ! P(i . .
sup | 22 (o)Cljo) | s (jo)Cj@)
0>0 1+P(]0))C(]60) Tmax 0>0 l—l—P(]CO)C(](D) O Tmax
P(iw)C(j 1
N < sup (J@ (JQ) |
L(®) = 4>0| 1 +P(jO)C(j®)| ~ OTnax

da defini¢ao de supremo e de indice de robustez. Portanto, o sistema em malha fechada com

atraso variavel serd estavel se, para qualquer @ > 0, for ﬁ < , isto €é:
r

() TleX
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@ - Tnax <Ir(a)>7 (315)

para todo @ € [0,0). Tomando como base a condi¢do de estabilidade robusta mostrada na
Equacdo 3.12, pode-se interpretar o termpo ®7T,,,, cOmo a mixima incerteza multiplicativa de
um sistema cuja incerteza incide no atraso. Essa expressdo, além de sua simplicidade, € qitil por
fornecer uma condi¢do no dominio da frequéncia para a estabilidade de um sistema variante no
tempo, o que ndo € trivial em razdo da impossibilidade de ser aplicada a transformada de Laplace
no sinal com atraso varidvel. O Exemplo 8 apresenta uma andlise de estabilidade para um sistema

com atraso varidvel em malha fechada controlado por um controlador proporcional-integral.

Exemplo 8 Seja o modelo nominal do processo dado por um sistema normalizado de primeira
ordem:

B 1
s+ 1

G(s)

e assuma que a incerteza no atraso serd modelada ndo mais como um conjunto de possiveis
pontos que podem ser assumidos por um atraso constante, mas como uma fungdo varidvel
no tempo, tomando valores no intervalo [0,0.5]. Um possivel exemplo de funcdo atraso a ser
modelada por tal incerteza seria t(t) = 0.25+ 0.25sen(t), pois nesse caso, seria Tya, = 0.5.
Conhecido o valor mdximo do atraso, jd é possivel interpretar no dominio da frequéncia o que
seria a curva equivalente a mdxima incerteza multiplicativa. Em termos de equagoes diferenciais

funcionais, tal planta seria representada no dominio do tempo como:

() = =y(t) +u(r = (1)),

em que y é saida da planta e u é o sinal entrada.

Para o fechamento de malha do sistema, foi utilizado o controlador dado por:

C(s) :2M,

de modo que o indice de robustez do sistema jd pode ser calculado. Com isso, é possivel analisar
a estabilidade do sistema por meio da Figura 33, que mostra um grdfico comparativo entre o
indice de robustez do sistema e a mdxima incerteza multiplicativa para o caso em que a incerteza
¢ dada somente pelo atraso varidvel no tempo.

Pode-se concluir, para esse caso, que o sistema é estdvel, ainda que o atraso seja

varidvel no tempo com valor mdximo de 0.5. Deve-se ressaltar aqui o comportamento crescente
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Figura 33 — Andlise de estabilidade no dominio da frequéncia por meio da comparagao entre o
indice de robustez e a maxima incerteza multiplicativa para o caso em que a incerteza € modelada
por uma fung¢do atraso varidvel no tempo.
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Fonte: O préprio autor.

da mdxima incerteza multiplicativa para valores crescentes de frequéncia, o que ndo se verificava

para o caso em que o atraso era constante.
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4 ESTABILIDADE DE SISTEMAS EM MALHA FECHADA COM ATRASO VA-
RIAVEL

Neste capitulo serd mostrado que a andlise de estabilidade de sistemas de controle
com atraso varidvel no tempo € interessante nao somente do ponto de vista da modelagem de
incertezas no atraso por meio de funcdes varidveis no tempo, mas também como uma abordagem
a andlise de estabilidade de sistemas discretos. A ideia € que um sistema continuo que recebe
sinais de controle amostrados pode ser representado como um sistema continuo com atraso
varidvel na forma de dente de serra, isto €, continuo por partes, conforme Fridman et al. (2004).
A terminologia de atraso do tipo dente de serra advém da tradugdo literal do termo utilizado em
inglés "sawtooth delay", (LIU et al., ), e serd entendido como a fun¢do continua por partes dada
por f(x) =x—m-w, parax € [m-w,(m+1)-w), em que m € Ny e w > 0 é um nimero real.

Em consonéncia com o que foi apresentado na Subsec¢do 2.3.2, o sistema com 0
atraso do tipo dente de serra fica bem definido, sem problemas relacionados a causalidade, dado
que a funcdo de atraso definida possui derivada unitdria (ndo maior que 1). No restante do texto,
sempre que mencionado atraso com forma de dente de serra, entender-se-a que trata-se do caso

com derivada unitaria.

4.1 Sistemas de controle com atraso do tipo dente de serra

Nesta sec@o serd mostrado de que forma um sistema continuo com entradas de
controle amostradas pode ser representado como um sistema continuo com atraso varidvel na
forma de dente de serra. Ademais, serd apresentado um caso em que um sistema estavel sem
atraso passa a ser instdvel com atraso na forma de dente de serra, e também um exemplo de um
sistema estdvel sem atraso que torna-se instdvel a partir da variacdo do atraso com forma de

dente de serra. Conclusdes acerca desses comportamentos sdo realizadas no decorrer do texto.
4.1.1 Sistemas de controle amostrados

Nesta subsec¢do, pretende-se descrever de que maneira um sistema com entrada de
controle amostrada relaciona-se com um sistema com atraso na forma de dente de serra.

Os sistemas de controle amostrados sdo bastante utilizados em razdo da atual simpli-
cidade em ser implementado um sistema de controle por meio de controladores digitais. Com

isso, dindmicas no tempo continuo recebem um sinal de controle amostrado, o que pode ser re-
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presentado por modelo matemadtico com atraso varidvel, conforme mostrado a seguir. Considere

o sistema dindmico em tempo continuo dado por:

x(t) = ax(t) + bu(t),

em que u(t) é o valor de um sinal gerado por um segurador de ordem zero no tempo . De
fato, o processo digital responsdvel por gerar os sinais de controle somente o faz para instantes
discretos, separados entre si por um tempo de amostragem 7;. Para o caso em que uma lei de
controle de realimentacdo de estados € utilizada, os valores dos estados somente sdo conhecidos
para instantes discretos de tempo, ou seja, 0s instantes em que o sistema de coleta de dados
adquire tais valores. Com isso, ficam definidos somente os valores dos estados nos instantes de
tempo #; dados por 7, = k- T, isto €, multiplos inteiros do tempo de amostragem. Com o uso de
um segurado de ordem zero, o sinal de controle no instante de tempo ¢ € [t, 1) € dado por

u(t) = K -x(t;). Com isso, o sistema resultante é dado pela Equagdo 4.1.

#(t) = ax(t) + bKx(ty), (4.1)

parat € [ty tri1).
Por outro lado, um sistema com atraso temporal na forma de dente de serra pode ser

€scrito como:

x(t) = Ax(t) + Bx(t — L(t)), 4.2)

emque L(t) =t —k-Typarat € [k-Ty,(k+1)-Ty), k € N, é o atraso do sistema no instante de
tempo ¢. Da premissa de que o atraso possui forma de dente de serra, pode-se visualizar a fun¢do
atraso graficamente na Figura 34.

Utilizando a mesma nota¢ao que mostrada para sistemas amostrados em que t;, = k- T,
tem-se L(1) =t —t, parat € [t,t;41). Portanto, o sistema com atraso da Equagéo 4.2 pode ser

escrito como:
x(t) = Ax(t) + Bx(t — (t — 1)) = x(t) = Ax(t) + Bx(ty.),

para t € [ty,t;+1). Esse sistema pode ser comparado aquele representado pela Equagdo 4.1,

ficando evidente a equivaléncia entre o sistema em malha fechada com sinais de controle gerados
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Figura 34 — Grifico da evolugdo do atraso varidvel com forma de dente de serra L(z).
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Fonte: (BRAGA, 2021).
por um segurador de ordem zero e um sistema com atraso varidvel na forma de dente de serra.
A vantagem de tal equivaléncia estd na andlise de estabilidade do sistema inicial por meio
de ferramentas da teoria de controle para sistemas com atraso. Nesse contexto, o tempo de
amostragem 7 de um sistema amostrado e da amplitude do atraso varidvel no tempo associado a
tal sistema s@o iguais e representam a mesma informacao referente ao sistema de controle.

Essa caracteristica permite ndo somente que os sistemas com atraso do tipo dente
de serra sejam entendidos por outra perspectiva, mas também que a obten¢do quantitativa
de sua resposta temporal seja realizada por meio da formulacdo de sistemas discretos. Com
efeito, uma forma bastante simples e prética, utilizada em Braga (2021), para a obtencao de
respostas temporais de sistemas com atraso do tipo dente de serra € a implementagcdo de um
segurador de ordem zero concatenado ao modelo do processo sem atraso. O diagrama de blocos
do SIMULINK mostrado na Figura 35 foi montado para mostrar que o bloco do MATLAB

"ZOH"representa o atraso com forma de dente de serra.
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Figura 35 — Diagrama de blocos no SIMULINK utilizado para comparar a resposta sem atraso
(parte superior do diagrama) com a resposta temporal atrasada por um atraso variavel com forma
de dente de serra (parte inferior).

num(s) 1 Lb
den(s) > s+1 ! EF [:]
num(s) 1

den(s) " sF1 o J_LL 1

Fonte: (BRAGA, 2021).

4.1.2 O atraso do tipo dente de serra como causa de instabilidade

Motivado o estudo de sistemas de controle com atraso na forma de dente de serra,
nesta subsecao serd apresentado um exemplo de como a variagdo do atraso com forma de dente
de serra pode desestabilizar um sistema estavel sem atraso na entrada. Para isso, considere o
sistema de controle em espago de estados dado pela Equagcdo 4.1 coma=—1,bK=—1.5¢
atraso unitdrio, de acordo com o exemplo analisado em Louissel (2001). Para o caso em que o
atraso é constante e unitdrio, a Figura 36 mostra a solugdo x() para o sistema:

Visualmente, € possivel observar que a resposta temporal do sistema converge e,
portanto, trata-se de um sistema estdvel. Em Louissel (2001) é apresentada a demonstragcao
analitica de um lema bastante interessante que afirma que qualquer atraso com forma de dente de
serra € com amplitude maior que 2.05 tornara o sistema em questdo instavel. Apesar de tal fato
ser suficiente para demonstrar que o atraso varidvel pode causar instabilidade no sistema, serd
apresentado um exemplo em que a amplitude da func¢do atraso € ainda menor que 2.05, mostrando,
conforme fica evidenciado pelo autor, que a condi¢ao nao € necessaria. Por meio do método da
bisse¢do, partiu-se do valor inicial 2.05 e verificou-se de maneira bastante simples que para um
valor bastante proximo de 1.6125 para amplitude da funcao atraso, o sistema marginalmente
estavel. A Figura 37 apresenta a solucdo da Equacdo 4.1 coma = —1 e bK = —1.5 e atraso com
forma de dente de serra e amplitude 1.6125.

Para verificar a resposta temporal instavel do sistema, serd utilizado o valor de ampli-
tude igual a 2. Esse valor, além de suficiente para deixar o sistema instavel, é adequado também
a ideia intuitiva de comparacdo com atraso constante no tempo considerado anteriormente, dado

que seu valor médio € unitdrio, igual ao valor do atraso constante do exemplo anterior. A Figura
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Figura 36 — Solu¢do da equacdo diferencial com atraso dada por x(¢) = —x(t) — 1.5x(t — 1).
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Fonte: O préprio autor.

38 apresenta a soluc@o da equacgdo diferencial funcional do sistema com atraso varidvel do tipo
dente de serra de amplitude 2.

O problema de o atraso varidvel no tempo ser causa de instabilidade em um sistema
previamente estdvel pode ser interpretado também do ponto de vista dos sistemas amostrados. O
caso € que, ao projetar determinado sistema de controle, pode-se incorrer no erro de, em teoria, 0
sistema ser estavel mas, em decorréncia da amostragem do sinal de controle, o sistema tornar-se
instdvel. Com efeito, a amostragem do sinal de controle corresponde a um atraso varidvel no
tempo com forma de dente de serra, conforme exposto na Subsecdo 4.1.1. Diante disso, o estudo
acima mostra que, para o sistema em malha fechada mostrado pela Equagao 4.1 com os valores
dados no exemplo, o tempo de amostragem nao pode ser maior que 1.6125, pois isso tornaria o
sistema instdvel. Embora este seja um valor demasiado grande para a escolha de um tempo de
amostragem, ja que tal determinacao depende, em geral, da resposta desejada em malha fechada
e toma valores bem menores de tempo, sua determinacao representa um fato interessante da

relacdo entre controle de sistemas com atraso e estabilidade de sistemas amostrados.



103

Figura 37 — Soluc@o da equag@o diferencial com atraso dada por x(¢) = —x(t) — 1.5x(t — ©(¢)),
com T(t) =t — 1.6125k, para t € [1.6125k,1.6125(k + 1)), k € Ny,
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Fonte: O préprio autor.

4.1.3 O ajuste do tempo de amostragem como fator de estabilizacdo

Serd apresentada nesta subsec@o um outro exemplo de Louissel (2001) em que a
implementagdo de um atraso varidvel torna o sistema estdvel. Este fendmeno recebe o nome
em inglés dado por "quenching phenomenon", (PAPACHRISTODOULOU et al., 2007), e sera
chamado neste trabalho de fendmeno de mitigacdo de instabilidade. Ocorre que o sistema de
segunda ordem dado pela Equacgao 4.3 é estavel para o caso em que o atraso € constante e unitario,
e varidvel para o caso em que o atraso toma a forma de dente de serra com um valor determinado

analiticamente em louisse]NDST.

£(1) — 2i(t — (1)) +x(t) = 0. (4.3)

A Figura 39 apresenta a solug¢do do sistema para o caso em que o atraso € unitdrio:
Para o caso em que o atraso € varidvel no tempo, é demonstrado em Louissel (2001)

que a amplitude do atraso varidvel que garante que o sistema seja assintoticamente estavel é dada
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Figura 38 — Solucdo da equag@o diferencial com atraso dada por x(¢) = —x(t) — 1.5x(t — ©(¢)),
com t(t) =t — 2k, parat € [2k,2(k+ 1)), k € Np.
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Fonte: O préprio autor.

por Ty = %. A Figura 40 apresenta a solu¢do do sistema nessa situagao.

Observe que a estabilidade ndo pode ser verificada caso a amplitude do atraso
varidvel seja igual a 2, caso em que seu valor médio vale 1 (assim definido com o intuito de
comparar com o caso em que o atraso é constante no tempo). De fato, a Figura 41 apresenta a
solucdo do sistema quando o atraso tem amplitude 2.

Assim como na subsecdo anterior, pode-se realizar uma interpretacdo tedrica dos
resultados simulados em termos de sistemas de controle amostrados. Com efeito, percebe-se
que, para o caso em que o sistema amostrado possui tempo de amostragem igual a 2 unidade
de tempo, a resposta do sistema € divergente e, portanto, ilimitada. Para o caso em que tal
tempo de amostragem € ajustado de maneira criteriosa para o valor de %, 0 sistema passa a
apresentar um comportamento estdvel, ainda que tal mudancga tenha aumentado a amplitude da
funcdo atraso equivalente a essa amostragem. Conforme explicado anteriormente, tal andlise é
puramente ilustrativa, em razao dos fatores que governam a decisdo do tempo de amostragem

serem dependentes da resposta desejada em malha fechada.
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Figura 39 — Solugdo da equagéo diferencial com atraso dada por ¥(¢) — 2x(r — 1) +x(¢) = 0.
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Fonte: O préprio autor.

4.2 Sistemas com atraso controlados por controladores Proporcional-Integral

Nesta se¢do sera analisada a estabilidade de sistemas com atraso varidvel do tipo
dente de serra em malha fechada controlados por compensadores do tipo Proporcional-Integral.
Desconsiderando os casos em que ha mitigacdo de instabilidade por variagdo do atraso no tempo,
deseja-se verificar que o aumento do atraso do tipo dente de serra no tempo pode desestabilizar
um sistema em malha fechada controlado por um compensador Proporcional-Integral. Mais que
isso, deseja-se conhecer os casos em que o valor da amplitude que torna o sistema instavel é
maior que a margem de atraso do sistema. Nessa situacdo o atraso constante pode ser considerado
0 pior cendrio para atraso e o projeto de um controlador considerando atraso constante igual
ao valor maximo da amplitude do atraso varidvel que mantenha o sistema estavel € suficiente
para estabilizar o sistema ainda que o atraso varie. Tal ideia estd alinhada a ideia de considerar o

atraso varidvel no tempo como uma incerteza e verificar se o controlador utilizado € robusto.
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Figura 40 — Solug¢do da equagdo diferencial com atraso dada por (¢) — 2x(r — t(r)) + x(¢) = 0,
com 7(t) =t — Fk, parat € [k, ZF(k+1)), k € No.
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Fonte: O préprio autor.

4.2.1 Comparagdo com o caso de atraso constante

Nesta subsecao serd realizada uma busca pelo pior tipo de atraso (dente de serra ou
constante) para um conjunto de controladores Proporcionais-Integrais.

Assim como foi mostrado na Se¢ao 4.1, o maior valor de atraso varidvel que mantém
o sistema de controle em malha fechada controlado por um compensador Proporcional-Integral
estavel pode ser obtido numericamente por meio de sucessivas verificacdes da estabilidade ao
ser alterado o valor maximo do atraso. O método detalhado em Braga (2021) permite que seja
verificada a estabilidade dos sistemas em malha fechada com o seguinte modelo normalizado de

primeira ordem sem atraso G(s) e o controlador C(s):
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Figura 41 — Solug¢do da equagdo diferencial com atraso dada por (¢) — 2x(r — t(r)) + x(¢) = 0,
com t(t) =t — 2k, parat € [2k,2(k+ 1)), k € Np.
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Fonte: O préprio autor.

em que os valores de K}, € K; variardo em uma faixa e andlise para determinar-se as circunstincias
mencionadas acima em que o atraso constante € o pior cendrio. O procedimento iterativo de
verificacio de estabilidade ndo precisa ser realizado para o caso em que o atraso € constante no
tempo. Nesse caso, o valor mdximo que garante estabilidade do sistema é dado pela propria
margem de atraso, por defini¢ao.

A Figura 42 apresenta um gréfico comparativo da margem de atraso com a maxima
amplitude do atraso varidvel para cada controlador considerado.

Diante disso, pode-se concluir que existe uma regido em que o atraso constante
de fato representa o pior cendrio para o sistema em malha fechada em termos de estabilidade,
de modo que um controlador projetado considerando determinado valor de atraso constante
garantird a estabilidade do sistema caso este passe a ter um atraso varidvel, a ser considerado
como uma incerteza, com amplitude maxima igual ao atraso considerado no projeto.

Por outro lado, na regido em que a superficie verde estd sobreposta a superficie lilas,

¢é o atraso do tipo dente de serra que caracteriza o pior cendrio em termos de estabilidade se
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Figura 42 — Margens de atraso (em verde) comparadas ao maximo valor da amplitude de um
atraso do tipo dente de serra que garante a estabilidade de um sistema de controle em malha
fechada (em lilds) para cada controlador Proporcional-Integral determinado pelos pontos do
plano horizontal - planta de primeira ordem normalizada.
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Fonte: (BRAGA, 2021).

comparado ao caso de atraso constante. Controladores cujas regras de sintonia estejam nessa
regido tornar-se-ao instaveis diante da variacdo do atraso na forma de um dente de serra, ainda
que com amplitude menor que a margem de fase do sistema.

Toda essa analise pode também ser estendida a um sistema de controle em malha

fechada cmo uma planta de segunda ordem dada por:

1

G(s)= —————.
(s+2)(s+38)

Nesse caso, os controladores considerados na andlise sdo também proporcionais-

integrais e a superficie de comparacao de pior cendrio de atraso em termos de estabilidade é

similar aquela para o caso de primeira ordem, conforme mostrado na Figura 43.
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Figura 43 — Margens de atraso (em verde) comparadas ao maximo valor da amplitude de um
atraso do tipo dente de serra que garante a estabilidade de um sistema de controle em malha
fechada (em lilds) para cada controlador Proporcional-Integral determinado pelos pontos do
plano horizontal - modelo de segunda ordem.
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Fonte: (BRAGA, 2021).

4.2.2 Estudo de caso

Nesta subsecao serd aplicada a técnica de andlise de pior cendrio para verificar se
um controlador projetado para atrasos constantes garantird estabilidade caso o atraso varie no
tempo com a forma de dente de serra.

Com o intuito de aplicar a técnica de andlise de robustez (perante a variacdes do
atraso com forma de dente de serra) para um controlador conhecido, foi escolhida a regra
de sintonia para controladores do tipo Proporcional-Integral proposta em Skogestad (2003).
Essa andlise, que considera a comparagado entre os atrasos constante e varidvel, foi apresentada
inicialmente em (BRAGA et al., 2022). Para tanto, deve-se enunciar o problema da seguinte

forma: seja uma planta com atraso constante dada pelo modelo da Equacao 4.4:



110

k -6
P(s)=———-e 44
R (4.4)

Deseja-se, somente com base nos parametros desse modelo, projetar um controlador
Proporcional-Integral que garanta estabilidade e desempenho satisfatdrio para o sistema contro-

lado em malha fechada. Em Skogestad (2003) € definido o que seria tal desempenho satisfatorio,

além de motivado o uso dos seguintes ganhos para o controlador Proporcional-Integral desejado:

T N CA I
em que T, = 0 (conforme mostrado em Skogestad (2003), igualar o parametro de sintonia ao
atraso temporal é uma escolha conservadora) representa a constante de tempo desejada para o
sistema resultante em malha fechada e € o parametro de sintonia escolhido para o projeto do
controlador.

O caso analisado aqui é aquele em que o modelo do processo sem atraso é dado
por uma planta de primeira ordem normalizada, isto é, k =1 e Ty = 1. Com isso, os ganhos do

controlador passam a depender unicamente do parametro de sintonia da seguinte forma:

Ki=—7—7—7—"—.
" min{1,8-7.}

Dessas expressoes deve-se perceber que, para valores do parametro de sintonia 7,
maiores que 0.125, os ganhos do controlador sdo idénticos, pois o valor minimo entre 1 € 8- 7, é
igual a 1. Ainda, ambos os ganhos serdo menores que 4. Caso seja 7, < 0.125, entdo a relagdo
entre os ganhos do controlador serd dada por K; = é(—éz = KT‘%. Isso ocorre quando K, € K; sdo

maiores que 4. Para melhor visualizar o comportamento dos ganhos do controlador com relagao

ao parametro de sintonia, pode-se observar o grafico da Figura 44.
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Figura 44 — Relagdo grafica dos ganhos do controlador com o pardmetro de sintonia de acordo
com a regra de ajuste proposta em Skogestad (2003).
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Fonte: O préprio autor.

A andlise e as defini¢des até entdo realizadas prestam-se ao seguinte propoésito:
conhecer se € possivel projetar um controlador Proporcional-Integral utilizando a regra de
sintonia proposta em Skogestad (2003) tomando como referéncia o valor maximo da funcao
atraso varidvel na forma de dente de serra que o sistema pode assumir, e que garanta a estabilidade
do sistema de controle em malha fechada. A resposta € afirmativa, pois os ganhos K, e K;
assumidos pelos controladores proporcionais-integrais gerados pela regra proposta estdo todos
na regido em que o atraso constante € o pior cendrio para o atraso em termos de estabilidade. Tal
afirmacao pode ser verificada por meio do grafico mostrado na Figura 45, na qual sdo mostradas
as superficies de margem de atraso e maxima amplitude do atraso do tipo dente de serra, para
cada controlador, que garantem a estabilidade do sistema em malha fechada.

Conclui-se por outro lado que, para o caso em que o controlador € projetado para
um atraso 6 constante, qualquer atraso do tipo dente de serra com amplitude até 0 nao levard o

sistema a instabilidade.
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Figura 45 — Maximo amplitude da fungdo atraso varidvel para a qual cada controlador
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S PROJETO DE CONTROLADOR PARA SISTEMA COM INCERTEZA NO
ATRASO

Neste capitulo € apresentado um dos principais resultados do texto, em que um
controlador Proporcional-Integral é projetado de forma a garantir a estabilidade de um sistema
de primeira ordem com atraso varidvel no tempo limitado. E ainda apresentada uma andlise do
conservadorismo do controlador obtido.

O modelo nominal da planta a ser analisado sera dado por:

K
CoTs+ 1]

Pa(s) (.1

em que K é o ganho estatico do processo e T € sua constante de tempo. Para esse desenvolvimento,
ndo serd considerado o modelo normalizado, pois deseja-se conhecer justamente de que maneira
o controlador a ser projetado deve depender dos parametros da planta e do maximo valor do
atraso varidvel no tempo para permanecer estavel. Seja 0,4 0 maior valor atingido pela fungio
o(t), que representa o atraso varidvel no tempo que incide no sistema de controle em malha
fechada. A notacdo da funcdo atraso foi alterada nesta se¢ao em conformidade com o que esta
exposto em Kao e Lincoln (2004) com o intuito de evitar ambiguidades, ja que a letra grega T

estd sendo utilizada para a constante de tempo do processo.

5.1 Projeto de controlador Proporcional Integral para processo de primeira ordem com

atraso variavel

Nesta secao € apresentado o resultado literal, em que expressoes para o calculo dos
ganhos do controlador sdo obtidas. O controlador Proporcional-Integral serd, por simplicidade,

representado da seguinte forma:.

C(s) =K, - : (5.2)

em que K, € o ganho proporcional do controlador e —z € 0 zero do controlador, o qual relaciona-se
com o ganho integral da seguinte maneira: z = K;/K),.
Definidos o modelo nominal da planta e o controlador utilizado, pode ser enunciado

o seguinte resultado:
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Teorema 5.1.1 O sistema de controle em malha fechada com o controlador dado pela Equacdo
5.2 e 0 modelo do processo dado pela Equacdo 5.1 com atraso varidvel no tempo limitado por

Omax € estdvel se:

K, = (5.3)

KK VT2 + 8nax(1+ KKp)2 — 7T
o KK,32 '

max

(5.4)

Demonstracao. Da defini¢do de indice de robustez, tem-se:

K,(jo+z) K

() = 1+C(jw)P.(jo)| jo  tjo+1| |jo(tjo+1)+KK,(jo+z)
' C(jo)P,(jo) Ky(jo+z) K KK,(jo+z) ’
jo Tjo+1

Separando, no numerador e no denominador, a expressao em partes real e imagindria:
2 .
—T0°+ KK, 1+ KK,)w
(o) = + KKyt 1+ KKy)o| (5.5)
KK,z + jKK,®

Da condigdo de estabilidade robusta para sistemas com atraso varidvel no tempo

dada pela Equacdo 3.15, deve-se ter, para todo @ > 0:

—10*+KKpz+ j(1+ KKy 0|

2 <2 2 2.52
@ Opar < (@) == O Oy, < [H(@)]” == @0+ G < KKpz+ jKK,® ’

em que a terceira desigualdade vem da substitui¢do de /(@) conforme encontrado na Equagio
5.5. Utilizando o fato de que o médulo ao quadrado de um niimero comlexo é dado pela soma

dos quadrados de sua parte real com sua parte imagindria, tem-se:

2. 52 < [T2@* + (KK)z2)? — 2KK,z10% + (1 + KK, )? @?]
e (KKpz)* + (KKp)*@? .

Pode-se arranjar os termos da inequacao de modo a obter um polindmio de segundo

grau em @2 no primeiro membro da inequacio:

(7% — (KK pOmax) 2] (02)? + [(1 + KK,)? — 2KK 2T — (KK pz8max) ] (0%) 4+ (KKpz)* > 0. (5.6)
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Portanto, para que o sistema com atraso varidvel seja estdvel, € suficiente que, para
qualquer @ > 0, a Equacio 5.6 seja satisfeita. Como o termo independente de w € maior que zero,
pois KK,z > 0, uma condi¢do necessdria para que a inequagao seja vélida € que o coeficiente que
acompanha o termo de maior grau seja ndo negativo. Com efeito, se esse termo fosse negativo, a
parébola definida pelo polinémio do segundo grau em @ no primeiro membro da inequacdo

cruzaria o eixo das abcissas pelo menos uma vez para @ > 0. Portanto, pode-se escrever:

T — (KKpSpax)? > 0 = 7> KK, Spax

Por simplicidade, pode-se escolher o valor do ganho proporcional do controlador

como sendo igual ao valor da desigualdade, isto é:

T
K, = 5.7
P ke S (5.7)

caso em que o polindmio de segundo grau em > da Equacdo 5.6 passa a ser uma reta em @>
com coeficiente linear positivo. Assim, para que seja garantida a estabilidade do sistema, €
suficiente que a reta possua coeficiente angular ndo negativo, de modo que serd ndo decrescente

como fungio de w? e, portanto, ndio admitird valores nio positivos. Portanto, deve-se ter:

(1+KKp)? —2KKzT — (KKp2Onax)* > 0 = (KK,Snax)*2* +2KK, 77— (1 +KK,)* > 0,

que € uma inequagdo de segundo grau em z, o parametro do controlador a ser determinado. Para
que a inequacdo seja satisfeita, deve-se ter z maior ou igual que a maior das raizes do polindmio
determinado pelo primeiro membro da inequacdo. Com efeito, o polindmio supracitado possui o
coeficiente do termo de maior grau maior que zero e o termo independente menor que zero, de
modo que a pardbola definida por tal funcdo serd sempre ndo negativa nessa situacdo. Isso pode

S€r EXpresso como:

> VT + Onax(1 +KKp)? — 7
= KK,52 ’

max
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que permite escolher um zero para o controlador como o menor valor de z que satisfaca a

inequacao:

T+ (1 +KK,)? — T

KK, 82, ’ (5:8)

Z

e o resultado do teorema segue conforme apresentado.
OJ
Diante disso, foi proposto um controlador Proporcional-Integral que garantisse a
estabilidade do sistema para um atraso genérico variavel no tempo limitado pelo valor J,,4y.
Deve-se ressaltar aqui que o atraso genérico € uma caracteristica puramente tedrica, dado que,
para satisfazer as condi¢des de causalidade do sistema, tal atraso deve possuir derivada menor
que ou igual a 1 conforme o que foi exposto na Se¢do 2.3.
Sera mostrado em seguida que o projeto de um controlador Proporcional nessa
situacdo pode ser tratado como um caso particular para o projeto de um controlador Proporcional-

Integral.

5.2 Projeto de controlador Proporcional para processo de primeira ordem com atraso

variavel

Nesta secao é apresentada a obtencdo de uma expressao para o cdlculo do ganho de
um controlador proporcional que garanta a estabilidade do sistema de malha fechada com atraso

variavel limitado. O controlador Proporcional serd representado da seguinte forma:.

C(s) =K, (5.9)
em que K, € o ganho proporcional do controlador. Dito isto, segue o resultado:

Teorema 5.2.1 O sistema de controle em malha fechada com o controlador dado pela Equagdo
5.9 e 0o modelo do processo dado pela Equagdo 5.1 com atraso varidvel no tempo limitado por

Omax € estdvel se:

K, — , (5.10)

Demonstracao. De maneira similar ao caso do controlador Proporcional-Integral, tem-se:
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(@) = 1+ C(jo)h(jo)| _ P Tjiw+1| |jot+1+KK,
T Cljw)P(jo) S B KK, '
P rjo+1
Da condicdo de estabilidade robusta dada pela Equacdo 3.15, tem-se, para todo
w>0:

(1+KK))*(t0)?

@ 8pux <1(0) = 0% G <[ = @ &0 < B
p

— [t*(KKpSnaz)?]0* + (1 +KK,)? >0,

que serd verdade para qualquer @ > 0 sempre que o coeficiente do termo de maior expoente for
ndo negativo. Isso faz que a condi¢do de estabilidade seja a mesma encontrada para K, no caso
do controlador Proporcional-Integral, de modo que o mesmo valor de ganho podera ser utilizado.

O

5.3 Estudo de caso

Nesta secdo € apresentado um exemplo de como um controlador proporcional-
integral pode ser projetado de modo a garantir a estabilidade do sistema de primeira ordem com
atraso varidvel limitado. Para o caso em que o modelo nominal do processo é dado por uma

planta de primeira ordem normalizada, isto é, K =1 e T = 1, tem-se:

P, = . (5.11)

Considerando que o valor maximo do atraso varidvel seja dado por &,y = 1, 0 ganho
K, do controlador, a partir da Equagédo 5.10, vale 1. Ja o zero do controlador pode ser calculado

por meio da Equacdo 5.8:

2 2 _
Z:\/1 +1(i+1) 1 o1

aproximadamente, de onde pode-se calcular o ganho integral como K; = K, -z = 1.24. Com isso,
o controlador Proporcional-Integral projetado para garantir a estabilidade do sistema com atraso

varidvel de valor maximo unitério é dado por:
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C(s)=1+ %. (5.12)

Espera-se com isso que o uso do controlador Proporcional-Integral obtido na Equagao
5.12 garanta a estabilidade do sistema para atrasos varidveis limitados por um valor maximo
unitdrio. A Figura 46 apresenta uma andlise da estabilidade do sistema em malha fechada no
dominio da frequéncia. Em azul é mostrado o indice de robustez associado ao modelo e ao
controlador utilizados. Em vermelho é mostrado, para cada frequéncia, o valor de @ - 84y
que, conforme explicado anteriormente, pode ser interpretado como uma maxima incerteza
multiplicativa para o caso em que o atraso varia no tempo. Em amarelo foi plotada a mdxima
incerteza multiplicativa se considerado o atraso como uma incerteza paramétrica. Do fato de o
indice de robustez ser maior que as maximas incertezas multiplicativas para qualquer valor de
frequéncia @, conclui-se que o sistema em malha fechada é estavel.

Figura 46 — Verificacdo de estabilidade do sistema de controle em malha fechada no dominio da
frequéncia.
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Fonte: O préprio autor.

Da Figura 46 € possivel também comparar o grau de conservadorismo das condi¢des
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de estabilidade robusta obtida por meio do Teorema do Pequeno Ganho para atrasos varidveis no
tempo e de estabilidade robusta obtida diretamente da defini¢do para incertezas paramétricas. De
fato, a condi¢do representada pela reta em vermelho é bem mais conservadora, no sentido de
que restringe o uso de controladores que, sob a condicao representada pela curva amarela, ainda
seriam garantidos como estabilizadores do sistema em malha fechada. Isso pode ser verificado
pela maior proximidade da reta vermelha ao indice de robustez em azul. Pode-se dizer, nesse
caso, que o controlador projetado € agressivo do ponto de vista de estabilidade robusta, mas
deve ser lembrado que essa € uma condicdo suficiente, ndo necessaria. Com efeito, o indice
de robustez considerado ainda nao esta tdo préximo da méxima incerteza multiplicativa (em
amarelo). Esta condicdo € ainda conservadora, tendo em vista que, na sua defini¢do, foi utilizada
a condi¢do suficiente de que a mdxima incerteza multiplicativa seja menor que o indice de
robustez, enquanto a condicao necessdria seria aquela que exige que cada incerteza multiplicativa
seja menor que o indice mencionado.

O sistema foi também analisado no dominio do tempo continuo. Para tanto, foi
utilizado como funcdo atraso a fun¢do continua por partes dada por um dente de serra de
amplitude unitdria. Conforme apresentado na Subsecao 4.1.1, um sistema com esse tipo de
atraso € equivalente a um sistema cuja saida € discretizada por um segurador de ordem zero,
de modo que ndo ha necessidade do uso do SIMULINK ou de ferramentas computacionais
para resolver equagdes diferenciais funcionais mais sofisticadas (como dde23, ddesd ou ddensd,
(MATHWORKS, 2022)) para a obten¢do da solucdo numérica da equacao diferencial com atraso
que surge da necessidade de plotar a saida do sistema.

Para isso, utilizou-se somente a funcdo c2d() do MATLAB, a qual retorna, para dado
sistema no dominio do tempo continuo, para dado tempo de amostragem e para determinado
método de discretizagdo, o sistema equivalente no dominio do tempo discreto. Em razao de o
tempo de amostragem nesse caso ser equivalente a amplitude da fung¢do atraso do tipo dente
de serra, os parametros passados para a fun¢do c2d foram o ganho de malha sem atraso, dado
por C(s) - G(s), definidos nas Equagdes 5.11 e 5.12, o tempo de amostragem igual a 1, e o
método de discretizag¢do codificado no MATLAB como ’zoh’, o qual diz respeito ao "zero-order
holder"(termo em inglés para segurador de ordem zero). A Equagdo ?? mostra a funcao de
transferéncia, com coeficientes aproximados, do sistema com atraso varidvel no tempo com o

controlador proporcional-integral ainda em malha aberta:
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1.1z—0.3

H(z) = -2
@)= T 4704

(5.13)

Uma observacgdo interessante sobre o processo realizado até entdo é que, no caso
em que o atraso do sistema € do tipo dente de serra, o sistema discreto equivalente € linear e
invariante no tempo. Essa simplificacdo € ressaltada pelo fato de sistemas com atraso, em geral,
possuirem comportamentos complexos, o que nesse caso, pode ser bastante simplificado.

Aqui deve ser ressaltado um detalhe importante para projetos de controle desse
tipo. Ocorre que o zero do controlador afeta o comportamento da resposta temporal de modo
a aumentar a maxima ultrapassagem percentual para o sistema. Nesse contexto, uma solucao
classica € a inclusdo de um filtro de referéncia na entrada do sistema de malha fechada, de modo
a cancelar o zero incluido pelo controlador. Tal filtro de referéncia deve possuir ganho estético
unitdrio, pois deseja-se que sua inclusdo ndo altere a resposta do sistema em regime permanente.
Todos esses requisitos podem ser programados e obtidos automaticamente, mas a seguir é
apresentado o raciocinio para a obten¢do automdtica no MATLAB do filtro de maneira sucinta.
Utilizando a fungao tfdata pode-se extrair os coeficientes do polindmio em z no numerador da
fun¢do de transferéncia H(z), conforme obtido na Equacdo 5.13. Tais coeficientes podem, entdo
ser utilizados para criar a fungdo de transferéncia do filtro de referéncia, cujo numerador deve
ser a soma dos coeficientes e o numerador deve ser o polindmio recuperado. Para a situagao

analisada, o filtro de referéncia € dado por:

0.8
F(z) = ——m—=
(2) 1.1z—0.3’
em que os coeficientes tiveram, por simplicidade, seus valores aproximados.

Projetado o filtro de referéncia, faz sentido entdo verificar como se comporta o

sistema resultante em malha fechada, cuja funcdo de transferéncia pode ser obtida da seguinte

maneira:

Y(z) H(z) 0.8

) F(7)- — 7
U T TiHE T 203t 01

cujos coeficientes foram arredondados. E interessante notar que a resposta do sistema é continua
por partes, ndo discreta. De fato, o efeito do atraso varidvel é equivalente ao de um segurador de

ordem zero na resposta do sistema. A Figura 47 apresenta a resposta temporal do sistema para o
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caso em que € utilizado o filtro de referéncia projetado e para o caso em que nao é colocado um
filtro na entrada do sistema.

Figura 47 —Resposta temporal do sistema controlado em malha fechada com atraso do tipo de
dente de serra com filtro de referéncia e sem filtro na entrada.
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Fonte: O préprio autor.

Para validar a aplicac@o do controlador proposto para casos em que outros atrasos
varidveis no tempo ocorrem no sistema, foram plotadas, por meio do SIMULINK, as saidas do
sistema de controle em malha fechada. O diagrama de blocos da Figura 48 mostra, para o caso
de um atraso senoidal, como pode ser obtida numericamente a resposta temporal para o sistema
de controle proposto. O controlador € 0 modelo do processo sem atraso sdo os mesmos das
Equagdes 5.12 e 5.11.

O projeto do filtro de referéncia foi feito de maneira semelhante ao que foi apresen-
tado para o caso com atraso do tipo dente de serra, mas nesse caso nao houve necessidade de
discretizacgdo e, portanto, o filtro foi projetado diretamente com base nos valores do controlador,

conforme mostrado na Equacdo 5.14.
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Figura 48 — Diagrama de blocos no SIMULINK para a obtencao da resposta temporal de um

sistema de controle em malha fechada com atraso varidvel no tempo.
Atraso variavel
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Fonte: O préprio autor.

1.24

O atraso variavel no tempo escolhido para esse caso foi a fungdo d(r) = 0.5+
0.5sin(t), cujo valor méximo é unitdrio. A Figura 49 apresenta a func@o atraso utilizada, bem
como a saida do sistema de controle para uma entrada do tipo degrau unitario. Verifica-se que,

conforme esperado, o sistema € estdvel.

Figura 49 — Forma do atraso temporal considerado e resposta no tempo do sistema em malha
fechada para tal atraso.
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Fonte: O préprio autor.
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E interessante ainda observar no gréfico superior da Figura 49 que o argumento
atrasado, em amarelo, € uma func@o nao decrescente, isto é, possui derivada maior ou igual a
zero. Essa caracteristica implica também que a derivada do atraso temporal € menor ou igual a 1,

indicando, conforme explicado na Subsec¢do 2.3.1, que o sistema € causal.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste capitulo apresentar-se-a as conclusoes do trabalho realizado, sintetizando os

conceitos e resultados, e as sugestdes de trabalhos futuros a serem realizados na area.

6.1 Conclusoes

Nesse trabalho apresentou-se o motivo pelo qual um sistema com atraso varidvel de
taxa de variagdo menor que a unidade € inconsistente do ponto de vista da estabilidade. Mostrou-
se ainda um exemplo de como uma equivaléncia topoldgica com um sistema com atraso constante
resolve o problema da defini¢do do espaco de estados, mas adiciona complexidade ao sistema na
medida em que os coeficientes do sistema, antes linear e invariante no tempo, passar a ser linear e
variante no tempo. Em certa medida, pode-se dizer que tal equivaléncia transfere aos coeficientes
do sistema a variancia temporal que antes estava no atraso. Os exemplos apresentados mostram
também, por meio dos métodos de solucdo de equagdes diferenciais com atraso, que o espacgo de
estados de um sistema com atraso possui dimensao infinita.

Partindo dos conceitos tedricos apresentados, foi definida a estabilidade para um
sistema de controle que, de maneira geral, pode ser estabilidade de Lyapunov ou estabilidade
do tipo entrada-saida. Foi demonstrado ainda um critério de estabilidade robusta para sistemas
com atraso varidvel no tempo por meio do teorema do pequeno ganho. Para o caso especifico
em que o atraso varidvel possui a forma de dente de serra, caso relevante do ponto de vista
pratico, apresentou-se uma comparagao com o caso em que o atraso € constante para conhecer
qual € o pior cendrio para o caso em que € utilizado um controlador proporcional-integral no
fechamento de malha. Mostrou-se que esse caso é equivalente a um sistema continuo cujas
entradas de controle advém de um segurador de ordem zero. O resultado de tal anélise foi
que, para determinada regidao do plano formado pelos parametros de ganho de um controlador
proporcional-integral, o atraso varidvel € o pior caso, mas para outra parte do plano é o atraso
constante que representa o pior cendrio em termos de estabilidade. Com essa ferramenta, foi
possivel verificar, para um controlador proporcional-integral proposto em Skogestad (2003), se
o sistema em malha fechada com atraso varidvel permaneceria estavel. A resposta obtida foi
positiva, tendo em vista que os controladores possiveis projetados utilizando a regra de sintonia
testada estdo todos na regido em que o atraso constante € o pior caso.

No penultimo capitulo do trabalho foi apresentado um método analitico de determi-
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nacdo de um controlador proporcional-integral que garanta a estabilidade de um processo de
primeira ordem com atraso varidvel no tempo com valor maximo limitado. Isso foi feito por
meio do resultado de estabilidade robusta advindo do teorema do pequeno ganho, de modo que
a fun¢do atraso varidvel € entendida como uma incerteza no atraso do sistema. Diante disso, a
maxima incerteza multiplicativa € comparada ao caso em que a incerteza no atraso € paramétrica

e no capitulo discorreu-se também sobre o quao conservador o método proposto €.

6.2 Sugestoes de trabalhos futuros

Nesta secdo serdo apresentados sugestdes de trabalhos futuros relacionados ao texto
em questao.

— Determinar sob que circunstincias a estabilidade de um sistema linear e invariante no
tempo com atraso varidvel € um invariante diante de um homeomorfismo, caso exista,
com um sistema linear e invariante no tempo com atraso constante. A ideia é que a
estabilidade de um sistema com atraso variavel seja analisada por meio da estabilidade de

seu equivalente topolégico com atraso constante;
— Utilizar o teorema de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii para comparar que método é
mais conservador na garantia de estabilidade de um sistema com atraso varidvel no tempo;

— Realizar implementacdo para validacdo pratica dos métodos discutidos;
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