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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo solucionar a equa¢do de Schrodinger independente do tempo
através do método variacional, que consiste em utilizar o valor esperado do operador hamiltoniano
como um funcional das fun¢des de onda do sistema, minimizando este funcional encontramos
as auto-fungdes. Nesse ponto introduzimos as redes neurais artificiais perceptron multicamada,
que podem ser usadas para aproximar uma fun¢@o real de varias varidveis, este resultado é
garantido pelo teorema da aproximacdo universal. Usamos as redes neurais no funcional do
valor esperado de H, e minimizamos este funcional em relacdo aos parametros da rede neural,
assim obtendo uma aproximacao para cada uma das auto-funcdes do sistema. Empregamos
esse método em sistemas quanticos unidimensionais, o oscilador harmonico e o po¢o quadrado,
encontramos as trés primeiras auto-fungdes destes sistemas e também as suas trés primeiras auto-
energias. Utilizamos a linguagem de programacdo Python e suas bibliotecas para implementar
computacionalmente o método, e realizar a minimizacdo.Os resultados encontrados foram muito

positivos e mostram que o método possui eficiéncia em solucionar sistemas unidimensionais.

Palavras-chave: equacio de Schrodinger; método variacional; redes neurais artificiais; solu¢dao

numérica



ABSTRACT

This work aims to solve the time-independent Schrodinger equation through the variational
method, which consists of using the expected value of the Hamiltonian operator as a functional of
the system’s wave functions, minimizing this functional to find the eigenfunctions. At this point
we introduce multilayer perceptron artificial neural networks, which can be used to approximate
a real function of several variables, this result is guaranteed by the universal approximation
theorem. We use the neural networks in the functional of the expected value of H, and minimize
this functional in relation to the neural network parameters, thus obtaining an approximation for
each of the eigenfunctions of the system. We employ this method in one-dimensional quantum
systems, the harmonic oscillator and the square well, we find the first three eigenfunctions of
these systems and also their first three eigenergies. We used the Python programming language
and its libraries to computationally implement the method and perform the minimization. The
results found were very positive and show that the method is efficient in solving one-dimensional

systems.

Keywords: Schrodinger equation; variational method; Artificial neural networks; numerical

solution
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1 INTRODUCAO

A equacdo de Schrodinger independente do tempo desempenha papel fundamental
na mecanica quantica, na caracterizacio de diversos sistemas fisicos importantes, sendo uma
equacao de autovalor, conhecer a sua solu¢do completa consiste em conhecer suas auto-energias
e auto-funcdes. O estado fisico de um sistema pode ser escrito como uma combinagdo das auto-
funcdes da equacao de Schrodinger (COHEN-TANNOUDII et al., 2020). Assim todo o trabalho
em resolver um sistema quantico e obter suas propriedades relevantes consiste em encontrar estas
auto-fungdes e auto-energias, no entanto poucos sistemas podem ser resolvidos analiticamente,
mesmo os mais simples necessitam da introducdo de funcdes especiais para representar as
auto-fungdes. Sendo assim, como métodos de solugdo analitica ndo sdo aplicdveis a sistemas
quanticos complexos, os métodos aproximativos aliados a métodos numéricos computacionais
sdo a alternativa mais vidvel do ponto de vista prético, tendo exito em solucionar uma variedade
enorme de sistemas.

Entre os principais métodos aproximativos, um de grande importancia tedrica é o
método variacional, que consiste na minimizacdo de um funcional envolvendo o valor esperado
do operador hamiltoniano, através dele € possivel obter com grande precisdo as primeiras
auto-energias do sistema. Entretanto este método geralmente exige a suposi¢cao a priori da
forma funcional da auto-fungdo, geralmente uma func¢do elementar conhecida dependente de
algum parametro ajustavel, essa limitacdo € parcialmente eliminada com a utilizacdo de redes
neurais artificias de camada dnica na representag¢do da auto-fun¢io, com seus pesos sindpticos se
tornando os parametros que devem ser ajustados na minimizagao.

O capitulo 2 discute aspectos tedricos envolvendo o método variacional e uma breve
introducdo as redes neurais artificiais, em especial a sua utilizagdo na representacio de funcdes
reais de varias varidveis. O capitulo 3 apresenta um método computacional que une os conceitos
tedricos apresentados no capitulo 2 para a resolucdo de sistemas quanticos complexos. No
capitulo 4 o método sera usado na resolugdo de sistemas quanticos simples que possuem solucio
analitica, o potencial poco quadrado infinito e o oscilador harmoénico, para que as solugdes
aproximadas possam ser comparadas com as solugdes analiticas a fim de verificar a eficiéncia do
método apresentado no capitulo anterior. Por fim, o capitulo 5 apresenta uma discussao sobre a

viabilidade da aplicacio desse método em sistemas mais complexos.
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2 FUNDAMENTOS
2.1 O método variacional

Os métodos variacionais desempenham grande papel na formulacdo tedrica das
teorias fisicas, por exemplo na mecénica analitica com as integrais de a¢do ou na termodindmica
com a entropia. A obtenc¢do do estado fisico do sistema consiste na obtencao de um ponto de
extremo relativo a essas fungdes (CALLEN, 1985). Em geral, a ideia € supor a existéncia de
um funcional que cumpra duas condi¢des, a primeira € que o funcional seja fun¢do de um certo
conjunto que entre os seus elementos se encontre os estados fisicos do sistema, e a segunda é

que esses estados fisicos sejam os pontos de extremo (méximos ou minimos) desse funcional.
2.1.1 Funcional para o estado fundamental

Na mecénica quintica existe um funcional que obedece essas condi¢gdes, porém ele
fornece apenas auto-funcdes do sistema. Para obter este funcional, inicialmente partimos do
espaco de Hilbert geral 5# que representa os vetores de estado fisico do sistema, a partir da
representacdo de posi¢do dos atito-estados obtemos as auto-fungdes (COHEN-TANNOUDIJI
et al., 2020). Seja um sistema quantico que possui um operador hamiltoniano dado por H, os

auto-estados do sistema sdo as solugdes da seguinte equagdo de autovalor:

H|y) =E|y) (2.1)

Representando os autovetores que solucionam (2.1) por |n), podemos escrever a

solugdo geral |y) como a uma combinago linear dos seus auto-estados:

lv) =Y caln) (2.2)
n=0

Usando a forma do estado fisico |y) dado pela forma (2.2). o valor esperado do

hamiltoniano H € calculado e encontramos as seguintes relagdes:
* . . * - 2
(H) = (wlH|y) =} cic;(ilH|j) = ) _cicjEjdij =} |enl"En (2.3)
ij ij n=0

Sabendo que a a energia do estado fundamental do sistema € a menor de todas as

auto-energias, temos Eg < E, Vn e portanto:

[><] [~

H) =Y |eal*En > (Y lenl*)Eo (2.4)

n=0 n=0
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A norma ao quadrado do vetor de estado |y) é dada por Y'°°_ |c,|? que é justamente
o termo presente do lado direito da desigualdade (2.4), assim adicionamos a condigio |||y)|*> =

Yoo len|? = 1 ou seja que o vetor |y) deve ser normalizado. Portanto temos:
(H) > Eo (2.5)

O valor esperado de um determinado operador na mecanica depende unicamente
do vetor de estado |y) usado no seu calulo, assim podemos encarar o valor esperado como um

funcional que depende dos vetores de estado. Assim definimos este funcional:

Slw)] = (vlH|y) (2.6)

e sabendo que vale a condigdo de que |||n)||> = 1 (os auto-estado também sio normalizados)

as auto-energias podem ser escritas da seguinte forma E, = (n|H |n), e assim temos que Ey =

(0|H|0) = §[|0)] e podemos reescrever a desigualdade (2.5):

Sllw)] = 510)] (2.7)

Esta desigualdade atesta uma importante propriedade do funcional de valor esperado,
no entanto outro resultado sobre este funcional nos permite tirar conclusdes ainda mais profundas,

este € o chamado teorema de Ritz (COHEN-TANNOUDII et al., 2020).

Teorema 1 (de Ritz) Seja um funcional § : 7 — R definido como o de (2.6), entdo os auto-

vetores do operador hamiltoniano H sdo pontos extremos do funcional §|[|y)).

Demonstragdo: (consultar APENDICE A)

Concluimos a partir da desigualdade (2.7) e do teorema de Ritz que o funcional
$ possui um minimo global no estado fundamental do sistema quando os vetores de estado
que servem como seus argumentos estao sujeitos a uma condi¢do de normalizacdo. Assim este
funcional (o valor esperado do hamiltoniano H) é o funcional que cumpre as duas condi¢des
mencionadas no inicio da se¢do e portanto, para encontrar o estado fundamental do sistema,
basta minimizar o funcional definido em (2.6) vinculado a condi¢do de normalizacdo. Aqui
reside a maior virtude do método variacional, que é encontrar a energia do estado fundamental

de qualquer sistema quantico que possua um espectro de energia discreto.
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2.1.2 Extensdo para os demais auto-estados

Apesar de grande parte de suas aplicacdes serem a respeito do estado fundamental, o
método variacional ndo se limita apenas a ele, podendo ser estendido para os demais auto-estados
do sistema, e € o que desenvolveremos a seguir. A mecénica quantica exige que os autovetores
de um determinado observavel sejam todos ortogonais entre si, assim formando um conjunto
completo e servindo para representar o estado fisico do sistema. Sejam os auto-estados do

operador hamiltoniano H sendo representados por {|0),|1),...,|k),...} se tomarmos os vetores

{|k),|k+1),...} vemos que estes formam um conjunto completo para um novo espago vetorial

< que é subespacgo do espago de Hilbert original 77, assim definimos . como:
7 ={|y) € #| tal que |y) = ) caln)}

assim a ortogonalidade dos auto-estados implica um importante resultado, se tivermos |y) €
. entdo para o conjunto de auto-estados restante {|0),[1),...,|k— 1)} teremos as seguintes

condig¢Oes de ortogonalidade:

(v]|0) =

(wi1) =

(Wlk—1)=0

Agora vamos calcular o valor esperado para vetores que pertencem ao subespaco .
seguindo o mesmo raciocino da subse¢#o anterior, assim sendo |y) € . temos:
2
(H) = (y|H|y) = ): cic(ilHlj) = Y cicjE;jdi; = Z [enl*En 2.8)
ij=k
a menor energia para o sistema restrito a esse subespaco € Ey, desta forma teremos Ex < E, Vn e

portanto:

=Y leal®En > (Y lenl*)Ex (2.9)
n=k n=k

Além disso, assim como no caso do estado fundamental, também impomos uma condigdo de

normalizagio aos vetores |y) o que implica que [||y)[> =X e ]2 =1



17

Por fim, com a condicdo de normalizacao e a desigualdade (2.9) obtemos uma nova

desigualdade muito semelhante a desigualdade (2.5):
(H) > E (2.10)

O funcional § pode ser definido também para esta desigualdade, porém o seu dominio
deve estar restrito ao subespaco .7, essa condicio pode ser cumprida simplesmente impondo
as condigoes de ortogonalidade {(y|0) =0, (y|1) =0,(y|2) =0,...,(y|k— 1) =0} ja que se
um certo vetor |y) as cumpre, necessariamente ele deve pertencer ao subespago .#, portando

chagamos a seguinte desigualdade:
(H) = E; = (k|H|k) = $[ly)] = §[|k)] se |¢) € 7

Sllw)] = Sllk)] (2.11)

A desigualdade (2.11), assim como a desigualdade (2.7), estabelece que o auto-
estado |k) € o que minimiza o funcional, e o teorema de Ritz garante que este auto-estado € um
ponto de extremo do funcional, portanto concluimos que este ponto € um minimo global. Assim,
para determinar |k) basta minimizar o funcional § sujeito as k condi¢des de ortogonalidade
{{y]0) =0, (w|1) =0, (y|2) =0,...,(w|k— 1) = 0} e a condigio de normalizacio |||y)||*> = 1.

Por fim, encontramos um procedimento recursivo para encontrar todos os auto-
estados do sistema, se desejamos encontrar o auto-estado correspondente ao k-ésimo nivel de
energia, basta conhecermos os k auto-estados anteriores e usar estes para encontrar as k condi¢des
de vinculo, em seguida minimizamos o funcional § sujeito a essas condi¢des de vinculo com a
condicdo de normalizagdo.

Apesar do carater geral do procedimento descrito nesta se¢do, ele possui algumas
limitagOes. A primeira delas e a respeito da natureza do espectro de energia do sistema, que e
necessariamente discreto, como foi assumido implicitamente nesta secdo. A segunda limitacao
€ sobre a degenerescéncia dos auto-estados de energia. Se ela ocorre, entdo para um mesmo
valor de energia temos mais de um auto-estado associado, e em vez de um tnico minimo global
o funcional terd varios. Isso nao necessariamente inviabiliza 0 método mas gera uma serie de
dificuldades, o que explica a preferencia de sua aplicagdo no estado fundamental em vez dos

demais auto-estados.
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2.2 Redes neurais
2.2.1 Redes neurais biologicas

Durante o curso da evolugdo das espécies, 0s seres vivos se tornaram cada vez mais
complexos e desenvolveram novas aptiddes que lhes permitiram sobreviver as adversidades,
muitas vezes complexas, no ambiente em que viviam. Uma dessas aptidoes se destaca, se
tornando fundamental na sobrevivéncia dos seres vivos complexos, a capacidade de aprender e
de exibir respostas complexas baseadas nesse aprendizado. Tal mecanismo dependeu em grande
parte do surgimento das redes neurais bioldgicas, estruturas que davam ao ser vivo a capacidade
de aprender e a reagir a eventos no ambiente de forma complexa e que maximizam suas chances
de sobrevivéncia e reproducdo. Existe uma variedade enorme de tipos de redes neurais bioldgicas
na natureza, um em especial € o que compde o sistema nervoso central dos seres humanos, que
¢ formado por uma variedade de células especializadas, entre elas uma que cumpre papel de

destaque € o neurdnio.

Figura 1 — Microscopia de uma rede neural (em verde) no hipocampo de um camundongo.

Fonte: Adaptado de (CHEN et al., 2015)

Os neurdnios sdo o principal tipo de celular que compdem o sistema nervoso central
humano, eles tém a func@o de receber e transmitir informagdes através de substancias quimicas
chamadas neurotransmissores. A estrutura basica de um neurdénio € composta por trés partes
principais, o axonio, o corpo celular e os dendritos (HAYKIN, 1998). Os componentes e o
funcionamento real de uma rede neural bioldgica sdo altamente complexos e por isso a descri¢io
a seguir busca capturar apenas os aspectos gerais mais relevantes do funcionamento desse

sistema.
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O corpo celular € a parte principal do neurdnio, contendo o nicleo e organelas
celulares importantes. Os detritos sdo as estruturas responséveis por receber os sinais de outros
neurdnios, o sinal é recebido pelo dendrito podendo ser atenuado ou amplificado por ele, a
intensidade com que isso ocorre € uma propriedade do dendrito denominada peso sinéptico,
cada neur6nio geralmente pode receber sinais de varios neurdnios através de seus dendritos. Por
fim temos o axdnio, que recebe os sinais vindos dos vérios dendritos do neurdnio através do
corpo celular, todos os sinais sdo unidos e enviados pelo axénio até o dendrito de outro neurdnio

(LUDWIG; MONTGOMERY, 2007).
Figura 2 — Principais estruturas de um neur6nio bioldgico.

Dendritos

A
WY
el @LZ/’
/ A : /— f /

_—

\ : R
C ‘ \
OrPO. Axomnio |
celular

Fonte: Adaptado de (NOBACK et al., 2005)

Os neurdnios se conectam uns com os outros seguindo a descri¢do de funcionamento
do paragrafo anterior, assim eles formam a rede neural, onde a rede recebe um estimulo ou
conjunto de sinais de entrada e processa esses sinais produzindo um novo conjunto de sinais ao
final. A maneira como a rede processa esses sinais esta diretamente relacionada com 0s pesos
sindpticos dos dendritos presentes nos neurdnios da rede, modificando esses pesos, a maneira
como a rede lida com o estimulo muda, desta forma, esse processo de modificagdo dos pesos
sindpticos capacita a rede a aprender a lidar adequadamente com um determinado estimulo. A
modificacio frequente dos pesos sinédpticos € o que possibilita o aprendizado e o armazenamento
de informagdes nas redes neurais, € € justamente nesse processo que reside todo o poder das

redes neurais bioldgicas.
2.2.2 Redes neurais artificiais

A eficiéncia das redes neurais bioldgicas em lidar com problemas complexos motivou

varios modelos matematicos que buscavam replicar o seu funcionamento computacionalmente,
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assim possibilitando a sua utilizac¢do na resolug@o de problemas em que algoritmos convencionais
se mostram pouco eficientes (LUDWIG; MONTGOMERY, 2007). Vairios modelos foram
teorizados, porém o limitado poder de computagdo da €poca ndo permitiu grandes aplicagdes
praticas, porém, com o rapido crescimento do poder de computacdo no inicio do século a

importancia e aplica¢des das redes neurais artificiais se expandiram exponencialmente.
2.2.3 Perceptron

Para simular uma rede neural bioldgica primeiro € necessdrio elaborar um modelo
matemadtico para seus componentes principais, os neurdonios, assim surge a ideia do neurdnio
matematico, o perceptron. Basicamente, o perceptron busca replicar de forma muito simples
o processo de funcionamento dos neurdnios bioldgicos, que foi descrito na secdo anterior.
Inicialmente temos um conjunto de n nimeros reais x; (i € {1,...,n}), estes sdo os sinais de
entrada, cada um desses nimeros é multiplicado por um outro nimero w; (i € {1,...,n}) que
pertence a um conjunto de nimeros que sao chamados de pesos sindpticos, em seguida todos
esses produtos sao somados e € somado também um nimero b conhecido como "viés"ou Bias.
No fim, o valor obtido dessa combinagdo linear é submetido a uma fungdo real ¢(v) que é
chamada de fung¢do de ativacao, existem varios tipos de fun¢des de ativagdo, cada uma sendo
mais conveniente dependendo do tipo de aplicacdo que a rede neural terd. Assim, o perceptron
simula o processo que ocorre no neurdnio como uma combinacdo linear dos sinais de entrada,
ponderados pelos pesos sindpticos, que assim como nos neurdnios biolégicos, tem o papel de

atenuar ou amplificar o sinal de entrada.

Figura 3 — Modelo de um neurdnio quando a fung¢do aditiva ¢ uma combinagdo linear.

Viés

b

Fungéo de
ativagio

Sinais de

Saida
entrada ﬁ w0

Yk

Funcdo
adtiva

Pesos Sinapticos

Fonte: Adaptado de (HAYKIN, 1998)
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A escolha da funcdo de ativagdo € o primeiro passo na elaboracdo de uma rede neural,
neste trabalho a funcdo de ativagdo que adotaremos é a fungio sigmoide ¢ (x), amplamente
utilizada em diversas arquiteturas de redes neurais, a sua utilizacdo se deve a um importante

teorema que serd apresentado mais adiante, o teorema da aproximacao universal.

1
o(v) = 1 +exp(—v)

A fungdo sigmoide é uma fun¢do continua com valores de sua imagem estando
limitados entre O e 1, sendo 1 no limite x — oo e sendo 0 para x — —oo, essas propriedades tornam
o(x) uma fun¢@o de probabilidade acumulada. Assim, a atuac@o da funcgdo sigmoide possui
uma interpretagdo, ao receber um determinado valor combinado dos sinais de entrada ela avalia
a probabilidade do neurdnio estar "ativado", quanto mais positivo for o sinal mais préximo o
valor da func¢do estard de 1 e consequentemente maior a sua probabilidade de estar ativado e vice

versa. Assim, seja um conjunto de valores de entrada x; (i € {1,...,n}), um conjunto de pesos w;

(i € {1,...,n}) e um viés b, a representa¢do matemadtica de um perceptron é dada pela equagio:

(Y xwi+b) =y (2.12)
i—1

2.2.4 Perceptron multicamada

O modelo do perceptron (por simplicidade, chamaremos também os perceptrons
de neurdnios) permite construir uma rede neural a partir da associacdo de varios neurdnios
em camadas, a rede resultante desse processo é chamada de rede perceptron multicamada (
de agora em diante sempre que nos referirmos a uma rede neural estaremos nos referindo a
uma rede perceptron multicamada). Seja um conjunto de dados de entrada xi i € {1,...,n},
consideremos também um conjunto de m perceptrons, como o conjunto de pesos € vieses
define unicamente um perceptron entdo para cada j j € {1,...,m} existe um conjunto de n pesos
sindpticos {w1,wj2,...,w;j,} € um viés b; de tal forma que estes definem o j-ésimo perceptron

do conjunto. Assim, as m equagdes que representam 0s perceptrons sao:

n
o() xwji+bj)=y; paracada je{l,..,m} (2.13)

i=1

O conjunto dos m sinais de saida {yy, ...,y } pode ser encarado como um conjunto

de sinais de entrada para um outro conjunto de k perceptrons, para cada /, com [ € {1,...,k},
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existe um perceptron com um conjunto de pesos {1, 0y, ..., 0y, } € um viés 3 que gera um

novo conjunto de sinais de saida z;:

o(Y oyjo(Y xiwji+bj)+y) =z paracada [€{l,..,k} (2.14)
j=1 i=1

Este processo € repetido sucessivamente um nimero finito de vezes até que, ao final,
um ultimo sinal de saida seja gerado, toda a estrutura que compde esse processo € a rede neural
perceptron multicamada. Cada um dos conjuntos de sinais de entrada envolvidos no processo da
rede compde o que é chamado de camada, o conjunto de valores inicias da rede forma a camada
de entrada, ja todos os conjuntos de sinais que sdo saida de alguma conjunto de perceptrons
compde acamada oculta, a excecdo a essa regra sdo os ultimos sinais de saida, que compde
a camada de saida (LUDWIG; MONTGOMERY, 2007). As camadas ocultas e a de saida
possuem perceptrons, a configuracio de pesos sindpticos e de vieses de cada um deles determina
como a rede lida com os sinais de entrada, assim, se desejamos utilizar a rede para lidar com
os sinais de uma determinada maneira, devemos modificar os pesos até que se atinja o objetivo

desejado.

Figura 4 — Rede neural perceptron multicamada com apenas uma camada oculta.
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X0 —
Primeira Camada de
Camada de camada i d
g saida
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Fonte: Adaptado de (HAYKIN, 1998)



2.2.5 Teorema da aproximacdo universal

Nesta secdo desenvolveremos um dos resultados mais poderosos envolvendo a teoria
de redes neurais, o teorema da aproximacao universal. Seja uma rede neural com z sinais de
entrada e apenas uma camada oculta com N neurdnios, suponhamos também que ela possua
apenas um neurdnio na ultima camada e que este nao tem seu valor submetido a funcao de
ativacdo sigmoide e nem € acrescido com um valor de viés. Sem ter seu sinal de saida submetido
a fungdo sigmoide, ele pode assumir qualquer valor real, assim, esta arquitetura de rede pode
ser encarada como uma funcao real de n variaveis. Assim, a rede € representada da seguinte

forma:

N n
JV(?, Zi) = Z (X_,'G(ZX,’W{,‘,‘ —l—bj) (2.15)
j=1 i=1
Onde 7 € R" e o vetor d@ = (&, w;;,b;) é composto por todos os valores de pesos e vieses da
rede, assim uma vez fixado o numero N de neurdnios da camada oculta, temos que a rede fica

unicamente determinada se os valores do vetor d forem especificados.

Teorema 2 Seja A um conjunto compacto em R" e ¢ : A C R" — R wuma funcdo limitada e

diferencidvel em A. Para todo € > 0 existem N e d tais que:
0(F) =N (Fa)| <e

Este € o teorema da aproximacao universal que basicamente afirma que qualquer
funcdo real em R” pode ser aproximada por uma rede neural. Basta especificar um "erro"= €
entre a funcdo que se deseja aproximar e a rede, e o teorema garante que é sempre possivel
encontrar parametros N e d que tornem esse erro menor que € (HAYKIN, 1998).

Este € um teorema de existéncia, que apresenta apenas uma condicao suficiente para
que a aproximacao possa ser realizada, no caso, que haja no minimo uma camada oculta. No
entanto, redes com mais camadas ocultas também podem ser usadas para aproximar fungdes
(HAYKIN, 1998). A natureza das funcdes que podem ser aproximadas por uma rede neural
deste tipo possibilita a utiliza¢do deste teorema em varios métodos numéricos que evolvem a

resolucdo de equagdes diferenciais e problemas de otimizacao.
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3 METODOLOGIA

No presente trabalho, vamos tratar de problemas envolvendo sistemas de uma
particula, embora o método também possa ser utilizado em sistemas de maltiplas particulas.
Assim, propomos a utiliza¢do de uma rede neural do tipo .4 (¥,d) para representar a fungio de
onda na equacdo de Schrodinger independente do tempo (2.1). Em seguida utilizamos o método
variacional para minimizar o funcional § com respeito aos pesos e vieses representados pelo
vetor d sujeito as condi¢des de ortogonalidade e normalizacdo descritas na se¢do (2.1.2). O
procedimento em detalhes € descrito a seguir.

Seja um sistema quantico de uma particula de massa m submetida a um potencial
V(7), o funcional § € o valor esperado do operador hamiltoniano H, portando pode ser escrito

em forma de uma integral que envolve a representacio de posicao de |y) e H, assim, temos:

§l1v)l = (WiHIY) = [ v Hy a7 =Sl 1)
Onde:
hZ

A representagdo integral nos mostra que o funcional depende apenas da funcao de
onda y(7), assim, seja .-# o conjunto de todas as fungdes Y : R" — C que sdo fungdes de
onda, definimos o funcional § : .% — R através da integral presente em (3.1). Para cada |y)
existe uma unica representacdo de posi¢ao y(7), portanto minimizar o funcional com respeito
ao espago de fungdes .# € equivalente a minimiza-lo com respeito ao espago de Hilbert 7 (e
eventualmente, com respeito a seus subespacos .¥’), pois se | ) é um ponto de minimo entdo y/(7)
também deverd ser um ponto de minimo de § com respeito ao espago . (COHEN-TANNOUDIJI
et al., 2020).

Sendo y(7) a fungdo que desejamos encontrar, seja também y,(7) a n-ésima auto-
fungdo do operador H, na representacdo de posicdo, as relagcdes de ortogonalidade {(y|0) =
0,{w|1) =0, (y[2) =0,...,(w|k—1) = 0} e de normalizagio |||y)||*> = 1 se tornam integrais da
forma:

(1//|i>:/1//(?)*1//i(7)d?:0 paracada i€ {0,...k—1} (3.2)

)P = [ w(i) w(iar =1 (33
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Na se¢@o (2.2.5), vimos que uma rede neural do tipo ./ (7,d) pode ser usada para
aproximar qualquer funcdo que atenda as exigéncias do teorema da aproximagao universal. As
fungdes de onda de .# sdo fungdes complexas, porém, numa regido limitada do seu dominio suas
componentes real e imaginaria cumprem essas exigéncias, uma vez que devem ser continuais,
diferencidveis e também devem ser quadrado-integraveis (COHEN-TANNOUDII et al., 2020).
Assim, as componentes de uma funcéo de onda y(7) podem ser representadas por duas redes

neurais da seguinte maneira:
Y(F) = M +its = (M, M) (3.4)

onde:

Assim como foi discutido na secdo (2.2.5) a rede neural depende unicamente do
seu conjunto de pesos e vieses dj e dp para ser caracterizada, portanto para encontrar uma
configuracdo de pesos e vieses que aproxime a funcdo de onda basta minimizar o funcional em

relacdo a esses vetores. Substituindo a relagdo (3.4) na integral do funcional em (3.1) temos:
[y Hy@dr = [ —iA5) (HA + A5 7

= [(NHA+ NHA5) i NH N~ AH M) dF

N / (NHN + NHN)dF— i / (NHN — NHN)dF

A parte imaginaria do funcional deve ser nula, pois a integral deve ser um numero real, portanto
temos:

[ (A= AsH A7 =0

A integral que resulta depende unicamente das duas redes neurais, € portanto, de-

pende unicamente dos dois vetores d e dp, definindo d = (d,d; ), temos:

§(@) = [ (AHN +N3H.A5)d7 (3.5)
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Para realizar o calculo da integral do operador em (3.5) devemos conhecer analitica-

mente a atuagdo do operador H sobre a rede neural. O operador atua separadamente em cada

componente da fun¢io de onda y/(7), assim temos:

Hy(7) = H AN +iHN

Onde: ) 5
h W& 92
—(——V?2 7 -y 7
HAM = ( - +V(F)M zmv_zl PR +V(H)M
n_, o 82</V2
HNy = (= -V2 4 V(7)) ZmZ F)Ns

Escrevendo a rede neural na forma (2.15) e lembrando que 7 = (x1, ..., X,

calcular diretamente as suas derivadas parciais de qualquer ordem.

>N 9?
E ZO‘J Zx,w,,+b )

N &2 n
=1 9% =

o n "
= Z O{Jaxv (ZX,’Wﬁ—f—b Z W],

i=1 i=1

N & n
=Y O?ig(ff'(ZXiWﬁerj)ij)
j=1 Vo=l

Al "V ox;
= Z (X](G (lewll+b Z W]l W]V
j=1 i=1

Portanto:
aZJV N n 5
a—x% = ZIOCJ'G”(ZX,‘W]'Z'—F[?]‘)W]V
]:

i=1

), € possivel

(3.6)
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Assim, podemos substituir essa equagao (3.6) na formula da atuacdo do operador H

na rede neural, e também escrevemos a rede .4” na sua forma explicita (2.15).

2 n
HWYV =— h ZaJ lewﬂ+b JV )+ V(F Za] Zx,wﬂ—f—b )

m.3 j= i=1

h2

n
= Z ZaJ 2m o ( lewjﬁ—b Z o,V lewjl+b )

Definindo z; = ! | x;w; + b; fincamos com:

HA = Z%w 6(2) — o 62X W) 6

Por fim, poderemos finalmente escrever o funcional de forma explicita, definindo

os parametros das duas redes que compde a parte real e imaginaria da func@o de onda, temos

d| = (a}l),wg}),bgl)) edy = ((xj(.z),wﬁ),bﬁ )) também podemos definir z(l) . wi! )+b( )

ez? = ’ xiwﬁ.lz.) + bgz)' Assim, o funcional §(d) é dado por:
§(@) = [(MHA+ AsHA3)d7

Com:
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A equagdo (3.5) mostra que o funcional se torna uma fungéo real de N(2n +4)
variaveis (este € o tamanho do vetor d), onde N € o numero de neurdnios da camada oculta e
n € o numero de valores de entrada que corresponde dimensdo do espaco R" onde a fun¢do de
onda esta definida. As condi¢des de normalizacdo e de ortogonalidade, escritas em forma de
integrais em (3.2) e (3.3), também podem se tornar func¢des de d representando as fungdes de
onda y(7) por redes neurais. Seja y(¥) = .41 + i.#; suponhamos que conhecemos as k fungdes
y;(7) = A7) +iM7 (que podem ser ou ndo representadas por redes neurais), substituindo ambas

em (3.2) temos:
[ v = [(A - i5) i+ idp)ar
= [t + Ao A)dF i [(Aity = N N)dF =0

Portanto, para cada i € {0, ...,k — 1} temos que, assim como em (3.5), as integrais
da parte real e imaginaria dependem do vetor d, que € o parametro da rede, assim definimos as

funcdes R;(d) e I;(d):
Ri(d) = / (M N+ 5N )dF = 0
1(@) / (M N — NN )dF =0

Assim, temos:
Ri(d)=0 e IL(d)=0 paracada i€{0,....k—1} (3.8)

A condi¢do de normalizacido em (3.1) também se torna funcdo de d se a rede neural
for usada para representar sua fungao de onda, e portanto, definimos a funcéo i(d) da seguinte

maneira:

W@ = [(A2+ A7 = (@) = 1

Por fim, encontramos a ultima condicdo de vinculo do funcional:

h(@)—1=0 (3.9)
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A discussdo precedente serviu para mostrar que a introducdo das redes neurais
da forma .4 (7,d) no problema de minimiza¢ao do funcional, transforma inteiramente um
problema que antes estava definido num espagco de Hilbert abstrato para um problema de
minimizacdo de uma func¢do de varias varidveis sujeita a vinculos. O funcional se torna uma
fungdo § : RN@n+4) s R ¢ seus vinculos (3.8) e (3.9) também sdo transformados em fungdes
de mesma natureza.

Agora partimos para solu¢do do problema, desejamos encontrar as auto-funcoes
do sistema, representadas por uma rede neural, assim iniciamos com o estado fundamental,
como foi discutido na secdo (2.1) basta que o funcional seja minimizado sujeito a condi¢do de

normaliza¢do da auto-fungio, assim, para encontrar y(7) basta:

Minimizar §(@) = [(MHM + NHN)dF
Sujeito a h(d)—1=0

O resultado obtido é um certo vetor dy que corresponde aos parametros da auto-
funcdo do estado fundamental. Achar a auto-fun¢do do estado fundamental nao costuma ser
problematico, pois ela ndo costuma possuir degenerescéncias, porém a condi¢do de normalizag¢ao
ainda € necessdria para que a rede neural satisfaca as condicdes do teorema de Ritz.

Como também foi mostrado na se¢ao (2.1), para encontrar a k-€sima auto-funcao
devemos conhecer as outras k auto-fun¢des anteriores, por exemplo, se sabemos o estado
fundamental yy(7), para encontrar o estado de nivel 1 basta usar a condi¢ao de que y; (¥) seja
ortogonal a yy(7), o que é expresso nos vinculos Ry(d) = 0 e Ip(d) = 0 definidos em (3.8), e
assim minimizar o funcional sujeito a esses vinculos e ao vinculo de normalizacdo. Podemos
repetir o processo para o nivel 2, nivel 3 e assim por diante, acumulando os vinculos (3.8). Assim,

a para encontrar a a k-ésima auto-funcao, devemos:

Minimizar §(@) = [(MHMN + NHN)dP
Sujeitoa h(d)—1=0 e {R;(d)=0,1(a)=0}

paracada i€ {l,...k—1}

A seguir, sera descrito de que forma esse método pode ser implementado computacionalmente.
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3.1 Implementaciao computacional

3.1.1 Definindo as principais funcdes

As equacdes e o método foram implementados utilizando a linguagem de progra-
macao Python com o auxilio de varias bibliotecas desta linguagem. Primeiramente iniciamos o
programa importando essas bibliotecas, em especial, a biblioteca Scipy tem papel fundamental
neste programa, uma vez que € dela que vira o método de otimizacao vinculada que sera usado

para minimizar o funcional.

Figura 5 — Bibliotecas utilizadas no programa.

import numpy as np

import random as rd

import matplotlib.pyplot as plt
import math as m

import scipy.special as sp

import scipy.constants as scp
import scipy.integrate as inte

from scipy.optimize import minimize

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, definimos as principais fun¢des que serdo usadas no decorrer do pro-

grama, todas pensadas para operar com Arrays (com excecdo apenas a funcdo Potencial(x)).

Figura 6 — Definicdo de fung¢des que serdo utilizadas no decorrer do programa.

o=4
def sig(x):

return 1/(1+np.exp(-x))
def d2sig(x):

return (np.exp(-2*x)-np.exp(-x))/((1+np.exp(-x))**3)
def ale(u):

a3=[]

for i in range(u):

a3.append(rd.uniform(-0,0))

return a3
def Potencial(x):

return ©

Fonte: Elaborado pelo autor.

A funcio sig(x) € a funcdo sigmoide, que como ja foi discutido, tem papel central
no teorema da aproximacao universal, e por sua vez a sua derivada segunda é representa pela

fungao d2sig(x) que tem papel no calculo do operador hamiltoniano sobre a rede neural.
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A func@o ale(u) recebe um numero inteiro u € tem o proposito de gerar um array de u
nimeros aleatdrios, esses nimeros sio gerados uniformemente de um intervalo simétrico (—o,0)
onde a varidvel o esta definida na primeira linha. Por fim, a funcio Potencial(x) € justamente o
potencial da hamiltoniana do sistema quantico que se deseja solucionar. Passamos agora para

defini¢do do funcional e o vinculo de normalizacao.

Figura 7 — Primeiro trecho de c6digo da implementacao do funcional.

ng=5

#funcional

def gla,x,n):
al=np.array(a)
z1=aB[2*n:3*n]*x+a@[4*n:5%n]
z2=a@[3*n:4*n]*x+a@[5*n:6%n]
R=np.dot{a@[:n].T,sig(zl})
I=np.dot({a@[n:2*n].T,sig(z2))
return (R**2)4+(I**2)

def h{a,x,n):
a@=np.array(a)
z1=aB[2*n:3*n]*x+al@[4*n:5*n]
z2=ab[3*n:4*n]*x+a@[5*n:6%n]
L=Potencial(x)
c=((scp.hbar**2)/2)
Rl=np.dot(a@[:n].T,L*sig(zl)-c*(a@[2*n:3*n]**2)*d2sig(z1))
Il=np.dot(a@[n:2*n].T,L*sig(z2)-c*(a@[3*n:4*n]**2)*d2sig(z2))
R2=np.dot(a@[:n].T,sig(z1))
I2=np.dot(a@[n:2*n].T,sig(z2))
return R1*R2+I1*I2

Fonte: Elaborado pelo autor.

A variavel n0 corresponde ao nimero de neurdonios da camada oculta. Em todas as
funcdes neste bloco de cédigo a varidvel a € um array que contém os pesos e vieses que definem
a rede neural, x € a varidvel de posi¢do da funcido de onda, e n € o numero de neurénios da
camada oculta da rede. A funcao g(a,x,n) € o integrando da integral de normalizacdo em (3.3),
as varidveis z/ e z2 sdo o argumento da funcdo sigmoide, R e I sdo respectivamente as redes
neurais da parte real e imaginaria da fun¢do de onda. Por fim, a funcao A(a,x,n) € o integrando
da integral do funcional §(a), com R e I} sendo as formulas (3.7) para atua¢do da hamiltoniana
nas redes neurais, € R e I, sendo as redes neurais como na fun¢do g(a,x,n). O array a contem

todos os pesos e vieses das duas redes neurais que formam a funcio de onda.
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Figura 8 — Segundo trecho de cddigo da implementagdo do funcional.
def w(al,az,x,n):
ax=np.array(al)
ay=np.array(az2)
zx1=ax[2*n:3*n]*x+ax[4*n:5%n]
zx2=ax[3*n:4*n]*x+ax[5%n:6%n]
Rx=np.dot(ax[:n].T,sig(zx1))
Ix=np.dot(ax[n:2*n].T,sig(zx2))
zyl=ay[2*n:3*n]*x+ay[4*n:5%n]
zy2=ay[3*n:4*n]*x+ay[5%n:6%n]
Ry=np.dot(ay[:n].T,sig(zyl))
Iy=np.dot(ay[n:2*n].T,sig(zy2))
return (Ry*Rx-Ix*Iy,Ry*Ix+Rx*Iy)
def F(a,n):
return inte.quad(lambda x: h(a,x,n),0,1)[o]
def res3(a):
return inte.quad(lambda x: g(a,x,n8),0,1)[0]-1

Fonte: Elaborado pelo autor.

A funcado w(al,a2,x,n) foi escrita de forma semelhante a fungdo h(a,x,n), e é o
integrando do produto interno entre duas fungdes de onda representadas por uma rede neural,
assim com esta funcao serdo definidos os vinculos (3.8) de ortogonalidade, os vetores al e a2 sdo
os arrays que definem as duas fungdes de onda, as varidveis x e n sdo definidas como nas fungdes
anteriores. Ao fim, a funcio retorna uma fupla com a parte real e imaginaria do integrando.

No final deste bloco de cddigo temos finalmente a defini¢do da fun¢do F(a,n) que é
o funcional §(d), a condigdo de normalizagdo ¢ definida na fung@o res3(a), ambas sdo definidas
usando a biblioteca scipy, o intervalo de integracdo € ajustado conforme a necessidade do

problema.

3.1.2 Sequential Least Squares Programming (SLSQP)

Apos definir as principais funcdes utilizadas, passamos a minimizacao do funcional.
Neste trabalho, foi utilizado o método Sequential Least Squares Programming, que pertence
a familia de algoritimos Sequential quadratic programming que tem o objetivo de solucionar
problemas de otimizagao sujeitos a vinculos ndo lineares (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). A ideia
geral deste tipo de método € solucionar o problema de otimizacao através de uma sequencia
de aproximagdes quadrdticas da fungdo que se deseja otimizar e uma aproximacao linear para
as equacdes de vinculo, cada um dos subproblemas é bem mais simples de ser resolvido, a
cada iteracdo a solucdo das aproximagdes quadrdticas e lineares convergem para solugdo real do

problema (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).
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A biblioteca do Scipy dispde de um modulo que soluciona problemas de otimizagdo, o
scipy.optimize.minimize, que foi importado com abreviaturas no inicio do programa, este modulo
possibilita a utilizacdo de diversos métodos niimeros de minimizagado e entre eles selecionamos o

Sequential Least Squares Programming (SLSQP), assim, escrevemos:

Figura 9 — Implementagdo do método SLSQP para o estado fundamental.

aux=[]

for 1 in range(6*n@):
aux.append((-2%0,2%0))

b=tuple(aux)

r3={"type':'eq’, 'fun': res3}
cons=([r3])

res=minimize(lambda x: F(x,n@), ale(6*na),
method="SLSQP"', bounds=b,
constraints=cons,options={'ttol’: 1e-1@0})

Fonte: Elaborado pelo autor.

O método SLSQP do scipy.optimize.minimize exige que os arrays candidatos a
solucdo sejam procurados em um espago de busca restrito, assim no primeiro bloco de cédigo
definimos uma tupla salva da varidvel b, que representa um retidngulo multidimensional de
6n0 dimensdes (n0 sendo o nimeros de neurdnios na camada oculta), onde as solucdes seriao
buscadas. O retangulo tem lados iguais, definidos a partir da varidvel o que foi definida no bloco
de cédigo da Figura 6.

Como foi dito anteriormente, a primeira auto-funcao que iremos buscar € a do estado
fundamental, assim necessitamos apenas da condi¢do de normaliza¢do como condi¢@o de vinculo.
As condicdes de vinculo devem ser definidas em diciondrios do Python, primeiramente usamos
a fun¢do res3(a) para definir a primeira condi¢cao de normalizagdo, por padrdo o Scipy considera
que a funcdo de vinculo seja igual a zero, isso justifica a escrita da condi¢do de normalizacdo na
forma h(d) — 1 = 0 como na equagdo (3.9). Na Figura 9 isso é feito no segundo bloco de c4digo,
onde o dicionario r3 € definido, estabelecendo as chaves ’fype’ como ’eq’, indicando que se trata
de uma equagdo, e ’fun’ como a fungao res3 definida anteriormente, assim esse dicionario é
adicionado a um lista, todos os diciondrios desta lista s3o os vinculos do problema, neste bloco
de cddigo o vinculo de normalizagdo é guardado na varidvel cons.

Por fim, no ultimo bloco da Figura 9 escrevemos fun¢do minimize que tem como
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primeiro parametro a funcio que se deseja otimizar. O segundo parametro € o array aleatério
que € o ponto de partida para o algoritimo, este € definido usando a funcao ale(u). O terceiro
‘'method’ é o metodo utilizado para minimizagao, que é o SLSQP. O quarto, 'hounds’ é a regido
onda a solucdo sera buscada. Por ultimo, 'constraints’ € a lista de diciondrios que representam
os vinculos do problema. Ao final da execug¢do, entre as varidveis que o programa retorna esta
o array dy que produz a rede neural que aproxima o estado fundamental do sistema. O valor
que a funcdo F(a,n) assume para esse array € justamente a energia do estado fundamental do
sistema. Agora vamos determinar a solu¢ao para o primeiro estado excitado, escrevemos mais

uma bloco de cédigo:

Figura 10 — Implementacido do método SLSQP para o primeiro estado excitado.

def resda(a):

return inte.quad(lambda x: w(a,res.x,x,n@)[e],e,1)[@]
def resab(a):

return inte.quad(lambda x: w(a,res.x,x,ne)[1],0,1)[@]

rda={ " 'type’':'eq’, 'fun': resda}
rab={"type’':'eq’, 'fun': resab}
consl=([r3,r4a,rab])

resl=minimize(lambda x: F(x,n@), ale(6*n@),
method="SLSQP', bounds=b,
constraints=consl,options={"'ftol’': 1e-1608})

Fonte: Elaborado pelo autor.

Primeiramente, usando a fun¢do w(al,a2,x,n) como integrando, definimos por meio
de integrais as fungdes res4a(a) e res4b(a) que sdo as parte real e imaginaria da condicao de
vinculo (¢|wp) = 0 e com o array do estado fundamental encontrado no passo anterior, usamos
ele na entrada a2, assim temos a primeira condi¢cdo de ortogonalidade. Assim como foi feito
para condi¢do de normalizacdo, definimos dois diciondrios r4a e r4b para cada condicdo de
ortogonalidade, e junto do dicionario r3 adicionamos todos a lista de diciondrios na varidvel
consl. Por fim, no ultimo bloco de cédigo realizamos a minimizagdo da mesma forma que foi
feita no anteriormente, como a diferenca de que agora temos os vinculos de ortogonalidade,
com eles ao final da execucdo € produzido um array que forma a rede neural que representa o

primeiro estado excitado.
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Agora chegamos a ultima parte do programa, repetimos aqui 0 mesmo procedimento
adotado no paragrafo anterior. Com a fun¢do w(al,a2,x,n) definimos mais duas funcdes res5a e
res5b, elas sdo condi¢des do normalizacdo, porem com o array encontrado no passo anterior,
assim temos a segunda condi¢do de ortogonalidade (¢|y;) = 0, por fim definimos também os
diciondrios r5a e r5b e adicionamos eles junto dos outros que forma definido anteriormente na

variavel cons2.

Figura 11 — Implementacao do método SLSQP para o segundo estado excitado.

def res5a(a):

return inte.quad(lambda x: w(a,resl.x,x,n@)[e],0,1)[@]
det ressb(a):

return inte.quad(lambda x: w(a,resl.x,x,n@)[1],0,1)[@]

rsa={ 'type’':'eq", 'fun': ress5a}
r5b={"type':'eq’, 'fun': ressb}
cons2=([r3,r4a,r4b,r5a,rsb])

res2=minimize(lambda x: F(x,n@), ale(6*n@),
method="SLSQP", bounds=b,
constraints=cons2,options={"ftol"': 1e-76})

Fonte: Elaborado pelo autor.

No ultimo bloco de cédigo, temos a minimiza¢do da func¢do sujeita aos vinculos do
estado fundamente e do primeiro estado excitado, assim ao final da execug¢do € produzida a rede
que representa a auto-funcdo do segundo estado exitado.

O programa encontrou 3 soluc¢des aproximadas para as 3 primeiras auto-funcoes do
sistema quantico considerado. O processo poderia continuar indefinidamente, encontrando tantas
auto-funcdes quanto se desejasse, porém o custo computacional aumentaria, ja que as condi¢des
de vinculo se acumulariam a cada passo. Também devemos lembrar que as solucdes obtidas
sao aproximagdes, dependendo da qualidade da solucdo do estado fundamental a qualidade das
solucdes das demais auto-fungdes seria afetada pois as condi¢des de ortogonalidade dependem
das solugdes anteriores, que sdo aproximacdes, portanto € de se esperar que a qualidade das
solucdes caia a cada passo para se obter uma nova solugéo. O funcional §(d) aplicado no vetor
d fornece uma aproximagao para a auto-energia de uma auto-funcio quando este vetor d € o
que produz uma rede neural que aproxima uma auto-fun¢ao, assim também podemos obter um

conjunto de auto-energias para cada solucdo encontrada.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Para que a efici€ncia do método fosse testada, aplicamos ele em dois sistemas quanti-
cos unidimensionais que possuem solucdo analitica, o potencial infinito com poco quadrado e
o oscilador harmonico. A escolha de potenciais unidimensionais deve-se principalmente ao fato
de que sistemas dessa natureza ndo possuem estados degenerados, como foi dito na se¢do (2.1.2)
estados degenerados impde dificuldades ao método apesar de ndo inviabiliza-lo, esta escolha foi

feita por simplicidade (COHEN-TANNOUDII et al., 2020).

A analise dos resultado nos permite observar uma caracteristica importante nestes
dois sistemas, sabemos previamente que as auto-funcdes do potencial de poco quadrado sdao
limitadas ao um intervalo da rete real e que as auto-fungdes do oscilador harmdnico estdao
definidas em toda a reta, lembrando que o teorema da aproximacao universal tem como um
dos seus pressupostos que a fung@o a ser aproximada estejadefinida num intervalo compacto, o
caso do po¢o quadrado ndo apresenta problemas, porém o oscilador harménico sim (COHEN-
TANNOUDII et al., 2020). Para contornar essa dificuldade escolhemos um intervalo na reta que
que s‘éja suficientemente grande, como as auto-fungdes tem que ter seu modulo quadrado integral
por integrais indefinidas, devem ir a zero no limite x — o € x — —oo, assim investigaremos os
efeitos dessa aproximacgao sobre a qualidade das solugdes.

Neste trabalho nos limitaremos a analisar dois aspectos basicos referentes a qualidade
das solucdes. O primeiro € a comparagdo entre os graficos das solugdes analiticas e as solugdes
aproximadas, este pardmetro é puramente qualitativo, ndo tendo grande relevancia na obtenc¢io
das propriedades do sistema, porém ele nos d4 uma nocao geral de quao préximo das solucdes
reais esta a solu¢@o aproximada, servindo com um pardmetro para avaliar a eficacia do método.
O segundo € referente a comparagdo entre as auto-energias produzidas pelas aproximagdes e
as produzidas pela solu¢@o analitica, comparando diretamente seus valores e o erro percentual

envolvido.

4.1 Potencial infinito com poco quadrado

Analisaremos as solugdes do potencial com pogo quadrado, o seu hamiltoniano tem

a forma:
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Com o potencial definido por:

0 ara xe (0,L
Vi) = p (0,L)
oo caso contrario

Pela forma do potencial, sabemos previamente que a particula ndo pode ocupar
as regides fora do intervalo aberto (0,L), portanto devemos impor as autofungdes y(x), que

solucionam o problema, as seguintes condi¢des de contorno:
y(0)=0 e y(1)=0 4.1

Condigdes do tipo (4.1) ndo sdo mencionadas explicitamente no método descrito no
capitulo 3, porém esta dificuldade pode ser contornada simplesmente adicionando as condicdes
(4.1) ao conjunto de vinculos ao qual o funcional esta sujeito. No programa, usamos a fungdo

g(a,x,n) que é justamente o modulo quadrado da fun¢do de onda, assim podemos escrever:

Figura 12 — Adig¢do das condic¢Oes de contorno as condi¢gdes vinculo do algoritimo.
def F(a,n):
return inte.quad(lambda x: h(a,x,n),a,1)[@]
def resl(a):
return g(a,8,nd)
def res2(a):
return g(a,1,n8)
def res3(a):
return inte.quad(lambda x: g(a,x,nB),8,1)[8]-1

aux=[]

for i in range(6*n@):
aux.append( (-2*o0,2%0))

b=tuple(aux)

ri={"type':'eqg’, "fun': resl}
r2={"type':'eq’, 'fun': res2}
r3={"'type’':'eq’', 'fun': res3}

cons=([r1,r2,r3])

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para representar as condi¢des de contorno (4.1) definimos as fungdes resl(a) e
res2(a) e adicionamos elas as condi¢des de vinculo assim como fizemos para a condicao de

normalizacdo.
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Consideremos os valores L = m = 1 para simplificar a solucdo. Assim, diante de

todas essas consideragdes, sabemos que a solucdo analitica (ja normalizada) € dada por:

W, (x) = v2sin (n7x)

E,=

n? 2 h?

2

Iniciamos o programa definindo a varidvel o=4 (esta define o intervalo para o espaco

de busca) e n0=8 (o numero de na camada oculta). Os gréficos referentes as densidades de

probabilidade das auto-fungdes sdo listados abaixo.

Figura 13 — Estado fundamental para o potencial de po¢o quadrado.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 14 — Primeiro estado excitado para o potencial de po¢o quadrado.
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Figura 15 — Segundo estado excitado para o potencial de pogo quadrado.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A natureza probabilistica do método de minimizacdo SLSQP causou algumas dificul-
dades, o programa teve que ser executado varias vezes até que um conjunto aceitavel de solugdes
fosse encontrado, os graficos exibidos nas figuras acima sdo a melhor solu¢do encontrada. Isto
indica uma dificuldade, ja4 que em uma situacao onde ndo ha solu¢do analitica disponivel, nao
existe forma facil de determinar se o produziu uma boa aproxima¢ao. Como veremos mais a
frente no caso do oscilador harmonico, essa dificuldade pode ser contornado fazendo modifi-
cagdes na equacgdo de Schrodinger. A seguir, temos a tabela com todos os valores de energias

obtidos pelo método comparados com os valores exatos.

Tabela 1 — Resultados obtidos para as auto-energias da solu¢do analitica e aproximada do poten-
cial poco quadrado.

Energias | Solucdo analitica | Solugdo aproximada | Erro percentual
E, 5.487 x 10798 J 5526 x 10798 J 0.689%
E, 2.194x107°%7J 2.451x107°%7J 11.654%
Ex 4938 x 107977 5.073x 10°°7J 2.728%

Apesar de um erro relativamente alto no estado de energia £, podemos afirmar
que em geral os valores obtidos se aproximam do valor real obtido analiticamente .Um outro
ponto a se observar € que inevitavelmente a qualidade das solug¢des decai a medida que novas
auto-fungdes sdo encontradas baseadas nas condi¢des de ortogonalidade que envolvem as auto-
funcdes anteriores, isso fica evidente nos graficos, onde as solu¢des do primeiro e segundo estado

excitado se mostram piores que a solucao do estado fundamental.
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4.2 Oscilador Harmonico

Passamos agora a solucao do oscilador harmdnico, este sistema possui a hamiltoniana
dada por:
H=———+_-mox 4.2)

Em contraste com o potencial de po¢o quadrado, o oscilador harménico possui
suas solucdes definidas e toda a reta real. Sendo w a frequéncia angular natural do sistema, as

auto-fungdes e auto-energias que s@o solucdes analiticas do problema sio:

Agora vamos obter as solugdes através do método variacional. Ao se tentar encontrar
as solucgdes diretamente da mesma forma como foi feito para o pogo quadrado percebeu-se que o
programa sempre produzia valores muito distantes dos valores previstos para as auto-energias, €
também graficos das densidades de probabilidade nao respeitavam nem mesmo as condig¢des
de normalizacdo. ApOs varias tentativas de solucionar esta dificuldade chegou-se a conclusdo
de que o problema estava na constante 7 presente da equagdo de Schrodinger, ao elimina-la o
programa teve seu desempenho bastante melhorado. Assim, isso sugere que um caminho para
a solucdo pode ser reformular o hamiltoniano (4.2) de forma que a constante 7 seja eliminada.
Seja a equagdo de Schrodinger dada por:

nd? 1
(—— = + =mo*x?) Y, (x) = E W, ()

Seja X = /&%, fagamos a seguinte transformago de coordenadas: substituindo x por X, assim

calculamos as derivadas do hamiltoniano no novo sistema de coordenadas:

d _dxd _ [hd _ & _nd&
dX dXdx \V modx dX?2  mo dx?
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Portanto:
Pmo d 1, h
+-—mo”—

2 _
o h a2 T mwX Ya(X) = E, W, (X)

(

ho d> 1

(_%W + 57‘zcoX2)‘I‘n(X) =E, ¥, (X)
(— L d + 1X2)‘P (X) = En g, (X)
2mdx? " 20 T T e

Assim definimos €, = % e chamamos esta de energia adimensional, e por fim, temos a equacgdo

sem a presenca da contante de Planck reduzida 7, que é:
1 &2¥,(X) 1_,
—————+ XY, (X)) =¥, (X 4.3

2m  dX? 2 n(X)) = &¥a(X) (4-3)

Esta equacgdo é semelhante a equacdo de Schrodinger original, e portanto, quando

encontramos suas solugdes basta retornar a varidvel original com a transformacdo X = , /%%x e

assim as solugdes encontradas passam a coincidir com as solugdes de (4.2), que é a hamiltoniana

da equacdo original. As solu¢des analiticas de (4.3) sdo:

Finalmente vamos solucionar a equagao (4.3) com as redes neurais. Para simplificar
as solugdes, consideremos que seja @ = m = 1 da mesma forma que na solucdo do poco
quadrado. Como o potencial do oscilador harmdnico esta definido em toda a reta real, para
satisfazer o teorema da aproximacao universal devemos escolher um intervalo na reta na qual a
maior parte da auto-fungao esta contida. Escolhendo um intervalo [—3.4,3.4] (consideramos que
trabalhamos nas unidades da equagdo (4.3)) e definindo uma rede com 8 neurdnios na camada

oculta, encontramos as 3 primeiras auto-fungoes.



Figura 16 — Estado fundamental para o Oscilador harmonico.
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Figura 17 — Primeiro estado exitado para o Oscilador harmdnico.
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Figura 18 — Segundo estado exitado para o Oscilador harmonico.
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Os gréficos das Figuras 16, 17 e 18 sdo os da solucdo da equacgdo de Schrodinger
(4.3), como ja foi mencionado, para obter as solu¢do da equacdo de Schrodinger original, basta
substituir a transformagdo X = |/"2x no argumento da rede neural, assim sendo ¥,(X) =
N1 (X) + i (X) uma solugdo de (4.3), entdo a solugdo de (4.2) (considerando @ =m = 1) é

simplesmente:
1 1 1
Wn(x) =Py ( ;lx) = %1(\/;)() —}—i,/lé,z(\/;x) 4.4)

Um ponto importante para se discutir € sobre a normalizacdo desta auto-funcao,
quando fizemos a mudanga de escala e voltamos a varidvel x, a fun¢do v, (X) estava normalizada
em relacdo a varidvel X, portanto devemos normalizar a solu¢do quando mudamos para varidvel
x novamente. Agora para obter as auto-energias lembramos da formula g, = )‘% = % assim

temos E,, = &,h, as solucdes encontradas nos permitem obter das energia adimensionais &,, assim

temos a seguinte tabela com os valores de auto-energias:

Tabela 2 — Resultados obtidos para as auto-energias da soluc¢io analitica e aproximada do oscila-
dor harmonico.

Energias | Solugdo analitica | Solu¢do aproximada | Erro percentual
E, 5273 x 1077 5272x 1077 0.019%
E, 1.582 x 107347 1.581 x 107347 0.063%
E; 2.635x 107347 2.638 x 107347 0.113%

A mudancga de abordagem em remover a constante /i da equagdo de Schrodinger
provocou um grande aumento no desempenho do programa, as auto-fun¢des foram encontradas
com muito mais facilmente e rapidamente coincidiam com os graficos das solugdes, tudo sem a
necessidade de executar o programa varias vezes como foi feito da resolugdo do potencial de
pogo quadrado. Também se nota uma grande proximidade entre as auto-energias esperadas € as
que foram obtidas numericamente.

A suposicao de que as solucdes estavam contidas num intervalo compacto da reta
possibilitou a utilizacdo do teorema da aproximacdo universal, pela qualidade das solucdes
encontradas podemos afirmar que isso ndo afetou a eficiéncia do programa em encontrar boas

solugdes.
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5 CONCLUSOES

Os resultados obtidos permitem concluir que o método variacional aliado as redes
neurais artificiais tém alguma eficiéncia em encontrar as auto-funcdes e auto-energias de sistemas
quanticos unidimensionais. Estes sistemas foram escolhidos por sua simplicidade e auséncia de
estados degenerados, porém como ja foi mencionado, nada impede que sistemas de dimensdes
maiores possam ser resolvidos desta maneira. Por exemplo, um caminho pode ser encontrar
apenas o estado fundamental, que geralmente é ndo degenerado, e em seguida usar 0s processo
de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt para encontrar todas as auto-fung¢des do sistema, pois todas
elas devem ser ortogonais entre si independente da sua degenerescéncia. Em sistemas de maior
dimensao € de esperar que as fun¢des de onda sejam mais complexas e por isso as redes neurais
também sejam, isso pode aumentar a complexidade do programa e assim tornar mais dificil o
seu emprego pratico. Os resultados obtidos neste trabalho ndo permitem tirar conclusdes sobre a
eficiéncia do método em sistemas de maior dimensao.

Outro aspecto importante a se destacar é que em sistemas quanticos onde o potencial
estd definido em toda a reta real, apesar do teorema da aproximag¢do universal s6 garantir que a
rede aproxima fungdes em conjuntos compactos, as redes neurais podem aproximar as funcoes
de onda em regides compactas do seu dominio, assim como foi feito no oscilador harmonico. Se
soubermos que uma certa regido compacta do dominio da fun¢do de onda concentra a maior parte
dos valores da densidade de probabilidade entdo podemos aproximar na funcao nessa regido pela
rede neural sem perder grande informacdo, no oscilador harmdnico sabifamos que a forca era de
natureza restauradora e por isso a particula deveria estar restrita a uma certa regido, o que faria a
probabilidade de encontra-la fora desta regido ir a zero. Também uma possivel aplicacao seria
em potenciais periddicos com os de redes cristalinas, assim poderiamos resolver o sistema para
uma regido que corresponde a uma célula unitdria da rede, e usar os vetores que definem a rede
de Bravais para estender a solucdo para toda a rede cristalina.

Como ficou evidente na solucao do Oscilador harmdnico, eliminar a constante de
Planck reduzida % torna o programa muito mais eficiente em encontrar as auto-fungdes, por isso

usar unidades de medida em que essa constante seja 1 pode facilitar muito a solu¢d@o do sistema.
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APENDICE A - DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE RITZ

Antes de iniciarmos a demonstra¢do enunciaremos uma serie de resultados do calculo
das variacées (BAUMEISTER; LEITAO, 2014). Inciamos com a Variacio de Gateux que
¢ uma generalizacdo para espagos vetoriais gerais da derivada direcional do calculo de varias

variaveis.

Definicao A.0.1 Seja Y um espaco vetorial e § :— R. Dados y,v € Y definimos a Variagdo de

Gdteaux de § em y na direcdo de v através de

530y v] — tig S € =811

£e—0 £

quando este limite existe.

Teorema 3 (de Lagrange) Seja Y um espaco vetorial normado e §, & aplicacoes de Y em R.
Suponha que as varia¢des de Gateaux 05|y : v], 8By : v] estdo bem definidos para y,v €Y e
ainda que cada y,v € Y tenhamos 8§y, : v] = 65y : v], 6By, : v| — 0By : v] sempre que
yn — yemY. Sey é um minimo local sujeito de § sujeito a restri¢do ®[y| = 0, entdo existe um
multiplicador A € R, tal que

OF[y:v|=A88[y:v]

Sendo Y = JZ o espago de Hilbert associado ao sistema quantico, sabemos que
o funcional §[|y)] = (y|H|y) satisfaz todas as condi¢des do teorema de Lagrange. Seja
&[ly)] = (y|y) — 1 pela condigdo de normalizagio que foi assumida na se¢do (2.1.1) devemos

ter &[|y)] = 0. Vamos calcular as variagdes de Gateaux para ambos os funcionais.

Sllw) +elo)] —slw)l

Temos:

Sllw) +elo)] = (wl+e(9DH(ly) +¢l9))

= (y|H|y) +e(y|H|9) +e(d|H|w) +e(9|H|9)

= (w|H|w)+e((wlH|9) + (y|H|9)") +£*(9|H|9)
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= (y|H|y) +2eR((y|H|9)) +€*(9|H|9)

53(1v) ¢ 19)] — tim 2EX(WHIODTEOMIO) _ oy 111

—0 £

Portanto:
63[y) : |9)] =2R((y|H|9)) (A.1)

Agora para o outro funcional.

56(y) :19)) = lim Sllv) +8|¢;)] —&[lv)] _ lim ((v] +8<¢|)(|1//>8+8|¢>) —(vly)

(wl+e@))([w) +£[9) = (ww) +e(w|o) + (9| w) +€*(9]9)

= (yy) +e((ylo) +(w]o)") +&%(9l9)

= (yly) +2eR((y]9)) +€*(9]9)

_2eR((y]9)) +€7(9l9) _ 2R ((

56(1) : [9)] = lim ; Vo))

E finalmente, temos:

66(|y) : [9)] =2R((y]9)) (A2)

Consideramos |¢) um vetor arbitrario no espago de Hilbert.



Seja A € R um numero real, calculamos a diferenca entre as equacdes (A.1) e (A.2).

63[ly) - |9)] —A8&[ly) : |9)] = 2R((w|H|9)) — 2AR((y]9))

Agora, consideremos que os vetores | ) sdo os auto-estados |n) do hamiltoniano H.

63[ln) - 19)] —A8&(|n) : |9)] = 2R((n|H|¢)) —2AR({n9))

= 2E,R((n9)) —2AR((n[9))

Escolhemos A = E,,, portanto:

2E,R((n|¢)) —2E,R((n|¢)) =0

= 65(|n) : [¢)] = 18&(|n) : |¢)] =0

Por fim, encontramos condi¢do:

63lln) :19)] = E,6&(|n) : |¢)]
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(A.3)

(A.4)

Provamos que se os os vetores | ) forem auto-estados |n) do operador H entdo existe

um A = E,, que faz a equacdo (A.4) ser satisfeita, logo, pelo teorema de Lagrange, concluimos

que os auto-estados sao pontos de extremos do funcional § e assim demonstramos o teorema de

Ritz. (POINCARGE, 1995)





