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2 FUNDAMENTOS 

2.1 O método variacional 

Os métodos variacionais desempenham grande papel na formulação teórica das 

teorias físicas, por exemplo na mecânica analítica com as integrais de ação ou na termodinâmica 

com a entropia. A obtenção do estado físico do sistema consiste na obtenção de um ponto de 

extremo relativo a essas funções (CALLEN, 1985). Em geral, a ideia é supor a existência de 

um funcional que cumpra duas condições, a primeira é que o funcional seja função de um certo 

conjunto que entre os seus elementos se encontre os estados físicos do sistema, e a segunda é 

que esses estados físicos sejam os pontos de extremo (máximos ou mínimos) desse funcional. 

2.1.1 Funcional para o estado fundamental 

Na mecânica quântica existe um funcional que obedece essas condições, porém ele 

fornece apenas auto-funções do sistema. Para obter este funcional, inicialmente partimos do 

espaço de Hilbert geral Je que representa os vetores de estado físico do sistema, a partir da 

representação de posição dos auto-estados obtemos as auto-funções (COHEN-TANNOUDJI 

et al., 2020). Seja um sistema quântico que possui um operador hamiltoniano dado por H, os 

auto-estados do sistema são as soluções da seguinte equação de autovalor: 

(2.1) 

Representando os autovetores que solucionam (2.1) por ln), podemos escrever a 

solução geral I lJI) como a uma combinação linear dos seus auto-estados: 

(2.2) 

Usando a forma do estado físico I lJI) dado pela forma (2.2). o valor esperado do 

harniltoniano H é calculado e encontramos as seguintes relações: 
00 

(H) = (lJIIHllJI) = I,cf Cj(ilHlj) = I,cf CjEjÔij = L lcnl2En 
ij ij n=O 

(2.3) 

Sabendo que a a energia do estado fundamental do sistema é a menor de todas as 

auto-energias, temos Eo :s; En Vn e portanto: 
00 00 

(H) = L lcnl2En � ( L lcnl2 )Eo
n=O n=O 

(2.4) 
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2.1.2 Extensão para os demais auto-estados

Apesar de grande parte de suas aplicações serem a respeito do estado fundamental, o 

método variacional não se limita apenas a ele, podendo ser estendido para os demais auto-estados 

do sistema, e é o que desenvolveremos a seguir. A mecânica quântica exige que os autovetores 

de um determinado observável sejam todos ortogonais entre si, assim formando um conjunto 

completo e servindo para representar o estado físico do sistema. Sejam os auto-estados do 
operador hamiltoniano H sendo representados por { 1 O), 11) , ... , 1 k), ... } se tomarmos os vetores 

{ lk), lk + 1), ... } vemos que estes formam um conjunto completo para um novo espaço vetorial 

Y que é subespaço do espaço de Hilbert original !/e, assim definimos Y como: 
00 

Y = {lo/) E !RI tal que lo/)= L cnln)} 
n=k 

assim a ortogonalidade dos auto-estados implica um importante resultado, se tivermos l 1/1) E 

Y então para o conjunto de auto-estados restante {IO), 11), ... , lk-1)} teremos as seguintes 

condições de ortogonalidade: 

(1f'll)=ü 

(1f'lk-1) = O 

Agora vamos calcular o valor esperado para vetores que pertencem ao subespaço Y 

seguindo o mesmo raciocino da subseção anterior, assim sendo l 1/1) E Y temos: 
00 

(H) = (1f'IHl1f') = L c;cj (ilHIJ) = L c;cjEj<>ij = L lcnl2En (2.8) 
ij=k ij=k n=k 

a menor energia para o sistema restrito a esse subespaço é Ek, desta forma teremos EK :s; En \;/n e 

portanto: 
00 00 

(H) = L lcnl2En 2: ([ lcnl2 )Ek

n=k n=k 

(2.9) 

Além disso, assim como no caso do estado fundamental, também impomos uma condição de 

normalização aos vetores l 1f') o que implica que 11 11/1) 112 = I:;=k lcnl2 = 1. 
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Para que a eficiência do método fosse testada, aplicamos ele em dois sistemas quânti­

cos unidimensionais que possuem solução analítica, o potencial infinito com poço quadrado e 

o oscilador harmônico. A escolha de potenciais unidimensionais deve-se principalmente ao fato

de que sistemas dessa natureza não possuem estados degenerados, como foi dito na seção (2.1.2) 

estados degenerados impõe dificuldades ao método apesar de não inviabiliza-lo, esta escolha foi 

feita por simplicidade (COHEN-TANNOUDJI et al., 2020). 

A analise dos resultado nos permite observar uma característica importante nestes 

dois sistemas, sabemos previamente que as auto-funções do potencial de poço quadrado são 

limitadas ao um intervalo da rete real e que as auto-funções do oscilador harmônico estão 

definidas em toda a reta, lembrando que o teorema da aproximação universal tem como um 

dos seus pressupostos que a função a ser aproximada esteja definida num intervalo compacto, o 

caso do poço quadrado não apresenta problemas, porém o oscilador harmônico sim (COHEN­

TANNOUDJI et al., 2020). Para contornar essa dificuldade escolhemos um intervalo na reta que 

que seja suficientemente grande, como as auto-funções tem que ter seu modulo quadrado integral 

por integrais indefinidas, devem ir a zero no limite x -+ oo e x -+ -oo, assim investigaremos os 

efeitos dessa aproximação sobre a qualidade das soluções. 

Neste trabalho nos limitaremos a analisar dois aspectos básicos referentes a qualidade 

das soluções. O primeiro é a comparação entre os gráficos das soluções analíticas e as soluções 

aproximadas, este parâmetro é puramente qualitativo, não tendo grande relevância na obtenção 

das propriedades do sistema, porém ele nos dá uma noção geral de quão próximo das soluções 

reais esta a solução aproximada, servindo com um parâmetro para avaliar a eficacia do método. 

O segundo é referente a comparação entre as auto-energias produzidas pelas aproximações e 

as produzidas pela solução analítica, comparando diretamente seus valores e o erro percentual 

envolvido. 

4.1 Potencial infinito com poço quadrado 

a forma: 

Analisaremos as soluções do potencial com poço quadrado, o seu hamiltoniano tem 

n2 d2 

H=---+V(x) 
2mdx2 
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4.2 Oscilador Harmônico 

Passamos agora a solução do oscilador harmônico, este sistema possui a hamiltoniana 

dada por: 
n

2 d2 1 
H = --- +-moix2

2mdx2 2 (4.2) 

Em contraste com o potencial de poço quadrado, o oscilador harmônico possui 

suas soluções definidas e toda a reta real. Sendo co a frequência angular natural do sistema, as

auto-funções e auto-energias que são soluções analíticas do problema são: 

Onde: X=�x

Agora vamos obter as soluções através do método variacional. Ao se tentar encontrar 

as soluções diretamente da mesma forma como foi feito para o poço quadrado percebeu-se que o 

programa sempre produzia valores muito distantes dos valores previstos para as auto-energias, e 

também gráficos das densidades de probabilidade não respeitavam nem mesmo as condições 

de normalização. Após varias tentativas de solucionar esta dificuldade chegou-se a conclusão 

de que o problema estava na constante n presente da equação de Schrodinger, ao elimina-la o 

programa teve seu desempenho bastante melhorado. Assim, isso sugere que um caminho para 

a solução pode ser reformular o hamiltoniano (4.2) de forma que a constante n seja eliminada. 

Seja a equação de Schrodinger dada por: 

Seja X = � x, façamos a seguinte transformação de coordenadas: substituindo x por X, assim

calculamos as derivadas do hamiltoniano no novo sistema de coordenadas: 

d dx d f!wd
----- --

dX dX dx mco dx 
===}

mco dx2
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