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RESUMO

Neste trabalho de tese discutimos duas questdes sobre a regularidade 6tima da fronteira livre para
problemas do tipo Bernoulli em espagos de Orlicz. Primeiro, mostramos que para dimensao n = 2
ndo hé pontos singulares na fronteira livre de minimizantes de funcionais do tipo Alt-Caffarelli
para N-fun¢des G adequadas. A seguir, provamos como consequéncia dos principais resultados
que existe uma dimens&o critica np > 3 e uma constante universal & € (0, 1) tal que se G(t) é

go-proxima de ¢2 ento, para 2 < n < ng, F (1) é uma hipersuperficie analitica real.

Palavras-chave: fronteira livre; minimizantes; funcionais Alt-Caffarelli; regularidade 6tima;

hipersuperficie analitica; N-fun¢do; espagos de Orlicz.



ABSTRACT

In this work of thesis we discuss two issues about the full regularity of the free boundary for
Bernoulli-type problems in Orlicz spaces. First, we show that in dimension n = 2 there are
no singular points on the free boundary of minimizers of the Alt—Caftarelli-type functional for
suitable N-functions G. Next, we prove as a consequence of our main results that there exist a
critical dimension ng > 3 and a universal constant & € (0, 1) such that if G(z) is &-close of >

then, for 2 < n < ng, F(u) is a real analytic hypersurface.

Keywords: free boundary; minimizers; Alt-Caffarelli functionals; full regularity; analytic

hypersurface; N-function; Orlicz spaces.
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1 INTRODUCAO

Desde o inicio da década de 80 problemas de optimizacao do tipo Alt-Caffarelli
vem sendo estudados e, a cada dia, o interesse por esse tipo de problema s cresce. Durante
esses 40 anos de 14 para cd, rigorosos estudos foram feitos e avancos significativos foram
alcancados na direcdo de estender a teoria desenvolvida por Hans Alt e Caffarelli (1981) que
tratava da regularidade em minimos de problemas associados ao operador Laplaciano. Problemas
de otimizacao dessa natureza procuram abordar regularidade 6tima da fun¢c@o minimizante e
regularidade 6tima da sua fronteira livre, de certos funcionais descontinuos, com descontinuidade
da ordem da fung¢do caracteristica no conjunto de positividade, sobre espacos de Sobolev
apropriados.

Neste trabalho pioneiro Alt e Caffarelli (1981) mostraram que minimizantes dos

funcionais da forma

u — /Q(|Vu|2+Q(x)x{u>0})dx (1.1)

definidos sobre um conjunto Ky := {v € H'(Q);v— ¢ € H}(Q)} sdo fungdes localmente Lips-

chitz continuas,ndo-negativas e solugdes (fracas) do seguinte problema de fronteira livre

Au=0 em{u>0}NQ,
=0 emF(u):=d{u>0NQ (1.2)
u=¢ emdQ,

onde Q C R” é aberto conexo, 0 < ¢ € H! (Q)NLZ(dQ) e 0 < A, < Q(x) < A,. Sobre a fronteira
livre os autores mostraram que se Q € suficientemente regular entdo F(«) é uma superficie de
regularidade C!»* na vizinhanca de flat free boundary points.

Eles ainda verificaram que na dimensdo n = 2 a fronteira livre era analitica e,
portanto, os minimizantes sdo solucdes cldssicas de (1.2). Duas décadas depois esse resultado
foi estendido para n = 3 no paper (CAFFARELLI et al., 2004). Com mais um década, Jerison
e Savin provaram para o caso n = 4, em (JERISON; SAVIN, 2015). Por outro lado, em 2009
ja havia sido provado por Daniela de Silva e David Jerison em (SILVA; JERISON, 2009) que
para a dimensdo n = 7 o resultado de regularidade total ndo vale pois existe um cone # como
minimizante absoluto do operador (1.1).

O fato € que, pelos resultados de Weiss (WEISS, 1999), existe uma dimensao critica

ng tal que se u € minimizante de (1.1) na dimensao:
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(i) n < ng entdo a fronteira livre F (u) é analitica;
(ii) n = ng entdo o conjunto F(u) — F (u),.q consiste de no maximo pontos isolados;
(iii) n > ng entdo o conjunto F(u) — F (u),.q tem dimensdo de Hausdorff no méximo n — 1.
Particularmente, 5 < ng < 7. Tal informagao revela um interessante e curioso paralelo
entre os problemas de fronteira livre e a teoria das superficies minimas. Por essa razao, esse tipo
de problema vem sendo estudado por especialistas de ambas as dreas.

Quando trocamos o Laplaciano pelo operador p-laplaciano, isto €,
Au = div(Vu) por Apu = div (|Vu|P_2Vu) ,
e lidamos com o mesmo tipo de problema de otimizacdo, mas para o funcional

Ip(u) = [ (172l + 27 m0) i (1.3)

onde Q C R" ¢ aberto conexo, A é constante positiva e K := {v € WP (Q);v—¢ € WOI”’(Q)}
parauma 0 < @ € WI7(Q)NL>(dQ), temos uma lista de propriedades sobre o minimizante e sua
fronteira livre escrita por Donatella Danielli e Arshak Petrosyan em (DANIELLI; PETROSYAN,
2005). Eles mostraram que os minimos sdo func¢des localmente Lipschitz continuas, nao-

negativas, p-subharmonicas e solucdes (fracas) de

Apu=0 em {u > 0},
u=0, |[Vul=c, emF(u).

No ano seguinte, em (DANIELLI; PETROSYAN, 2006) eles trouxeram uma resposta
parcial junto da regularidade da fronteira livre de minimizantes. Provaram que em dimensao
n =2 existe um 0 < & < 1 universal tal que se p € (2 — &y,0) e u é minimizante de (1.3) entdo
F(u) é analitica. Posteriormente, em (PETROSYAN, 2008) foi mostrado que em dimensao
2 < n < ng existe um intervalo universal / vizinhanga de 2 tal que se p € I entdo a fronteira livre
do minimizante é uma hipersuperficie analitica.

Mais geralmente, consideremos o problema de otimizac¢ao estudado por Sandra
Martinez e Noemi Wolanski

min Jg(v) (1.4)

vEKy

onde

Jo(v) == /Q (G(IVV]) + Axya0y) dx. (1.5)
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Q C R*(n >2) é dominio limitado suave, A é constante positiva, 0 < ¢ € WG (Q)NL?(9Q)
onde Ko = {v e WLO(Q);v— 9 € WOI’G(Q)} dito conjunto das func¢des admissiveis e G é
N-fungdo satisfazendo Condicdo da Primitiva (CP) e Condi¢ao do Quociente (CQ), também
conhecidas como condicdes de Lieberman:

(CP) Condig¢ao da Primitiva:
G'(t) = g(1), com g€ C([0,+00))NC'((0,+¢0))

(CQ) Condigao do Quociente: Existem constantes 0 < 6 < g tais que

tg' (1)
g(?)

Elas provaram em (MARTINEZ; WOLANSKI, 2008) que qualquer minimizante

0<8<Q,(t) =

< go,Vt > 0.

desse problema ¢ uma fun¢do nao negativa, limitada, localmente Lipschitz continua com estima-

tiva e satisfaz (em sentido fraco) o seguinte Problema de Fronteira Livre de uma fase

Aqu=0 em{u>0}NQ
|Vu| =A% em F(u)
u=qQ em dQ

sendo H(A*) = A para H(t) :=1g(t) — G().

Quanto a Fronteira Livre F(u) := d{u > 0} N Q foi provado que ¢é localmente finita
na medida H"~! de Hausdorff, que a Fronteira Reduzida F(u),.q é unidio de hipersuperficies
C!% ¢ o conjunto dos pontos singulares satisfaz H" ! (F (u) \ F (ut),eq) = 0.

No presente trabalho lidamos com o problema (1.4), que esta associado ao operador

- (&([Vul)
Aqu = div (WVM ,

g-laplaciano

usamos um método similar como em (CAFFARELLI; ALT, 1981), (DANIELLI; PETROSYAN,
2006) e (PETROSYAN, 2008) para estudar a regularidade total da fronteira livre sobre as
condicdes de Lieberman (CP) e (CQ). Nesse ponto, um fato importante a ser mencionado € que
na maioria dos resultados nesses artigos, argumentos de compacidade sdo cruciais. Infelizmente,
as classes de N-funcdes que atendem a (CP) e (CQ) sdo fracas para fornecer compacidade, onde
exemplos que ilustram esse fato podem ser encontrados em (BRAGA; MOREIRA, 2014) e
(BRAGA, 2018). A principal razdo para esta falha € a auséncia de um médulo de continuidade
_ g

do quociente Q,(t) := FOR
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Para resolver a falta de compacidade em casos mais gerais, assumimos que Qg

satisfaz o controle do tipo Dini que preserva regularidade C? sobre convergéncia

L—1 olL _
/ a)g—(t)dt S C(aag()) €1 (£> & (L—l> 5
0 t [ [

para o modulo de continuidade de Q,

0 (1) = sup{|Qg(x) — Qg) ;1 < xwy < Lef—y| <1},

e fungdes nao-decrescentes €, & : (0,00) — [0,0). Para mais detalhes veja a Defini¢do 2.1.13.
A respeito da fronteira livre de um minimizante u, mostramos que para n = 2, se
0 > 1 entdo F(u) é analitica. Se 6 € (0,1) pode ocorrer duas possibilidades:

(i) Existe uma constante universal § € (0, 1) tal que se

entdo F(u) é analitica.

(i1) Existe uma constante universal pequena u tal que se
l—p< 6 < 80 < o,

e Q, satisfaz um controle do tipo Dini entdo F (1) é hipersuperficie analitica.

Também mostramos que para n > 2, se p > 0 € tal que todo minimizante de (1.3)
possui fronteira livre analitica, entdo existe uma vizinhanga I, de p onde 8,go € I, implica em
minimizantes de (1.5) possuirem a mesma propriedade de regularidade total na fronteira livre.
Além disso, se 0" e g, sdo constantes da condi¢do do quociente que implicam analiticidade da
fronteira livre quando associados a problemas com N-fungdes G's que satisfazem o controle do

tipo Dini, entdo existe uma constate universal it € (0, 1) tal que se
0" —u<o<go< gt M,

entdo a fronteira livre dos minimizantes de (1.5) para uma G com Controle do tipo Dini (CTD) e
satisfazendo (CQ) para 6 e g € analitica.
Finalizamos com um resultado de dimensao critica concluindo que para 2 < n < ng

existe uma constante universal & tal que se
l—g<o6<g<l+g

entdo a fronteira livre F(u) é uma hipersuperficie analitica.
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2  FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo trataremos de apresentar ferramentas basicas e essenciais para o que
desejamos desenvolver ao longo deste trabalho. Tendo em vista que tudo acontecerd no cendrio
dos Espagos de Orlicz, nossa primeira tarefa serd construir tais espacos de fungdes e apresentar
condicdes adicionais as N-fungdes, que sdo o nicleo da defini¢cao dos espagos, com a finalidade
de ganhar mais regularidade e flexibilidade para as manipulagdes.

Na Sec¢do 2.2 definimos o operador g-Laplaciano e fun¢des g-harmdmicas, que sao
extensdes das fun¢des harmonicas estudadas em qualquer curso de introducdo a Equagdes Dife-
renciais Parciais (EDP). Aqui traremos sua regularidade 6tima, veremos que a Desigualdade de
Harnack estudada para funcdes harmonicas permanece valida e apresentaremos outros resultados
no contexto da g-harmonicidade, além de mostrarmos sua forma nao-divergente.

Em seguida, falaremos sobre Equac¢des Diferenciais Parciais Elipticas de Segunda
Ordem compilando alguns resultados aplicados nas nossas demonstragdes que podem ser encon-

trados nos Livros (GILBARG et al., 1977) e (EVANS, 2010), por exemplo.

2.1 Um pouco dos espacos de Orlicz e espacos de Orlicz-Sobolev

A fim de construirmos os Espac¢os de Orlicz definiremos as chamadas N-fungdes,

que por sua vez necessitam de um conhecimento basico sobre fungdes convexas. Lembremos:

Definicio 2.1.1 Uma funcdo G : R — R é dita convexa se para todo € € [0,1] e quaisquer
t,s € Rvale
Get+(1—¢€)s) <eG(t)+ (1 —¢€)G(s). (2.1)

Uma interpretagdo geométrica seria a que o grafico de G restrita a um intervalo [t1,7;]
se posiciona abaixo do segmento de reta de liga os pontos (11, G(t1)) e (t2,G(t2)) em R?. Além

disso, (2.1) equivale a: parat € [t],1;] temos

h—t t—t
G(t) < 2—G(n)+—G(n), (22)
Ih—1 Ih—1
basta tomar € = ;2 e, equivalentemente, escrever ¢ = ;21 + ;. —-1.
Reescrevendo (2.2) sob as formas
G(t) = G(n) _ Gn)-Gn) Gn)-Gn) _ Gr)-G)

r—1 h—1 h—N 1 —t
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parat € (t,t,), provamos que se G é fungdo continua e convexa entdo existe g : R — R derivada
a direta, que é nao-decrescente e continua a direita, do mesmo modo que existe derivada a
esquerda funcdo nao-decrescente e continua a esquerda, observando que dados ¢, /1,h; € R com

0 < hy < hy temos

G(t) =Gt —hy) _ G(t) =Gt —h) _ G(t+m)—G(1) _ Glt+h)—Gt)
hy - h - h hy ’

IN

implicando em monotonicidade nos quocientes de Newton. Mais ainda, se a € R é um zero de G

entdo temos a representacdo integral

G@t)= /a[g(s) ds.

A 1mportancia de falarmos em func¢des convexas € que as N-funcdes sdo convexas
especiais por todas terem, além de certas propriedades em suas derivadas, a origem como ({inico)

zero e consequentemente todas possuirem a representaciao

qozﬁggﬁ.

Definicao 2.1.2 Uma fungdo convexa continua G : R — R é dita uma N-fungdo se satisfaz:

1) G é funcdo par: G(t)=G(-t);

2) lim Gl _ 0;
t—0 ft
t
3) lim @ = oo;
f—oo f

4) G(t) >0 parat > 0.

Na literatura podemos encontrar a definicdo com dominio restrito a [0,0) ou até
mesmo definida em todo o R mas com a representacdo G(r) = (l” g(s)ds. O que ndo hd risco de
confusdo por consequéncia da paridade da G.

Além disso, a lista de propriedades para G da Definicao 2.1.2 € equivalente a outra
lista de propriedades imposta para a sua derivada a direita g. Nesse sentido, pode-se encontrar a

defini¢do alternativa abaixo.

Definicao 2.1.3 Uma fungdo G : [0,+o0) — R com a representacdo

G@:A}@w

é dita N-funcdo se as seguintes propriedades forem satisfeitas:

1’) g é ndo-decrescente e continua a direita;
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2’) g(0)=0;
3’) g(t) > 0parat>0;
4’) tlg‘r)log(t) = oo,
Para evitarmos repeti¢cdes exaustivas e/ou qualquer tipo de didvida quanto a notagdo,

sempre que nos referirmos a uma N-funcio G fica pressuposto que g € a sua derivada a direita,

assim como g € a derivada de G, gr € a derivada de Gy, e assim por diante.

Exemplo 2.1.1 Considere G : [0,+o) — R N-fungdo:
1. Tomando g(t) = pt?~! temos G(t) = tP.
2. Tomando g(t) = €' + 1 temos G(t) = [y e+ 1ds =€+t +c.
Como é necessdrio G(0) = 0 para que G seja uma N-fungdo, defina G(t) = ' +1 — 1.

3. Tomando g(t) = pt’~'e!" e 1 < p < oo temos G(t) = & — 1.

Definicio 2.1.4 (N-funcdes Complementares) Dada uma N-fungdo G : [0,+0) — R definimos

a N-fungdo Complementar de G, e escrevemos G : [0,4+c0) = R, por

onde g é definida por

e dita inversa a direita de g.

Lema 2.1.1 A funcdo G definida como N-funcdo Complementar de uma N-fungdo G é, de fato,

uma N-fungdo.
Demonstracdo: Veja Lema 1.4 de (RIBEIRO, 2006). ]
Intuitivamente, tomar uma N-funcdo complementar 2 G € procurar expressar a

diferenca entre a drea do retangulo [0,t]x[0,g(t)] e a drea da regido desse retangulo que fica

abaixo do gréfico de g em termos de uma outra N-func¢do.
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Figura 1 —N-funcdes complementares G e G

Fonte: elaborada pela autora.

Perceba que quando g é continua e invertivel entdo § = g~ !.

Exemplo 2.1.2 Sejamp>1eff = 1% As fungoes G,G : [0, +o0) — R

tP sP

G(t)= ; e G(s) = F

1
sdo N-fun¢ées Complementares pois suas derivadas g(t) = tP~1 e g(s) = s7-1 sdo fungdes

inversas.

Lema 2.1.2 (Desigualdade de Young) Dado um par de N-fungdes Complementares G e G,
para quaisquert,s > 0 temos

ts < G(t) +G(s).

Demonstragdo: Veja Lema 1.5 de (RIBEIRO, 2006). ]

Observacdo 2.1.1 Para o préximo lema notemos que toda N-funcdo G : [0,00) — R possui uma
fungdo inversa G [0,00) — R, isto é, existe funcdo satisfazendo G loG=GoG = Id[07°°).
De fato:
1. Injetividade da funcdo G:
Se 0 < 1) <ty temos g > 0 em (t,1]. Assim,
|

G~ G(n) = [ sar— [ gt = [ g0 >0

Logo, G é uma bijecdo sobre sua imagem.
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2. Vejamos que G([0,00)) = [0,00):
Por continuidade e ndo-negatividade de G, conexidade de [0,) e G(0) = 0, temos que a

imagem de G é um intervalo de reta contido em [0,0) que contém o zero. Para concluirmos
G([0,00)) = [0,00) basta que G([0,0)) seja ilimitado.

Como [151010 GTt = oo, por maior razdo temos l11_>r£1° G(t) = oo, logo, dado A > 0 existe ty > 0
tal que t > ty implica em G(t) > A, em particular, G(ty) > A. Concluimos que G([0,0)) é

ilimitado.
Lema 2.1.3 Sejam G e G N-fungdes complementares. Dado t > 0 vale
<G 1)G (1) < 2. (2.3)

Demonstragdo: Veja Proposicao 1.2 de (RIBEIRO, 2006).
As condi¢des adicionais que iremos pedir para as N-fun¢des estudadas serdo as

chamadas CP e CQ, definidas a seguir.

Definicao 2.1.5 Seja G uma N-fungdo.
(CP) Condicdo da Primitiva:

G'(t) = g(t), com ge C°([0,400))NC((0,4c0)) (2.4)

(CQ) Condicdo do Quociente: Existem constantes 0 < & < g tais que

tg' (1)
g(?)

Mais a frente veremos que essas constantes da condi¢do do quociente, também

0<0<Q(t) = < go,Vt > 0. (2.5)

conhecidas por constantes de Lieberman, estdo diretamente relacionadas com a elipticidade do

operador tratado neste trabalho quando escrito sob forma nao-divergente.
Exemplo 2.1.3 Um exemplo cldssico de N-fungdo que satisfaz essas condicoes é
G(t)=1"  (p>1)
que possui quociente constante Qg = p — 1 e, consequentemente, tem constantes de Lieberman
d=go=p—1.

O mesmo ocorre com Gy(t) = ct? para qualquer constante ¢ > 0.
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Lema 2.1.4 Se G é uma N-fungdo satisfazendo CP e CQ para as constantes 8 e g, entdo a sua

N-fun¢do Complementar G satisfaz CP e CQ para as constantes 0 < é < %

Demonstracdo: De fato, g é bije¢do uma vez que € continua com g’ > 0.
1

Logo, § = g~ com a mesma regularidade de g.
, . ~/ _ 1 — -1
Além disso, §'(s) = 7@ ) eharas =g (t) temos
_sgl)_ s) 1 e 1

gs) &g 1(s)g(e7 () 18'(t)  Qult)

Definicio 2.1.6 Definimos G(0,g0) como a classe das N-fungdes que satisfazem as condi¢cdes
de primitiva e quociente para as constantes 8 e go. Ainda diremos que G € G(68,g0,M) se

GEW&@MﬂS@US%

Quando citarmos apenas as condi¢cdes CP e CQ para uma N-fun¢do G, ficard suben-
tendido que estamos nos referindo as constantes genéricas 8 e go para uniformizar a notagao.
Caso estivermos lidano com uma sequéncia de N-func¢des Gy, as constantes limitantes dos
quocientes Q,, = 8t)

8k(1)

numa mesma classe G(8,g)-

serdo O € gox, a menos que fique claro no texto que estejam todas

Note, pelo lema que segue, como tais condi¢Oes acarretam mais regularidade a G e,

indiscutivelmente, mais flexibilidade nas manipulagdes que anseiam por estimativas.

Lema 2.1.5 Seja G uma N-fun¢do satisfazendo CP e CQ. Entdo para todos t,s > 0 vale:

(g-1) min{s®, s }g(r) < g(st) < max{s® s} g(1)
1g(t)

(8-2) T+g0 < G(t) <tg(r)

(G-1) G é convexa e de classe C? (O,oo)

(G-2) min{s'*9 s1+801G(r) < G(st) < max{s'*9 s'*2}G(r)

(G-3) G(a+Db) <28(G(a)+G(b)), para a,b > 0.

Demonstragdo:

(g-1) Note que

580, se0<s<1 sa, se0<s<1
d g1 _
e max{s’,s8} =
O ses>1 s80 ses>1

Y

min{s®, %0} =

Isto €, deseja-se provar que:
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a) para0 <s <1 temos s8°g(r) < g(st) < ssg(t)
b) para s > 1 temos s%g(r) < g(st) < s20g(r)

Ou equivalentemente,

g(t) _ g(st) g(st) _ g(t)

o = (st)%0 © (st)9 =5

g(t) _glst) g(st) _g(t)

(8 < (st)5 (st)80 < 18

g(t) g(t)

O que fica provado se as aplicagdes hg(t) := 5 e he,(t) := prre forem nao-decrescente

a) para0 <s <1 tem-se

b) paras > 1 tem-se

€ nao-crescente, respectivamente.

Tal conclusdo serd tomada verificando que /5 (r) > 0 e I, () < 0 para todo ¢ > 0. De fato,

Hs(t) = t% (g’(t) — @) , onde tjét)) > § por CQ.

Logo, (1) > 0.
Analogamente,

1 /
B, (1) = o (g’(t) — ‘%ﬁ) , onde % < go por CQ.

Otendo, /(1) <O0.

tg(t)

1+go

6(1)i= [ s(o)as < [ tas=rgto).

(g-2) Para a segunda desigualdade de < G(t) <tg(t) use que g é ndo decrescente e tenha

/
A primeira vem de go > 58'(s) em CQ:
S

206(0) = [ sos(s)ds > [ s/ (5)ds = 15() - 610
(G-1) A classe C%(0,0) vem de CP e a convexidade ocorre por G” = g’ > 0, segundo a condigio
CQ.
(G-2) Assim como feito em (g-1) queremos que:
a) para 0 < s < 1 tenhamos s' 78 G(t) < G(st) < s1+5G(t)
b) para s > 1 tenhamos s'*9G(r) < G(st) < s'+9G(r)

Observe que

G(st) = /0 Stg(Z)dz = /0 tg(SZ)dZ-

a) Lembremos que para 0 < s < 1 vale s20g(r) < g(st) < s%g(t).

Entao,
1

G(st) = s/otg(sz)dz < S/O s%g(2)dz = s'T0G(1)
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G(st) = s/ozg(sz)dz > s/ot s80g(z)dz = s' TG ().

Logo,
s'TG(r) < G(st) < s'9G(r).

b) E que para s > 1 vale s%g(r) < g(st) < s%g(t). Entio,

t

G(st) = s/olg(sz)dz < S/o s8°g(z)dz = s' TG (t)

t

G(st) = s/otg(sz)dz > s/o s%g(2)dz = s'T0G(1).

Logo,
sITOG(r) < G(st) < s'T80G(r).

(G-3) Segue de (G-2)e a convexidade da G:

b a b
) ) < 2lts0 Z4 -
+3) <26 (5+3)

<ol (%G(a) + %G(b))

G(a+b) :G(Z(

N

= 220 (G(a) + G(b)).

Corolario 2.1.1 Seja G € G(6,8o). Para todo s > 0 temos o scaling

pertencente a classe G(8,g80) e satisfazendo | <Gy(1) < 1.

+ 80

(st)

Demonstragdo: E ficil notar que Gy é uma N-fungdo com g,(1) = & . Entdo g; tem a mesma

g(s)

regularidade da g e

8 < 0y, (1) = ’;ﬁ’; = ’sj (St) :ésst)) = Q,(st) < g0
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Logo, G5 € G(6,go).

1
A desigualdade
1+ go

Gs(1) = : n

< Gy(1) <1 € imediata de (g —2) do Lema 2.1.5 pois

O préximo lema, aparentemente ingénuo, serd uma ferramenta fundamental na prova
do teorema principal. Destacamos e refinamos ainda mais a estimativa para o caso 0 € (0,1)
pois ele nos fornecerd uma equagao eliptica singular e, portanto, um problema mais dificil de ser

solucionado do que o caso & > 1, onde teremos uma equagio eliptica degenerada.

Lema 2.1.6 (Lema-chave) Seja G uma N-funcdo satisfazendo as condicoes (CP) e (CQ). Entdo

existe uma constante C = C(8,go) > 0 tal que

g(15) . &(nl) g(sl+nl) . n
eS| <c g e vemew 29
Em particular, se 6 € (0,1) entdo
g(18) . &(nl) 0-
ey < o€ max{1.qg+ mpethEal @)
Demonstragdo: Definimos Fy, H, : R" x R" — R por
g = £ - Sy e m) = S22
Neste caso, € suficiente provar que
R Fg(éan)
Y, (&,n) = H—g(é ) <C, VE#n.

Desde que Wq(E,n) = ¥,(n,&) e ¥4(0,1) = 1, podemos assumir que & # 0. Ainda, por-
que W e invariante por transformagdo ortogonal, podemos assumir que & = |£|e;, onde e; =

(1,0,---,0) € R". Agora notemos que
w, (lerm) =W (e 1) para o) = (10

_ t
Em particular, se G(t) = / g(s)ds temos:
N 0
(i) G satisfaz a condi¢do (CP): & com a mesma regularidade de g.
(i1) G satisfaz a condicao (CQ):

PRR-OIRAT S
%)= 20 = gD

= 6 < Q;(1) < go,Vt > 0.
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Assim, se provamos que W3 (e1,1) < C(9,g0) paratodos n € R" e G com caracteristicas

de G, usemos que ¥, (|€|e1,n) = ¥; <e1 : |_T§L\) e obtemos

¥, (|€le1,n) <C(8,80),Vn €R" e |E| #0.

Provemos que W; (e1,n) < C.

Caso1: |ej—n| < 1.

g(t)

Pelo Teorema do Valor Médio para f () = et (CQ)e(g—1) temos
it = fatn) er-m + gm0y
) &(nh
<aler—nl+ g - 00

=g(1)ler =n|+|f' ()| 11 = nl||n]

VAN
o

[ -
(Dler =nl+ 518 (#) = &)l ler = nl[n]

IN

gm)ler—nl+4 (g () +2(1) ler —nln|
< g&(1)[er —=n[+4(80&(t) +&(t)) ler —n|[n]
<&M)ler—n[+4(g+1)g(1+[nl)ler—nln|

(&(1) ey —n[+4(Zo+1)&(1+[n])|er —n] ITII)(

= ¥alern) < 20+ Ter — 1 t b
s/ &)
fz(ﬂ1+mn+4@”+”2>
<C(&o)

v g(Der —£ln | (14 7))
Sler) = i mhla -7
_ (e +g(n)(1 +[nl)
g(1+n))er—n|
_ 2g(1+ (1 +n))
g(1+n|)ler —n|
_2(1+[n))
ley — 7|
2(|n|+1)
In|—1
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2(|n|+1)
[n]—1

Finalmente usando (2.6), se § € (0, 1) temos

g(|€!)§_g(|n!)
19 ul

onde N — ¢ aplicag@o limitada em R"\B 1 (e1). Isto prova (2.6).

s+ D),
”'SC &l N

< ce(ymax {(|&] + )", (€] +nhe~' } & —n |
= Cg(ymax {1, (|€|+ nD)=° }& —nl(1&]+[n))>~"
< cg(t)ymax {1,(1&|+ n])*° }1& —n[|& —n)>~!
|

Agora, conhecendo esse nucleo para a construcao dos Espacgos de Orlicz podemos

caminhar na dire¢do de defini-los.

Definicao 2.1.7 Dada uma N-fun¢do G e um dominio Q € R" definimos a Classe de Orlicz de
G em Q por

Ce(Q) = {u Q—R mensurcivel;/QG(u(x))dx = /QG(\u(x)Ddx < oo} :
Teorema 2.1.1 Seja L'(Q) o Espaco de Lebesgue das fungoes integrdveis. Entdo
L'(Q)=Jcs(Q),
unido tomada sobre todas as N-fungoes G.

Demonstracdo: Ver Teorema 2.1 em (RIBEIRO, 2006). [ |

Embora ndo necessariamente seja um espago vetorial, a convexidade da funcdo G
torna a classe Cg(€) um conjunto convexo, pois dados € € [0, 1] e fun¢des mensuraveis u; e
up temos G (euy(x) + (1 —€)up(x)) < €G(uy(x)) + (1 — €)G (uz(x)) para qualquer x € Q. A

monotonicidade da integral implica

/QG(eul(xH(l—e)uz(x))dxgs/QG(ul(x))dH(l—e)/QG(zu(x))dx.
Logo, se uy,uy € Cg(Q) entdo euj + (1 — €)up € Ca(Q).

Observacao 2.1.2 Existe uma condi¢do necessdria e suficiente para que uma Classe de Orlicz
seja um espago vetorial. A saber, a condigdo Ay, donde demonstragdo dessa equivaléncia pode
ser encontrada em Lema 8.8 de (ADAMS; FOURNIER, 2003) e em Teorema 2.3 de (RIBEIRO,
2006).
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Definicao 2.1.8 Dizemos que uma N-fungdo G satisfaz a condi¢do Ay, e escrevemos G € Ay, se

existem constantes k > 0 e to > 0 tais que
G(2t) <kG(t), para t <t.

Definicao 2.1.9 Dada uma N-fungdo G e um dominio Q C R" definimos o Espago de Orlicz de

G em Q, denotado por LY (Q), como sendo o menor espago vetorial que contém a Classe de

Orlicz C(Q).

Corolario 2.1.2 Dada qualquer N-fungdo G e um dominio Q C R", o Espago de Orlicz L¢(Q)
estd contido no Espaco de Lebesgue L' (Q).

Demonstracdo: Como LE(Q) é o menor espaco vetorial que contem Cg(Q), qualquer outro
que contenha C;(Q) também ird conter L¢(Q) pois pela definicio de menor espaco temos
LY(Q) = NycgV, onde 3 é a familia de todos os espagos vetoriais que contém Cg(Q).

Lembre que o Teorema 2.1.1 afirma Cg(Q) C L'(Q), isto é, L'(Q) € 3 .

Logo, LY(Q) C LY(Q). n

Observacao 2.1.3 Claramente, a observacdo 2.1.2 nos diz que sempre que G € A, temos
LO(Q) =C6(Q) = {u Q—R mensurcivel;/ G(u(x))dx < 00}
Q

pois se Cg(Q) é, ele prdprio, um espago vetorial entdo ele serd o menor espago vetorial que o
contém.

Veja que isso também ocorre quando G satisfaz CP e CQ.

De fato, mostremos que G satisfazer CP e CQ implica em G € A;.

Dado t > 0, por mudanga de varidveis vem

G(2t) = /OZtg(s)ds = 2/()tg(2z)dz.

Por outro lado, a desigualdade
(g—1): min{s®,s%}g(r) < g(st) < max{s® s} g(1)

do Lema 2.1.5 implica em

/tg(ZZ)dZ < 28 /tg(z)dz =280G(t).
0 0
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Logo,
G(2t) <2'78G(1), para t > 0.

Observacao 2.1.4 Lembrando do Exemplo 2.1.1, sabemos que G(t) = tP é uma N-fungdo com

derivada g(t) = ptP~' e Qg = p— 1. Logo, G satisfaz CP e CQ para 8 = gy = p — 1 e, portanto,
LS(Q) = {u Q=R mensuravel;/ lu(x)|Pdx < 00} =17 (Q).
Q

Isto é, os Espagos LP(Q) de Lebesgue sdo casos particulares de Espagos de Orlicz.
Ou equivalentemente, o "mundo"dos Espacos de Orlicz é uma extensdo dos Espacos de Lebesgue.
E assim como conhecemos os subespagos WP (Q) C LP(Q), chamados espagos de Sobolev,

definiremos de modo natural os subespacos W'-¢(Q) nos Espacos de Orlicz.

Lembremos inicialmente o que € o gradiente fraco de uma fun¢do u : Q — R, o qual
sua defini¢do € motivada pelo comportamento do gradiente cldssico quando existente e a Férmula

de Integracdo por Partes (IPP)

b dv!
8xl / 8xldx+ udv'ds

para v campo normal 4 Q, 0Q € C! e u,® € C'(Q).

Definicdo 2.1.10 Dada uma fungdo u : Q — R, dizemos que (f1, ..., fn) € o gradiente fraco de u

separai=1,...,netoda ® € C37(Q) vale

P
U—dx = / fiPdx.
o Jdx; Q
Nesse caso, f; € dita a i-ésima derivada parcial fraca de u e comumente representada
du , du du
por —, Dju, uy, ou u; e o gradiente fraco (fi, ..., f,) representado por Vu = [ =—,...,=— |.
ox; ox1 ox,

Definicao 2.1.11 Dada uma N-funcdo G e um dominio Q € R" definimos o Espacgo de Orlicz-
Sobolev WG (Q) como o subespago de LC(Q) composto por fungdes que possuem gradiente

fraco e cada derivada parcial pertence a LC(Q).

Isto €,

w'o(Q) = {u € LY(Q):3f1, fu€LE(Q) ugfdx = —/ fibdx,V® € Cg(Q)}
Q i Q
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Definicdo 2.1.12 Dizemos que u € Wol’G(Q) quando u € W¢(Q) e u = 0 sobre dQ no sentido

do trago.
Munindo L¢(Q) 2 Norma de Luxemburgo em Q,

ullG := 1nf{M>0/ ( M)’)d <1} 2.8)

que torna tal espaco completo, temos a seguinte norma para o espaco Wl"G(Q) que também o

torna completo:

<i<

du
lulhoro = max {1152l | 29)

A completude desses espagos normados podem ser verificadas em (RIBEIRO, 2006)

via Teorema 2.5, Lema 2.5 e Teorema 3.1.

Lema 2.1.7 Sejam u € L°(Q) e G satisfazendo CP e CQ. Entdo

|| < max{ (/QG(|M|)dx> 1/(1+<‘5)7 (/Q G(|u|)dx) 1/(l+go)}.

Demonstragdo: Se [o G(|u|)dx =0 entdo u = 0 e a igualdade valera.

Considerando o caso em que [, G(|u|)dx # 0 tome

M= max{(/gc;(|u\)dx)l/(l+5),(/QG(|uy>dx> 1/<1+g0)}

e obtenha por (G — 1),
Ju] dx < | ! dx=1
/Q X S max W,m LGUUD X =1.
Pela defini¢cdo da Norma de Luxemburgo vem ||u||c < M. n
Teorema 2.1.2 Se G satisfaz CP e CQ, entio L%(Q) — L'*9(Q) continuamente.
Demonstragdo: Ver Teorema 2.2 em (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). [}

Corolario 2.1.3 Se G satisfaz CP e CQ, entido W16 (Q) — WH19(Q) continuamente.
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Demonstragdo: Pelo Teorema 2.1.2 existe constante C > 0 tal que ||w||,1+s < C||w||c para

d
qualquer w € LY(Q). Em particular, vale para fungdes u = LY(Q), nos dando

’ 8x,~
by = max ool | 2%
Ullw1,1+8 .—gllagxn Uj|p1+s, ox; LI+8
du
<C —
< max {11 3%}
=C||ul|y1.6.
[
Lema 2.1.8 (Desigualdade do tipo Poincaré) Seja u € Wol’G(Q). Entdo
/ G (-1 g < / G(|Vu|)dx.
Q diamQ) ~Ja
Demonstracdo: Veja Lema 2.2 de (LIEBERMAN, 1991). [ ]

Teorema 2.1.3 (Teorema do Traco de Sobolev) Sejam 1 < p < o e Q C R" limitado com

0Q € C. Existe um operador linear continuo, chamado Operador Trago,
T:W'(Q) = LP(0Q)

tal que:
1. Tu=upq seu € WP (Q)NC(Q);

2. HTMHLI’(QQ) < C(pvg)HuHWH-p(Q)

Demonstragdo: Veja Teorema 1 da Secdo 5.5 de (EVANS, 2010). ]

Em particular, quando u € WC(B,.(y)) para B,(y) C R" obtemos

/ \u|dS§C(n,r)/ (Ju| + |Vu|) dx (2.10)
28,(5) B.0)

pelo Teorema do Traco de Sobolev uma vez que u, Vu € L'(B,(y)) como consequéncia do

Corolario 2.1.2.
2.1.1 Um controle do tipo Dini

Para obter compacidade em alguns casos necessitaremos pedir um outro tipo de

controle para o quociente




32

além da limitagdo uniforme 0 < 8 < Q,(#) < go dada pela condigao (CQ).
De modo geral, uma sequéncia Gy € G(6,g0,mn) converge, a menos de uma sub-
sequéncia, em norma C 1] (f para uma N-fungiio C"! niio havendo garantia do limite preservar a

mesma regularidade das N-fun¢des da sequéncia.

Exemplo 2.1.4 Considere a familia de N-funcoes dada em (BRAGA, 2018) definida por

%;2 se 0 <t <2
Gi(t) == 03 GH002 4 gy 5p) - BH gon<p <yl

1.3 (54K, , 7, 5 5 I

§t Y l“l‘g"‘ﬂ 1212 S€t22+z.

Temos Gy € G(1,7,3/4) para todo k € N e {Gy} convergindo uniformemente sobre compactos

de [0,00) para a fun¢do

%tz se<r<?2
G(t):=
—t+1 set>2
onde G € CH1 (]0,00)) \ C?([0,0)). Em particular; a fungdo limite néo satisfaz (CP). n

No entanto, lidamos com N-fun¢des que se enquadram em (CP), isto &,
G € C'([0,00)) NC*((0,00)).

Em busca de obter essa compacidade, em (BRAGA, 2018) foi desenvolvida uma
ferramenta chamada Controle tipo Dini sobre um médulo de continuidade para o quociente Q,
que preserva regularidade C' ([0,50)) N C? ((0,0)) no espago G(8,g0,M).

Lembremos que médulo de continuidade € uma fun¢do continua ndo-decrescente
o : [0,00) — [0,00) onde ®(0) =0 e () > 0 sempre que ¢ > 0. Agora dados G € G(6,g0) e

0 <1 < L < oo, definimos o0 médulo de continuidade para Q,
0" (1) := sup{| Qs (x) = Q| Swy < Le br—y| <1}.

Definicao 2.1.13 (Controle tipo Dini) Seja G uma N-funcdo satisfazendo (CP) e (CQ). Dire-
mos que Qg satisfaz um CTD se, para fungdes ndo-decrescentes €1,& : (0,00) — [0,00) com

lim &(t) = 0 e para quaisquer 0 < [ < L < oo, vale a estimativa

t—0t
L—1 bl _
/ a’gT(t)drgcw,go)-sl (%) & (LTZ> @.11)
0
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Definiciio 2.1.14 Definimos Ge, ¢,(0,80) € Ge, ¢,(8,80,M) como os subconjuntos das classe
G(8,80) e G(8,80,M), respectivamente, compostos por N-fungcbes que satisfazem o controle

(2.11).

Teorema 2.1.4 Dada uma sequéncia de N-fungoes {Gy} em Gg, ¢,(8,80,M) existe uma sub-
sequéncia {Gy,}; que converge na topologia C? em subconjuntos compactos de (0,) e na

topologia C' em subconjuntos compactos de [0,) para uma N-fungdo Gy € G(8,g0)

Demonstragdo: Veja o Teorema 9.1 de (BRAGA, 2018) e note que Gg, ¢,(0,80,1) = ¥ (&0, Ep)

paras():neEO:%. [ |

Exemplo 2.1.5 Com esse teorema obtemos que a sequéncia {G;} do Exemplo 2.1.4 ndo possui

controle do tipo Dini sejam quais forem € e €.

2.2 Uma breve exposiciao sobre o operador g-laplaciano e as funcoes g-harmonicas

Definicdo 2.2.1 Dada u € W'-¢(Q) definimos o g-Laplaciano da funcdo u por

Agut := div (g(wul)vu) .

|Vl

Exemplo 2.2.1 Quando consideramos G(t) = % para p > 1 temos
Agu = div (\Vu|”*2Vu) .

Para esse caso particular o operador g-Laplaciano é dito p-Laplaciano, denotado por A,
Estudos e resultados semelhantes ao que iremos fazer para o A, jd foram realizados para o A,

anteriormente. Para mais detalhes veja a introdugdo. ]

Sobre as solucdes, do mesmo modo que a defini¢cao da derivada fraca € motivada
pela Férmula de IPP, teremos a solug¢do da equagdo A,u = f. Mais precisamente, usando o

teorema da divergéncia de campos vetoriais X = (X1, ..., Xp,)

/ X Vodx=— / ddivXdx + / 0X - vds,
Q Q oQ

dizemos que u é solugdo fraca de A,u = f no sentido das distribui¢des se para qualquer ¢ € Ci'(€2)

vale

g(|Vul)

/QWvaq)dx:—/Qfm{x.
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Em particular, Agu = 0 se

4
/g ([Vu) Vu-Vdx = 0,59 € C3(Q).

Por outro lado, dizemos que u satisfaz a desigualdade A u > f, isto €, u € subsolucado

g(|Vul)
/Q CSRCACES /fq)dx

de Agu = f, quando

paratoda 0 < ¢ € C7(€2). Assim como Ayu < f equivale a

g(|Vul)
/Q v Vu-V¢a’x2—/Qf¢dx

paratoda 0 < ¢ € C5(Q).

Definiciio 2.2.2 Uma funcdo u € WH6(Q) é dita:
(1) g-harmonica se Agu = 0;
(2) g-subharmonica se Agu > 0;

(3) g-superharmonica se Aqu < 0.

N3ao hé dificuldades para notar que funcdes g-harmodnicas sao g-subharmonicas e

g-superharmonicas simultaneamente.

Teorema 2.2.1 (Principio da Comparacfio) Sejam u,v € C°(Q) fungdes g-subharmonica e g-
superharmonica, respectivamente. Se u < v em dQ entdo u < v em Q. Em particular, se

w € CY(Q) é uma solugdo de Agw =0ew=wyem dQ, entdo w é determinada (linica).
Demonstragcdo: Ver Lema 2.8 de (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). [}
Teorema 2.2.2 (Principio do Maximo) Seja u € C°(Q) fungdo satisfazendo Agu = 0. Entdo
sup |u| = sup |ul
Q aIQ

Demonstragdo: Ver Corolario 3.2 de (GILBARG et al., 1977) e a forma nao divergente (2.16)

do operador A,. [ ]

Teorema 2.2.3 (Principio do Maximo Local) Seja u € L= (Bg) "W 1% (Bg) fungdo satisfazendo
Agu > 0. Para cada’y >0 e ¢ € (0,1) existe C = C(n, g, 7) tal que

c . o\
sup u 4 < —n(g(ﬁrl) R /BR(MJF) dx . (212)

Bor (1-0) 7
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Demonstragdo: Segue pelo Teorema 1.2 de (LIEBERMAN, 1991) tomando A(x,z, p) = % Ds
ay=ay=a4 =as =byg=>by =by =0e a3z =1 e observando que as desigualdades de (1.4) em

(LIEBERMAN, 1991) valem para qualquer ¥ > 0. Faca y — 0O e tenha o desejado. ]

Teorema 2.2.4 (Desigualdade de Harnack) Sejam G € G(8,g0) e 0 < u € WHG(B,) solugdo
de
Agu=f em B,,

onde f € L1(B,),q > n. Existe uma constante C = C(n,d,g0,q) > 0 tal que

supu < C (ianu+’”g_l <rlg||f||Lq(Br)>) :
3

Br
2
Demonstragdo: Ver Lema 3.4 de (BRAGA, 2018). |

Corolario 2.2.1 (Desigualdade de Harnack para fungoes g-harménicas) Sejam G € G(0,go)
e 0 <uc W'Y (B,) solugdo de
Agqu=0 em B,.

Existe uma constante C = C(n,8,g0) > 1 tal que

supu < C-ianu. (2.13)

Br
3 2

Demonstragcdo: Aplique a Desigualdade de Harnack notando que f = 0 € L? para qualquer g
fixado e || f|[4(5,) = 0. n

Na verdade, a estimativa interior (2.13) vale para qualquer kr < r. Apenas devemos
nos atentar a constante C que dependerd da fragdo de raio tomada. Por exemplo, dado k € (0,1)

e u satisfazendo Agu = 0 em B, valera

supu < C(n,d,go,k) ianu. (2.14)

B kr kr

Teorema 2.2.5 Sejam G € G(§,g0) e u € WH6(Q) solugdo de
Agu=0em Q.

Entdo u € C}K;?(Q) para algum a(n,8,g0) € (0,1) e dado Q' CC Q existe C =
C(n,68,g0,dist(Q,0Q)) tal que

lulleres,,) < Cllullr=()-
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Demonstragdo: Usaremos o Teorema 1.7 de (LIEBERMAN, 1991), mas como desejamos uma
estimativa na qual as constantes tém dependéncia de menos parametros do que as apresentadas por
Lieberman, comegaremos com um caso particular a fim de perder algumas dessas dependéncias

antes de aplicar seu resultado.

Como para u = (0 vale a igualdade independente do C, consideraremos o caso

||u]|z=(p,) > 0. Defina

k= [lul|p=5,) e @(x):= @
Veja que:
(1) Ag=@ =0 para g*(t) := %:
_ v (E Vo)) g g(kVo(x)]) 1
st = (Sicgp ot ) —an (05 \Vw( 7))
(g |Vu \Y% u(x)>
(k) |Vu( )k
ga)(x
g(k)

(2) G*(t) := J; &*(s)ds pertence a mesma classe G(§,g¢) de G:

Qg (1) = (1) _ kel (k) (K)

o) g gty %)

3) g'(1)=1
4) ||o|=@5,) = 1.
Entdo pelo Teorema 1.7 de Lieberman existem constantes a = a(n,,go) € (0,1) e

C=C(n,8,g0,dist(Q',dQ)) tais que
lollera@y < C.
Mas [t gr) = 1llctaen -k = 1@]lcr e 1= - Entio

|ullcray < Cllullz=@)
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Lema 2.2.1 (Estimativa do gradiente para fun¢ées g-harmonicas) Seja v solucdo fraca de
Agv=0em Q para G € G(8,8¢). Existe uma constante C = C(n,0,80) > 0 tal que para toda
bola B, C Q,

C
supG(|Vv|) < —n/ G(|Vv|)dx,
Br r By,
3
C
sup |Vv| < —supv.
r r Br

Para B € (0,n) existe C=C (n,,B,S,go, |Vl z=(8, )> > 0 tal que
§r

/ G(|Vv|)dx < CrP. (2.15)

Demonstragdo: Ver Lema 2.7 de (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). [ |

Observacio 2.2.1 Nds conseguimos exibir a forma da dependéncia do pardmetro ||v||j =g, )
gr

na constante C = C (n,ﬁ,3,go, |Vl[z=(8, )) > 0 de (2.15) e percebemos que eles crescem
jr

proporcionalmente.
De fato, seja C(n,3,8,g0) a constante como no Lema 2.2.1 para ||v||p =g, ) = 1.
jr
No caso geral, quando ||v||;=(p, y = 0 vale a estimativa para qualquer C > 0. Assim,
gr

consideraremos apenas os casos em que ||v|| =g, ) # 0 e definiremos

2

v v

(x) .= = .
O sy~ &

Além de ||0||=(p, y = 1, assim como no Teorema 2.2.5, definimos
§r

* L g<ks) * L ! *
g (s) = (0 e G*(t) .—/O g (s)ds

para obtermos Ay« =0 e G* € G(98,80). Entdo

| @ (Vo< c(np.8.50".
B

r

2

Mas note que

ey (g [f8lks) 1 K _ 1
G (t)—/og (s)ds-/0 (0 ds_kg(k)/o g(z)dz—wG(kt)
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e, portanto,

% 1
/BrG (wa\)dx:W/B G(\kVa)])dx:W/BrG(]Vv\)dx

implicando em

[
NI~
(]

| GUvvhar=kek) | G*(Vol)dx < ke(kIC(n. B. 8,50)r".
Br B

NI~

Porisso e (g—2),
f, 609 <6 (Il ) B30
r 3
2

Aplicando a desigualdade (G-2) obtemos

1+6 1+go
G(Vv])dx < max{ (M) (Ml ) }G<1>c<n,ﬁ,6,go>rﬁ.
3 3

J

r
2

[
Teorema 2.2.6 Sejam uc Wh0(Q), B, CC Q, G € G(6,g0) e v E W9(B,) solugdo de
Agv=0 emB,
v=u em 0B,
entdo
_ _ W”’ R VY,
[ (G(IVu[ = G([Vv)))dx > C(8,80) | | G(IVu—Vv]dx+ | TVal [Vu—Vv|“dx
onde A; = {x € B,;|Vu—Vv| <2|Vu|} e Ay = {x € B,;|Vu—Vv| > 2|Vul|}.
Demonstragdo: Ver Teorema 2.3 em (MARTINEZ; WOLANSKI, 2008). [

Observacao 2.2.2 O Lema 5.2 de (LIEBERMAN, 1991) nos garante a existéncia de solugcdo do
problema 2.2.6 sempre que u € W'9(B,) NC°(B,).

Vimos que a g-harmonicidade da fun¢do implica regularidade C llo’g. Mas vejamos
que conseguimos pelo menos Continuidade Holder se enfraquecermos a hipétese. O fato € que
temos um Lema do tipo Morrey nos Espacos de Orlicz-Sobolev como o ja conhecido na subsecao

5.6.2 de (EVANS, 2010) para os Espacos de Sobolev W7, A saber:
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Lema 2.2.2 (Lema do tipo Morrey) Sejam u € Wzlocl (Q)NLY(Q), GEG(8,80) e0<a< 1.

Suponha que para Q' CC Q existe L tal que
][ G(|Vu|)dx < Lr*~!
Br(XO)
vale para todo xo € Q' com 0 <r < Ry < dist(Q',0Q).
Entdo existem C; = Ci(n,a,g0) > 0e C, = Co(n, @, 80,Ro) > 0 tais que

ju(x) —u(y)| { L } /
———= < Cimax§ ——,1 p parax,y e Q" com (0 < |x—y| <
L a0 o

1 1(@0) < o (L+ Il 1y

L 2% ul | ()
] oy < max (ClmaX{G(l),l}7 R@ :

Demonstracdo: Ver Lema 3.3 em (BRAGA, 2018) ou Apéndice em (BRAGA; MOREIRA,
2014). [

Ro.
2’

Observe que o resultado acima continua vilido se tomarmos u € W!6(Q) devido ao

Corolrio 2.1.2, pois nesse caso, Wh¢(Q) c wh1(Q).

Teorema 2.2.7 Seja L operador
Lu := D; (a;j(x)Dju+ bi(x)u) + c;(x)Diu + d (x)u
onde existem constantes positivas A1, A e A3 tais que
(i) aij(x)&i&; > Ai|§]?, Vxe Q& e R

(ii) ¥ laij(x)|> < A3, VxeRY

(i) AT (16102 + les () ) + A7 ()] < A%
Sejam f; € L1(Q),g € LY*(Q) para algum q > n. Se u € W'2(Q) é supersolucdo de Lu =
g+ Difi, ndo-negativa na bola Bsg(y) C Qe 1 < p <n/(n—2), entdo temos

HuHL”(BZR(y)) < CRn/p ( inf u+k(R))
Bg(y)

onde C = C(n, A /A1, AsR,q, p) e k(R) = AT (RI="/4][ ]|+ RXA=1 gl ).
Demonstragdo: Ver Teorema 8.18 de (GILBARG et al., 1977). [

Lema 2.2.3 Fixado um & > 0 definimos a familia de fun¢oes {vy }ycr por vy(x) := ge MR,

Dados 0 < ry < rp existe L = l(n,d,g0,r1) > 0 tal que
Agvy > 0em By, \ By,.

Demonstragdo: Ver Lema 2.9 em (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). [ |
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2.2.1 Forma ndo-divergente do operador g-laplaciano

Considerando u € C?(Q) tal que Vu # 0, o operador g-laplaciano

- (8(|Vu|)
Agu::dlv( Vi Vu

tem a forma ndo-divergente

g([Vu()])

Agut(x) = Se—LTr (A, (x) - D*(x (2.16)
onde
u g'(|Vux)]) > ( Vu(x) _ Vu(x) )
Ay(x) = (aji(x = | 2Z—>——"2%\Vu 1 ® +1,
@)= (@)= (e 01 1) (el © e
e, portanto,
g'(|Vux)]) ) Dju(x)Dju(x)
at(x) = (ST gy () -1 ) IR L (2.17)
0= (S V1) P o
Em particular, A, é (As,Ag,)-eliptico com Ag :=min{1,0} e A, :=min{1,go}.
De fato,
g(|Vul) 2y 8([Vul) N
Yl Tr(AM D M)_—|Vu| Tr((al-j) (D,ju))
_ 8([Vu)) .
]Vu\ Zaka]
ij
g([Vul) v
_WZaUDlju
ij
g(|Vul) g(vul) o\ DuDju o
R GZIE I 7
_ g(|Vul) oo (g (V) )
=T |EPmP guival  wap) T 2P
Por outro lado,
. (8(|Vu|) > 5 <g(|W|)Diu)
div Vul|=Y D;| ———
(Fa ™) = Lo (5,
B Z g'(IVu|)DjuDuDjju  g(|Vu|)Dju  g(|Vu|) DiuD juDjju
B 7 ]Vu|2 |Vu| |Vul|? |Vu|
_ g(|Vul) g(Vu) 1 )
Iz e A i R ) R Ve
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obtendo

_ g(Vul)])

Agu(x) = WT}” (Au(x) - D*(x))

como desejado.

Quanto aos coeficientes ¢;; usamos uma nota¢ao simplificada, mas na verdade
u — ..
aij(x) =a;j(x,u,Vu)

onde

g (pl) >Pipj
aji(x,z,p) = | ——=|p|—1 + 0
/p) (g<|p|>"" P

= <Qg<rp|>—1>%+6u

e p; € ai-ésima coordenada do vetor p € R". [ ]
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3 ABORDAGEM AO PROBLEMA DE REGULARIDADE ESTUDADO

Exporemos o problema estudado nesse trabalho de tese. Em seguida traremos
resultados de regularidade, ndo-degenerescéncia e densidade antes estudados e apontaremos, para
parte deles, em quais aspectos os modificaremos. Também traremos resultados de convergéncia
de minimizantes.

A partir de agora considere sempre G € G(0, go,7n), isto é, N-funcdes G satisfazendo
CP,CQen < G(1) < %

3.1 Conhecendo o problema do tipo cavity flow estudado

Consideremos o problema de otimizagdo estudado por (MARTINEZ; WOLANSKI,

2008)
ggl;g; Jo(v)
onde
Jo(v) = JQQ(V) = /Q (G(|VV|) + /’LX{V>()}) dx, (3.1)

Q C R*(n > 2) é dominio limitado e suave, G é N-funcéo satisfazendo CP e CP, A é constante
positiva, 0 < ¢ € WhG(Q)NL7(9Q) e Ky = {v e WIE(Q);v—9 € Wol’G(Q)} dito conjunto
das funcdes admissiveis.

Elas provaram que qualquer minimizante desse problema ¢ uma func¢io ndo negativa,
limitada, localmente Lipschitz continua com estimativa e satisfaz (em sentido fraco) o seguinte

Problema de Fronteira Livre (PFL) de uma fase

Agu=0 em{u>0}NQ
|Vu| =A% em F(u) (3.2)
u=¢ em 0Q
sendo H(A*) = A para H(t) :=1g(t) — G().
Quanto a Fronteira Livre F(u) := d{u > 0} N Q foi provado que é localmente finita
na medida H"~! de Hausdorff, que a Fronteira Reduzida F (1) req € unido de hipersuperficies C La
e o conjunto dos pontos singulares satisfaz H"~! (F (u) \ F (ut),eq) = 0. Tais resultados envolvem

seguinte teorema de caracterizagdo para a medida A = Aqu.

Teorema 3.1.1 (Teorema de caracterizacao) Seja u minimizante de (3.1). Entdo,
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(1) H""Y(DNd{u > 0}) < o para todo D CC Q;

(2) Existe uma fungdo de Borel g, tal que
Agu = q,H"'9{u > 0},
isto é,

\Y Qdx = HY7L Vo e CT(Q);
- [avirods= [ g )

(3) Para todo D CC Q existem constantes 0 < ¢ < C < oo dependendo apenas de n,d,gy, A, Q

e D tais que, para toda bola B,(x) C D e x € d{u > 0},
c<qux)<C, e ' <H" B (x)Nd{u>0})<Crl.
Demonstracdo: Ver Teorema 6.3 de (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). [}

Definicao 3.1.1 Dizemos que u é minimizante do operador (3.1), ou simplesmente que u é

minimizante, se Jg(u) < Jg(v) para toda v € K.

Lema 3.1.1 (g-subharmonicidade dos minimizantes) Se u ¢ minimizante de Jg, entdo u é

g-subhamonica.

Demonstragdo: Dados € >0¢e 0 < ¢ € C5(Q), pela minimalidade de u e por u — €¢ < u temos

0< é(JG(u—e(P)—JG(u))
= é [/Q (G(|Vu—eVe|) — G(|Vul)) dx+ A|{u—e¢ > 0} — A|{u > 0}|
< é/g(cuvu—evm)—G<|vu|))dx

Aplicando a desigualdade de convexidade G(t) — G(s) > G'(s)(t — s) e a desigual-

dade de Cauchy-Schwartz obtemos

o<1 | (G(1Vu~ev9)) ~ G([Vu))dx

1
= = | ~(6(Vu) = G(u—ev9]))d
- | ~&(1Vu—evo))levolas
B |Vu— eV
- |vu—ev¢1)mlwldx
(Vu—eV9)-V¢
< / 8(Vu— eV =g — v
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Fazendo € — 0, o Teorema da Convergéncia Dominada nos da

o<,

Ou equivalentemente,

Dy - Vdsx.

g(|Vul)
/Q gl Vi Vodr SOM0 <6 € G(@),

Lema 3.1.2 Se u é minimizante de Jg, entdo u é g-haménica em {u > 0}.

Demonstracdo: Seja B CC {u > 0} bola qualquer.
Pelo Lema 5.2 de (LIEBERMAN, 1991) existe uma fungio v € W% (B) N C%(B)
solucdo de A,y =0em Bev=uem dB. Estenda v =uem Q\ B e tenha uma fungio admissivel.
O Principio do Méximo aliado ao lema anterior diz que v > u em B.

Entdo {v > 0}NB = {u >0} NB =B e, portanto, —[{v>0}|=0em Q.

Com isso, a minimalidade de u e a desigualdade

/Q<G<|ww>—G<\vV|>>dxzc(/ G(|Vu—Vv|)d +/

do Teorema 2.2.6, onde A} = {x € B;|Vu— Vv| <2|Vu|} e Ay = {x € B;|Vu—Vv| > 2|Vu|}

V —V|2d>

obtemos

| \/

G(u) —Jg(v)
—/ (IVu]) = G(IVv]) + A|{u > 0} — A|{v > 0}|) dx

= [ (G(1Vul) — G(v) dx
C(/ G(|Viu— V| )dx /Alg(||vvu7|)|Vu—Vv|2dx)

> 0.

Entéo [, G(|Vu—Vv|)dx=0e [Vu—Vv| =0em A;. Assim como a defini¢do de

\%
Are [y, gilvubjb |Vu — Vv|2dx = 0 também implica |[Vu — Vv| =0 em A;.

Logo, u — v é constante em B, mas sendo u —v = 0 em dB obtemos u = v e, conse-
quentemente, g-harmonica em B. [ ]
Aqui provaremos resultados de continuidade Lipschitz, ndo-degenerescéncia e den-

sidade com as mesmas técnicas utilizadas por Sandra Martinez e Noemi Wolanski, que por
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sua vez se assemelham com as de Donatella Danielli e Arshak Petrosyan em (DANIELLI; PE-
TROSYAN, 2005). Mas faremos no contexto de classes de fun¢des e apresentaremos estimativas

com constantes universais que dependem de pardmetros um pouco mais flexiveis.

Definicao 3.1.2 Considere xy € Q para algum aberto Q C R" e as constantes 0 < § < gg < oo,
n € (0,1] e M,A > 0. Definimos a classe de minimizantes S(5,g0,M,A,M,x0,Q) como sendo o
conjuntos das fungoes u que satisfazem:

1. u é minimizante para (3.1) em €;

2. xo € F(u);

3. 0<ueWho(Q) e llull =) <M;

4. GeG(d,80,Mm).
Definimos Sg, ¢,(8,80,M,A,M,x0,Q) como o conjunto de minimizantes u € S(8,g0,1m,A,M,x,Q)

onde, para a N-fungdo G, o quociente Qq(t) = t‘j(—gt)) satisfaz o CTD descrito em (2.11).

Definicao 3.1.3 Se vale u € S(8,80,M,A,M,x0,Q) para todo aberto Q C R" entdo u é dito

minimizante global e escrevemos u € S(8,80,1n,A,M,xp,R").

Observacio 3.1.1 Quando Q = B,(xo) usaremos apenas S(8,80,M,A,M,B,(x0)) ao invés de
S((S,g(),n,)u,M,X(),Br(X())>.

Observacdo 3.1.2 As classes S(8,g0,M,A,M,B,(x0)) gozam das propriedades de scaling

Up xo(x) ;= ———=,p >0 (3.3)
com a relacdo

M
u € 8(8,80,M,A,M,B.(x0)) < up x, € S(5,go,n,l,F,B ).

r
P
E vale salientar que os scaling sdo minimizantes para um problema de otimiza¢do

idéntico ao de u. Mais especificamente, a N-fung¢do G e o pardmetro A ndo sdo alterados.

De fato, veja que

Jo(u) = 52}5; Jo(v) = Jo(up ) = vpvx(fg}gpvxo J6(vp.xo)



46

em By(xp) e B, respectivamente:

Ioltp.0) = [ (G(15tpn) + A pupy 01 )
I

1
=5 o GOV Aty

1
< EJG(V)

= JG (VP X0 ) *
Do mesmo mOdO vemos que

Jo(up xy) = vp_’xfel}%pm J6(vp.xy) = Jo(u) = 5161}{3 Jo(v).

Assim, para investigarmos regularidade de minimizantes, bem como de suas frontei-

ras livres, basta nos dedicarmos ao caso S(8,80,M,A,M,B)) pois

M
uc S(aagOana)L7M7Bl) ~ Up xy € S(aagOaTbA’?EvB (—X()))- (34)

1
p

3.2 Regularidade Lipschitz dos minimizantes

Em (1.6) de (MARTINEZ; WOLANSKI, 2008) temos que em certo sentido fraco os
minimizantes satisfazem
Agu=0 em {u >0},
u=0, |Vul=21" emF(u)=QN{u>0}.
Pela continuidade Holder, que provaremos em breve, obteremos u =0 em F(u) e a
certeza de que {u > 0} € aberto. Agora lembre que A,u =0 em {u > 0} foi provado no Lema
3.1.2, que unido ao Teorema 2.2.5 nos dé regularidade Cllc;éJC para u em tal conjunto. No entanto,

perceba que o gradiente ndo podera ser continuo até a Fronteira Livre, uma vez que Vu =0 em

{u=0}? e |Vu| — A* na fronteira livre no sentido de limite do lema abaixo.

Lema 3.2.1 Seja u minimizante. Para cada xy € F(u) vale

limsup |Vu(x)| =A%

u(x)>05x—x

Demonstragdo: Ver Lema 7.4 em (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). [ |
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Teorema 3.2.1 (Continuidade Holder) Seja u minimizante com ||ul|=q) <M, G € G(6,g0)
G(1)>n. Sea € (0,1) entdou € Cloc (Q) uniformemente. Malspreczsamente, dado Q' CC Q

temos

[u]co,a(Q/) <C(a,n,8,g0,m,A,M,dist(Q',0Q)) <

Na verdade,
2a+1 M }

aon < -
(U] co.e () _max{ (n,o,8,80,Mm,A,M); Zivt (0 097

Demonstragdo: Sejamy € Q', 0 < r < dist(Q',0Q) e B:= B,(y).
Tomando v € W!Y(B) solugdo de A,y = 0 em B tal que v = u em 9B e definindo
A ={x€B;|Vu—Vv| <2|Vu|} e Ay =

— Vv| > 2|Vu|} temos pelo Teorema 2.2.6,

(69l Gvax= .0 | Gvu-wax [ EH vvzdx)(3.5)

Pelos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 (principios da comparagdo e do maximo) obtemos
||MHL°°(B) < HV||L°°(B) € HV||L°°(B) = ||V||L°"(83)
Dai,
|Vl |z=(8y = |Vl|z=(a8) = [|ull=0) < llullz=(8y < [V]|z=(B)

Logo,

|ul|z=(5y = |Vl =(B)

g(|Vul)
|Vl
Desigualdade de Holder, (g — 1), (g —2) e a definicdo de A| obtemos

Observando que /G(|Vu|) € L*(Q), |Vu— Vv| € L*(A;), aplicando a

/G(|Vu—Vv|)dx§/ |Vu—Vv|g(|Vu—Vv|)dx
Aj Ay

|Vu—Vyl|)
|Vul

<clao) [ /5 G V= VoIVl

< ¢(go) (/A1 gﬁ’vvu“") Vu— Vv|2dx> : (/Al G(|Vu|)dx) : (3.6)

|Vu— Vv|\/g(|Vu— Vv|)|Vuldx
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Por (3.5) temos

1

/A1 G(|Vu—Vv|)dx < ¢(8,80) </B(G(|Vu|)—G(|VV|))dx>2 (/Al G(|Vu|)dx);

[ GV oi)dx <e(5.20) [ (G(Vu)) - G|V d

Por outro lado, a minimalidade de u fornece

LGV = GUVe < [ A (gm0~ o)
< A|B|
= Ac(n)r"

que melhora as estimativas acima para

1

/Al G(|Vu— Vv|)dx < ¢(8,g0,n) A2 g(/AlG(WMDdx)Z

/ G(|Vi— V| )dx < c(8,g0,n)Ar".
As

Assim,
/G(yvu— Vol)dx < ¢(8, g0,n)
B

AP+ A2 (/ G(|Vu\)dx) 2] (3.7)
Ay

Estimemos [z G(|Vu|)dx uniformemente.

Pela Desigualdade Triangular, a monotonicidade de G, (G —3) e (3.7) vem
/ G(|Vu|)dx < 2% (/ G(|Viu— Vv|)dx+/ G(|Vv|)dx>
B B

PR (/ (|Vul)d ) +/ G(|IVv))d

Ay
" 3

A A (/ G(\Vu])dx) +/ G(|Vv|)dx

Ay B

Como v é g-harménica aplicamos o Lema 2.2.1 e temos [ G(|Vv|)dx < &P para

< c(5>g07n>

=

cada B € (0,n) dado, com ¢ =¢(n,8,g0,M, B). Logo,
1

/ G(|IVu)dx < ¢ | A7 + A3/ (/ G(\Vu])dx) CreG()P
B Ay
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Para r < 1 temos

1
2
/G(Wuy)dxgc YR </ G(|Vu|)dx) +eG(1)h
B A

< C(”l767807n,M;ﬁ) G(l)

| —
| S

(1+A)B 4+ (1+2)2r (/A G(\Vu|)dx)2

—cli+0P (14058 ( [ G(|Vu\)dx)2] .

Escrevendo [, G(|Vu|)dx =A,

a<clu+aP +1+2) 35 AL

| —

A
1
2

<cla+a) P 2(142)8r2A }

< c(n,8,80,m,A,M,B) G(1) .
Portanto,
]éG(|Vu|)dxSC(n,6,go,n,7L,M,B) G(1) P, (3.8)
Definindo B = n+ a — 1 obtemos
]ic;(|vu|)dx < C(n,8,80,1,2,M) G(1) r .

Nessas condig¢des, aplicando o Lema de Morrey (Lema 2.2.2) vem
20+1r
m)
20+1ag
M)

[M]COV“(Q’) < max (C(I’l, a7g0) max {C(l’l, 57g07n7;1/7M)7 1},
= max (C(n,a,go);C(n,a,S,go,n,l,M);
|

Teorema 3.2.2 (Regularidade Lipschitz) Sejam u minimizante de Jg em Q, G € G(6,g0),

G(1) >

y<Me Q' CC Q. Vale a estimativa pontual

C . /
I . A
u(x) Zist (Y.99) max{1,M} -dist(x,d{u > 0}),Vx € Q' (3.9)
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onde
Ci(n,8,80,A, se dist(Q',0Q) < 1
C = 1( 80,4, M) ( ) < (3.10)
Ci(n,8,80,A,m)diamQ  se dist(Q',0Q) > 1.
Em particular, u € CO'(Q') com estimativa
[|Vul| < ¢ max{1,M} (3.11)
ullp=ony < ——=— .
L) = Gist(Q,09) ’
onde

C(n,d,80,A,M) se dist(Q',0Q) <1
C(n,8,80,A,M)diamQ  se dist(Q',0Q) > 1.

C =

Demonstragdo: Provemos inicialmente o caso em que dist(Q',0Q) =1e M = 1.
Suponha por contradi¢cdo que (3.9) ndo vale.
Entdo existem sequéncias {u;} de minimizantes como no enunciado e {x;} C Q'

tais que
g (Xk )
dy

>k, onde dj := dist(xk,a{uk > O}) (3.12)

Desde que {uy} é uniformemente limitada, temos dj — 0.
Além disso, existe y; € {duy > 0} tal que dj, = |xx — /.
Como {uy} sdo minimizantes de Jg, para Gy € G(9,80,1n), satisfazem Ag u; =0

em {u; > 0}. Portanto, pela Desigualdade de Harnack existe C; = C}(n,§,go) tal que

uk(xk)g sup ukg— inf Uy.
34, (%) 34, (%)

Por outro lado, 1_3% 4, () NB 14, (vk) # 0. Entdo

1
uk(xk) < = sup  Ug. (313)
G B4 00



51

Figura 2 — Construcdo das vizinhas em x; € yi.

Fonte: elaborada pela autora.

Em sequéncia considere

1
Q= {z € By (yk):dist(z,0{ux > 0}) < §diSf(Z, dBg, (yk))}

e tenha B%dk (k) C Q pois yi € d{u; >0} e dist(B%dk (&), B4, (yk)) = %dk.

Figura 3 — Bolas centradas em yy.

Fonte: elaborada pela autora.

Portanto,

Ay == sup [dist(z,0Bg, (yx)) - ux(z)]

ZEQk
> inf dist(z,0Bq,(yk))- sup u(z)
B%dk()’k) B%dk(yk)
3
= de - Sup  U. (3.14)
By, %)
Por outro lado, existem z; € Q; e wy € d{u; > 0} tais que
(3.15)

Ay = dist(z, 0By, (i) - ur(zx) € & = dist(zx, d{ux > 0} = |25 — wy].



52

De fato, pela continuidade da func@o z — dist(z,dBg, (yi)) - ux(z), tal maximo serd

atingindo se considerarmos ;. Agora note que nio ha como z; € 0B, (yx) uma vez que

dist(-,dBg, (yr)) - ux = 0 nesse conjunto, e faria com que z — dist(z,dBg, (yx)) - ux(z) =0 em

Q.. No entanto, como B%dk (vk) C Qg edist(-,dBg,(yr)) > 0em B%dk (yx), tertamos u; = 0 nessa

bola. Absurdo, pois y; € d{u; > 0}. Logo z; € Q.

Em particular, u(z;) > 0.

Figura 4 — Relagdo de vizinhanga entre
Xky Viey Tk © W

Fonte: elaborada pela autora.

Por (3.15),(3.14),(3.12) e zx € By, (yx) temos
Ag 3dy 1 3

I/lk(Zk) = > — Ssup up— > —C'luk(xk).

 dist(z,0Bg, () 4 By ) Gk 4

4

Além disso,

& = dist (zx, d{ux > 0})

I .
< gdle(Zk,aBdk (k)
1
= §(dk— |2k — Vi)
1
< —(dy— 6
< 3(  — Ok)
Entao
1
o < —d
kS 70
e por (3.16), (3.17) e (3.12) vem
u(zx)  3dk

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Agora veja que B, (wy) C .
2

Sejax € Bs, (wy).
El

0
dist (x,0{ux > 0}) < |x —wy| +dist(wg, d{ur > 0}) = [x —wy| < ?k
= dist(x, 8Bdk (yk)) > diSt(Zk, &Bdk (yk)) — |Zk —x|

> dist (2, 0By, (yk)) — (|2 — wi| + [wi — x])

)
> dist(z, dBa,(yk)) — (57‘ + 7]{)

1
> dist (z, dBg, (yk)) — EdiSf (2, dBa, (Vk))

1
= S dist(z, B, (x)) (3.19)

S N

= dist(x,0{ux > 0}) < =

IN
0|

dist(zx, 0By, (yk))

IA
W] =\ =

dist(x,0By, (yk))-
Também por (3.19) temos para x € B, (wy)
Bl

ue(20) = Ay S dist(x,dBg, (yi) )ux(x)
k\tk diSt(Zk,aBdk<yk)) B diSt(Zk7aBdk(yk))

Vv

Portanto,

Sup  uyg < 2uk(zk). (320)

B, (wi)
7

Como Bg, (zx) C {ux > 0}, pela Desigualdade de Harnack existe C = C(n, 8, go) tal

que

inf uy.

ur(zx) < sup uy <
5, (@)

B
%5,{ (Zk)

| —

B3
1

Mas por E%Sk (z) ﬂE%ak(Wk) # 0 obtemos

Cup(zx) < sup  uy. (3.21)

Ezl{ak (Wk)
Definindo a familia de fungoes & : B — R

u(wg+ %x)
ék(x) T uk(zk) .
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Por wy € d{u; > 0},(3.20) e (3.21), claramente

£(0) =0, supp & <2, supg & >C>0. (3.22)
2
Definindo
— Gy (oxt 2
Gilr) o= O, 2l
08k (0k) O
temos pelo corolario 2.1.1 e (3.18),
— 1 —
Gr € G(a7g0)7 < Gk(l) < 17 O — +o. (3.23)
1+go
- A AT
Além disso, para A, := ————, & é minimizante de
k8 (Ok)
o= [ (V) + 5t )
V) = V) + — X.
G B\ orgx (o) 1
Veja que A, — 0.
De fato, por (3.23), (g—2) e (G—2),
0< A= A < A
08k(0k) ~ Gi(0%)
A
~ Gy(1)min{c} 8,5} "5}
B A
Gi(1)o*°
<———=—0.
nle+5

Aproximemos os minimizantes & de fungdes g,-harménicas.

Sejam v, € WGk (B s ) solugdo de
Agkvk =0 emB%, Vi = ék cm 8B%
Assim como foi feito em (3.7) e (3.8),

/ Go(|Vvi — VE|)dx < C(2x £ A2) — 0.
Bs
g

Usando <Gi(1)<1e(G—2)temos

1+go

1 -
Tgkmm{\Vvk—V(Sleé, [V = V&0 | < Gi([Vvi — VE)
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e G|V — V&) < max{\vvk— VE|HS |V, —vgkyHgo}.
Entao,
1 +1go /Bgﬂ{|Vvk—V§k|21} NI /Bg Gi([Vve = Vil )dx = 0 (-24)
c
1 —:go /Bgm{lvvkvékkl} IVvi = Vélegde = /Bg @(lek ~ Vel )dx = 0. (3.25)

I+
Em particular, | Vv, — V|9 ¢ LT?(B% N{| Vv — V& | < 1}).

Aplicando a Desigualdade de Holder com g conjugado de Lebesgue de lligg) obtemos
146
H—go
1
/ |Vvk—V§k|1+5dx§ |B§|5 / |Vvk—V§k|l+g°dx
B%ﬂ{\Vvk—VékKl} 8 B%ﬁ{\Vvk—V.ﬁkKl}
146
I+go
1 _
<185l | (1+80) | Gl V= Vs
%
—0
Por isso e (3.24) tem-se
/ Vv — VE[+0dx 0.
Bs
8
Por Poincaré (Lema 2.1.8), [5_ [Vvi— V&|'™dx — 0, obtendo
8
i — & — 0em Wol’H(S(B%).
Logo,
Vi — ék —0 (3.26)

em quase todo ponto para alguma subsequéncia {vy — & }.

Por outro lado, |[vi[|cag, ) ||Skllcez, ) < C’ implica, pelo Teorema de Ascoli-Arzeld,
2

Bl—

a existéncia de subsequéncias {v;}, {&:} e funcdes continuas ve, € & tais que

Vi — Vo  uniformemente em B
2

& — & uniformemente em .B,
2



Mas passando o limite nas Desigualdades de Harnack

supvi < Cy ian Vi
1

B
5 2

= sup & = SUP Ve < Cyinfve, = Cpinfé...
B B Bl BL

2 5 2 2

Usando (3.22),

0 <supé. < Coianéw < Coé(0) =0.
B 1

3 2
Absurdo! O que prova (3.9) para dist(Q',0Q) = 1.

Para o caso dist(Q/,0Q) =: d > 1 tomamos
Q" ={xeQ; dist(x,dQ) > 1}

e temos dist(Q*,dQ) = 1 além de Q' C Q* CC Q.
Pelo que foi feito, existe Cj = C7(n,§,80,A,1n) tal que
< 1
u¥) < a9
= Cjdist(x,d{u > 0})

dist(x,d{u > 0})

para todo x € C;. Em particular, para x € Q' temos

u(x) < Cydist(x,d{u > 0})
CidiamQ

< —— (i .
< dist(Q’,c?Q)dZSI(x’a{u > 0})

Para o caso 0 < d := dist(Q',0Q) < 1, considere o reescalonamento x — dx,

Qé = {g;xeﬁ} eQ’E = {g;xeﬂl}.

Veja que

_ , y x, dist(Q,0Q)
dist (@,0(Q1)) = _inf |52 = S
. i ( 5) yte’gce&Q | d d d

e a funcdo u, : Q 1= R definida por u,(x) = u(dx) é minimizante do operador

Jo(v) = [ (GalIV¥]) +Atgym0p) .

1
d
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Temos pelo primeiro caso,
u,(y) < Cidist(y,d{u, > 0}),vy € Q.
d

Assim, dado x € Q' escrevay = % € Q' e tenha
i

u(x) = u,(y) < Cidist(y,d{u, > 0})
— C\dist <y, é&{u > 0}>
- %dist(x,a{u = 0}),
como desejado.
Agora estendemos para o caso M > 1 notando que ;; € minimizante de Jg, para

G.(Mt) que satisfaz G, € G(8,80) € G«(1) > 1, além de || 37[|1=(q) < 1. Pelo que jd foi feito

temos

u(x) Ci . /
<
M ~ dist(Q,0Q) dist(x,0{u>0}), Vxe Q'

para C; como em (3.10). Logo, se considerarmos um M > 0 qualquer obtemos

o , ,
N . .
u(x) < Jist (0 )max{l,M} dist(x,d{u>0}),Vx € Q

Para finalizarmos provando a estimativa do gradiente (3.11), observe que basta
mostrarmos em {u > 0} pois |Vu| vale 0 e 1* em {u = 0}° e d{u > 0}, respectivamente.
Lembre que em {u > 0} a fungdo u é g-harmonica.

Comecemos listando trés constantes universais:

1) Ci como em (3.9);
2) C, =C1(n,0,80) > 0como no Lema 2.2.1. Isto é, Supg, |Vu| < % supp_|u| para toda bola
B, € Q.

3) C3 =C5(n,8,80) > 0 uma constante de Harnack em {u > 0}.
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Estudemos dois casos para x € Q"N {u > 0}.
1° caso: d(x) := dist(x,d{u > 0}) < dist(Q,dQ).
Aqui, By(y)(x) C {u > 0}. Entdo

Vu(x)| < sup |Vu|

By (x)
< © sup
< u
d(x)/23@(x)
2C,C
<253 inf

d(x) B ()
=
2C2C3 Ci max{ 1 s M}a’(x)
~ d(x) d
_201GG

max{1,M}.
2° caso: d(x) :=dist(x,0{u > 0}) > dist(Q/,0Q) =: d.
Aqui, B;(x) C {u > 0}. Ento, com as contas idénticas, temos

|Vu(x)| < sup |Vu|

By (x)
iy

< 2C2C3 Ci max{l,M}d(x)

- d d

< 2C,C3 Cymax{1,M}diam(Q2)
- d d

2C1GC
< —ld2 > max{1,M}.

Corolario 3.2.1 (Regularidade Uniformemente Lipschitz para as Classes de Minimizantes)
Sejau € S(8,80,m,A,M,By). Dado 0 < r < 1 temos u € C>'(B,) com estimativa

C(na(g;g();nva')
1—r

|[Vul[=(5,) < max{1,M}.

Demonstracdo: E imediato do Teorema 3.2.2 tomando Q = B e Q' = B,. ]
E evidente que ||Vu||;- (B,) Pode crescer com o crescimento do 7. O préximo teorema
nos diz que perto da origem tal crescimento € controlado uniformemente por um polindmio de

Continuidade Holder.
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Teorema 3.2.3 (Estimativa Holder do gradiente) Sejau € S(0,g0,M,A,M,B)). Existem cons-
tantes C = C(n,8,80,m,A,M) >0e a = a(n,d5,g0,Mn,A,M) € (0,1) tais que

|| Vul|p=p,) <A™ +Cr
1
para todo 0 < r < T

Demonstracdo: Sejam € € (0,1)e A* > 0talque H(A*) = A1*g(A*) —G(A*) = A. Considerando

a funcdo

ve(x) := (|Vu(x)? — (1) —€) ",

pelo Lema 3.2.1, v¢ se anula numa vizinhanca da fronteira livre de u. Ou seja, existe um aberto

A que contém F'(u) onde ve se anula. Logo,
{ve >0} cC {u >0},

onde {ve >0} = {|Vu|? > (A")?+ e} euc CH*({u> 0}).

Em particular, |Vu| é continuo em {u > 0} e obtemos

€
{ve >0} = {|Vul2> (A*)2+€} C {|Vu> > (l*)2+§} c {u>0}.
Por outro lado, pela forma nao-divergente do A, temos
E
Tr (Au(x)D*u) = 0 em {|Vu|* > (1%)* + o

onde A, é a matriz (Ag,A,, )-eliptica

/
. (& (IVu]) DD ju
i (mww”' V. %

Pela desigualdade (13.23) na secdo 13.3 de (GILBARG et al., 1977), a funcio

v = |Vu|? satisfaz

Lv=D; (e”a;‘j(x)Djv) >0em {|Vu|2 > (QL*)2+ g}
com ¢ = ¢(8,80) > 0.

2 (A*)? —¢,0} também serd subsolugio de L em

Deste modo, ve = max{|Vu(x)|
E
{IVul> > (A*)* + 3}
Estendendo o operador L para um uniformemente eliptico da forma de divergéncia

Lw = D; (dij(x)Dj(D) em B
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com coeficientes mensurdveis tais que

~ cV U * €
ij(x) = e”ajj(x) em {|Vul* > (A)* + 7}

obtemos
Lve >0em B;.
Além disso, para he(r) := supg_ Ve,
Z(hg(r) - Vg) - _ZJVg S 0,
com

he(r) —ve > 0em B,
= he(r) em BN {u=0}.
Pelo Teorema 2.2.7, parap=1e0<r < % vale

inf(he(4r) —ve) > Cr"|[he(4r) — ve|[ 1 (8,

> Cr"||he(4r) — vel| L1 (8,0 gu=0))
= Cr "he(4r)|By N{u =0}

Z COhE (4}"),

Co = Co(n,06.80,Mm,A,M), onde a dltima desigualdade é obtida via teorema de densidade cuja
prova independe desse resultado (veja Teorema 3.4.1).
Veja que podemos considerar Cy € (0, 1).

Fazendo € — 0 obtemos

ilrglf(h()(4r) — V()) > C()h()(4l’) <= supyg < (1 — C())h()(4r)

r

<~ h()(r) < (1 —C())h()(4r)
Por iteracao obtemos <4Lk> < (1 —C)* ho(r), que implica na continuidade Holder

ho(r) < Cir* para algum o € (0,1) e C; > 0.

Finalmente, ho(r) := supp (|Vu|* — (A*)*)" implica em

sup(\Vu|2 — (l*)z) < Cir™
B,

= sup|Vu)> < (A)*+C1r*%

r

= sup|Vu| < A"+/C; e

B,
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Corolario 3.2.2 (Estimativa global) Suponha u € §(0,g0,m,A,0,R"). Entdo
[Vu| < A% em R".
Demonstragdo: Para o scaling ug(x) = Ru(%) temos pela relagdo (3.4) que
ueS(5,80,M,A,M,By) < ug € S(6,80,M,A,MR,BR).

Além disso, |Vug(x)| = |Vu(%)| para qualquer x. Assim, por essa igualdade e pelo
Teorema 3.2.3 existem a(”? 67g07 T'I,A,M) € <07 1) € C(}’l, 6>g0> TleM) > 0 tais que
sup |[Vug| =sup |[Vu| < A*+Cr%, YO<r<
Bg B,

Reescrevendo pondo 7 = rR temos
7 o
sup |Vug| S)L*+C(I_€) , VO<7< (3.27)
By
Portanto, fixando 7 > 0 temos
7 o
sup |[Vug| <A*+C (—)
Br R
para qualquer R > 4r. Fazendo R — oo obtemos
sup |Vug| < A™.
Br
Agora pela arbitrariedade de 7 > 0 vem

|Vu| < A" em R".

Corolario 3.2.3 Sejau € S(8,80,N,A,MR,Bg). Existem constantes C = C(n,8,g0,1n,A,M) e
o =a(n,o0,g0,n,A,M) € (0,1) positivas tais que
r\ o
Villpo sy < A*+C (%)
[[Vul|p=,) <A™+ R

R
paratodo 0 <r < 7.

Demonstragdo: Veja (3.27) da demonstragao do ultimo corolério.
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3.3 Nao-degenerescéncia

Como consequéncia da regularidade Lipschitz veremos que se uma certa média do
minimizante numa bola superar a constante Lipschitz de um subdominio que a contém, entdo
a funcdo ndo se anula em nenhum ponto dessa bola. Em seguida, de modo menos imediato,
veremos que se essa média for suficientemente pequena entdo a fungdo se anula completamente

numa bola concéntrica reduzida.

Lema 3.3.1 Sejam u minimizante, y > 0, Q' CC Q e C a constante Lipschitz de u em Q'. Para

cada bola B,(y) C Q' vale

! <][ u(x)ydx) ! >C=u>0emB,(y). (3.28)
B,(y)

r

Demonstragcdo: Suponha que
1

! (][ u(x)ydx) "Sc
" \JB:(y)

mas B.(y) ¢ {u > 0}. Existe xo € F(u) N B,(y) e para todo x € B,(y) temos

u(x) = u(x) —u(xp) = |u(x) —u(xo)| < Clx—xo| <Cr.

% (J[ () M<X)de)ly = % (J[ () (Cr)”dx) y -¢

Contradi¢ao! ]

Lema 3.3.2 Sejam u minimizante, G € G(6,80,M), Br(y) C Q bola comraio0<r<1,y>1e
k € (0,1). Existe ¢, = cx(n,g0,Mn,A,v,k) > 0 tal que
1 1
¥
- (][ u(x)ydx) <cr=u=0emBy(y). (3.29)
By (y)

r

Demonstracdo: E suficiente provarmos em B; pois se u, : B,(y) — R notamos que u(x) :=

uy(y+ rx) é fungdo em B; com

(]é | u(x)mx) %

1 Y

- Y
(’31’ b, ur(y+rx) dx)
( I / ur(x)ydxy

’Bl, Br(y) rt

1

(][ ur(x)ydx) "

Br()’)
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Além disso,

ur =0em By (y) < u,(z) =0,z € B, (y)
S u(y+rx)=0,Vx € By

< u=0em By.

Entdo supondo vilido quando r = 1, dado r € (0, 1) temos

1 1
1 7 1 Y
- (][ ude) <cr=- (][ uydx> <ci
r Br(y) r Bl

Y
= <][ uydx) < ¢
B

= u=0em By

= u, =0 em By, (y).

Provemos o caso r = 1.
Dado k € (0, 1), queremos mostrar que

/ G(|Vul)dx+ A|By( {u> 0} =0

k

Temos pelo Teorema 2.2.3 existe C = C(n, g9, 7, k) tal que

1

7

g:=supu<C (][ u"dx) ) (3.30)
Bﬁ Bl

Por outro lado, pelo Lema 2.2.3 existe u = u(n,go,k) > 0 tal que x — geHP” tem

g-laplaciano positivo em B, \ B. Defina

0 em By

v(x>: 2 k2
Cre(e HRIT — g1k em B\ By

com C| = — > < 0, temos

1
e Hk_p—Hk

Agv <0 emB ;\By
V=E¢ em&B\/,;

0<v<e emB\/,;.

Notando que v > u em dB /> € portanto min(u,v) = uem dB i @ fungdo

o) = min(u,v) emB g
u em Q\B ;
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¢ funcdo admissivel para o problema de minimiza¢do. Vem que

/B G(|Vul)dx + A |By 1 {u > OY] = J (1) — /Q G(|Vul)dx—A|(Q\ By) N {u> 0}
% \Bx
<Jo(@)~ [ G(Vu)dx—2|(Q\B) N {u> 0}

Q\By

onde @ =0em B, e @ < u fazem

Ao >0} = A[(Q\Br) N {u >0} = A[(Q\By) N{@ > 0} = A[(Q\ B) N{u>0}[ <0

/Q (|Va)|dx/ G(|Vu|)d :/Q G(|[Vo|) — G(|Vu|)) dx

= (G(IVol) = G(|Vul)) dx

(Q\B\f (B/z\Br)
= [y (VO —G(Tu)
Entao
/ G(|Vu|)dx+7L|Bkﬂ{u>0}|§/ (G(IVo|) = G(|Vu|)) dx. (331)
By B \Bx

Usando que G é convexa de Classe C? e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

G(|Vu|) - G(|Vel) = G'([Vol|)|Vu - Vol

= G(|Vol) - G(|Vu|) < =G'([Vol)|Vu - Vol

/
Vol
G'(|Val)
——Va)-V(u—a))
Vo |
(IVwD V(o —u).
IV B
Aplicando em (3.31),
Vo
/ G(|Vu|)dx+7L|Bkﬂ{u>O}|§/ g(|Va)])V—-V(a)—u)dx
By B x\Bk Vo

Vo
=— (0] V(u—v)tdx
o 80D V=

Vv
g(|Vv DW V(u—v)dx

- /<B¢,;\Bk>m{u>v}
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Com Agv < 0em B\ By. Assim,

Vv
G(|Vul)dx+A|B,N{u>0 S—/ v )— - V(u—v)dx
Jp GV AB O Ol <= [ (Vg Va)
= Agv(u—v)dx
(B R \BONu>v) )

— Vv vdH"!
/a{wﬁ\Bk)m{m}}( Vsl |)IVI

< — / Vo) — - vdH" !
a{(%\m)m{m}}( Vsl DIV |
V| |
§/ —v|g(|Vv VIdH"™
a{(Bw;\Bm{m}}‘ s DIVI v
</ ju—v[g(|Vv|)dH"!
I{(B p\Bi)N{u>v}}

Claramente, J{(B ;\Bx) N {u >v}} CB ;\By.
Mas perceba que se x € d{(B ; \ Br) N {u > v}} for tal que x € dB, ; ento

u(x) > v(x) =€ =supu > u(x) = u(x) —v(x) =0.
By

Se x € d{(B sz \Bx)N{u>v}} for tal que x € B\/];\I_Bk entdo por continuidade
também temos u(x) = v(x). Dai, se u —v # 0 em algum ponto de d{(B, s \ Bx) N {u > v}}, entdo
esse ponto estd em 0 By.

Logo,

/ G(|Vu|)dx+A|By N {1 > 0V g/ lu—v|g(|Vv])dH"™!
By H{(B7\Be)N{u>v}}

< [ Ju=vlg(vr)ar!
9B,

= ug(|Vv|))dH" 1.
B,

onde |Vv| = 2ku|C, \e’“kze :=C(n,8,g0,k)€. Ainda, aplicando (g — 1) e (g —2) e considerando
que € < 1 vem
1 _

+ 80 C5£

n

Disso e do Teorema 2.1.3 (Teorema do traco de Sobolev),

g(Ce) < g(1)(Ce)® < (1+g0)G(1)(Ce)® <

/G(|Vu|)dx+7L|Bkﬂ{u>O}|§/ ug(|Vv|)dH""!
Bi 9By
< ¢(Ce) / udH"!
9B,

< eC(n.6,80.2.K) | (IVul+u)d

By
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Entao
/ G(|Vul)dx+ A B {u> 0}] < ec/ (|Va| +u) dx. (3.32)
By By

Agora sejam G N-fungdo complementar de G e o > 0 tal que G(a) = A.
Pela Desigualdade de Young e (G»)

|Vu|<G(‘ ’) +G(a)
1+8 1+go
G(|Vul|) max{ ) }4—1,

< C(S,go,A,).

onde (2.3) nos da

Ainda lembrando que H" (F (1)) = 0 vem

/ (|Vu|—|—u)dx=/ ]Vu|dx—|—/ udx
By Bkﬂ{u>0} By,

<[ [e(S.g0 )G(Vul)+ A dr+ [ uds
Bkﬁ{u>0} By,

< c(a,go,x)/B G(|Vul)dx + A|By 1 {u > O} + &|By 1 {u > O}
k

<c(1+e) (/ G(]Vu])dx—l—MBkﬂ{u>0}]).
By
Aplicando em (3.32) obtemos
/ G(|Vul)dx+ A|ByN {u> 0}| < e(1+€)C </ G(|Vul)dx+A|Be N {u > 0}\) .
By By

para algum outro C = C(n, 8,80, A, k)
~ 1
Veja que a prova finaliza se €(1+ €)C < 1 e para isso € suficiente que € < Yk

Para garantir isso, lembre que (3.30) fala da existéncia de um C(n, go, 7,k) tal que

v
e:=supu<C (][ uydx) )
By

B r

Defina ¢; = (3CC)~! e tenha

implicando em
1

Y 1
€= supugC(][ uydx) <Cc; < —=.
B ; B 2C
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Logo, u =0 em B;.
[

Teorema 3.3.1 (Nao-degenerescéncia) Sejam u minimizante e B,(xo) C Q bola com 0 < r < 1

e xo € F(u). Existe C =C(n,go,n,A) tal que

1

1.
2 2
Cr< (][ u(x) dx) ;

Br(x())
2.

sup u > Cr.

Br(xo)

Demonstracdo:

1. Como xg € F(u) entdo u # 0 em By, (xo) para todo k € (0,1).

Fixando y = 2 temos pelo Lema 3.3.2 que

I 2 \?
(f - wwrax) > clngon Ak,
Br(XO)

r

Motivados em perder mais uma dependéncia considere k = % e C=C,. Dai,
2

1

2
! (][ u(x)zdx> > C.
r B (xo)

sup u < Cr,
Br(xo)

2. Se ocorresse de

1

entao |
2 2
l <][ uzdx) < 1 (][ (Cr)zdx> =C.
B,(y) r \JB.(y)

r

Que contradiz 1.
[ ]

3.4 Densidade em pontos da fronteira livre

Por definicdo de fronteira de um conjunto, qualquer xy € F(u) acumula pontos de

{u >0} e {u = 0} em suas vizinhagas. O préximo resultado mostra que essa acumulagdo se dd

de forma significativa e uniforme em ambos 0s conjuntos.
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Teorema 3.4.1 (Propriedade de Densidade) Seja u € S(6,g0,1n,A,M,By). Entdo para cada
0 < R < 1 existe uma constante universal ¢ = c¢(n,d,80,M,A,M,R) € (0,1) tal que

u=0}NB
SMS 1—c, para0 <r<R.
|B/|
Demonstragdo: A estimativa superior equivale a uma estimativa inferior do conjunto comple-
mentar de {u = 0} N B,. Isto €, mostraremos inicialmente

[{u=0}NB,|

<l-c¢
|B;|

provando que existe c¢(n,d,g0,N,A,M,R) tal que

lu>03nB,

< ara0 <r <R.
B P

Perceba que como 0 € F(u), pelo Teorema 3.3.1 existe C = C(n, 8,80,1,A) tal que

§c< (7[3

Isso garante a existéncia de um y € B% tal que u(y) > 5C, e por continuidade, uma

bola B, (y) C (B,N{u > 0}).

1
2

u (x)zdx>

r
2

Mostremos que conseguimos bolas com volumes uniformemente nao-degenerados.
Seja C(g) = C(n,8,80,M,A,M,R) constante Lipschitz de u em Bg.

n
Defina ¢ := (ﬁ) , supondo sem perda de generabilidade que C < 2C(), e veja

que B (y) C B,N{u>0}.

C
4C(R)
.(y) C Bg tem-se

De fato, parax € B ¢
4C(R)

,
() )] = Cbe ] < g = 4

= %C <u(y) <u(x)+ Z};C

:>O<£C<u(x)

:>BLr(y) C {u>0}

Logo,

B n
[{u> 0} B/| >| %r(yﬂ :< : > =.c.

|Br| N ‘Br| 4C(R)

Agora mostremos a existéncia de ¢(n, 8,80,1,A,M,R) tal que

u=0105,]

B, para0 <r <R. (3.33)
,
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Para melhorar a clareza das estimativas vamos escrever r = 1 observando a identifi-
cacdo de u: By — R e u, : B, — R por u(x) = u,(rx), que fornece

{ur =0}NB,

{u:O}ﬂBl =
r

{u=0}NBi| _ hltw=0}nB| _ [{u,=0}nB
B B Bl

Provemos para r = 1.
Supondo, por contradi¢do, que (3.33) nao vale, existe uma sequéncia de minimizantes
{uy }ren na classe S(n, 6, g0,A,n,M,B;) tal que & := |[B; N {u; =0} — 0.

Sejam vy € leG(B%) solucdes de

Agvi=0 em B%

Vi = U em&B%.

Definindo A% = {x € B%; (Vi — Vvi| < 2|V |} e AS = B% \ A¥ obtemos via o0 Teorema 2.2.6 €

minimalidade de uy,

/k Gi(|Viug — Vg|)dx < c(5,g0)/ (Ge(|Vitg| = Gy (Vi ])) dx
Ak B

|

2

< c(8,80)A [{ve > 0} N B[ — [{ux > 0} N By ]

< ¢(8,80)A[|B1| = (|B1] — &)

C((S,go)lek — 0, (3.34)

e para uma estimativa andloga em A’l‘ vejamos primeiro que

gi(|Vuy|)

k Vit = Voidx < (8.,80) [ (Gl = Gu(| Vi)
AX ]Vuk\ B

1

2

< C(S,go);LSk — 0. (3.35)

Com (3.35) e assim como em (3.6) temos

1

1
Vu 2 2
610V =9 < cten) (|, S - v ( [ 69
A} A} | Vg | A}

< ¢(8,90) (her)? (/AI; Gk(\Vuk])dx) %.
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Por isso, (3.34) e como em (3.8) vem

/B Gi(|Vux — Vel )dx < (8, go) Ae + (8, 80) (Aer)? </Ak Gk(|Vuk|)dx)
1 1

(]

1
<c(0,80)A& +c(n,8,80,Mm,A,M)e; — 0.
Pelo Lema 2.1.8 (Desigualdade do tipo Poincaré) e € — 0 também temos

1
/ Gl — vi)dx < ¢(n, 8,80,m, A, M)Z — 0.
B,

2

Portanto, pelo Lema 2.1.7 temos ||ux — vil[y1.6, (5, ) = O.
2
Melhor do que isso, veja que u; — vy — 0 em WOI’H‘S( %).
De fato, vejamos inicialmente que uy; — vy € WO1 148 (B1).
2

/ ’”k—Vk’H(sdx:/ ’Mk—Vk!Hédx—k/ \uk—vk\1+5dx
By B N{fug—vye|<1} By N{jup—ve|>1}
2 2 3
1
Gi(1)

<IByl+ gy | Gull— vl
2 Bl
2

1
< |B1|+—/ Gi(|ug — vi|)dx < oo.
2 n BL
2

Do mesmo modo

1
/ yvuk_vvk11+5dxg\311+—/ G| Vit — Vg |)dx < oo.
By 2 NJB

2

Usando o Corolario 2.1.3 temos

||uy — VkHW‘v‘*‘S(B[) < C|uy — VkHWl’Gk(Bl) — 0.

(]
(S

Em particular, existe subsequéncia tal que u; — vy — 0 em quase todo ponto de B} .
2
Lembre que {u} e {vi} sdo uniformemente limitadas por M. Além disso, a estima-
tiva uniforme Holder das primeiras e a regularidade uniforme C'*% das segundas garantem a

equicontinuidade. Pelo Teorema de Ascoli-Arzeld existem ug € C°(B 1 )evo€CH(B ! ) tais que

U, — ug uniformemente em B
2
vi — vg uniformemente em B
2
Mas se u; — vy — 0 entdo ug = vop em B} .
2

Aplicando o limite nas Desigualdades de Harnack

supvy < Cianvk
1

B
1 1



71

obtemos

0 < supuy = supvy < Cinfvy = C%nfuo = up(0) = 0.

B B B 1
1 i 7 7

Implicando em uy = 0 em B}, o que contradiz
1

e
][ u(1)+5dx >0
B
1
uma vez que
s
][ u,1<+5dx >C>0
B

I

pelo Lema 3.3.2,, 0 € d{u; > 0} e a convergéncia uniforme de u;, para uy. [

3.5 Regularidade flatness

Nesta secao traremos conceitos e resultados, ja encontrados em (MARTfNEZ; WO-
LANSKI, 2008), essenciais para fundamentar o que seria uma N-fun¢do adequada no que tange

a garantia da analiticidade da fronteira livre do minimizante associado a N-fung¢@o pelo problema

(3.1).

Definicao 3.5.1 (Classe Flatness) Sejam 0 < oy,0_ <1 e T > 0. Definimos a Classe Flatness
F(04,0_;7) na bola B, como o conjunto das fun¢des u que satisfazem:
(i) u€ S(8,80,M,A,M,B,) para alguma classe de minimizantes;
(ii) u(x) =0 para x, > o1r;
(iii) u(x) > —A*(x,+o0_r) para x, < —o_r;
(iv) |Vu| <A*(1+4 1) em B,.
Analogamente, diremos que u € Fg, ¢,(04,0_;7) quando u € F(04,0_;7) e satisfaz o controle

tipo Dini para as fungoes €; e &.

Mais geralmente, mudando a direcdo de e, pela direcio de um vetor unitdrio v
substituimos x;, por (x, v) na Defini¢do 3.5.1. Se ainda trocarmos a origem por xy € R” obtemos

a Classe Flatness F(04,0_;T) em B,(xp) na direcdo v.
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Figura 5 —Classe flatness F(0,0_;T) em B, na dire¢do e,

= —(xy+or)=0 I

Fonte: elaborada pela autora.

Observacdo 3.5.1 Perceba que se u € F(04,0_;7T) entdo compreendemos alguma vizinhanga
da fronteira livre que contém a origem entre os hiperplanos {x, = o.r} e {x, = —o_r}.
Primeiro, porque os pontos de BN {x, > 04r} ndo acumulam em suas vizinhas pontos de
positividade da fungdo u e, portanto, ndo podem ser pontos da fronteira livre. Do mesmo modo
que em B, N{x, < —0o_r} a fungdo é estritamente positiva pelo item (iii), fazendo com que ndo
exista ponto da fronteira livre.

Em particular, se reduzirmos o valor de 6+ ou 6_ teremos uma classe ainda melhor
pois compreenderemos a fronteira livre entre hiperplanos mais proximos. Em outras palavras,
quanto menores forem o4.,6_ € [0, 1], mais fortes serdo as condi¢des da definicdo de Classe
Flatness.

Algebricamente, F(04,0_;7) C F(0,0_;7) se G > O4.

De fato, sejau € F(04,06-;7) em B,.

Para x € {x, > or} N B, temos x, > o4r que implica em u(x) = 0, onde essa é a
tinica condicdo que depende de 0.

Analogamente, parau € F(04,06_;T) e 6 > 0_ tem-se u € F(0,0;7), observando

que se x, < —or < —o_r entdo u(x) > —(x, + 6_r) > —(x, + or).

O fato € que em certas condi¢des conseguimos fazer essa melhoria de classe. Para

entender quais sao essas condi¢des veja o proximo lema.
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Lema 3.5.1 (Melhoramento da Classe Flatness) Sejam u € S(6,g0,m,A,M,B1) e 6 € (0,1).

Existem contantes positivas 69 = 0¢(n,0), cg = cg(n,0) e C =C(n,8,g0) tais que se

0 < 0y
7 < 0y0?

u € F(o,1;7) em By na diregio v

entdo

u€e F(00,00;0%1) em B, na direcdo V

para algum cop <1 < 1p e |V —Vv| < Cp.

Demonstragcdo: Veja Lema 9.5 de (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008), que € o mesmo lema com

as mesmas dependéncias de parametros nas constantes de estimativa. ]

Teorema 3.5.1 (Flatness implica regularidade em F(u)) Seja u € S(8,g0,1n,A,M,B1). Exis-

tem contantes positivas o, 3,, 0, e T, dependentes de n,8,g0,M e A tais que se
oc<o0y, r< Toof” eu€ F(o,l;00) em By,

entdo F(u) N B é uma superficie C1"%.

r
i

Demonstracdo: Novamente, em (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008) encontramos o resultado
com as mesmas dependéncias de pardmetros nas constantes de estimativa. Veja o Teorema 9.3

do referido artigo. ]

Note que estando nas condi¢des do Lema 3.5.1 conseguimos adequar nossas hipo-
teses as do teorema de regularidade flatness acima via iteracdo do lema de melhoramento de
classe.

Além disso, (KINDERLEHRER et al., 1978) nos garante a analiticidade da fronteira
livre do minimizante caso esta seja de regularidade C!**. Tendo isso em vista, nosso objetivo
serd investigar em quais condi¢des a N-fun¢do nos fornece minimizante pertencente a uma classe

F(0,1;00) com 0 < 0y a fim de aplicarmos o Teorema 3.5.1.
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3.6 Blowups e solucoes em semiespacos

Para # minimizante do problema (3.1) em B; com u(0) = 0, considerando uma

sequéncia de niimeros reais py — 0" definimos a sequéncia de Blowups uy : B; /p, — Rpor

e (x) == %. (3.36)

Cada uy € minimizante de Jg em By, , lembrando que para a mesma N-fungéo G e
mesmo A do operador para u.
Para mostrarmos isso, de maneira idéntica ao feito no scaling geral 3.3, facamos a

identificacdo entre

vEW O(B) evy() = 2B ¢ wig ).

Pk

Temos

Jo): = [ GV + A0 () d

1/py

= (G(|Vu(prx)|) + A X (us0y (Pxx)) dx
Bl/Pk
_1
Py /B
1

< L [ (GO ) + Aoy () (337)
Py /B

= (G(IVv(prx)|) + A xgv0y (Prx) ) dx
Bl/Pk

=J(w)

(G(IVu(x)[) + A2 (u>0y (x)) dx

onde

V—uc WOI’G(BO S v —u € WOI’G(Bl/pk)-

Por fim, se u € S(8,g0,1n,A,M,B;) entdo u; € S <5,g0,n,7t, %’Bl/Pk>'
Do mesmo modo que (3.37) faz com que u; € S (5,g0, n,A, pMk’Bl/Pk) implique em
uc S(67g07n7)t’7M7Bl)' Logo,

M
uc S<65g01n7l7M7Bl) < u €S (&80#7»% p_’Bl/Pk) (3.38)
k
Observacio 3.6.1 Veremos que a menos de subsequéncias {uy} converge em C?O’g (R™) para

uma fungdo Lipschitz continua ug, chamada limite do Blowup, que é minimizante global, isto é,

ue S(8,g0,m,A,M,R).
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Comegcamos mostrando limitacdes uniformes para essa sequéncia de fungoes.
SejaB=Bg CR" e o € (0,1).
Estimativa lipschitz uniforme: Como p; — 07, existe k, € N tal que para k > k, vale
PR < 3.
Tome, pelo Coroldrio 3.2.1, C = C(n,8,80,A,Mm,M) constante Lipschitz de u em By ),, e
obtenha

||V”||Lm(%) <[Vl =8, ,) < C.

Uma vez que

X,y € B < kaakaEBpkm

para x,y € B e k > ko tem-se

|ug (%) — ()| = —|u(prx) — u(pry)|

1
—|u
Pk

1
< —Clpex — pryl
Pk

=Clx—yl|. (3.39)

Obtemos que {uy} é uniformemente Lipschitz continua em Bg com constante Lipschitz
independente de R. Equivalentemente, a sequéncia {Vuy} é uniformemente limitada em B
por uma constante C # C(R).

Equicontinuidade: Vejamos que dado € > 0 existe 0 > 0 tal que x,y € B, |x—y| <
implique em |uy(x) — ur(y)| < €, qualquer que seja o k € N.

Por (3.39) tome & = & e tenha
Ix —y| <6 = |up(x) —ux(y)| < €.

O que prova a equicontinuidade para k > k,.
Limitagdo uniforme em B: Novamente, para k > k, temos Bpr C By,. Entdo existe

constante C1 = Cy(n,8,80,A,M,M) como em (3.9) tal que

C .
ull gy < 7 sup dist(x,d{u > 0}) < 2Ci iR
k 2 XGBka
Entao
1
el =(8) = EH“HLM(%) <2CiR,

que prova a limitagdo uniforme em {uy } >,
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(4) Limitacdo uniforme das semi-normas Holder {\ukj |Co,a(3) }k . : Seja C > 0 a constante
i=ko
Lipschitz de u em B,. Para kj > ko temos
2

\Mk,(x) —Mk,(y)|

|uk;|cow(py = sup

X,yEBx#£y ‘x _y|a
1 |u(pr;x) — u(pr;y)|
=— sup a
pkj X,yEBx#y |X - y‘
< L C|pij_ij)’|

N Pk; x,yeB:x£y |x - y’a

=C sup |x—y/'7®
x,yEBx#£y

<C(R)'™“

=Ck.

Em particular, se ug é o limite uniforme de u, em B via o Teorema de Ascoli-Arzeld,

aplicando o limite em j para as desigualdades
| (x) — g (v)| < Crlx—y[*

obtemos

|M0|Co.a(B) < Cg.

Provemos a convergéncia desejada para outro tipo de sequéncia de minimizantes e

adaptemos a prova para a sequéncia de blow-ups.

Lema 3.6.1 Sejam uy € S(0,80,M,A,M,Bg,) para o mesmo operador Jg, com Ry — oo. Entdo
existe uma funcdo Lipschitz continua ug em R" tal que, a menos de subsequéncia, para algum
ac(0,1),

U — uo em CZOO’?(R”)

Vu, — Vug q.t.p. em R".

Além disso, uy é minimizante global, ou seja, minimiza Jg em Bg para todo R > 0.

Demonstracdo: Mostremos a convergéncia em cada Bg C R”.
Sejam R > 0 e k > 1 tais que % > max{R,1}.
Pelos Teoremas 3.2.2 ¢ 3.2.1 temos u; € CO%*(Bg) e

C(n,0,g0,A,m,M) .
||Vuk||L°°(RRk)§ ( Ry 1 )dtamBRz,(:C(m(S,go,l,n,M).

2 2
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Portanto, por (CAFFARELLI; ALT, 1981) podemos extrair uma subsequéncia con-
vergente em C%%(Bg) para uma fungio ug Lipschitz continua em R".

Para a convergéncia Vi, — Vug q.t.p. em R"” lembremos que convergéncia em
norma C%% implica em convergéncia uniforme.

Tomemos xy € {up > 0}.

Existem &,y > 0 tais que ug > ¥ em B¢(xg) pela continuidade de ug. Entdo para
k> 1 temos u > £ em B¢ (xo). Em particular, u € g-harmdnica em B (xg) C {uy > 0}.

Pelo Teorema 2.2.5 vem

il lcr.e (B (x)) < CM.

¢
Entdo, sobre uma subsequéncia Vu;, — Vug uniformemente em B% (x0).
Resta provar que Vi, — Vug q.t.p. em {up = 0}.
Mostremos a convergéncia em S C {ug = 0}, subconjunto formado pelos pontos de
densidade 1 em {ug = 0}.

Sejaxg € S.
up(xo+x) _ 0.

I

Afirmamos que ug(xp +x) = o(|x|), ou equivalentemente, lim,_,

Supondo, por contradi¢do, que up(xg +x) # o(|x|), existem y > 0 e sequéncias
{rj >0} ey; € By;(x0) tais que up(y;) > yrjer; — 0.

Pela continuidade Lipschitz existe C > 1 tal que para todo x € By,,(y;) vale
yrj—uo(x) < uo(y;) —uo(x) < luo(y;) —uo(x)| < Cly;—x|.
Para0 < c < 1ex € Bey,(y;) vem
yri—uo(x) < Ccyrj = up(x) > yrij(1—Cc).

Tome ¢ = % e tenha uo > % em By, (vj). Em particular, Beyr, (vj) C {uo > 0}.

Considerando, sem perda de generalidade, que 0 < y < 1 temos

chrj(yj) C B’)/rj(yj) - Ber(XO)-

Dai,

{0 > 0} By ()| _ B, 0)] fepyn
Ba (o)l [Bar(w)] (5)

Fazendo r; — 0 teremos densidade de xo em {ug > 0} positiva. Absurdo, pois xo € S.
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. N . Uglxp+x
Concluimos entdo que lim 0(0—) = 0 como afirmado.

x—0 \x|
Com isso e a convergéncia uniforme de u; para ug, dado y > 0 temos ”—r" < 7yem

B (xp) parar < 1 e k> 1. Dai,

1

2
(][ u%dx) <ry.
Br(x())

Tome C% doLema3.3.2, y < C% e tenha

1

2
(][ u%dx) <rCiparar<lek>1.
Br(XO) 2

Pelo Lema 3.3.2 vale
uy =0em B%(xo) parar << lek> 1. (3.40)

Logo, klim Vi (xo) =0 = Vug(xp) no aberto S.
—>00
Isso conclui a prova das convergéncias.
Mostremos agora que ug € S(8,80,1,A,M,Bg) para todo R > 0.

Seja vg fungao tal que ug —vo € w! ’G(BR). Queremos mostrar que

| (60VuoD + 2tgugm0) dx < [ (G(Vv0])+ Ay d
R

R

Tome ¢ € Cy (Bg) com 0 < ¢ < 1 e defina a sequéncia

vk :=vo+ (1 — @) (ux —uo)

que satisfaz u; — v, € W19 (Bg). Logo,

| (6(VuD + A0 dx < [ (G +Apsn0y) d
R R

Como ||V ||p=(p,) < C uniformemente, G(|Viy|) — G(|Vuo|) em quase todo ponto

e G ¢ crescente, o Teorema da Convergéncia Dominada nos da

/ G(|Vig|)dx — / G(|Vuo|)dx. (3.41)
B B

Do mesmo modo que a definicdo de v, nos da Vv, — Vyg em quase todo ponto com

{Vvi} uniformemente limitada. Pela mesma justificativa acima temos

G(|Vvy|)dx — / G(|Vvo|)dx.
Bgr Br
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Agora note que ¥y,~0y < Imsupg Xy, >01 € X{y,>0} < X{vy>0} + X{o<1}-

Assim,

|, (G(¥u0l) 4 Ao < timsup | (GViul) + At 01)
R R
< [ (GO + Aty i
R
< [ (69w + Apsgm0) + Aoy
R

onde [ X(yp<11dx = |{¢ < 1}| pode ser tomado tdo pequeno quanto se queira. Portanto,

|| (60Vi)+ A2 ugo0)) d < [ (G(Vs0])+ Aguym0p) .
R R

Pela arbitrariedade da funcdo admissivel vy conclui-se que 1y € minimizante em Bp.
Para ugy € S(6,g0,M,A,M,Bg) nota-se que G € G(8,80,1) ¢ 0 < up < M uma vez
que 0 < uy <M. Por fim, 0 € F(up) pois up(0) = lilzn u;(0) = 0 e caso up = 0 numa vizinhanga
do zero, teriamos 0 € S e, pelo que j4 foi feito, vy = 0 numa vizinhanga do zero para indices

suficientemente grandes. Absurdo, pois 0 € F (uy). n

Corolario 3.6.1 (Convergéncia dos blow-ups) Sejam u € S(6,80,1,A,M,B1) e uy : By/p, —

. u\Prx - . SO . ,
R sequéncia de blow-up uy(x) := M Entdo existe uma funcdo Lipschitz continua uy em R"

Pk
tal que, a menos de subsequéncia, para algum a € (0,1),

Up — Uo em C;)O’?(R”)

Vu, — Vug q.t.p. em R".

Além disso, uy é minimizante global, ou seja, minimiza Jg em Bg para todo R > 0.

Demonstragdo: Embora as atuais ;s ndo estejam na mesma classe de minimizantes (ver 3.1.2),
a observacgdo 3.6.1 nos garante a validade em reproduzir a prova do Lema 3.6.1 pois todas as

estimativas universais dessa prova passam pela continuidade lipschitz. ]

Lema 3.6.2 Sejam uy € Se, ¢,(0k, 8ok, N, A,M,Bg,) com Ry — oo, onde existem 0 < § < go < o
tais que 0 < O < gox < go. Nessas condicdes existe uma fungdo Lipschitz continua uy em R"

tal que, a menos de subsequéncia, para algum o € (0,1),

U — Uo em C;)O’g (R™)

Vu, — Vug q.t.p. em R".

Além disso, uy € S(8,g0,M,A,M,Bg) para todo R > 0.
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Demonstragdo: Para as convergéncias observa-se que u; € S(8,80,n,A,M,Bg,) pois Gy €
G(8,g0) como no Lema 3.6.1 e que a existéncia da fungdo limite ug, assim como as propriedades
das convergéncias desejadas, ndo dependem da N-fungdo G, apenas que G € G(0,gp,7n) com a
finalidade de invocar estimativas de regularidade C''* em funcdes g-harmdnicas, continuidade
Lipschitz e ndo-degenerescéncia para minimizantes.

Provemos que ug € S(J,80,M,A,M,Bg) para todo R > 0 de modo andlogo ao feito
no Lema 3.6.1. Observe que a unicidade da N-funcdo G teve relevancia apenas na aplicacio do

Teorema da Convergéncia Dominada para as convergéncias

/BRG(\Vuk])dx—)/BRG(]VuO])dx e /BRG(\Vvk])dx%/BRG(\VVO\)dx.

Aqui, usamos CTD para aplicar o Teorema 2.1.4 e obter uma G € G(8, go) tal que, a
menos de subsequéncia, G converge para G em norma C'! sobre compactos de [0, ). Por maior
razdo, converge uniformemente sobre compactos de [0, ).

Entdo Gi(|Vui|) — G(|Vup|) com |Vuy| < C. Além de Gi(|Vuy|) < Gi(C) <2G(C)

para k > 1. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

/Gk(\Vuk|)dx—>/ G(|Vuo|)dx.
Bgr Bg

Analogamente,

/Gk(|Vvk|)dx—>/ G(|Vvo|)dx.
Bgr Br

O restante da prova se dd como no Lema 3.6.1. ]

Corolario 3.6.2 Sejam wy € S¢, ¢, (0k, 8ok, M, A, M,B1) e py — 0T onde existem constantes 0 <
0 < go < ootais que 6 < O < gox < &o.
Dada a sequéncia

uy(x) = Wilpix)

em B
Ok 1/px

existe uma fungdo Lipschitz continua ug em R" tal que, a menos de subsequéncia, para algum
ac(0,1),
0,0 /mpn
ur — uo em C,). (R")

Vu, — Vug q.t.p. em R".

Além disso, para algum p € |8, go| temos up € S(p, p,n,A,M,Bg) para todo R > 0.
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Demonstracdo: A prova segue como no Lema 3.6.2 uma vez que a dnica diferenca é falta de
limitagdo uniforme das u}s pois ux € S(&,gok, M, A, M/px, By /p.)- No entanto, € necessdrio
apenas que os gradientes sejam localmente uniformemente limitados, o que € garantido uma vez

que

Va5, = Vw4l (s,

|

Um bom substituto para o controle do tipo Dini quando trabalhamos no contexto

de convergéncia para N-fun¢des {Gy} € tornar as constantes de Lieberman tdo préximas ao
ponto de convergirem para algum numero positivo, fazendo com que a funcao limite seja da
forma G(t) = t? para algum p. Essa aproximagao serd descrita por gox — O = o(k), que significa

limy 0 gox — O = 0.

Corolario 3.6.3 Suponha uy, € S(Ok, 80k, N,A,M,Bg,) com Ry — oo. Assuma que existem cons-

tantes 0 < 6 < go < oo tais que
6 < & < gok < go e gok — & = o(k).

Entdo existe uma fungdo Lipschitz continua ug em R" tal que, a menos de subsequéncia, para
algum o0 € (0,1),
0,0 /0
U — Uo em C,). (R")

Vu, — Vug  q.t.p. em R".

Além disso, para algum p € |8, go| temos up € S(p, p,n,A,M,Bg) para todo R > 0.

Demonstragdo: A convergéncia se dd como nos resultados anteriores, uma vez que temos o
controle Lipschitz.

Para a segunda parte notemos que, por se tratar de sequéncias limitadas, existem
subsequéncias { & }n e {gox }rv convergentes.

Tendo em vista que 0 < gor — O — 0 obtemos
keN/
8,80k ~— p € [8, 80
Seja G uma N-fungio limite de {G;} em norma C'%. Aplicando limite pontual em

min{r' % 180 1G (1) < Gr(r) < max{t' % 11 T80 G, (1)
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temos

€ consequentemente,

Qg(t): : =p, vt > 0.

Que, up € S(p, p,Nn,A,Bg) segue como no Lema 3.6.2. [

Corolario 3.6.4 Sejam wy € S(&,80k,N,A,M,B1) e py — 0 onde existem constantes 0 < & <
8o < oo fais que

0 < O < gok < goegok— O =o(k).

Dada a sequéncia

() = wi(Pix)

em B
Pk / Pk

existe uma funcdo Lipschitz continua ug em R" tal que, a menos de subsequéncia, para algum
ac(0,1),
0,(1 n
U — Uo em C,). (R")

Vu, — Vug  q.t.p. em R".

Além disso, para algum p € |8, go| temos up € S(p, p,n,A,M,Bg) para todo R > 0.

Demonstragdo: A prova segue como no Corolério 3.6.3 uma vez que a Unica diferenga € falta
de limitagdo uniforme das wu;s pois uy € S(S, gok, N, A, M /px, By /p)- No entanto, € necessdrio

apenas que os gradientes sejam uniformemente limitados, o que é garantido uma vez que

HV”kHLw(B,) = ||VWkHL°°(B,pk)'

]
No préximo lema usamos a nomenclatura "Solugdes em semi-espago'para indicar
certos tipos de fungdes. Para ficar mais claro, observe quais seriam {u =0} e {u > 0} para uma

fungdo da forma u(x) = A*({x,e))™ quando A* é uma constante positiva.

=
o
S~—

9

=

Veja a ilustragdo com u definida em R3 considerando o vetor e = (
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Figura 6 —Soluc@o em semi-espago

Hiperplano {{r,e) = 0} Ny

Regifo aberta acima do hiperplano

Regido fechada abaixo do hiperpld
{u >0} = {{x,e) > 0}

{u=0}={{x,e <0}

11 V2

:(5:§|‘TJ—)

Fonte: elaborada pela autora.

Lema 3.6.3 (Caracterizacao de solu¢coes em semi-espaco) Seja ug como nos lemas e corold-

rios anteriores dessa seg¢do. Suponha que
|Vup| =A™ em {up > 0}.
Entdo existe um vetor unitdrio e tal que
up(x) = A5 (<x,e>)"
para todo x € R".

Demonstragdo: Sabendo que u € S (6, g0,M,A,M,Bg) para qualquer R > 0, temos u g-harménica
em {u > 0} e, portante, u € C*({u > 0}).

Fixe um xg € {u > 0}.

Tome o vetor unitdrio e = % e tenha % (x) =A%

O restante da prova segue exatamente como no Lema 4.2 de (DANIELLI; PE-
TROSYAN, 2006) para o p-laplaciano, haja visto que pelas hipoteses em u, nossa matriz uni-
formemente eliptica serd da forma a;;(x) = ¢(8, go)uxiutx; + 0;j, assim como para o p-laplaciano
temos a;;(x) = (p — 2)uxiuxj + 6. Isto &, lidamos essencialmente com o mesmo operador.

Considerando a derivada direcional

du i ;
w(e) = 5 = X s (e

i
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note que w satisfaz a equagdo da forma divergente uniformemente eliptica

n

Y, (aij(x)wy), =0

i,j=1 !

com

) —an () = (SUVHD g ) Btk
al](x) - aij(”) - ( g(|vu‘) ’VX‘ 1 || Vu’2 +6l

= Cliyillyj + Ojj

em {u > 0}, conjunto onde |Vu| =A% > 0.

Agora, por constru¢do temos w (xg) = A* e para cada x € {u > 0} vale
w(x) = (Vu(x), e ) < |Vu(x)|-|e| = A".

Isto €,
w<A*em {u>0}

w(xg) = A",

Pelo Principio do Mdximo obtemos w = A* na componente conexa de {u > 0} que
contém Xxp.

Teremos que 3—3 = 0 para uma direcdo v ortogonal a e. Consequentemente,

nessa componente conexa.
Desta forma as tnicas possibilidades para u sdo as seguintes:
1. u(x) =A*(x,e)t emR”"
2. u(x) =A*(x,e)" +A1*(a—(x,e)) Tem R".
Mostremos que o segundo caso contraria o fato de u € S(J,g0,Mm,A,M,Bg) para
todo R > 0.

De fato, para o segundo caso perceba que {u = 0} é o conjunto
X :={xeR" a<(xe) <0}

Como ilustrado nas figuras abaixo, conseguimos colocar {# = 0} N Bg em um bloco

de arestas medindo —a, 2R, ..., 2R, entdo para C := —a2"~! temos

[{u=0}NBg| <CR" !,
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Figura 7 —Tlustracdo de {a < (x,e) < 0} em R?

Fonte: elaborada pela autora.

Figura 8 —Ilustragdo de {a < (x,e) < 0} em R3

Fonte: elaborada pela autora.

enquanto pela propriedade da densidade para minimizantes devemos ter
cR"<|{u=0}NBg|.
O que gera uma contradi¢do para R suficientemente grande. Portanto,

u(x) =A*(x,e)".

Lembremos que a observagdo 3.1.2 sobre scaling up x,(x) = M nos da

uc S(67g07nalaMaBl) <il’tp,x() € S(éag07nal7M/paB%(_x0))'
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Com isso e os resultados dessa se¢do podemos enunciar condi¢des que garantem que

o limite de blow-up seja uma solucao de semi-espaco.

Lema 3.6.4 Sejam u; como no Lema 3.6.1 ou Coroldrio 3.6.1. Suponha que para uma sequéncia
& — 0 temos
(i) |Vur| < A*+ & em Bg,

(ii) paratodo 0 <r <Ry

1

— H(A*)—H(|V dx <

o )~ H( Vi <
onde H(A*) = A*g(A*) — G(A*) = A.

Entdo existe um vetor unitdrio e tal que sobre uma subsequéncia

0,
up — A" <x,e>" em C, 5 (R").

Demonstragdo: Ja sabemos que existe uma funcdo u Lipschitz continua em R” tal que para
0 €(0,1) tem-se

up — u em CZOO’?(R”)

Vup, - Vu q.t.p. em R",

além de u € S(8,g0,Nn,A,M,Bg) para todo R > 0.

Concluimos a prova se mostrarmos que para algum vetor unitario e vale
u(x) = A*(x,e)".

Por outro lado, o Lema 3.6.3 garante isso caso |Vu| = A* q.t.p. em {u > 0}.
Mostremos que |Vu| = A* em {u > 0} usando as condicdes (i), (ii) e a convergéncia
Vu, — Vu q.t.p. em R”.

Basta mostramos que para todo r > 0 temos
/ [H (%) — H(|Vul)|dx = 0 (3.42)
B.N{u>0}
visto que a continuidade de H, Vi — Vu e |Vuy| < A* + & nos dao
H(|Vu|) =limH (|Vu|) <H (L"), q.t.p. em By,
X

além de H'(t) =1g'(¢t) > 0 implica em H(r) = tg(¢) — G(z) ser estritamente crescente.
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Para provar (3.42) note que para quase todo ponto de {u > 0} vale

[H (A7) —H (|Vue])] - Xue>0y = H (A7) —H (|Vul)

além de se tratar de uma sequéncia uniformemente limitada em B,..

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

/rﬂ{u>0} [H(A") —H(|Vul)]dx = llm/m{u>0} [H(A") —H (V)] - Xgu>ordx.  (3.43)

Mas notemos que
| HOO=H(Vad)ds= [ R = H (Vi) g0y
AN{up>0} B,n{u>0}

" /Brﬂ{u:O} [H (A7) = H (Vi )] X0

onde por (3.40) da prova do Lema 3.6.1 temos que para quase todo x € {u = 0} existe s < 1 tal

que para k > 1 tem-se u; = 0 em By(x) e, portanto,

[H (A7) = H ([Vie])] - X >0y = 0 em By (x).

Por isso, (i) e (3.43) vem

0> limsup/ (H (1*) — H(|Vigg])] dx
k AN{u>0}

= limsup / - [H (A") = H(\Vig])] - X0y

= \%
= gy [ O~ HTu)
Lembrando que H (A*) — H(|Vu|) > 0 obtemos

0< /B gy O —H(Vuax <0

Similarmente, temos para o contexto de classes o seguinte lema.

Lema 3.6.5 Sejam u; como no Lema 3.6.2, Coroldrio 3.6.2, Coroldrio 3.6.3 ou Coroldrio 3.6.4
e suponha que para uma sequéncia & — 0 temos

(i) |Vur| < A%+ & em Bg,

(ii) para todo 0 <r < Ry,

1

— H (A) — H(|V dx < &.
2 ) (Vs <

onde H(A})) = A gk(Af) — Gi(A)) = A e Gy € a N-fungdo associada a uy pelo problema

de otimizacado.
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Entdo existe um vetor unitdrio e e uma constante positiva A* tais que, sobre uma subsequéncia,
Al — A% e
0,00
up — A <x,e>" em CpY (R").
Demonstracdo: Assim como no Lema 3.6.4 o problema se reduz a provar que a funcdo u obtida
pelas convergéncias

up —>u em C% (R")

loc

Vu, — Vu q.t.p.em R".

satisfaz |Vu| = A* em quase todo ponto de R” para podermos invocar o Lema 3.6.3.

Agora, usamos CTD para aplicar o Teorema 2.1.4 ¢ obter uma G € G(8, go) tal que,
a menos de subsequéncia, Gy converge para G em norma C! sobre compactos de [0,). Em
particular, G, — G, g — k e, consequentemente, H; — H uniformemente sobre compactos de
[0,00), para H(t) =1g(t) — G(1).

Sobre a convergéncia A, — A*, note inicialmente que {A;} é limitada. Caso contré-
rio, a menos de subsequéncia temos A,” — co. Assim, dado A > 0 existiria ko € N tal que n > ng

implica em A" > A. Por outro lado, Hy — H e cada Hj é crescente. Entdo
A =H(Af) > lilgnHk(A) =H(A) = H limitada por A.

Que é um absurdo.

Sendo limitada, existe subsequéncia convergente para um A* € R. Para essa sub-
sequéncia vale Hy(A) — H(A*), onde Hy(A;) = A. Logo, H(A*) = A, em particular, A* > 0.

O restante segue como no Lema 3.6.4 escrevendo a sequéncia [Hy(A;") — Hy(|Vug|)]

ao invés de [H(A*) — H(|Vuy|)] notando também que Hy(A)) = H(A*) = A. n
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4 REGULARIDADE TOTAL DA FRONTEIRA LIVRE
4.1 Regularidade total da fronteira livre

A prova do resultado principal segue por trés lemas. Primeiro, provamos que qualquer
minimizante absoluto estd suficientemente préximo de uma solu¢do de semi-espaco em uma

pequena vizinhanga da origem.

Lema 4.1.1 Sejamn =2, uc S(5,80,M,A,M,B1) e 0<0* <0 <go<gp< oo
Entdo, se 6 > 1,
1
limsup — [H(A™) —H(|Vul|)]dx <0.
r—0 I JB.N{u>0}
Se 6 € (0,1) entdo existem constantes positivas C* = C*(n, 6%, 85,1n,A,M) e y = Y(0) tais que
1
limsup — [H(A™) —H(|Vul|)]dx < C*,

r—0 F*JB.n{u>0}

com Yy — 0 quando & /' 1. Em particular, ambas as desigualdades sdo uniformes no sentido que

para todo € > 0 existe ro = ro(€,8) > 0 tal que para todo 0 < r < ry

1

. [H(A") ~H(|Vul)dx < C'y + e,

B,n{u>0}

assumindo y = 0 para o caso 6 > 1.

Demonstragdo: Seja G a N-funcdo na qual # minimiza o operador J = Jg.
Considerando 0 < y € C7 (By) e € > 0, claramente ue = max{u — €y, 0} é uma

funcdo admissivel. Em particular,

/ G(|Vu|)dx +

;deg/ G (|Vug|) dx+ Adx.
B, {u>0> B,

{u—ey>0}

Portanto, pela desigualdade acima, convexidade de G € Agu =0 em {u > 0} temos
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/ ng/ G(|Vu£|)dx—/ G (|Vul) dx
{O<u<ey} {u>ey} B

:_/{O<MSW}G(|VM|)dx+/{Dsw} (G (|Vue|) — G (|Vul)] dx

8 (|Vue|)
< GVd_/ V] e e
< Ao<u<8w} (| u|) X {u>£u/} |Vu8| < uS u u£> X
g (|Vue|)
- G(Vudx— [ SV Viey)dvt
< /{0<u<£w} (|Vul) dx ey} |Vite] (Vug,V(ey))dx
+ [ B (9 v(minfey,u})dx
B ‘Vul

u
|Vl/t| |Vl/l£|

{gﬂwn g(WusDwg}v(w)dx

< H(Val)dx— [
{0<u<ey} {u>ey}

Desde que A = H(A*) obtemos

/{mw} [H(A*) — H(|Vu])] dx < /{W}

Prosseguimos com a prova dividindo-a em dois casos.

{g(IW)IW_g(IWeI)

Vi Ve vug} V(ey)dx (4.1)

Caso 1: 6 > 1.
Por (3.9) do Teorema (3.2.2) existe um C = C(n,6,g,A,n,M) > 0 tal que

1
u<CremB,, 0<r< 5

Portanto, fixando R € (0,1/2], se escolhermos € = Cr e

1 em B,

em Bg\By,

0 em B \Bg,
existe Cy, = Cy (n,5*,g3, r[,/l,M) > 0 onde

max {|Vue|,|V(ey)|} <C. emB%,

log &,

[x;]

uma vez que € e Vu sao uniformemente limitados e 3—x = 24 F— R
i |xlog (log®)

Observe ainda que em B, temos ¥ = 1 e u < € = Cr. Entdo

{0<u<ey}nB,={0<u<Cr}NB,=B,N{u>0}.
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Assim, combinando (2.6) do Lema 2.1.6, (4.1) e (g-1) do Lema 2.1.5 vem

[ HG)-H(Va)dr= [ (HA)~H(Vu))dx
B.n{u>0} {0<u<ey}

81Vl + [Vt
{ey) |Vl + Vit

<Cokg()) [ |V(ew)Pdx
{u>eKy}

<Gy

V(e)dx

<c / V(ey)[2dx 4.2)
{u>ey}

onde K = max { (C+C,)*1,(C+C)07 1}, Cy=Co(8",8h) e Ci = C1 (n,67,g5,m, 4. M)
s30 constantes positivas.

Aplicando limsup em (4.2) temos

1 1
limsup — [H(A") —H(|Vul|)]dx < Cilimsup — IV (ey) |2dx
r—0 T JB.n{u>0} r—0 I J{u>ey}
< G limsup

=0 (log (£))’
=0,
tomando C, = 9C) |By|.
Caso2: 6 € (0,1).
Consideremos novamente C > 0 tal que u < Crem B, para0 < r < % ee=Cr.

Usando a estimativa (4.1) temos que para qualquer y € Cj'(B1) vale

S g1Vl 8(|Vie)
foamenttr -GS [ [

u
’Vl/l| ‘Vug‘

Vugl -V(ey)dx

Por (2.7)
gD, gD | ooy ol s
\mé m n\scm {1,081+~ 1g =]

do Lema 2.1.6 vem

/{MW} (H(A™) — H(|Vu])] dx < /{ .

<cln 8 gpm AM) [ Oy oy

(%0l _s(%)
|Vu| |Viue|

Vug} -V(ey)dx

{u>ey}
caso |Vu| e |Vug| sejam uniformemente limitados.
Defina
(
1 em B,,
G5 '
W(x) = rﬁ cm Bpr\Bh
l—p &
0 em B \Bp,
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com p(68) > 1 a ser definido posteriormente, e tenha

vyl = 1-96 rs - 1-96
s(1-p% ) W' s (1-p%")
1+6 145 1+6
1-98 r\ ¢ 1-98
AV = | s (-) <\ 7=y
6(1—p6> x| 5(1—p6>
Entao,
Lembrando que B,N{u >0} = {0 < u < ey} temos
[ HG)-H(Va)dr= [ [HA) - H(Vu))dx
B,N{u>0} {O0<u<ey}
SC*/ r1+6|Vl[/|1+6dx
{u>ey}
1+6
0 (1 —pT>
Motivados pelo fato de
146
fim | 10 - L
51 5(1_’)%) ~Inp
tomamos p(6) = TS para definirmos
146 )
. 1-5 _< 1-6 )1+
- \8(1-p(®)) 5 (1—e71/9)
e termos
1+6
1 . . 1-8
r< JB,n{u>0} 5(1—[3 0 )
com Y(0) —> 0 quando 6 1. n

Lema 4.1.2 Sejam n = 2 e u minimizante absoluto do operador Jg. Assumindo & > 1 entdo
para qualquer ¢ > 0 existe p = p(0,06,80,A,M,G(1)) > 0 tal que u pertence a classe flatness

F(0,1;0) em By em alguma dire¢do v.
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Demonstracdo: Suponha que o lema nao seja verdadeiro.
Entdo existe o > 0 e sequéncias py — 04 e uy € S(5,80,M,A,M,B;) tais que u; ndo
pertence a classe flatness F (0, 1;00) em B, seja qual for a dire¢do v.

Considere o scaling

vi(x) = Mk(likx), X € Byjp,-

Dado R > 0 para k > 1 temos v, definida em Bg1 além de

Vil =(Br) = [ Vtkl =8, ) € Wl o) = lurl o,

Logo, {Vvi} e {|vk|co.a } sdo uniformemente limitadas em Bg.

Consequentemente, existe subsequéncia {v;} e vy € Lip(IR?) tais que

Vi — Vo em Co’a(Rz)

loc

Vvp — Vg q.t.p. em R?,

Em particular, vy — vo uniformemente sobre compactos de R?.
Suponhamos, por enquanto, que vo(x) = A* ((x,e))" para algum vetor unitario e.

Por continuidade do produto interno, os pontos x € R? tais que
A*{x,e) < —0o

tem densidade 1 sobre o conjunto {vo = 0}. Veja a prova do Lema 3.6.2 e note que para
x € {A*(x,e) < —0} existe um r, > 0 tal que vy =0 em B, (x). Como o conjunto A :=
BiN{A*(x,e) < —0} é compacto e UycaB; (x) é cobertura aberta, podemos eleger um ko € N
tal que vy =0 em A para k > k.

Em particular, vy =0 em B} N {A*(x,e) < —0} para k > ko.

Vejamos como isso implica em
vk € F(0,1;00) em By na diregdo v = —(A%e) para k > k.

(i) vy € S(6,80,m,A,M/py,B1) por scaling;
(i) vi=0em {(x,—A%e¢) >0} ={(x,v) > 0};
(i11)) Quando o_ = 1 esta condi¢do € automaticamente verificada por vacuidade uma vez que é
imposta sobre um conjunto vazio;
(1v) || < oo

No entanto, isso equivale a u; € F(0,1;%0) em By, na dire¢do v. De fato,



94

(") ux € S8(38,80,Mm,A,M,Bp,);
(i) 0 =wv(x) = %’1"’6) para (x,—A*e) > 6. Escrevendo y = prx vem u(y) = 0 quando
(y,—A%e) = op;
(i11”) Condig¢do verificada por vacuidade;
(V") [ug| < oo
Implicando u; € F(0,1;00) em By, na direcdo v = —(A*e), contradizendo a hipo-
tese de contradicao.
Para concluirmos a prova mostremos que vo(x) = A*({x,e))™ para algum vetor
unitdrio e. Faremos isso colocando {v;} nas condi¢des da prova do Lema 3.6.5.

(a) Dador >0temos 0 < r < %pik para k suficientemente grande.

Como vy € S(8,80,M,4,M/pk,Bp, ) aplicando o Coroldrio 3.2.3 vem
|Vvi| < A"+ C(rpr)* em By,

onde C e ¢ dependem de n,6,g0,1m,A € M.

(b) PeloLema4.1.1, dado € > 0 existe so = so(€,6) > 0talque s € (0,s0) eu € S(38,80,n,A,M,By)

implicam em
1
- H(A*) —H(|Vu|)]dx < e.
2 s gy )~ H( Vi <

Fixado r > 0 temos pir € (0,s0) para k suficientemente grande, além de

1 1

_ H,(AX —H.(IV d:—/ H, (A5 — H. (IV dx.

r2 Brm{vk>o}[ elA) —Hil [V} dx (rpr)? Brpkﬂ{uk>0}[ () = Hil [V )] dx
Entao,

1
- Hi(A{) — H(|Vvi|)] dx < €.
3oy D) (V< e

Seja & \, 0. Para g; existe k; tal que

1
— oy v .
r? /Brﬂ{w(l>0} [Hkl ()Lkl) Hy, (1 Vi, m dx < g

Para &, existe kp tal que k; < k e

1
— oy v .
r? /19,m{vk2 >0} [H’Q ()Lkz) Hk2(| Vk, m dx <&

Recursivamente, construimos uma subsequéncia {v, }; tal que

1
- Hy. (&) — Hi (Vv ]) | dx < &.
r? /Brﬂ{v1c,~>0} [ a (%) k(| Vk:m XS €

Agora use o Lema 3.6.5 para essa subsequéncia.
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Lema 4.1.3 Sejann=2, § € (0,1) e o > 0.
(i) Parau € S(5,80,M,A,M,B)) existe { = {(o,n,A) € (0,1) tal que se

1—C<6§g0<1+§

entdo u € F(0,1;00) em By em alguma dire¢do v e raio p = p(o,n,A).

(ii) Parau € Sg, ¢,(0,80,M,A,M,By) existe @ = p(o,n,A) € (0,1) tal que se
l-u<o<gy<e
entdo u € Fg, ¢,(0,1;00) em By em alguma dire¢do v e raio p = p(0,80,M,1,€1,&).

Demonstragdo:

(i) Supondo que ndo seja verdade, existirdo ¢ > 0 e sequéncias

{“k}? {pk}a {5k} € {gok}

tais que

P — 0,0 1,80k — Ok = o(k)

e ux € S(8, 8ok, N, A,M,B1) mas u; ndo pertence a classe flatness F(0, 1;00) em B, seja
qual for a direcdo v.
A fim de repetir o desenho da prova do lema anterior, definimos as fun¢des

vi(x) == 1l Pex)

em B,
Pk /Pr

com a intenc¢do de mostrar a existéncia de um vetor e tal que
v = A (< x,e>)7T 4.3)

uniformemente sobre compactos de R? e notar que, identicamente ao que foi feito na
prova do Lema 4.1.2, teriamos v; € F (0, 1;00) em Bj na dire¢do v = —A*e, implicando
em uy € F(0,1;00) em Bp,. Que é uma contradigdo!

Para obter (4.3) vejamos que v, estdo nas condi¢des da prova do Lema 3.6.5.

De fato, a fim aplicar o Lema 4.1.1 escolheremos 6* = 1/8 e g; = 2 para termos 0 < §* <

Ox < g0 < g; para k suficientemente grande.
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(a) Fixado r > 0, pelo Coroldrio 3.2.3 temos para
|Vvi| < A"+ C(rpi)® em B, para k > 1,

onde C = C(n,n,A,M), visto que v € S(6%,85,M,A,M/pi, B /p,)-
(b) Faga como em (ii) do Lema 4.1.2, observando que como nos interessa o caso 0 €
(0,1), teremos a estimativa

1

- [H(A®) — H(|Vul|)]dx < e+C*ys.

$7 JB;N{u>0}

para 0 < s < s0(€,8),C*=C*(n,A,M) >0eys — 0 quando 6 1.

Fixando r > 0, tomando uma sequéncia & \, 0 qualquer e definindo . = y(&),

assim como anteriormente conseguimos uma subsequéncia {vy, }; tal que

1
r Hyy (M) — Hi(IVvi])] dx < &+ C.
2 /Brm{%>0}[ (M) — Hi (IVvi )] dx < &4 C*y,

Agora use o Lema 3.6.5 para essa subsequéncia.
(ii) Teremos as mesmas estimativas notando que a hipétese g, — 6 = o(k) é substituida pelo

controle Dini.

Teorema 4.1.1 Sejam n=2,1n € (0,1],A >0e 0< 3§ < gy < . Considere €,& como na
defini¢do 2.1.13. Se 8 > 1 entdo a fronteira livre de qualquer u € S(8,g0,M,A,M,B}) € analitica
real. Se 8 € (0,1) pode ocorrer duas possibilidades:

(i) Existe uma constante universal { = {(n,A) € (0,1) tal que se
1—C<5§g0<1+€,

entdo a fronteira livre de qualquer u € S(8,80,M,A,M,B1) é analitica real.

(ii) Existe uma constante pequena L = [L(go,N,A,€1,&) € (0,1) tal que se
l—p< 6 < 80 < o,

entdo a fronteira livre de qualquer u € Sg, ¢,(8,80,M,A,M,B1) é uma hipersuperficie

analitica.

Demonstra¢do: Comecemos com o caso 6 > 1. Sejamu € S(8,g0,1n,A,M,B1) e G € G(J,80,M)

associadas pelo problema de otimizagdo.
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Pelo Lema 4.1.2 para qualquer o > 0 existe p > 0 universal tal que
u € F(o,1;00) em B, para alguma diregdo v.

Sejam o,, T, € B, como no Teorema 3.5.1. Escolhendo 0 < 0 < 6, e 0 < p < 71,0,°
concluimos que F'(u) N B, /4 € uma superficie C Le,

Analiticidade de F (u) segue por (KINDERLEHRER et al., 1978).

Agora analisemos as duas possibilidades para o caso d € (0,1).

(i) Tome & e p como no Lema 4.1.3 e ¢ > 0 para obter
u € F(o,1;00) em B, para alguma diregdo v.

Usando novamente o Teorema 3.5.1 e (KINDERLEHRER et al., 1978) concluimos que
F(u) € analitica.
(i) Tomamos p como no Lema 4.1.3, usamos (ii) desse lema, o Teorema 3.5.1 de regularidade

flatness e (KINDERLEHRER et al., 1978) e obtemos o desejado.

Exemplo 4.1.1 Por tudo o que jd foi comentado é indiscutivel que para dimensdo n =2 a
N-fungdo t* implica analiticidade da fronteira livre do seu minimizante.

Traremos uma familia de N-fungoes ndo-triviais que também garantem a analitici-
dade da fronteira livre de seus minimizantes.

Na pdgina 839 de (BRAGA; MOREIRA, 2014) temos o exemplo da N-fun¢cdo
t
G(1) = / 2(s)ds
0
definindo g(t) =t*log,(bt +d), com a,b > 0 e c¢,d > 1 e obtendo
7 1
0=aegy=maxsa+r, —+rp onder =maxs l,— ».
4 Ind
Tome a = 1 e tenha G € G(1,gp) onde

7 1
go:max{cH—r, Z—i—r} er:max{l,m}

parab > 0e c,d > 1 escolhidos como desejar.
Pelo fato de 6 = 1 o Teorema 4.1.1 nos fornece analiticidade para a fronteira livre

do minimizante u do operador Jg. ]
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4.2 Resultado da dimensio critica

Nesta dltima se¢do estabelecemos um teorema de existéncia de uma dimensao critica
5 <np <7 e uma constante universal & € (0,1) tal que se G() tem parametros 0 e gy €-
proximos de 1 entdo, para 2 < n < ng, a fronteira livre € uma hipersuperficie analitica real.
Comecamos declarando um resultado do tipo Bernstein como na teoria de superficie minima em

(SIMONS, 1967).

Definicao 4.2.1 (Propriedades de regularidade total P e Py, ¢)) Sejam n € N, 0 <n <1e
A > 0. Diremos que (0,80) satisfaz a propriedade P, e escreveremos (0,g0) € P, quando
G € G(8,g0,n) implicar minimizante global de Jg possuir fronteira livre analitica. Analoga-
mente, (6,80) € Pe, ¢, quando G € Gg, ¢,(0,80,M) implicar em nenhum minimizante global de

Jg conter pontos singulares na fronteira livre.

Lema 4.2.1 (Lema de Bernstein) Sejamn > 2, (0,g0) € P e u é minimizante global de Jg para

uma G € G(0,80,M). Entdo existe uma dire¢do e tal que
u(x) =A1* (< x,e>)", VxeR.

Demonstragdo: Considere u minimizante global de Jg e a sequéncia de scaling

_ u(kx)
k Y

U (x)

que também sao minimizantes globais de Jg por (3.38).

Pelo Corolario 3.2.2 temos
Vi (x)| = [V(kx)] < A%, VxeR"

Assim como nos resultados da se¢dao de blow-up, podemos extrair uma subsequéncia
{ux} que converge em C ll(;g para um minimizante global ug com 0 € F'(uy).

Como (6, g0) € P e a origem € ponto da fronteira livre, existe uma bola B C {uy =0}
tangenciando F (up) em xo = 0. Rotacionando o sistema de coordenadas caso seja necessario,
podemos assumir que B = B,(re,) para algum r > 0.

Isto implica que para qualquer ¢ > 0 temos
ug € F(0,1;0) em B,

escolhendo r(o) suficientemente pequeno.

De fato,
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(i) uo € S(6,80,M,4,Mo,B,(s)) para todo (o) por se tratar de um minimizante global;
(i) uo(x) =0em {x, > 0r(0)} N B, () escolhendo r(c) de modo que esse conjunto esteja
contigo em B;
(iii) uo(x) > —(xy +r(0)) em {x, < —r(0)} por vacuidade pois tal conjunto € vazio em B,(4);

(iv) |Vup| < A* sempre.

Figura 9 — Analiticidade implicando flatness.

B = B{rey) C {ug =0}

Fronteira livre

Fonte: elaborada pela autora.

Novamente pela ndo-degenerescéncia, assim como foi argumentado em (3.40) do

Lema 3.6.1, temos uy =0 em {x, > or(o)} N B, () para k suficientemente grande. Daf,
ur € F(0,1;0) em B, (),
ou equivalentemente,

u € F(0,1;0) em By(o)-

Fixemos um 6 € (0,1) e tomemos ¢ < 0y para g como no Lema 3.5.1.

Aplicando o lema para p = kr(c) com um k fixado obtemos
u€ F(60,00;0) em By,

em alguma diregdo para um raio Cekr(o) < po < zkr(o).
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Iterando o lema temos
ucF(0'c,0/6;0) em Bp,
em alguma direcdo onde a sequéncias de raios satisfazem
1
Copj < pjt1 < 1P

Dado um R > 0 tomamos k suficientemente grande de modo que p := kr(c) > R.
Como p; € construida com uma espécie de decomposi¢do de p convergindo para zero, para uma

certa N-ésima etapa da iteracdo temos

PN <R<py_1.

Escrevendo R = py obtemos que para qualquer o < og e R > 0 existe CR < R<R

tal que
u € F(0,0;0) em By em alguma direcdo
o O o
< uelF | —,-:0) em B, z em alguma direcdo.
Co Co 0
Pela arbitrariedade do ¢ < oy, F(u) € tdo flat quanto desejarmos em Bq,ﬁ Portanto,
fazendo o — 0 e R — o0 obtemos que u € necessariamente uma solugdo em semi-espago. ]

Lema 4.2.2 Considere as seguintes constantes 0 < 6* < g5 <o, A >0,n € (0,1]e2<neN,
e fungoes €1, & como na defini¢do 2.1.13. Entdo, para qualquer ¢ > 0,

(i) Se 8" =g e (0%,0%) € P, entdo existem constantes pequenas e positivas
&o="Co(n,0,8",M,1) eryg=ro(n,0,6*,1n,1)
tais que para u € S(8,80,M,A,M,By) temos
u € F(o,1;0) em B, para alguma direcdo v,

previsto que

0" —Cy<b6<gp<d " +8ed<r<n.

(ii) Se (8%,85) € Pe, e, entdo existem constantes positivas

Mo = Mo(n,0,8%,80,M,A,€1,&) erg=ro(n,0,0%,80,M,A,€1,&)
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tais que para u € Sg, ¢,(8,80,M,A,M,B}) temos
u € Fg, ¢,(0,1;00) em B, para alguma diregdo v,

previsto que

0" —lp<0<go<gyptMoeO<r<ry.

Demonstracdo:

(i) Supondo que o resultado ndo vale, existirdo ¢ > 0 e sequéncias

{ue}, 8k /8% 80k (6% € pp — 0T

tais que uy € S(, gok,M,A,M,B]) mas u; ndo pertence a classe flatness F (o, 1;00) em
By, seja qual for a dire¢do v.
uge(Pix)

Definindo vi(x) := o em By existe, pelo Coroldrio 3.6.4, uma fun¢ao

vo € Lip(R") N S(8*,8%,m,A,M,R")

tal que vy — vp em Cg;f‘ (R™).
Pelo Lema 4.2.1 existe vetor e € R" tal que vo(x) = A*(< x,e >) 7.
Fazendo como na prova do Lema 4.1.2 teremos v, € F (0, 1;00) em By na direcdo v = —A%e.
Absurdo, pois isto implica em u; € F (0, 1;00) em By, na diregdo v.
(i) Mesma prova de (i) tomando & ,* 6,8,k \« &; escrevendo § = 8% /2 e gg = 2g, para

aplicar o Coroldrio 3.6.2 ao invés do Corolario 3.6.4 usado em (i).

Teorema 4.2.1 Considere as constantes 2 <n € N,0 < 6* < gj <o, A >0en € (0,1]. Entdo,

(i) Se 8* =g e (0%,0%) € P, entdo existe uma constante Gy = {o(n,0%,m,A) > 0 tal que se
0" —fp<0<g0< 6"+

entdo (8,80) € P.
(ii) Se (0%,8() € Pe, &, entdo existe constante universal oy = to(n,8*,85,M,4,€1,&) > 0 tal
que

0" — o <0 < g0 <go+Ho

implica em (8,80) € Pe, ¢,
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Demonstracdo:

(1)

(ii)

P81782'

Sejam f3, 0, e 7, como no Teorema 3.5.1 e escolhaum 0 < ¢ < ©,.
ﬁO}.

Agora sejam §, e r, como no Lema 4.2.2. Defina r; = min{r,, 7,0,

Pelo Lema 4.2.2, parau € S(8,g,,n,A,M,By) tal que
0" —(y<d6<gp<d " +f{ed<r<n

temos

u € F(o,1;) em B, para alguma dire¢do v.

Pelo Teorema 3.5.1 obtemos F (1) N B n superficie C1:¢,

Pelos resultados de (KINDERLEHRER et al., 1978) e propriedades de scaling concluimos
que (8,g0) € P.

Aqui invocamos (ii) do Lema 4.2.2 e o Teorema 3.5.1 para obter as constantes [, € r, que
implicam em

u € Fg, ¢,(0,1;00) em B, para alguma diregio v

sempre que u € Sg, ¢, (0,80,M,A,M,By), 8" —lp <O <go<gy+Moe0O<r<r:=

min{ro,’coooﬁ”}.

Novamente pelo Teorema 3.5.1 e (KINDERLEHRER et al., 1978) obtemos (3, go) €
n

Observamos que se G(t) = t” para algum 1 < p < oo, entdo Q, satisfaz trivial-

mente (CTD), em particular, Teorema 4.1.1 e Teorema 4.2.1 estendem os resultados obtidos em

(DANIELLI; PETROSYAN, 2006) e (PETROSYAN, 2008) para equacgdes elipticas singulares/-

degeneradas mais gerais.

Corolario 4.2.1 Seja ng a dimensdo critica para Go(t) = t2. Considere a dimensdo 2 < n < ny

e u minimizante de J. Entdo existe uma constante universal &y = € (n,G(1),1) € (0,1) tal que

se 1 —gy < 0 < go < 1+ g entdo a fronteira livre F (u) é uma hipersuperficie analitica.

Demonstragdo: Tome 6* = g =1e 1 = min {G(1)7 ﬁ}

Pelo coroldrio 1.3 de (PETROSYAN, 2008) temos (1,1) € P.

Assim, pelo Teorema 4.2.1 existe §o = {o(n,0%,1m,4) > 0 tal que se

1-<d<go<1+
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entdo (8,go) € P.

Temos o desejado escrevendo &) = (.
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5 CONCLUSAO

Concluimos que todos os objetivos propostos para esse trabalho de tese foram
alcancados. Primeiramente nos propomos a estender resultados de regularidade total da fronteira
livre para problemas sobredeterminados do tipo-Bernoulli em espacos de Orlicz. Mostramos que
para dimensdo n = 2 ndo ha pontos singulares na fronteira livre de minimizantes do funcional
Alt-Caffarelli para N-fungdes G adequadas. Seguimos, provando que existe uma dimensdo critica
5 < ng < 7 e uma constante universal & € (0, 1) tal que se G(t) é &-préxima de ¢? entdio, para
2 < n < ng, F(u) é uma hipersuperficie analitica real.

Observando como o estudo da regularidade total da fronteira livre para o operador
Laplaciano progrediu € natural que 0s nossos projetos futuros sejam investigagdes a respeito de
condig¢des para obter analiticidade, em dimensdes 3 e 4, da fronteira livre dos minimizantes do

operador aqui estudo.



105

REFERENCIAS
ADAMS, R. A.; FOURNIER, J. J. Sobolev spaces. [S. |.]: Elsevier, 2003.

BRAGA, J. E. M. On the lipschitz regularity and asymptotic behaviour of the free boundary
for classes of minima of inhomogeneous two-phase Alt-Caffarelli functionals in Orlicz spaces.
Annali di Matematica Pura ed Applicata (1923-), Germany, v. 197, n. 6, p. 1885-1921, 2018.

BRAGA, J. E. M.; MOREIRA, D. R. Uniform Lipschitz regularity for classes of minimizers in
two phase free boundary problems in Orlicz spaces with small density on the negative phase.
Annales de PInstitut Henri Poincaré C, Analyse non linéaire, France, v. 31, n. 4, p. 823—
850, 2014.

CAFFARELLI, L. A,; ALT, H. W. Existence and regularity for a minimum problem with free
boundary. Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Deutschland, v. 1981, n. 325,
p. 105-144, 1981.

CAFFARELLI, L. A.; JERISON, D.; KENIG, C. E. Global energy minimizers for free
boundary problems and full regularity in three dimensions. In: BAHRI, Abbas;
KLAINERMAN, Sergiu; VOGELIUS, Michael (ed.). Noncompact problems at the
intersection of geometry, analysis, and topology: proceedings of the Brezis-Browder
Conference, Noncompact Variational Problems and General Relativity, October 14-18, 2001,
Rutgers, the State University of New Jersey, New Brunswick, NJ. Providence, RI: American
Mathematical Society, 2004. (Contemporary Mathematics, v. 350). p. 83-98.

DANIELLI, D.; PETROSYAN, A. A minimum problem with free boundary for a degenerate
quasilinear operator. Calculus of Variations and Partial Differential Equations, Germany,
v.23,n.1, p. 97-124, 2005.

DANIELLI, D.; PETROSYAN, A. Full regularity of the free boundary in a Bernoulli-type
problem in two dimensions. Mathematical Research Letters, United States, v. 13, n. 4, p.
667681, 2006.

EVANS, L. C. Partial differential equations. Providence, R.I: American Mathematical Soc.,
2010. v. 19.

GILBARG, D.; TRUDINGER, N. S.; GILBARG, D.; TRUDINGER, N. Elliptic partial
differential equations of second order. [S. |.]: Springer, 1977. v. 224,

JERISON, D.; SAVIN, O. Some remarks on stability of cones for the one-phase free boundary
problem. Geometric and Functional Analysis, Switzerland, v. 25, n. 4, p. 1240-1257, 2015.

KINDERLEHRER, D.; NIRENBERG, L.; SPRUCK, J. Regularity in elliptic free boundary
problems I. Journal d’Analyse Mathématique, [Israel], v. 34, n. 1, p. 86-119, 1978.

LIEBERMAN, G. M. The natural generalizationj of the natural conditions of ladyzhenskaya
and urall’tseva for elliptic equations. Communications in Partial Differential Equations,
United States, v. 16, n. 2-3, p. 311-361, 1991.


105


106

MARTINEZ, S.; WOLANSKI, N. A minimum problem with free boundary in Orlicz spaces.
Advances in Mathematics, [Belgium], v. 218, n. 6, p. 1914-1971, 2008.

PETROSYAN, A. On the full regularity of the free boundary in a class of variational problems.
Proceedings of the American Mathematical Society, United States, v. 136, n. 8, p. 2763—
2769, 2008.

RIBEIRO, B. H. C. Espagos de Orlicz e uma aplicagao a sistemas hamiltonianos.
Dissertacdo (Mestrado em Matemética) — Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza,
Universidade Federal da Paraiba, 2006.

SILVA, D. D.; JERISON, D. A singular energy minimizing free boundary. Journal fur die
reine und angewandte Mathematik, v. 2009, n. 635, p. 1-21, 2009.

SIMONS, J. Minimal cones, plateau’s problem, and the Bernstein conjecture. Proceedings of
the National Academy of Sciences, United States, v. 58, n. 2, p. 410411, 1967.

WEISS, G. S. Partial regularity for a minimum problem with free boundary. The Journal of
Geometric Analysis, United States, v. 9, n. 2, p. 317-326, 1999.


106


	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de Símbolos
	Sumário
	Introdução
	Fundamentação Teórica
	Um pouco dos espaços de Orlicz e espaços de Orlicz-Sobolev
	Um controle do tipo Dini

	Uma breve exposição sobre o operador g-laplaciano e as funções g-harmônicas
	Forma não-divergente do operador g-laplaciano


	Abordagem ao problema de regularidade estudado
	Conhecendo o problema do tipo cavity flow estudado
	Regularidade Lipschitz dos minimizantes

	Abordagem ao problema de regularidade estudado
	Não-degenerescência
	Densidade em pontos da fronteira livre
	Regularidade flatness
	Blowups e soluções em semiespaços

	Regularidade total da Fronteira Livre
	Regularidade total da fronteira livre
	Resultado da dimensão crítica

	Conclusão

