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“A natureza, quando deixada as leis univer-
sais, tende a produzir regularidade a partir
do caos.” (KANT).



RESUMO

Nesta tese estudamos equacoes integro-diferenciais do tipo Laplaciano fracionario ani-
sotrépico. Como em [Silvestre, Indiana Univ. Math. J. 55, 2006], adaptamos a técnica de
De Giorgi para alcancar a regularidade C7 para solucoes de classe C? e usar a geometria
descoberta em [Caffarelli, Leitao, and Urbano, Math. Ann. 360, 2014] para obter uma
estimativa do tipo ABP, uma desigualdade de Harnack e a regularidade interior C* para

solugoes no sentido da viscosidade.

Palavras-chave: laplaciano fracionario; equagoes integro-diferenciais; teoria de regulari-

dade; anisotropia.



ABSTRACT

In this thesis we study integro-differential equations like the anisotropic fractional Lapla-
cian. As in [Silvestre, Indiana Univ. Math. J. 55, 2006], we adapt the De Giorgi technique
to achieve the C"-regularity for solutions of class C? and use the geometry found in [Caf-
farelli, Leitao, and Urbano, Math. Ann. 360, 2014] to obtain an ABP-type estimate, a

Harnack inequality, and the interior C'7 regularity for viscosity solutions.

Keywords: fractional laplacian; integro-differential equations; regularity theory; aniso-

tropy.
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1 INTRODUCAO

Ao nos basearmos em evidéncias histéricas, é muito provavel que Gottfried
Wilhelm Leibniz tenha sido o primeiro matematico a considerar diferenciacao de ordem
fraciondaria. Muitos outros como L. Euler, J. B. J. Fourier, N. H. Abel, J. Liouville e B.
Riemann contribuiram para o desenvolvimento do cédlculo fracionario em seus primérdios
(cf. (OLDHAM and SPANIER/ |1974))). Paralelamente ocorreu sua aplicagao as equagoes
diferenciais ordinarias, notadamente as da matematica-fisica como equagao de Bessel, e.g.,
e, posteriormente as equacoes diferenciais parciais. Desde entao, operadores nao-locais do
tipo integro-diferenciais tém chamado atencao; em particular, a sub-classe de operadores
fraciondrios. Os exemplos mais bem conhecidos destes ultimos sao o potencial de Riesz e
o Laplaciano fracionario.

Em (LEITAO, 2020)), é apresentado o Laplaciano fracionario anisotrépico

s f Tr)— f S
(—A)P f(z) = 0578/ : (z) <b) —d, (1)
" (21‘:1 |Gi — m;|%) 2
onde f = (by,...,b,) € R" representa as diferentes homogeneidades nas diferentes diregoes,

n

2

by >0,0<s<2 ¢c= g 0 e Cgs > 0 ¢ uma constante de normalizacao. Nesta tese
=1

desenvolvemos uma teoria de regularidade para equacoes integro-diferenciais do tipo La-

placiano fracionario anisotrépico

Lu(z) =0, (2)

onde

Lu()i= [ (we+y) = (o) = xa () Vu (o)) K () do ®)
0<s< ﬁ, e o nicleo K é simétrico, K(y) = K(—y), e satisfaz os limites anisotrépicos

A Qmax,s A Qmax,s

c+s < K (y> < o q[cts 0 vy e R" \ {0} ) (4)
lyll5 Il
onde 0 < A < A e denotamos by, = max{by,...,b,},
HyHQZin'bi e q -2
5 pa 7 max,s bmax .

Equacoes Integro-diferenciais aparecem no contexto de processos estocasticos
descontinuos. Por exemplo, jogos estocasticos onde ha competicao com dois ou mais
jogadores, em que é permitido a escolha de diferentes estratégias em cada etapa no sen-

tido de maximizar os valores esperados de alguma funcao no primeiro ponto de saida de
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um dominio. Operadores integrais como o Laplaciano fraciondrio anisotropico correspon-
dem a processos onde apenas o salto é considerado, negligenciando os termos de difusao
e os de transporte. A configuracao anisotrépica que consideramos também aparece no
contexto de ressonancia magnética por imagem (MRI, sigla em inglés) do cérebro hu-
mano (cf. MEERSCHAERT, MAGIN, and YE| (2016); HANYGA and SEREDYNSKA|
(2012)), difusdo anomala (cf. [OROVIO et al| (2016))), tecidos bioldgicos (cf.
et al.|(2016); HANYGA and MAGIN| (2014))), matemadtica financeira (ver (2009);
|CAFFARELLI, LEITAO, and URBANO| (]2014[)). Exemplos mais concretos onde o ope-

rador (—A)** aparece podem ser obtidos se considerarmos modelos payoff e caminhos

aleatorios com grandes saltos nos quais a probabilidade para os saltos sao governadas pelo

nucleo 1
Ko(y) = W7

ver BUCUR and VALDINOCI] (2016]). A principal diferenga entre o Laplaciano fraciondrio
(—A)* e o Laplaciano fraciondrio anisotrépico (—A)#* é a geometria determinada pelo
nticleo Ky. No artigo seminal CAFFARELLI, LEITAO, and URBANO) (2014), esta geo-
metria anisotrépica requereu um refinamento das técnicas apresentas em [CAFFARELLI

and SILVESTRE (2009): por exemplo, um novo lema de recobrimento e um escalona-

mento apropriado. Um detalhe a se observar do nicleo Ky é o expoente geométrico c.
Em [LEITAQ (2020), motivado pelo ntcleo estudado em |CAFFARELLI, LEITAO, and|
URBANO| (2014), i.e.,

1
KO(Z/) = T 1jcks? onde b =n+o0,es=2—c,
1yl

para o; € (0,2), um problema de extensao relacionado ao Laplaciano fracionario ani-
sotropico foi estudado e a constante ¢ surgiu quando foi necesséario descobrir uma equagao

tal que a solucao fundamental na origem tinha a seguinte forma

Y1l

para uma constante apropriada x > 0. Neste sentido, c revela a versao local do Laplaciano

fracionario anisotropico, a saber, temos

div (Ag(x)Vu) =0, em R"\S, (5)
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onde § = U {z; =0} e Ag = (a;;) é a matriz diagonal dada por

=1

4 , ) .
b_2|Ii|2ibla s€ 1 =7,
)

aij =
0, se 1 # j.

Naturalmente, no sentido de obter uma versao anisoétropica da formula de frequéncia de

Almgren obtida em ?, percebeu-se que a equacao na forma divergente
div (Ag(x)Vu) =0

requeria uma métrica Riemanniana g.
A tese esta dividida em 2 partes. No que segue, comentamos sobre as es-

tratégias para encontrar nossos resultados:

1. (Solugdo suave). Nesta parte da tese, mostramos que a abordagem de De Giorgi,
ver DE GIORGI]| (1957); ILANDIS| (1998)), permiti-nos alcangar a regularidade C? para
solugoes suaves u de , onde as estimativas nao dependem da norma de qualquer de-
rivada ou moédulo de continuidade de u. Como em [SILVESTRE] (2006)), controlamos o
comportamento de uma solugao u de longe da origem para obter um lema de cres-
cimento e usamos um argumento de iteracao para obter a regularidade desejada. Nesta
analise, duas ferramentas sao cruciais: funcao barreira e scaling apropriado. De fato,
no sentido de descobrir um modo apropriado de controlar o comportamento de u longe
da origem no caso isotrépico SILVESTRE| (2006), Silvestre estabeleceu uma interessante

desigualdade envolvendo barreiras radiais 7 e o nicleo K:

Desigualdade de Silvestre. Dado § > 0, existe kK > 0 e 7 > 0 dependendo somente de

[, da dimensao n, s e § tal que para todo r > 0 e x € R™

1

kLon(z) + 2 / (I8 — DK(ryyrmdy < = int / K (ry)r"dy, (6)
R\ B, 2 BCBs, B|<s Jz

1

onde

Lyv(x) = / (e ty) = v () = xp (ry) Vo (@) -y) K (ry) r"dy.

A desigualdade de Silvestre revela o scaling apropriado para nossa andlise: o scaling

determinado pelo nicleo K. Ademais, as fungoes barreira n devem satisfazer os limites:
~C < L(x) < C, (7)

para alguma constante positiva C' dependendo de [, dimensao n, e s. Em nosso caso,
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usamos funcoes radiais como funcgoes barreiras e o scaling anisotrépico T, : R" — R"

definido por
2
Tsre; = rhiey, (8)

onde e; é o i-ésimo vetor canonico, para obter a desigualdade de Silvestre anisotrépica e

acessar a regularidade C7.

Como em [SILVESTRE| (2006)), podemos alcancar a regularidade C7 para
nicleos mais gerais K. Por exemplo,
k
L= MN(=A), x>0, s €(0,2),

j=1

ou K = K(z,y) satisfaz as seguintes condigdes:

A A
Kz, y) =Kz, —y) e ——5 <K(1,y) € ——,
1yll5 1yll5

onde 0 < s1 < s(x) < sy <2e0<A<A. Além disso, podemos considerar uma fonte f
em nossa equagao, i.e.,

Lu = f.

2. (Solugdes no sentido da viscosidade). Na segunda parte da tese, obtemos
a teoria de regularidade estabelecida em CAFFARELLI and SILVESTRE (2009); CAF-
FARELLI, LEITAO, and URBANO) (2014) para solucoes no sentido da viscosidade da

equacao nao-local de Isaac do tipo Laplaciano fracionario anisotrépico

Zu (z) := inf sup Lygu (x) = 0, (9)
> B

onde Ly ¢ como em (2). Em |[CAFFARELLI and SILVESTRE (2009); [CAFFARELLI,
LEITAO, and URBANO (2014), a chave que da acesso a teoria de regularidade para
solucoes no sentido da viscosidade u da equacao @D ¢ uma estimativa ABP nao-local.
Em (CAFFARELLI, LEITAO, and URBANO (2014), a geometria correta para alcangar
uma estimativa ABP nao-local para equacoes integro-diferenciais governadas pelos nicleos
anisotrépicos K, g foi descoberta. Mais precisamente, a geometria determinada pelos

conjuntos de nivel dos nicleos Kyp:

O, (2) == {(y1,- - yn) €R": ly —zl[p <7},

Figura 1 — Bolas anisotrépicas unitarias.
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Computed by Wolfram|Alpha

Fonte: Elaborada pelo autor.
As bolas anisotrépicas unitarias da figura 1 acima sao os conjuntos de nivel com g = (0.7,0.7,0.7), § =
(0.7,1,1.4), B =(1,2,3) e f = (3,4,5). Com esta geometria em maos, trés passos sao fundamen-
tais para obter uma estimativa ABP néo-local, uma desigualdade de Harnack e a regularidade

desejada:

1. u permanece quadraticamente préximo ao plano tangente do envelope concavo I' de
u numa (grande) porgao das vizinhangas dos pontos de contato e tal que, em vizinhangas
menores (com a mesma geometria), o envelope concavo I' tem crescimento quadratico:

aqui, nossas vizinhangas sao elipses £, com a mesma geometria de ©,..

2. Lema de recobrimento. J4 que nossas vizinhancas sao elipses E, 1, nosso recobrimento
é naturalmente constituido de retangulos n-dimensionais R, e invocamos um lema de
recobrimento de CAFFARELLI and CALDERON]| (1974b).

3. Funcao barreira. Usamos o scaling anisotrépico natural T3, e uma funcao radial para

construir uma funcao barreira adequada e, junto com a versao anisotrépica nao-local da
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estimativa ABP, obtemos um lema que relaciona uma estimativa pontual com uma esti-
mativa em medida, Lema [£.6] Este é o passo crucial em dire¢ao & teoria de regularidade.
A iteragao do Lema [4.6| implica no decaimento da fungao de distribuigao A, := |[{u > t}|
e a ferramenta que torna esta iteragao possivel é a denominada decomposicao de Cal-
derén -Zygmund. Como nosso scaling é anisotropico necessitamos de uma decomposicao
de Calderén -Zygmund para retangulos n-dimensionais gerados por nosso scaling. Um
dispositivo fundamental que usamos para a decomposicao é o teorema da diferenciacao de
Lebesgue para retangulos n-dimensionais que satisfazem a condigao de Caffarelli-Calderén
em [CAFFARELLI and CALDERON| (1974b). Por isso obtemos a desigualdade de Har-
nack e, como uma consequéncia, alcancamos a regularidade interior C7 para uma solucao

u da equacao @D e, sob hipéteses adicionais sobre os ntcleos K, estimativa interior C' Ly,

Por fim, enfatizamos que a restrigdo 0 < s < 4/byax €m nossos resultados ocorre por
causa da representacao usada para definir o operador. Utilizando técnicas classicas de andlise
funcional, podemos definir uma representagao valida para todo s positivo nao inteiro. Além
disso, o lema |CAFFARELLI and CALDERON (1974a)) permite que os graus de homogeneidade
b; dependam de x, ver CAFFARELLI, TEYMURAZYAN, and URBANO| (2020). Gostariamos
também de mencionar que em CHAKER and KASSMANN]| (2020) uma importante teoria de
regularidade para equacoes integro-diferenciais foi desenvolvida, onde os nicleos sao singulares,
e somente os eixos comandam os saltos, e cada eixo pode comandar saltos com expoentes dife-
rentes. Em termos probabilisticos, os operadores geram processos de salto anisotrépico, i.e., um
processo de salto que comporta-se como um processo estavel em cada diregao mas com um indice
diferente de estabilidade. Seu gerador é uma soma de Laplacianos fracionarios unidimencionais
com diferentes ordens de diferenciabilidade.

A tese estd organizada como segue. Na Sec¢ao [2] reunimos todas as ferramentas
necessarias para nossa andlise: a geometria fundamental, a desigualdade de Silvestre, a nocao de
solucao de viscosidade para o problema @D, os operadores extremais do tipo Pucci associados com
a familia de nicleos K,g e alguma notacao. Na Secao |[3| apresentamos a prova da regularidade
C7 de fungdes suaves e como um coroldrio obtemos um resultado do tipo Liouville. A Segao []
esta dividida em trés subsecoes: onde uma estimativa do tipo ABP néao-local para a solucao
u da equacao @ é obtida; é a mais importante da tese. As Secoes e sao devotadas a

prova da desigualdade de Harnack e suas consequéncias.



16

2 PRELIMINARES

Nesta se¢ao reunimos versoes anisotrépicas de alguns resultados obtidos em |[SILVESTRE] (2006);
CAFFARELLI, LEITAO, and URBANO (2014). Iniciamos com informagoes geométricas que
utilizamos sistematicamente ao longo da tese.
Dados r,l > 0 e x € R", denotamos
n 2
B, (z):= {(yl,...,yn) eR": ZM < l2} .
i=1 Tl

Se byin = min{by,...,by} € bpax = max{by,...,b,} definimos

2 2
Rr,l (‘T}) = {(yl,---,yn) ER": ‘yl - xl’ < lbminrbi}

n 2
max n Yi — Xy
7l (.CU): {(ylw-'ayn)ER :g (Tbn’xax)<l2}'
b

i=1 1 b

Além disso, se € = €(n) > 0 é um nimero natural e o retangulo n-dimensional
R(x) :=={(y1,---,yn) € R" 1 ly; — x3] <}

satisfaz
2
R (IE) C {(y17 v 7yn) eR"™: |y’L - ml| < 2_€(k+1)rbi } )

para algum numero natural k, definimos o correspondente retangulo n-dimensional R(:E) por

2
~ _¢( bmin b
R (z):= {(yl,...,yn) eER": |y — x| < [2 C( 2 )kr] }
Também consideramos a notacao
B, = Br(0)7 O, = @7‘(0) € 7r‘r71lax = ;n’laX(O)'

As propriedades geométricas dos conjuntos definidos acima sdo cruciais em nossa
andlise. As colecionamos no seguinte lema.
Lema 2.1 (Geometria fundamental) Sejam r > 0 el > 0. Entdo, dado x € R", temos as

sequintes relagoes:

1. B (z) C O, C Erci(z) e Eyep(x) C E (z), para algum nimero natural € =
b 71
¢ (n, bmax) > 0.

2. Se R ¢ um retangulo n-dimensional, entdo R(x) C R(z). Além disso, R,.j(x) C Bl emar,1(T),
onde Cmax = nbm%, ser,l € (0,1).
5. ER(x) C BR(x) e B (x) C BR(2), sel> 1.

4. Se 11 € a topologia gerada pelas bolas Euclidianas B,(z) e 7o é a topologia gerada pelas
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bolas anisotrdpicas ©,(z), entdo 71 = To.

5. SeTg, : R" = R" € definida por

2 bmax
Tgrei=rbe; ou Ty, ei=1 % e (10)
onde e; € o i-ésimo vetor canonico , entio Tp,(B)) = Er; ou Ty, . (By) = EXF.

Figura 2 — Equivaléncia geométrica.

Geometric Equivalence

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do acervo privado do orientador.
A partir das defini¢Ges, a prova do lema acima é imediata. Em seguida, dividiremos esta secao

em duas subsegoes: solugoes suaves e solugoes de viscosidade e operadores extremais.

2.1 Solugoes suaves

Sem perda de generalidade, consideramos L = (—A)%5. Nesta subsecdo, estabelecemos as
ferramentas para obter a regularidade C7 para funcoes suaves A?*-harménicas. Precisamente,
mostramos que o operador A%S aplicado a funcdes radiais 1 é limitado para s € (0,4/bmax)
e obtemos uma desigualdade ansloga a desigualdade de Silvestre para AP#5. Doravante, por
simplicidade, Ihe chamamos apenas desigualdade de Silvestre para A%*n.

Lema 2.2 (Fungao barreira) Seja n:R"™ — R definida por

(1—1[yP*)?  se y€ B,
n(y) = (11)
0, se ye (R"\ By).

Eziste C > 0 dependendo somente de B, da dimensao n e de s tal que

[(=A)sn(x)] < C  para todo x € B3y (12)
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Figura 3 — Grafico da funcao barreira euclidiana.

Computed by Wolfram|alpha

Fonte: Elaborada pelo autor.
Prova Escolha ry = ro(n, 8) € (0,1) tal que

In(z) = n(z +y) + (Vn(z),y)| < Cly]* para todo (z,y) € Byq X Ery1, (13)

onde C é uma constante positiva dependendo somente de 3 e da dimensao n. Denote T;, = Tjg,,,

onde rj, = ro2~%. Entdo, obtemos

[ Bt G, ] bR,
Ergn

y <
Iyl Brya NG

’ 2

e /
Z Tk l\E'rk+1 1 ”y’
T,
o S [ty

1\B1/2 lyl

|c+s Y
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e podemos estimar

i —S/ |TTky‘2d < i (Imaxs/ ’y|2 d
n y < T Y
prd Bi\By, 1Yl P Bi\By 19I5
. C(n,B,s)
- 1 — 2_qmax,s ’
2
onde C(n, 5,s) = / ’y|c+s dy. Por outro lado, se 1 = r1(r9) > 0 é tal que ©,, C E, 1,
B1\By 2 HyH
obtemos
In(z) —n(z +y)| 1
dy < 2|0l s (14)
/Rn\ETO,I lyllG rme,, Y5
1
= rc/ ——dy
rove, [lyl5
_ B
P
Portanto, vale
[(=A)?*n(z)] < C paratodo = € B3y (15)

Considerando obtemos a desigualdade de Silvestre para A®s:
Lema 2.3 (Desigualdade de Silvestre) Dado § > 0, existe 0 < k < % e T > 0 dependendo

somente de 3, da dimensao n, s e § tal que

—A)Bs 2/ Sy|” — 1)K d<f
K(=A)"n(z) + Rn\Bi(\ Yl YKo(y)dy 23092, |B‘<5

/ Ko(y)dy, (16)

para todo x € Bsy, onde Ko(y) := ‘c+s para todo y € R™\ {0}.

2.2 Solugoes no sentido da viscosidade e operadores extremais

Nesta subsecao colecionamos as propriedades técnicas do operador Z que usamos ao longo da

tese. Como K, é simétrico e positivo, obtemos
Logu(a) = PV | (uo+9) = u(e)) Kaa () dy

Lopu(e) = 5 [ (o) = u(o—y) — 2(@) Ko () dy.

Por conveniéncia de notagao, denotamos

d(u,z,y) =u(x+y) +u(r—y)—2u(x)
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(S podemos escrever

Laﬁu (:I") = . 0 (U, €, y) ICOéﬁ (y) dya

para algum ntcleo KCpg.
Agora definimos a classe adequada de fungoes teste para nossos operadores.
Definigdo 2.1 Uma funcdo ¢ € dita ser C1* num ponto x, e escrevemos ¢ € C¥! (), se existe

um vetor v € R™ e numeros M,ng > 0 tais que

lp(z+y) —¢(x) —v-y| < Myl

para |x| < ng. Dizemos que uma fungdo @ é CY' num conjunto Q, e denotamos por ¢ € CH1 (),
se a condi¢do prévia vale em todo ponto, com uma constante uniforme M.

Observacao 2.1 Sejam u € CV1 (z) N L®(R™) , M > 0 eng > 0 como na defini¢io .
Entao, pelo Lema[2.3, descobrimos

Lozﬁu (l‘) =PV o (u, z, y) ]Caﬂ (y) dy < C’(n, A7 bmin, bmax Mo, 5)‘
Rn

Agora introduzimos a nogao de subsolugao (e supersolugao) no sentido da viscosidade
« num dominio 2, com funcdes teste C2? que tocam u por cima ou por baixo. Enfatizamos que
u é permitida ter descontinuidades arbitrarias fora de 2.
Definicao 2.2 Seja f uwma funcao continua e limitada em R™. Uma funcdo u : R™ — R,
semicontinua superiormente (inferiormente) em Q, € dita ser uma subsolucdo (supersolucdo) a

equagdo Tu = f, e escrevemos Zu > f (Zu < f), se o sequinte acontece sempre:

1. zg € Q € qualquer ponto em €2;
2. By (x9) C Q, para algum r > 0;
5. ¢ € C? (B, (w));

4- ¢ (@0) = u(wo);

5. ¢ (y) >u(y) (p(y) <u(y)) para todo y € By (w0) \ {zo};

entdo, se denotarmos

b d P oem B, (x0)
' u em R"™\ B, (),

temos Zv (xg) > f (zo) (Zv (o) < f(x0)).
Observacgao 2.2 Funcées que sdo C' num ponto de contato x podem ser usadas como funcgées
teste na definicao de solugao no sentido da viscosidade(ver Lemma 4.3 em|CAFFARELLI and
SILVESTRE (2009)).

Em seguida, definimos a classe de operadores lineares integro-diferenciais que sao

uma ferramenta fundamental para a analise da regularidade.
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Definicao 2.3 Seja £9 a colecao de operadores lineares Log. Definimos o operador maximal e

minimal com relagcao a £y como

MTu(z) = sup Lu ()
LeLy

M u(x) = Llélgo Lu(z).

Por defini¢ao, se MTu(z) < 0o e M~ u(z) < oo, obtemos

A6T — N6~
Mt (z) = Qmax,s/ TRy
O 17
¢ AT — AS™
M_u(x) = Qmax,s/ T nexs Y-
» vl

As provas dos resultados que apresentamos agora podem ser descobertas nas Secoes
3, 4 e 5 de CAFFARELLI and SILVESTRE (2009). O primeiro resultado assegura que se u
pode ser tocada por cima, num ponto x, por um paraboldide, entdo [u (x) pode ser calculado
classicamente.
Lema 2.4 Se temos uma subsolucio, Tu > f em Q, e ¢ é uma funcdo C? que toca u por cima
num ponto x € Q, entao Zu (x) esta definida no sentido cldssico e Tu(x) > f (z).

Outra propriedade importante de Z é a continuidade de Zyp em Q se ¢ € Cb1 (Q).
Lema 2.5 Seja v uma funcao limitada em R™ e CY1 em algum aberto Q. Entdo Tv é continua
em 2.

O proximo lema nos permite concluir que a diferenca entre uma subsolugao do
operador maximal M™T e uma supersolucao do operador minimal M~ é uma subsolucao do
operador maximal.

Lema 2.6 Sejam 2 um aberto limitado e v e v duas funcgdes limitadas em R™ tais que

1. u € semicontinua superiormente e v € semicontinua inferiormente em §2;

2. Tu> f e Zv < g no sentido da viscosidade em ) para duas fungées continuas f e g.

Entao
M (u—v)>f—g em Q

no sentido da viscosidade.
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3 REGULARIDADE HOLDER: SOLUCOES SUAVES

Como em SILVESTRE (2006)) usamos a abordagem de De Giorgi para achar a regularidade C7
para funcoes suaves A% *-harmonicas. Comecamos com um lema de crescimento.

Lema 3.1 (Lema de crescimento) Se u € uma fungdo que satisfaz:
1. (—A)%%u <0 em By;
2. u<1lem By;
3. u(z) <2|2z|” — 1 para todo x € R™\ By;
4. |{z € By : u(x) <0} | > 9.

Entao, existe uma constante pu = p(n,s,3,0) >0 tal que u <1 — p em Byj.
Prova Consideremos p = k(n(1/2) —n(3/4)). Suponhamos, para propdsito de contradi¢ao, que

exista xg € B% tal que

u(zg) >1—pu=1—rn(1/2) + kn(3/4). (17)
Assim, como 7 é decrescente em qualquer raio da origem e u < 1 em Bj, temos

v(zp) > v(x), paratodo z € By \ B%, (18)
onde v(z) = u(x) + kn(x). Logo, concluimos que

1 < sup v(z) = v(z1) (19)
r€B,

para algum z; € B3. Se definirmos
4
B={yeR":x1+ye B} e By={yeR":21+y€ By, u(z1 +y) <0}
podemos escrever

(8 um) = [ () = vla+n)Kolw)dy (20)
= 6L+ I,

onde denotamos

I = /B(v (1) —v(z1+y)Ko(y)dy e I2= /Rn\B(U (1) = v (21 +y))Ko(y)dy.
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Desde que v tem um maximo em z; e v(z1) > 1 estimamos
b= [ @)=+ )Kowds+ [ (@) - oo+ 9)Koly)dy
Bo B\Bo

> /Bo(v (1) —v(z1 +y))Ko(y)dy

> /Bo(l — kn(z1 +y))Ko(y)dy

1
B Ko (y)dy
Bo

Y

Usando as condicoes 2 e 3 descobrimos
b= [ (vlm) oo+ )Kolo)dy
R™\B
> [ 1= @2 )l - DKoy
R™\B

= / [2 — 27+1|x1 + y|T] Ko(y)dy
RP\B

v

[ =2 ] Kol
R™\B

Ademais, desde que (R" \ B) C (R"\ By /4) obtemos

oz [ )] Koy

= / [2 =277 (3/4+ |y))7] Ko(y)dy — / [2—2771(3/4 + |y|)7] Ko(y)dy
R"\B_if (R™\By/4)NB

> [ g, 27O/ Kot

Da condicao 1 temos
(=A)7v(z1) = (=A)* (u(z1) + rn(z1)) < R(=A) M (z1)

e usando a condicao 4 obtemos

1 .
KA z2 [ =Ry + g Koy,
R"\BL BCBa3, |B|>(§ B
4
que contradiz ((16)).
Usando o scaling anisotrépico T,y , € 0 Lema @ obtemos a seguinte versao esca-

lonada.

Lema 3.2 (Lema do crescimento anisotrépico) Se u € uma func¢do que satisfaz:

1. (=A)P5u <0 em B (wo);
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2. u < C em EXY*(x0);

3. u(x) < C (22T gay, (z — 20)|” — 1) para todo x € R™ \ EX™(x0);

. ] {3: € g‘fx(xo) su(x) < 0} 11 S5

b
max .

r-2

Entao, existe uma constante p = p(n,s,3,0) >0 tal que u < C(1 — p) em Ergnix

Prova Definamos

U(Tmax,r'x + 330)

= 21

o) A (21)

para todo z € R™. Desde que T}, . (B1) = Ef* concluimos que v satisfaz 2 e 3. Além disso,
descobrimos que

(—A)5v(z) <0 e [{z€Bi:v(x) <0} >4 (22)

Pelo lema existe uma constante p = p(n,s,5) > 0 tal que v < 1 — p em Bijp. Assim,
descobrimos que u < C(1 — p) em E™ . Por fim, pelo Lema temos Er%n?x C E™ ¢ 0 Lema

r1/2° r,1/2
3.2 est4 concluido.

Teorema 3.1 Se u é uma funcio que satisfaz (—A)?5u = 0 em E3%°, entdo para 6 = ‘BQ—”
existem constantes v = ~y(n,s,3) € (0,1) e C = C(n,s,3) > 0 tais que
u(zx) — u(y C
sp D vl Oy (23)
zyEEmex |z — y||,3 r
Ibmi
Em particular, u € C), > (EXYX).
Prova Considerando o scaling anisotrépico v(z) = u(Tjpax,)/2[|ullc podemos supor que

oscgnt = 1 e 7 = 1. Como em SILVESTRE] (2006), dados z¢p € B; construimos uma sequéncia
nao-decrescente ¢, e uma sequéncia nao-crescente dj tais que
dy —cp=2"% ¢ ¢ <u<dy em A (1), (24)

TE,1

onde 7 = 7“’5 para qualquer ntimero inteiro £k e 0 < a < 1 sera escolhido apropriadamente.

Agora consideraremos dois casos:

Caso 1: k£ <0.

Desde que oscgru = 1, podemos escrever
— 3 — (0%
ck—lﬂgnfu e dp=cp+rg, (25)

para k < 0 e para todo « € (0,1).

Caso 2: k£ > 1.
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Suponhamos que ja tenhamos c¢; e d; para j = 1,...,k. Descobrimos que c,11 e

dj+1 satisfazem . De fato, se

cg + dy,
2
entao por descobrimos que
—ka
|lu —m| < 5 em EF(z0).

Agora definamos

U(.Q?) _ Q(U(x) — m)

o 9

Tk
para todo z € E"%(xg). Claramente, temos
lv] <1 em f]:"f(xg)

(=A% <0 em e (o)

Em seguida, analisamos dois casos:

(i) Assumamos que

| {z € ER(x0) : v(z) < 0} | - |B1|

c bmax - 2
r 2
k

Levando em consideracao que

x € R"\ ElN*(zg) = -1 (R™\ Bi(xg))

Tk, 1 max,r

obtemos

Tr;z}x,rk (.T — .13()) cR" \ Bs.
Logo, existe 7 € N tal que
2 < [Tk, (0 — a0)| < 271

Portanto, descobrimos que

T} (.Z' - 1‘0) S BQ(]'+1)

max,rg

(26)

(29)

(35)
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e do Lema 2.1

max max __ romax
Tr— Ty € ETk:Q(j+1) C E27k;+j+171 = ET(k—j—l)vl' (36)

Assim, por hipdtese indutiva estimamos
(u(z) —m)
T

5 (dk—j—1—m)
— 2—ka

v(x) = 2

e desde que ¢ é uma sequéncia nao-decrescente obtemos

(dy—j—1 —m)

e '
(dyp—j-1—ck—j—1+cr—j—1 —m)
,,,,CM
k

(dg—j—1 — Ch—j—1 + ¢, —m)

v(z) < 2 (38)

= 2

IA
N

AN

[\V]
Y
N
=
3 |
FTO| .
=
Q

|
(NN
~_—

para todo z € R™ \ E%(z0). Se tomarmos « € (0, 7] obtemos

v(z) < (2\2Tnjix7rk (x —x0)|” —1) para todo z € R™\ B (o). (39)

Tk,1

Dai, podemos aplicar o Lema para obter v < 1 — p em ER (o) = ELAY 1(20). Entao

reescalonamos de volta para u para descobrir que

2_
w<et (B55) ik em B (o0) (10)

Agora definamos cgy1 = ¢ e dy = ¢ + 7. Claramente, ;41 < u em E;‘;i’i’l(a:o). Por fim, se

. In(1—p/2
escolhermos o = min {T, %} obtemos

u<dgpr em EZF L (20). (41)

(ii) No caso

| {z € ERa(zo) s v(z) < 0} |11 - |By| 11
clux 2
Tk

(42)
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consideramos v = —u para obter
9 _
u 2> dy — (TM) e em BT (o). (43)
2—p
Agora definamos di41 = di € ¢+ = di, — —5 i

Finalmente, dados zg € By e y € R™ podemos escolher um inteiro k tal que g —y €
(Erax \ Emax) - Assim, pelo Lema [2.1f podemos concluir que

Tk—1, Tk,1

Ju(zo) = u(y)| < ri_y < Cllzo — yll, (44)

onde C = C(n, Oé,bminabmax) >1le V= — .

bmax

Uma representacao pictérica da iteragdo que produz a regularidade Holder é como

segue:

Figura 4 — Regularidade Hélder produzida por iteracao.
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Fonte: Adaptacao elaborada pelo autor, disponivel em http://www.math.uchicago.edu/
~luis/ preprints/ides.pdf, acessado em 24/10/2021.

Corolario 3.1 (Propriedade de Liouville) Sejau uma fun¢do limitada que satisfaz (—A)P5u =
0 em R™. Entdo, u é constante.
Prova Dados z,y € R", escolhamos R > 0 tal que =,y € Eﬁl,alx. Pelo Teorema @

temos

MR S e (45)

Tomando R > 0 suficientemente grande, obtemos u(x) = u(y). Portanto, u é constante.
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4 REGULARIDADE HOLDER: SOLUCOES NO SENTIDO DA VISCOSI-
DADE

Nesta secdo, obtemos os ingredientes necessarios para alcancar a regularidade interior CY e C17

para solugoes no sentido da viscosidade de Zu = 0.

4.1 Estimativa ABP nao-local anisotrépica

Nesta subsecao obteremos uma estimativa ABP para equacoes integro-diferenciais do tipo La-
placiano fracionario anisotroépico.
Seja u uma funcao nao positiva fora da bola Bj. Definimos o envelope concavo de

u por

min {p (z) : para todos os planos p > u™ em B3}, em Bj
I'(z):=
0 em R"\ Bs.

Figura 5 — Envelope concavo.

Concave Envelope

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do acervo privado do orientador.

Lema 4.1 Sejam u < 0 em R™\ By e I' seu envelope céncavo. Suponhamos que f € L™ e
Mtu(z) > —f(x) em By. Seja po = po (n) >0,

T = p027 (qmiln’s ) 276(bﬂ%>k

I

onde € = &(byin, bmax) € um nimero natural tal que

Eir1 C Epyy,
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bmin

com | = 2_6[ 2 ] para todo 7 > 0 € gmin,s = ﬁ — 5. Dado M > 0, definamos

Wi (2) = Epy 1\ Ery i1 0 {y cu(z+y) <u(@)+ (y, VI (@) — M <qminﬂs ) r]:m} .

Gmax,s

Entao existe uma constante Cy > 0, dependendo somente de n, A, bmin € bmax, tal que, para

qualquer © € {u =T} e qualquer M > 0, existe k tal que

f(x
Wi @)l < L B\ Byl (46)
Prova Note que u é tocada pelo plano
I'(z) + (y — 2, VI (2))
por cima no ponto x.
Figura 6 — Fato geométrico.
Geometric fact
Fonte: Elaborada pelo autor a partir do acervo privado do orientador.
Do Lema My (z) estd definida classicamente e obtemos
AST — A6~
Mtu (z) = qmax,s/ 7C+de. (47)
n lyllg
Mostramos que
6(y) =6 (u,z,y) =u(x+y) +u(r—y)—2u(r) <0. (48)

De fato, se ambos * —y € B3 e © +y € Bs entao concluimos que 6 (y) < 0, desde que
u(z) = I'(z) = p(z), para algum plano p que permanece acima de u na bola Bs. Além

disso, se ¢ —y ¢ B3 ou z + y ¢ B3, entdo ambos x — y e x + y nao estam na bola Bj, e assim
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u(r+y) <0ewu(xr—y)<0. Portanto, em qualquer caso a desigualdade estd provada.
Figura 7 — Argumento geométrico para § < 0.

B,

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do acervo privado do orientador

Combinando e , descobrimos
—f(z) £ Mu(z)

—A0~
Gmax,s / mdyv (49)
Enoa Yl

1

onde 79 = pp2 mins. Desde que x € {u = I'}, gostarfamos de enfatizar que y € W}, (x) implica
que —y € Wy (z). Logo, descobrimos que

. _4
Wi (z) C Er \ Erk+1,1 N {y : =0 (y) > 2M (Qmm,s> r}:min } )

50
Gmax,s ( )
Usando (49)), estimamos
F@ 2 e oY [ Oy
— T e m i 5T
> C(?’L, )‘) Z |:Qmax,s(n_ C;S )r’;(8+s) (S_dy:| . (51)
k=0 Wy

Ademais, temos

nooz
}ETml\E?"kH,l‘Ll = Hrl:i ’Bl\Bl’ :TE‘BI\BZIU )
j=1

bmin .
onde [ = 273" . Portanto, descobrimos

{Erk,l \ Erk+1,1 ‘Ll > C(bmim bmaa:)r]i- (52)
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Assumamos por contradi¢ao que nao é valida. Entao, de , e , obtemos

0o
min,s C
f (CU) > (TL, >\7 bmina bmax) [qmin,s kz_o <2M7’Z ’ f(x)]\;)
(%)
= CQ (n, )\, bmin, bmax) CO len s Z 27,,kmm 5 ]
k=
0o
Z C3 (n7 )‘7 bmin; bmax)f(x)copomims IQmin,s Z 2_(qmi"15)k]
k=0
4 o0
> (nv A, bmin, bmax)f(l’)Copgmin [‘Imin,s 2—(Qmin,s)k]
k=0
(%s)
Z C3 (n7 )\7 bmin, bmax) CO len Z Qmm s ]
k=0
Entao, obtemos
6300qmin, f (.I‘)
9min,

4
= ¢ limitada longe do zero, para todo s € (0, >, de onde
’ max

Finalmente, como =
1—2 min,s

f (IE) Z Cq (n, >\, bmm, bmaX) COf (.ZL') 5

que é uma contradicao se Cy ¢ escolhido suficientemente grande.

Como em [CAFFARELLI, LEITAO, and URBANO (2014), o resultado seguinte é
uma consequéncia direta dos argumentos usados na prova de (CAFFARELLI and SILVESTRE,
2009, Lemma 8.4).

Lema 4.2 Sejam r > 0 e I' uma fungao concava em E,. 1. Eziste g > 0 tal que se

Era\E,y N{y:T(y) <T(0)+(y, VT (0)) —h}|  <e|Bri\E,

1 )
2|11

para 0 < € < g, entao

[(y) >T(0) + (y, VL' (0)) — h

no conjunto I 1.
]
Uma representacao pictérica da ideia geométrica que nos conduz a prova deste lema

é como segue:
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Figura 8 — Argumento geométrico para o lema fino.

Fonte: Elaborada pelo autor.
Corolério 4.1 Seja g9 > 0 como no Lema [{.2 Dados 0 < & < eq, existe uma constante

C (1, A, bin, bmax, €) > 0 tal que para qualquer funcao u satisfazendo as mesmas hipdteses do
1

Lema existem r € (0, po2 qminv@) ek =k(z) tais que

Er,1\Ezr,§ﬂ{y:u(a:+y) <u(x)+<y7VF(x)>_C(Qmin,s>f(x)zré}

Gmax,s

<el|E1\ Epa

. (53)

n
Qmin,s n
<C{——=] f(z
Lt <Qmax,s> ( )
_ 1 _ m _ bmin
onde r = pg2 Imins 2 Q[ 2 ]k el=2 C[ 2 ]

Prova Tomando M = Eglﬂl (z) no Lema obtemos com Cy := Eg%, onde

i

vr (E,
) Ll

()

E, 1 ()

4

N

|Bl|L1

Oy = 2t
! }B1\B1/2‘L1

> 1.

Considere os conjuntos

Wiy im B\ By 0 {03 T e 4) < (o) + (5, VE () - Ca (2250 1 o) s |

Gmax,s

4

War (2) = B \ By 0 {y u(@+y) <ulz)+(y, VT (@) C <qf“> f (@) } .

Gmax,s

Entao, como

Er,l\Er’%CEr,l\ElT,l, u(z)=T(z), e u(z+y) <T(x+y),
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para y € E, 1, temos Wi, C Wy, C W, (x). Assim, de obtemos
€
Wi (@)l < [Wapr ()]0 < o |Ev1 \ Bl - (54)

Além disso, estimamos

€ ¢ ‘Bl\Bl‘Ll
7/"" —_—
Ci |B1\ Byl

€ C
a’f‘ Cl |Bl \Bl/2

< e |Eri\ Epapal; -

(55)

£
o |Era1 \ Bl By \B%

Ll

IN

[

Entéao, do Lema [£.2] e da concavidade de I, temos

: 4
0< F(y) <20, <qmms> f(x)rimn  em E 1,
2

Gmax,s

onde
4

F(y):=T(z+y) ~T () - (9, VT (2)) + C (qm) f (&) v

Qmax,s

Note que
VF (y)=VI'(z+y)— VI (z).

Entao, como F' é concava, obtemos que

||FHLOO(E )
1
"2

dist (OB, 1, E, 1 )
72 74

Caf (x) (L) P

dmax,s

dist (OB, 1, F, , )
72 b

VI (z +y) — VI'(z)] <

< (O3 <qmms> f(x)rﬁ
Gmax,s
Logo, temos
v (EQ B, (1) (VT (z))
e obtemos "
vr(E.4)] <o (;ﬁ;) f @B -

Finalmente, tomando C' = max {C2, C4}, o lema estd provado.
Lema 4.3 (Lema de recobrimento, (CAFFARELLI and CALDERON, [1974b, Lemma 3))
Seja S um subconjunto limitado de R™ tal que para cada x € S existe um retangulo n-dimensional

R (), centrado em x, tal que:

o As arestas de R (x) sdo paralelas aos eizos coordenados;

e O comprimento da aresta R (z) que corresponde ao i-ésimo eizo € dada por h; (t), onde



35

t = t(x), hi (t) é uma fungao crescente do parimetro t > 0, continua em t = 0, e
h; (0) = 0.

Entao existem pontos {xy} em S tais que

1. S Cc U R (zk);

2. Cada x € S pertence a no mdzimo C = C (n) > 0 retangulos diferentes.

O coroldrio [A] e o lema de recobrimento [£.3] permite-nos obter um limite inferior
no volume da uniao dos conjuntos de nivel F, ; onde I' e u separam-se quadraticamente dos
correspondentes planos tangentes a I' pelo volume da imagem da aplicagao gradiente, como na
estimativa ABP padrao.

Corolério 4.2 Para cada x € ¥ = {u =T} N By, seja E,1(x) o conjunto de nivel obtido no
coroldrio [{.1l Entdo, temos

C (supu)” <

U B (@)

A

Ll
A versao ndo-local anisotrépica da estimativa do tipo ABP agora é como segue.
Teorema 4.1 Sejam u e I' como no lema[{.1 Eziste uma familia finita de retangulos abertos

{Rj}je{l m} com diametros d; tais que o seguinte vale:

1. Quaisquer dois retangulos R; e R; na familia ndo se interceptam.

[\S)

. {’LL:F} C U;nzlﬁj

3. {u=T}NR,; # 0 para qualquer R;.

AR
4' d] S Z <p02 qmin,s> X
=1

)

VD Ry < € (maxg, )[R,

Lt

Zc‘R

S

7 ’

{vecRysut) =10 - € (waxg, 1) (4)'}

L Lt

onde Jj € o diametro do retangulo 7~€j correspondente a R;. As constants ¢ > 0 e C > 0
dependem somente de n, A\, A, bmin, bmax, € S.
Prova

Recobrimos a bola B; com um revestimento de retangulos de arestas

1
(p02 qmin,s)

2¢

S
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Figura 9 — Recobrindo B;.

- LN
// N N
PEEN
AN L
(44
L N d
N >

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do acervo privado do orientador.
Descartamos todos aqueles que nao intersectam {u = I'}.

Figura 10 — Descartando retangulos.

N (=1}

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do acervo privado do orientador.
Sempre que um retangulo ndo satisfizer (5) e (6), dividimos suas arestas por 2"¢ e
descartamos aqueles cujo fecho nao intersecta {u = I'}.

Figura 11 — Dividindo arestas.

i
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1)
/
=

| NN
[
=

.:F'_
.-.-.p// b

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do acervo privado do orientador.
Agora provamos que todos os retangulos remanescentes satisfazem (5) e (6) e que

este processo termina depois de um nimero finito de passos.
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Como em (CAFFARELLI, LEITAO, and URBANO| (2014) argumentamos por con-
tradicao. Suponha que o processo € infinito. Entao, existe uma sequéncia de retangulos encai-

xados R; tal que a intersecao de seus fechos serd um ponto zg. Ademais, desde que
{u=T}n ﬁj £ 0

e {u=T7} é fechado, temos g € {u =T'}. Seja 0 < 1 < €g, onde gy é como no Coroldrio

1
re (o,poz m>

Assim, existem

e ko = ko (x0) tais que

B\ Epa 0 {?J tu(r +y) <u(z)+(y, VI (2)) —Cf(x)zré}
i=1

I
<e1|Eri\ Eipilpa (56)
e
VT (B, 174 (20))] 0 < CFf (20)" | Ep1ja (20)] 115 (57)
onde R

Seja R; o maior retangulo na familia contendo zq tal que

2

1

2
9~ ¢ko+2) (p02—qm;,s> "<l < 9Chot) (poz_qmm,s ) "

Assim, do Lema [2.1] obtemos
Rj C ET’1/4(LL“0) e Er,l(.%‘o) C Cﬁj,

para algum C' = C(n, byin, bmax) > 1.

Figura 12 — Equivaléncia geométrica entre retangulos e elipses.

- E.\E.;\4(x0)

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do acervo privado do orientador.
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Além disso, como I' é concavo em B, temos
I'(y) < u(zo) + (y — 2o, VI (z0))

em Bs. Logo, denotando

. N
Aj = {yGCRj ru(y) 2T (y) -C (géaXf) ( j) }
j
usando , , obtemos

Al = |{ye ORs ruly) = uwo) + (y = w0, VT (o)

4
b

—C’f(z:o)Zr z}

i=1

Ll

lr—

> (1—¢; ’Erl\E

2|1
= ( e1) 7 |Bu\ Bil

Lt

VI (R)] 1

IN

VT (/4 (20)) | 1

Cf (zo) |Er1/4 |L1
= Cf(x0)"7°|Byys (20)| 4
Cof (w0)"

IN

Entao R; nao se dividiria e o processo deve terminar, o que é uma contradicao.

Observacgao 4.1 FEnfatizamos que se bymax = bmin = 2 recuperamos a estimativa do tipo ABP
obtida em |\ CAFFARELLI and SILVESTRE (2009). Além disso, para bpax = N+ Omax € bmin =
N~4Omin COM Omax, Omin € (0,2) temos a estimativa ABP alcan¢ada em|/CAFFARELLI, LEITAO,
and URBANO, (2014).

4.2 Funcao barreira

No sentido de situar o conjunto de contato de uma solugcao u da equacao maximal, como no
Lema construimos uma funcao barreira que é uma supersolucao da equacao minimal no
complementar de uma elipse pequena e é positiva no complementar de uma elipse grande.

Lema 4.4 Dados R > 1, existem p >0 e sg € (O, ﬁ) tais que a fungao
f(x) = min (2%, [z|7F)

satisfaz

M f(z) =0,



39

para sp < s e 1 < |zx| <R, onde p=p(n,\, A, bmin, bmax, R), S0 = 50 (1, A, A, bin, bmax, R).

Prova Considere as seguintes desigualdades elementares:

(az + al)_l + (a9 — al)_l > 2a§l +I1(1+1) a%a;li2 (58)
e
(ag +a1)"" > ay’ (1 - lal) . (59)
as

onde 0 < a1 < as el > 0. Suponha sem perda de generalidade que by = bpax. Levando em
consideracao as desigualdades e , estimamos, para |y| < %,

6(frer,y) == ler+yl™P+ler —y[ ™" -2

2 _Pp 2 _p

= (I+yP+2n) 24+ Q+y>—2p) > -2
2 —% 2 2\~

> 2(14+1y?) 2 +p(p+2) i (1+1y?) = -2

p p+2
> 2(1-EpP) +p+2)uf -pp+9) (Q)yflyl2 ~2

p+2
= p[—yl2+(p+2)y?—(p+4)( 5 )yf\ylz]-
Se 1 < |z| < R, existe uma rotagao Ty : R® — R" tal que x = |z|Te;. Entao, mudando de

varidveis, obtemos

M~ (1:) = Qmax,s|l"n_p \det Tx|

/ W(f’el’y)_A‘S_(f’elvwdy].
R (i | (2] Tey); !bi)cTs

Logo, podemos estimar

AST (f er,y) — X0~ (f, €1, y) dy
(S Nl (Tay), [P %
N qmax,s/ AT (f,e1,y) — A6 (f’ffs’ v,
BRMN\Ba0) (300 [|2| (Twy), [P) =
s / 2pA(p+2) 7
B0 (305 (|| (Tey); %)
_Qmax,s/ QPA’Z/|2 cts
Bi/a(0) (320, ||| (Twy), [P) =
s / App )0+l ,
Bya(0) (30 2| (Twy); %) =

|$‘p7anf ({L’) = Qmax,s/
B1/4(0)

v

c+s
2

dy

—)\2p+1
+Qmax,s/ oFs
RM\B1a(0) (300 [|2] (Twy); %) 2
= L+ Ix+ I3+ Iy, (60)

dy

onde I, I, I3 e I representam os trés termos do lado direito da desigualdade acima.

Mudando de variaveis novamente, obtemos
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yi yi
/ 1 c+s dy / 1 c+s dy (61)
B1/a(0) (320 || (Toy); %) 2 Ty (B1/4(0)) Qi | (Tey); o) 2

T —IT—ly’ e1 2 B
C [ Tl
By ,4(0)

lyll5
— |$|—n/ <T;1y"x’7161>2dy (62)
By,4(0) [
2
n Yy, x
L= (63)
B1400) 1Yl15

Ademais, sem perda de generalidade, podemos assumir que

re{yeR":xz; >0} e x>

1
n

Do Lema|2.1|existe ro = r9(n, bynin, bmaz) € (0,1) tal que E,., 1 C Bj/4. Entao, de (61) estimamos
0, /

2
_ _ — Yy
p 1Il > Gmax,sT 1)‘ (p+2)|1:’ (n+2)/ lc+sdy-

By IWIl5
2 1 2 Tgmax’s Gmax,s
> C(n7 bminu bmax)]%i(n+ )ni |:)‘ (P + 2)/ yldV (y) _ 7
OB 1 — 27 9max,s

>

a2 [ i ).

onde C5 = C5(n, A\, A, byin, bmax, B) > 0. Seja C = C (n, byax, bmin) uma constante positiva tal
que By, (0) C Ec,1. Entdo, para |z| > 1 obtemos

2

p_1[2 > _C4Qmax,s/ " ‘y| mdy
Bia(0) (305, [ (Twy),; [P) 2

75 'yl?

= —CyGmax, detT_l/
maxs‘ x ’ B1/4(0) ||y”2+s

. _C.R-n v,
- 4R dmax,s c+s Y
B1,4(0) Y1l

ly[?
> _C5Qmax,s c+s dy,
Foa 19ll

onde Cy = Cy (n, A\, A, byin, bmax, R). Temos também

WP .- P L, <
Gmax,s c+s @Y = Gmax,s s WY = Us,s
o Tl 2 o TS
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onde rj, := C27% ¢ C5 = C5 (n, A\, A, bmax, bmin). Além disso, temos

lyl*
I3 > _CGQmax.s c+s dy
E,

1 HyH[g
> —C qmax,s (64)
— —s
1—-2 bmax
(65)
e, se 11 =11(r9) > 0 é tal que ©,, C E,, 1, obtemos
lyl*
Iy > _C8Qmax,s cts dy (66)
R\Ero1 W15
ly[*
> _CBQmax,s c+s dy
rme,, Y5
> _09 Gmax,s

para constantes positivas Cy = C7 (n, A, A, bymin, bmax, p) € Cs = Cg(n, A, A, bpin,
b, ). Escolhendo p = p(n, A, A, bynin, bmas, R) > 0 tal que

Cs(p+ 2)/8 y2dv (y) — C4Cs > 0
By

e combinando , e , existe uma constante positiva sg = sg(n, A, A, byin,
bimax, R) < ﬁ tal que

[P M f () = Co >0,

para uma constante positiva Cy = Cg (1, A, A, bin, bmax, R)-
Como em [CAFFARELLI, LEITAO, and URBANO] (2014), do Lema [4.4] obtemos os
seguintes resultados:

Corolario 4.3 Dados sg € (O, ﬁ), e R>1, existem k >0 e p > 0 tais que a funcdo
f () = min (77, |z[7P)

satisfaz

M f (x) =0,

para 1 < |z] < R esy<s< ﬁ, onde p = p(n, A\, A, byin, bmax, R) € & = k(n, A, A, byin,
bmax; 50, R)
Corolario 4.4 Dadosr >0, R>1 e sy € <0, ﬁ), existem k > 0 e p > 0 tais que a func¢ao

g (z) = min (/{‘p, |Tﬁiix|_p)
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satisfaz
M7g(z) >0

para So < § < ﬁ ex € E. g\ Er1, onde p=p(n,\, A, byin, bmax, R) e £ = £(n, A, A, bin,
bma)o 50, R)
Lema 4.5 Dados sy € <0, ﬁ), existe uma fungao ¥ : R™ — R satisfazendo

1. U € continua em R™;
2. =0 para x GR"\Eiﬁ\/ﬁ;

3. U >3 para x € Riv?’"

4. M7V (z) > —¢ (z) para alguma fungio positiva ¢ € C° (E %vl) par 50 < 8 < g

Figura 13 — Gréfico da fungado barreira.

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do acervo privado do orientador.
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4.3 Desigualdade de Harnack e regularidade

O proximo lema é a ferramenta fundamental em diregdo a prova da desigualdade de Harnack.
Ela conecta a estimativa pontual a estimativa em medida, ver CAFFARELLI, LEITAO, and
URBANO, (2014).

Lema 4.6 Seja 0 < 59 < ﬁ. Se s € (so, ﬁ), entao existem constantes eg > 0, 0 < ¢ < 1,

e M > 1, dependendo somente de sg,s, X\, A, bmin, bmax, € 1, tais que se
1. u>0 em R
2. u(0) <1;

S Mu<eemkE

bmax )
n 4 |1

[{u < M}NQilp >

Figura 14 — Relagao entre estimativa pontual e estimativa em medida.

Fonte: Elaborada pelo autor a partir do acervo privado do orientador.
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O préximo lema é fundamental para iterar o Lema e obter o decaimento L.
da funcao distribuicao A, := [{u >t} N Bi|;:. Como nosso scaling é anisotrépico, a seguinte
decomposicao de Calderén-Zygmund é executada com retangulos n-dimensionais que satisfazem
o lema de recobrimento de Caffarelli-Calderén (Lema . Podemos entao aplicar o teorema
da diferenciagao de Lebesgue tendo aqueles retangulos n-dimensionais como conjuntos base da
diferenciacio, ver Lema 5.2 em (CAFFARELLI, LEITAO, and URBANO) (2014).

Lema 4.7 Seja u como no Lemal[{.6 Entao

Hu>Mk}ﬁQ1)L1 SC(l—g)k, k=1,...,

onde M e s sio como no Lema [{.6 Logo, existem constantes positivas d e e, dependendo

somente de sg,S, A\, A, bmin, bmax, € N tais que
[{u>t}NQ1|p <dt™c, Vt>0.

Usando argumentos padrao de recobrimento obtemos o seguinte teorema.

Teorema 4.2 Sejam u >0 em R™, u(0) <1 e M~ u < ey em By. Suponha que sy < s <

bmax

para algum sg > 0. Entdo
[{u>t}NBi|p <Ct™°, Vit>0,

onde C = C (n, A\, A, byax, bmin, S0, 8) > 0 e € = £ (n, A\, A, bmax, bmin, S0, §) > 0.
Observacgao 4.2 Para cadal > 0, denotamos Eﬁl =FE ;. Sejamu >0 em R" e M™u < Cy
em Eﬂ.’Q, com 0 < r < 1. Consideramos o scaling anisotrdépico
u (T g rx
v(z) = _u(Tpe) z € R,

b o

u (0) + Cor® =

onde Tj g, : R — R" € definido por

re; se 1=1]

R
Tjprei:=q b o
rbie;, se i#j.

Entaov >0 em R", v(0) <1 eTjg, (B2) = EﬂQ Ademais, mudando de varidveis, estimamos

que

para todo x € Bs.

~ . . (. ' o . -
Entao, usando o scaling anisotrépico T g, € o Teorema temos a seguinte versao escalonada.
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Teorema 4.3 (Estimativa Pontual) Sejam u > 0 em R" e M~ u < Cp em EﬁQ Suponha

que sp < s < ﬁ para algum sg > 0. Entao
. . b\ €
{0 Bl < ClB I (w0 + Cor'? ) 1% w0,

onde C = C (n, A\, A, byin, bmax, 50, 5) > 0 e € = £ (n, A\, A, bmin, bmax, S0, $) > 0.
Teorema 4.4 (Desigualdade de Harnack) Sejam v > 0 em R", M~u < Cy, e Mtu >
—Cy em Bsy. Suponha que sg < s < ﬁ, para algum sg > 0. Entao

u<C(u(0)+Cy) em B%.

Prova Sem perda de generalidade, podemos supor que u (0) < 1 e Cyp = 1. Seja

Cbmax
2

T =
onde € > 0 é como no Teorema [.2] Para cada ¥ > 0, definamos a fungao
fo(x):=v9(1—|z))”", =€ B.

Seja t > 0 tal que u < f; em B;. Existe um zp € By tal que u (o) = fi (zo). Sejad:= (1 — |zg|)

a distancia de xg para 9Bj.

Estimaremos a por¢ao do elipséide £ (xo) coberto por {u > @} e por {u < @}

Como em (CAFFARELLI and SILVESTRE (2009), provamos que ¢ > 0 nao pode ser tao grande.
O(TL, bmin» bmax)
€

Logo, como 7 <

, concluimos a prova do teorema. Pelo Teorema 4.2 temos

£

2 CObmax
RGO N e o — OtSd" < Oyt 5r %™
2 Lt u (o) 11
onde r = %. Assim, obtemos
{’LL > U(ZJZO)} N E;?jlax (.’Bo) . < Clt_a‘E;fllaX’Ll. (67)
L

Agora estimamos Hu > u(;o)} N Eg (xo)‘Ll, onde 0 < 6 < 1. Como
|z| < |z —x0| + |zo|, V2 eR",

temos

(-lah 2 [a- G,

para z € B,y (z9). Portanto, se € B,y (z¢), obtemos

w(@) < fi (@) < (1 — 2 < ue0) (1 - )
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Entao, desde M™u > —1, a funcao

satisfaz
v>0 em Bpg(zg) e M ov<l1.

Consideremos a funcao w := v+. Para z € R" temos

M w(z) =M v(z)+ (M w(z) — M v(z))

M w(x) — M~ v(x) 0" (w,z,y) = 0% (v,2,y)

= A dy
P e Iyl5™
67 v,T,Y _57 w, T,y
Y RS CL TR
n 1yl
= I1+127

onde I7 e Is representam os dois termos no lado direito acima. Usando a identidade elementar
v (zt+y)=v(@+y)+ov (z+y),

e denotando 0., := 0 (w,z,y) e d, := J (v, x,y), obtemos
=6 +v (x—y)+v (x+7y).

Assim, considerando que
SE >0 e 6,=6 -6,

v v

estimamos
5~
Il = —)\/ L dy
{st>st} lyllG™
—M/ v‘($+y)+v_(az—y)dy
{5565} [

v (z+y)+v (z—y)
My o
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Analogamente, obtemos

dy

I, = A/ 67 c—f;
{s7>0}n{swzsr } llyll5

“(rt+y)tu (z—y)
A
[{&J:o}m{éw#v} lylI5* W
—0, — 0,
A — U dy.
= /{6U>0}m{6w¢5v} lyll5" W (69
Também temos
=0, =6, = 2v(z)—(v(z+y) +v(z—y) -6,
= 2v(2) — [(v" (z+y) +v" (z—-y))
(v (x+y)+v~ (ﬂc—y))]
= (6w —0y) +v (z+y) +v (z—y)
= —bh+v @ty +o (z—vy). (70)
Entao, de e , obtemos
n
o= _A/{a >0}n{d,#5; } HyHchsdy
“(zt+y)+ov (z—y)
A
/{6;>o}m{éa¢5;} [ W
v (x4y)+ov (x—y)
= A/{6w>o} lyll5™ - ()

Logo, usando , (71)), e mudando de varidveis, obtemos

dy

M~ w (z) = M v (z) A/ v” (w+?@ﬁrf‘ (z —y)

Gmax,s

S sy
{v(z+y)<0} Hy”c+8

Além disso, se z € Be (x9), temos
2

M w (z) — M~ v (z) <o
Gmax,s o R™\ B¢ (zo—) ||y|

—v(x+y)
|c+s

. +
] ey
T Jrm\Bro(zo—a) [

dy.
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Se ¢ > 0 é o maior valor tal que u(z) > ¢ (1 - ]41‘|2), entdo existe um ponto z; € B% tal que
u(z1) = (1 — [421]*). Ademais, desde que u (0) < 1, obtemos ¢ < 1. Entao, temos

- 6 (1 — |4z)?
ql'na)gs/ Mdy S Qmax,s/ (( ’ LIZ‘| )7x17y) dy S 07

Iyl Iyl

onde a constante C' > 0 e independente de s. Além disso, como M~ u (z1) < 1, temos

ot U, r1,Y
Qmax,s/ 7( +s )dy < C.
n ”yH,g

Lembremo-nos que u (x; —y) > 0 e u(z1) < 1. Logo, obtemos

_ o\t
Qmax7s/ (U ($1 * y) 2) dy < C.

lyll5™ N

Como t > 0 é bastante grande, podemos supor que u (xg) > 2. Sejam

T € Ez&aﬁ (.CC()) C B;i (ZC()) C B% (xo)

y € R"\ By (zo —x) CR™"\ B (z0 — 7).

Entao, temos as desigualdades

ly+x+21lls < C(lylls + lalls + lells) < Cliylls +2C

e
lyil > |(y— (w0 —2));| — | (20— )|
bmax b’max
- nl/2 2n
m bmax
S (rg) b B (r@) bi
- n 2n
bmax
(rg) b
- 2n
Entao,
0 —T 0 —T
u(a:+y)—(1—2> u(xg):u(x+m1+y—x1)—<1—2) u(xo),
e
r 1 Hy—i-x+x1H§+s
lyl5™  ly+z 4+l [l



estimamos

+

u(r+y)— 1—Q_Tu(x) -
2A/ ( -3 " ) dy < C4 (Hr)_b p(ets)
R\ E

e (g —) lyll5"

Assim, temos

bmax
M~w < Cy(r)” 25 o oy (7o) -
2n’

Aplicando o Teorema [4.3(a w em E5"] (z0) C B (¥o — x) € usando que
n 2

2n’

obtemos

0 - 1 max
{w> [<1—2> —2]u(x0)}ﬂ )
K(l - g) - ;> u (wo) + Cy (r0) % <C+S>+s%;X]

IN
Q
318

o
R

[((1 _ g) o ;) w (o) + Ci (r@)—b“‘z“cr
(5 5)we]

Logo, usando e as desigualdades elementares

[((1 - g) - ;) u (o) + C (re)b";“cr

para 6 > 0 suficientemente pequeno, e ainda que

—€
cbmax cbmax 6 o 1
0775 — =€ —£ 1 _ _ =
Cs 2 fr 2 fy(wp) ( ( 5 ) 5 )

cbmax e — cbmax e cbmax (1_5) cbmax cbmax Est—E
)

§C49_ 2 r 2 u(l‘o)ie SC{,G_ 275t %d 2 SC(;Q_ 2

49
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obtemos
AN
w> L@ gc‘ max 1—2)  —1) o8|,
2 o2 o2 2

Agora escolhamos 6 > 0 suficientemente pequeno tal que

3 cbmax g
0\ " N
C‘ max | (1 2} g = C) max | (1 7 1
2n’2 2 2n’2 2
1
< 7lEm).
2n’2

Tendo fixado € > 0 (independentemente de t), tomamos ¢t > 0 suficientemente grande tal que

OB [0 5ere < | B
2n02 41 e
Entao, usando (72)), descobrimos que
u(x 1
{u> 20 s | < ¢y

2 2 2

Portanto, temos, para t > 0 grande,
u\x bmax
u < ( 0) r-]Errngaxl > c‘ max‘
2 03
2 o ‘ max‘

que é um contradicao a .
Como uma consequéncia da desigualdade de Harnack obtemos a regularidade C7.

Teorema 4.5 (Estimativas C7) Seja u uma funcgdao limitada tal que
M™u < Cg € M+U > _C[) em Bl.

Se ) <sy<s< ﬁ, entao existe uma constante positiva 0 < v < 1, que depende somente de

n, X\, A, bmin, bmax, S0, € S, tal que u € C7 (B1/2) e

Mo <€ (s o).

para alguma constante C' > 0.

Os préximos resultados sao consequéncias dos argumentos usados em |CAFFARELLI
and SILVESTRE| (2009); CAFFARELLI, LEITAO, and URBANO) (2014) e Teorema Como
em [CAFFARELLI and SILVESTRE] (2009); [CAFFARELLI, LEITAO, and URBANO (2014),
se supormos um moédulo de continuidade de K,3 em medida, entao, tanto quanto podemos
garantir que as oscilacoes remotas tendem a se cancelar, obtemos a regularidade interior C'17

para solucoes da equacao Zu = 0.
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Teorema 4.6 (Estimativas C17) Suponha que 0 < sp < s < b,jax' Existe uma constante

70 > 0, que depende somente de X\, A, n, buin, bmax, So € S, tal que

/ (Ko () = Kap (y — 1) |
Rn\ B0 Al

dy < Cy, sempre que |h| < %

Se u é uma funcdo limitada satisfazendo Zu = 0 em By, entdo existe uma constante 0 < v < 1,

que depende somente de n, X, A, bmin, bmax, S0 € S, tal que u € O (Bl/Q) e
[Ulora (s, ,,) = C'sup |ul,

para alguma constante C = C (n, A\, A, bymin, bmax, S0, S, Co) > 0.
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5 CONCLUSAO

Nesta tese estudamos equacoes integro-diferenciais do tipo Laplaciano fracionério
anisotrépico. Na parte de solugoes suaves, adaptamos a técnica de De Giorgi ao cenario nao-local
para alcancar a regularidade C7 para solucdes de classe C2. Como foi apresentado, o elemento
fundamental para a obtencdo de tal resultado foi a generalizacao da desigualdade de Silvestre
para o caso anisotrépico. Na parte de solugoes no sentido da viscosidade, através da geometria
apropriada, sendo esta a raison d’étre desta parte, obtivemos uma estimativa ABP (nao-local e
anisotrépica), uma desigualdade de Harnack e a regularidade interior C'7 para solucdes neste

sentido.
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