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Resumo

Neste trabalho, formulamos uma versdo supersimétrica para o modelo de Thirring.
Com base nas versoes invariantes de gauge do modelo de Thirring formuladas por Itoh e
Kondo, obtemos o modelo de Thirring supersimétrico com invariancia de gauge. Como
no caso nao-supersimétrico, o modelo original é visto como uma versdo com gauge fi-
xado do modelo invariante de gauge. Formulamos também uma versdo supersimétrica
para o modelo BF-Maxwell. A partir da agdo supersimétrica em campos componentes,
efetuamos a reducao dimensional de D=4 para D=3 dimensdes, conforme o trabalho de
Medeiros para o caso nao supersimétrico. Redugao dimensional também ¢é feita nas trans-
formagdes de supersimetria para os campos componentes, evidenciando o aparecimento

de uma supersimetria N=2.
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Abstract

We formulate a supersymmetric version for the Thirring model. Based on the Itoh
and Kondo gauge invariant versions of the Thirring model, we obtain the gauge invariant
supersymmetric Thirring model. As it happens on the non-supersymmetric case, the
original model is seen as a gauge-fixed version of the gauge invariant model. We also
formulate a supersymmetric version for the BF-Maxwell model. From the supersym-
metric action in the components fields, we make a dimensional reduction from D=4 to
D=3 dimensions, just like it was done by Medeiros for the non-supersymmetric case.
Dimensional reduction is also done in the supersymmetry transformations, evincing the

appearing of a N=2 supersymmetry.
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Introducao

A busca pela compreensdo da natureza geralmente se confunde com a busca por
principios cada vez mais fundamentais e gerais, que possam explicar fend6menos que,
sob alguns aspectos, sdo aparentemente distintos. A unificagdo da Eletricidade com o
Magnetismo e, conseqiientemente, com a Otica, a Mecédnica Quantica Relativistica, que
uniu Relatividade e Mecédnica Quéntica em uma teoria de particulas, a Eletrodindmica
Quantica, a unificacdo da interagao eletromagnética com a forca nuclear fraca - o conhe-
cido Modelo Glashow-Salam-Weinberg - sdo alguns dos intiimeros casos de unificacdo em
Fisica.

Neste contexto, o conceito de simetria desempenha um papel fundamental. A im-
portéancia das simetrias ou invaridncias é oriunda do teorema de E. Noether, que afirma
que se a agdo de um sistema é invariante sob um grupo de transformacées nas coorde-
nadas e nos campos, entao existe uma ou mais quantidades conservadas. Este teorema
é responsavel pela conservacdo de energia, do momento, do momento angular e outros
numeros quanticos tais como carga, isospin, cor, etc. Demonstragoes deste teorema em
um contexto de Teoria de Campos podem ser encontradas em [23], [24] e [25].

No escopo da fisica de particulas elementares, tenta-se encontrar um esquema unifi-
cado que combine todas as particulas e suas interagées em uma teoria consistente. Neste
sentido, um grande sucesso foi conseguido através das chamadas teorias de gauge.

A principio, tentou-se descrever e classificar as particulas a partir de teorias com
invaridncia de gauge global. Algum sucesso foi obtido na medida em que percebeu-se,
por exemplo, que a invaridncia da acdo de um campo escalar complexo ¢, que descreve

particulas com carga elétrica, sob a transformagdo de gauge U(1) - representada por



matrizes unitdrias 1x1 - ¢ — %@, leva & conservacio da carga elétrica.

Uma interpretacao mais profunda é ganha quando exige-se que a invariancia acontega
se o parametro da transformacao de gauge 0 € local, isto é, depende do espago-tempo,
0 = 6(z). Isto exige a introdugdo de um campo adicional, o potencial de gauge, cujos
quanta, que neste caso serdo os fotons, intermediarao as interagdes das particulas carre-
gadas. Requerendo outras invaridncias de gauge surgem outros potenciais cujos quantas
intermediardo outras interacdes, como as particulas W+, W~ e Z° para a forca nuclear
fraca e os glions para a interacao forte. A interagao fraca estd associada com o grupo de
gauge SU(2) - de matrizes unitdrias 2x2 com determinante igual a 1 - e a interagéo forte,
com o grupo de gauge SU(3) - matrizes unitdrias 3x3 com determinante igual a 1.

Todas essas simetrias, global ou local, sempre transformam bdsons em bdsons e
férmions em férmions. Nenhuma delas constitui uma simetria entre bdésons e férmions.
Tal é o papel de supersimetria (SUSY). ”Supersimetria é a simetria suprema. Ela unifica
simetrias do espago-tempo com internas, férmions com bésons e (supersimetria local)
gravidade com matéria. ” [26]

Durante algum tempo pensou-se que simetrias que relacionassem forcas e matéria
fermidnica estariam em conflito com a teoria de campos. Os fracassos nas tentativas
de fazer as “simetrias de spin” relativisticamente covariantes levaram & formulacao de
uma série de teoremas n0-go, que culminaram no trabalho de Coleman e Mandula [27],
que mostrou ser impossivel, na estrutura de uma teoria de campo relativistica, unificar
simetrias do espago-tempo com simetrias internas. O teorema afirma que os operadores
cujos autovalores representam nimeros quanticos internos, tais como carga, isospin, hi-
percarga, etc. devem ser translacionalmente e rotacionalmente invariantes e, portanto,
comutam com os operadores de energia, momento e momento angular. Ora, mas isto
significa que os geradores de simetria interna ndo podem relacionar autoestados com di-
ferentes autovalores para os operadores de massa e spin e os multipletos irredutiveis dos
grupos de simetria ndo podem conter particulas de diferentes massas ou spins. Coleman
e Mandula [27] consideraram apenas transformacoes de simetrias que formam grupos de

Lie com parametros reais.



A solugao seria entao incluir operagoes de simetria cujos geradores satisfacam relagoes
de anti-comutagdo. Um gerador de simetria Q com spin % age em um estado de spin j
resultando numa combinagao linear de estados com spin j +%e ] —%. Com isto, consegue-se
escapar das prescrigoes do teorema no-go de Coleman-Mandula.

As transformacoes de supersimetria sdo entdo geradas por operadores quanticos Q,

tais que:

Q | férmion) =| béson); Q | béson) =| férmion) (1)

Até agora ndo hé prova experimental de que a supersimetria seja uma simetria funda-
mental da natureza. Portanto, se a supersimetria existe, ela é quebrada em uma escala
de energia superior aquela que se alcanga com os atuais aceleradores.

Isto ndo implica que seja uma teoria absolutamente initil. Alguns pontos fazem da
supersimetria, no plano tedrico, uma ferramenta de grande valor. Sao eles:

(i) o cancelamento entre contribuigdes bosdnicas e fermibnicas eliminam divergéncias
quadraticas. Alguns modelos supersimétricos sdo os inicos exemplos de teorias de campo
quadridimensionais finitas em todas as ordens pertubativas.

(ii) supersimetria parece ser um ingrediente indispensdvel para as teorias de cordas,
que sao no presente as melhores candidatas para teorias do tudo, isto é, teorias das
interagoes forte, eletrofraca e gravitacional.

(iii) gravidade localmente supersimétrica, pode ser a tnica forma de conciliar a teo-
ria quantica com a gravidade de Einstein. Seu comportamento é menos divergente em
pequenas distancias que o da gravidade quéntica ordinaria.

Em 1958, W. Thirring introduziu o modelo de interagéo quéartica para o férmion, tipo
corrente-corrente[1]. Naquele artigo, Thirring mostrou ser tal modelo solivel em (1 + 1)
dimensdes. Notou que mudando a dimensionalidade do problema, mudaria também a
singularidade dos propagadores da teoria, tornando-a renormalizdvel. Assim, construiu
explicitamente um conjunto de auto-estados do Hamiltoniano e obteve alguns elementos

da matriz S.



Recentemente, construiu-se uma versao invariante de gauge para este modelo, primei-
ramente do ponto de vista de uma Simetria Local Escondida (SLE) [3] e depois como
um sistema vinculado do tipo Batalin-Fradkin [4], [6] e [5]. O modelo de Thirring ori-
ginal é visto agora como uma versdo com gauge fixado (gauge unitdrio) do modelo de
Thirrring reformulado com invaridncia de gauge. Algumas vantagens sdo tiradas desta
invariancia: a escolha do gauge nao-local simplifica enormemente a analise da equagéo de
Schwinger-Dyson para o modelo de Thirring D-dimensional (2<D<4). O gauge néo-local
€ a Unica maneira de fazer a aproximacdo de bare verter ser consistente com a identi-
dade de Ward-Takahashi para a conservagdo da corrente [3]. Também SLE permite o
uso de transformagdes de dualidade no modelo de Thirring. Em (14-1) dimensdes, trans-
formacoes de dualidade juntamente com a SLE fornecem uma forma direta de bosonizar
o modelo de Thirring.

Neste trabalho constréi-se uma versdo supersimétrica para o modelo de Thirring em
(1+1) dimensdes e, baseado nos trabalhos de Itoh e Kondo, principalmente [3] e [6],
encontra-se uma versdo invariante de gauge para o modelo de Thirring supersimétrico
através da introducdo de um supercampo de gauge. O modelo original é reobtido com a
fixagdo do gauge unitério, conforme o caso nao-supersimétrico.

O formalismo de Stiickelberg [18] é um método para tornar a lagrangeana de Proca
invariante de gauge (j& vimos quéo importante é esta invaridncial!) que pode também
ser aplicado a outros modelos, como € o caso para o modelo de Thirring. Recentemente
tal método tem sido considerado do ponto de vista de uma transformacéo field-enlarging
[22].

O modelo BF, que consiste no acoplamento de um tensor de gauge anti-simétrico (B,,,)
com o dual do tensor intensidade para o campo de gauge A, (Fv‘“’), ¢ uma generalizacao
do termo de Chern-Simons para quatro dimensdes. Tal agdo é independente da métrica e,
portanto, tem uma interpretagdo topoldgica [19, 20, 21]. Algumas referéncias do estudo
de suas propriedades sdo [14], [15], [16]. Estudos recentes apontam para a possibilidade
de considerar a teoria de Yang-Mills (YM) como uma perturbacdo da teoria topoldgica

BF [34]. Isto é de grande valor para descrever regides de baixa energia de uma teoria



de YM, uma vez que as propriedades topoldgicas ndo dependem da complexidade das
pequenas distancias da teoria e sim de sua estrutura global. Uma aplicacdo direta disto
é a descrigdo do regime infravermelho da QCD, onde a teoria de perturbacéo ndo pode
ser aplicada.

Acrescentando-se um termo de “massa” para B,, no modelo BF, chega-se ao cha-
mado modelo BF-Maxwell, pois o tensor B,, passa a ser um campo auxiliar e a agéo
on-shell (quando impostas as equacdes do movimento) é a agdo de Maxwell. H4 pouco
foi efetuado um estudo das propriedades deste modelo sob redugao dimensional de D=4
para D=3 dimensdes [17] e posterior aplicagdo do formalismo de Stiickelberg para conse-
guir invaridncia de gauge na lagrangeana reduzida. Os modelos obtidos apos a reducdo
sdo os modelo Bo-Klein-Gordon (Bp-KG) e modelo BF-Mazwell tridimensional (BF-
M3d). Tais modelos também possuem termos topolégicos oriundos da redugdo do termo
topoldgico BF. Medeiros considerou também a reducao dimensional de um modelo que
envolvesse o termo topoldgico BF' e a dindmica para o campo tensorial B*”. Separando
novamente os modelos e incluindo dindmica para os campos escalar ¢ e vetorial V* ad-
vindos da reducao de B*”, verificou a geracao de massa topoldgica para ¢ e V*, bem
como para os field-strenght H** e F*” de B* e A*, respectivamente.

Neste trabalho formula-se uma agéo supersimétrica do modelo BF-Maxwell quadri-
dimensional. A ac@o é obtida em componentes, evidenciando o aparecimento de aco-
plamento de férmions envolvendo 75, 0 que pode indicar um termo “topolégico” (no
sentido de que ndo contribui para o tensor de energia momento) para férmions. Efetua-
se a reducdo dimensional no setor fermiénico da acdo, uma vez que a redugdo do setor
bosénico foi feito por Medeiros [17]. Também obtém-se as transformagdes de supersime-
tria para os campos. Efetua-se, nas transformacoes de SUSY, reducdo dimensional, cujo
resultado € o aparecimento de supersimetria N=2.

Este trabalho € organizado como segue: no capitulo 1 faz-se uma revisdo do modelo
de Thirring, enfatizando os procedimentos supra-citados de Itoh e Kondo para impor
invaridncia de gauge. Faz-se ainda uma abordagem do modelo BF-Maxwell, sua redugao

dimensional feita em [17]. Apés uma rdpida introducdo ao formalismo de Stiickelberg,



aplicamo-lo ao modelo reduzido dimensionalmente, ainda conforme [17].

No capitulo 2 ¢ feita uma abordagem geral da supersimetria. Em quatro dimensoes,
aborda-se a dlgebra da SUSY, suas transformacoes em termos de campos componentes,
supersimetria estendida, superespaco e supercampo, bem como as transformacgoes de
SUSY em termos destes, e como construir uma agao no superespaco. Por fim sdo feitas
algumas consideragoes sobre a supersimetria em D = 3 e D) = 4 dimensoes.

No capitulo 3 inicia-se a apresentacao das contribuigGes deste trabalho. Propde-se a
acdo supersimétrica para o modelo de Thirring, obtendo-a em componentes. A seguir
aplica-se a essa acao todo o procedimento de Itoh e Kondo a fim de obter invariancia de
gauge, Chegando assim ao modelo de Thirring supersimétrico com invaridncia de gauge.
A acdo final também é obtida em componentes.

No capitulo 4 expoe-se as contribuicoes referentes ao modelo BF-Maxwell. Parte-se
da proposi¢do de uma acdo supersimétrica para o modelo. A seguir obtém-se a acdo em
componentes e efetua-se reducdo dimensional na acdo em componentes bem como nas
transformacoes de SUSY.

O apéndice explicita alguns cédlculos utilizados no capitulo 4.



Capitulo 1

OS MODELOS DE THIRRING E
BF-MAXWELL



1.1 Introducao

Neste capitulo faz-se uma revisdo do modelo de Thirring cldssico, demonstrando que
possui um nimero infinito de leis de conservacao, e dos procedimentos de Itoh [3] e Kondo
4, 5, 6].

Faz-se também uma abordagem do modelo BF-Maxwell, sua reducdo dimensional de
D = 4 para D = 3 dimensbes, bem como a aplicagdo do formalismo de Stiickelberg &

acdo reduzida a fim de conseguir invaridncia de gauge [17].

1.2 O Modelo de Thirring

1.2.1 O Modelo de Thirring Classico

A lagrangeana para o modelo de Thirring ndo-massivo é:

L = iUy*8,¥ + %(ﬁry“\p)@%@) (1.1)

A invariancia da Lagrangeana (1.1) sob as transformacoes globais

U — V' = exp(ia)¥ (1.2)

U — ¥ = exp(i7°a) ¥ (1.3)

leva as seguintes leis de conservacao:

6#_7.# = 0 = Cpuap, '1/ (14)

com

7*(z) = Uy T (1.5)



onde €*” é o tensor anti-simétrico de Levi-Civita em D = 2, com €% = 1.

A equagdo do movimento para VU é:

GOPU Gl U =0 (1.6)

Em D=2, pode-se sempre decompor um vetor em uma divergéncia mais um rotacional:

=004 8,0 (1.7)

Baseado nas leis de conservagdo (1.4), chega-se a:

Op=0=06 (1.8)

Entao podemos reparametrizar j* através de:

$=—V7(p+0) (1.9)
onde @ é o dual de 5, tal que
8,0 = €,,0"0 (1.10)
Agora:
I I ~
Jp = —ﬁaﬂd), D¢ =] (1.11)

A solugdo para a equagdo cldssica do movimento (1.6) é dada pelo Ansatz:

U(z) = exp[—z%?b(x)m@ (@) (112)

onde ¥ (z) é solugio da equagdo de Dirac. Tal solucéio ndo é inica pois, dado um (z)

sempre pode-se construir uma familia de solugdes:

(@) = @ +159@} ) () = HodE@+HB158(@)}(O) (75) (1.13)



onde ¢(z), conforme (1.10),

By = €,,0"¢ (1.14)

Além disso:

S fa (1.15)

/T
Baseado na equagéo (1.12), conclui-se que, classicamente a corrente j,, para o modelo

de Thirring é a mesma daquela para o caso livre:
(@) =T (2) 70O () (1.16)

1.2.2 Leis de Conservacao Classicas

O modelo de Thirring tem um nimero infinito de leis de conservacao, (7, 8, 9, 10, 11,
12, 13], conforme se demonstra agora. Sejam as equagbes de movimento para 0s campos

em coordenadas de cone de luz

1041 = —2g99193,
i0_thy = —2g019, (1.17)

onde as coordenadas de cone de luz sdo

Ty = To+ T

r_ = To— T (118)

e considere-se um campo auxiliar de Grassmann  (z; ), dependente do pardmetro €

e sujeito as equagoes

10



e0_x — x — Ziegxy1y, — Lieg X x +¢¥; = 0

Oy x — 29gxavs — 4eghex*x = O (1.19)

que, usando (1.16), vé-se que s@o compativeis para € arbitrario. Expadindo xy em

termo de €, vé-se que x (0,z) = %, (), que obedece (1.18) para € = 0. A corrente

J, (z,¢€)

J_(z,&) = whix —ix ¥
J+($,€) = 0 (120)

é conservada, conforme (1.4)

Golt 4B Je=10 (1.21)

A equagdo (1.20) garante a existéncia de um nimero infinito de correntes conservadas

Ji (x) definidas

Jome) =" & Fwel (1.22)

1.2.3 O Modelo de Thirring com Invaridncia de Gauge Local

Conforme foi visto, a lagrangeana de Thirring (1.1) é invariante sob a transformagao
de gauge global (1.2).

Tal invariancia ainda se dé no caso em que o parametro € local @ = a(z)?

11



- 1= —
L = 7}\11,’)'”8“\1/,—}—5(\1/,’7"\1/’)(\1/,’7#\1/’)

—ia e Lo .
= We 9, (Ve )+§(\117“\II)(\I/7#\I/)

L = d [ e
= Ty (0,Y +1%0,0) + (T T) (T, ¥) (1.23)

Portanto a invaridncia de gauge local ndo é observada. Com se sabe, na QED a
invaridncia de gauge é garantida pelo chamado acoplamento mfnimo ¥y*A4,¥ entre o
quadripotencial A, e o campo espinorial ¥. Isto também pode ser visto como uma troca

da derivada ordinaria 0, pela ”derivada covariante” D, assim definida:
L B

D,=8,—iA, (1.24)

A transformacdo de gauge para A, é:

0A, = O, (1.25)

Entéo o problema de tornar invariante de gauge local a lagrangeana de Thirring (1.1)
poe-se da seguinte forma: é preciso introduzir um novo campo A, que interage com o
campo V. Ora, mas isto desvirtua totalmente o modelo original. O que fazer? Que tal
considerar o campo intruso como um campo auxiliar, ou seja, um campo que nao se
propaga e que é funcdo dos campos reais da teoria?

Foi exatamente isto que fizeram Itoh [3] e, posteriormente, Kondo [4], [5] e [6].

Primeiro escreve-se uma lagrangeana com o campo vetorial A,:

= L
L£=TT7"D,¥ — ZA*A, (1.26)

A seguir obtém-se a equagdo do movimento para A,:

12



oL -
SESL L By AR —
94, UyPl — AP =0 =

A

I

(Ty 0) (1.27)

Substituindo a equacdo (1.27) na equagdo (1.26) obtém-se o modelo original (1.1).
O prego pago por isto é que agora o termo que reproduz a interagao, A,A*, ndo é
covariante de gauge local, conforme a equagio (1.25). Este impasse é bem simples de
resolver reparametrizando A, com um novo campo 6, o campo de Stiickelberg [18], que

se transformard assim.

0—0=0+a (1.28)

Agora reescreve-se a lagrangeana (1.26):

L" = iUy*D,V¥ — %(Aﬂ = phgj (1.29)

que serd invariante sob o conjunto de transformagoes de gauge (1.2), (1.25) e (1.28)
Para reobter o modelo original agora é necessario impor a forma como 6 deve se

transformar (fixar o gauge), através do gauge unitério:

6 = g

a = —0 (1.30)

Neste caso:

¥ = exp(—if)U
A = A,-8.0 (1.31)
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1.3 O Modelo BF-Maxwell

A agdo

1 1.
SBF-M = /d4$ <§€#yagB“VFaﬁ -+ é'ggB#VB#u) (1.32)

¢ o chamado modelo BF-Maxwell, pois, encontrando a equagao do movimento para

B

1 = 1
B —-@smﬁp B — —2—g2F,W (1.33)

e substituindo em (1.32), recobra-se a lagrangeana de Maxwell

1l ~ o~ 1
SBr_ypm=——— /d4:1:F“VF = —/d4a:F‘”’F 5 1.34
892 H 2.92 H ( )
onde
ﬁm, = Spya/gFaﬁ
by o = 9l (5;55—5:55) (1.35)

é o tensor dual de F,,.
B importante notar que o tensor B,, na acdo (1.32) tem dimensdo candnica igual a

2, assim como F,,,.

1.4 Reducao Dimensional do Modelo BF-Maxwell

O procedimento usado para reducao dimensional de D = 4 para D = 3 consiste no
que segue: como 0s campos nao serao mais funcao da coordenada x3, as derivadas O3
dos campos sdo nulas; o campo tensorial B, se reduz a um campo tensorial B;; e a um

campo vetorial V3, uma vez que a componente Bsz é anulada; o campo vetorial A, reduz-

14



se a um campo vetorial A; e ao campo escalar real ¢; o tensor de Levi-Civita totalmente
anti-simétrico €,,, reduz-se como €,,43 = €wa. O til denota o indice tridimensional.

Separa-se a agao reduzida , ja retirando o til dos {ndices, nas acoes a seguir

SBF—Msd = /d3x (€ua5V#Faﬂ — g2V”Vu) (1.36)

s
Spy-ka = /dscc <€uuaB”V8a¢ = §g2B’“’B,w> (1.37)
Na a acdo (1.36) a equacdo do movimento para V* é

1 Y,
¥, = 2—92%51? P (1.38)

e na a acao (1.37) a equacdo do movimento para B* é

1
B;u/ = —E'g'suuaaaqs (139)

Combinando as equagdes (1.38) e (1.36) a agfo resultante serd
S — [z (FmF, 1.40
BF-M3d — z 595 pv ( 3 )
que justifica a denominagao de modelo BF'-Mazwell tridimensional.

Da mesma, forma, combinando as equagdes (1.39) e (1.37), chega-se a

%
SB¢—3d = /dsa; <'—'g—2‘8a¢8a¢>

e o0 modelo é denominado B¢-Klein-Gordon.
Tal resultado concorda plenamente com o que se obtém se a agédo reduzida € a de

Maxwell (1.34), conforme seria esperado.
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1.5 Formalismo de Stiickelberg Aplicado aos Mode-
los B¢ — KG e BF — 3d.

A principio, uma rapida introdugdo ao formalismo de Stiickelberg. Para uma abor-
dagem mais completa sugere-se [22], usado como fonte principal. Tal formalismo é bem
similar ao aplicado ao modelo de Thirring na segdo 1.3.

Seja a densidade lagrangeana de Proca

1

£:4

m2
FH Fppy+ A4, (1.41)

L néo possui invaridncia de gauge, pois A, transforma-se segundo (1.25).Aplicando-se

a seguinte transformacao
A,=41 1o
s Al = X (1.42)
& equagdo (1.41), e retirando-se a linha de A4,

1 2 1
L= =3P+ T A A+ 50°00,9 + mAO,9 (143

que serd invariante se a transformacao de gauge de ¢ for
dd = a(x) (1.44)

Trata-se de aplicar agora esta mesma linha de raciocinio ao modelo BF-Maxwell.
Sao as seguintes as transformagodes de gauge para os campos presentes nas agoes

B¢-KG e BF-M3d:
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6Bu = 0,0

§¢ = 0
V, = 0@
§F, = 0 (1.45)

Isto demonstra que as agoes (1.36) e (1.37) ndo sdo invariantes de gauge. A fim de
conseguir tal invaridncia, redefine-se os campos da teoria com o auxilio do campo de

Stiickelberg [18] 6

W Vu+§8p9 (1.46)
Bm, — Bﬂ,,+8[#1‘,,] (1.47)
onde
00 = —gw (1.48)
oy = —-Q, (1.49)

Assim consegue-se a simetria de gauge para os modelos B¢-KG e BF-M 3d, de modo

que

6ga.ugeSBqS—KG = 0 (150)

6gu,ugeSBF—M3d = 0 (151)

No capitulo 4 reproduz-se este procedimento sob o ponto de vista da supersimetria.
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Capitulo 2

SUPERSIMETRIA
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2.1 Introducao

Neste capitulo, introduz-se a técnica da supersimetria a ser usada nos capitulos
seguintes. Primeiramente, as convencOes a serem adotadas neste trabalho. A seguir,
uma relativamente detalhada explanacdo sobre a algebra da supersimetria, teoria de
campo supersimétrica, supersimetria estendida IV > 1, superespago e supercampos. Por

ultimo, faz-se uma abordagem da supersimetria em dimensoes D < 4.

2.2 Convencoes

Antes de introduzir a dlgebra da supersimetria propriamente dita, expoe-se as con-
vengoes usadas neste trabalho.

O tensor da métrica g*” do espago-tempo de Minkowski serd

9* = g = diag(1,-1,-1,-1) (2.1)

Os geradores do grupo de Poincaré P* e M* sdo dados por

P* = i (2.2)
1
W o PP SE (2.3)
onde ¥ € igual a:
174 i v v
e Yy (2.4)

E bem sabido que as matrizes gama satisfazem a 4lgebra de Clifford

{7, 7"} =2¢"1, (2.5)

Na representacao de Weyl

19



e (2.6)
a* 0
onde
(0")as = (I2,7) (2.7)
@)% = (I, —7) (2.8)

A razao da colocagao desses indices externos serd compreendida posteriormente.

A élgebra do grupo de Poincaré é

[P, P4 5= B (2.9)
(M, P = i(gAPF =g (2.10)
M*™ MP| = i(g"°M* + gh° M — g’ M*° — g*° M** (2.11)

g

A matriz quiral é definida por

. I, 0
P =iyt = (2.12)
5 ik

E esta matriz quem projeta um espinor de Dirac ¥p em componentes de quiralidade

definida left ou right

(1—7)¥p (2.13)

(1+’)’5) \I/D (214)

N — DN =

Claramente, ¥y, tem as duas primeiras componentes ndo-nulas, denotadas por % (a =
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1.2), e Uy tem as duas ultimas ndo-nulas, denotadas por x*(¢& = 1,2). Estes espinores
de 2 componentes sdo chamados espinores de Weyl. Aqui fica aparente a necessidade dos
indices externos nas matrizes o*. Os indices o e & se transformam diferentemente sob

transformacgdes de Lorentz, uma vez que

—30* 0

F e _ (2.15)
0 0
Entéo, na representagdo de Weyl
U, = Ve (2.16)
0
0
Up = ‘ 12.177)
Xa

A fim de definir espinores de Majorana, define-se o espinor conjugado de carga de

\I;Du \I;(I:)

¢ =CUE = C(¥ly)T = Cry, (2.18)

Tal matriz C satisfaz a seguinte relagao:
O C = — ()T (2.19)

Na representacao de Weyl, C toma a forma

B (2.20)

) =g?

Portanto, o espinor conjugado de carga é
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02—*
TS =i ~ (2.21)
_0—2¢*

Vé-se que o2x* e o%2)* se transformam como 9 e ¥, respectivamente. Entao, define-se

=iy = (2.22)

A partir disto usa-se ic? para abaixar indices sem ponto (left) e -io? para elevar os

indices com pontos (right)

i
io® e (2.23)
(16H)¥ = % = (2.24)

1

de forma que
= # (2.25)
Xao EapX

3 = ¥y, (2.26)

Representa-se entdo os espinores de Dirac e seu conjugado de carga a partir de espi-

nores de Weyl como:

w‘_" L2 (2.27)
X P

Usando (2.22), (2.25) e (2.26), aprende-se a abaixar indices com ponto (right) e elevar

Up =

indices sem ponto (left):
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X = Pxs=e"epx’ (2.28)

'G_bc‘: = 5&3¢ﬁ=5aB53A¢A (2.29)
0 que mostra que
0 -1
ef = (eap)'= ' (2.30)
. B
o=l 7 A
— ap =
Exy = |& = (2.31)
b= el

Agora pode-se definir o que vem a ser um espinor de Majorana W y:

Uy = U, (2.32)

Entdo sempre que dado um espinor de Weyl %,, pode-se construir um espinor de

Majorana:

Wy = Ya (2.33)

z—pd
Baseado na invariancia da equagao de Dirac sob transformacgoes de Lorentz, é possivel

demonstrar como se comporta um espinor de Dirac sob essas mesmas transformagoes:

U () = S (A) ¥p () (2.34)

onde
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S{A) = e:vp[——ézwﬂ,,%z”"] (2.35)

i 0\
%E‘“’ = (2.36)

0 g%

As matrizes (a’“’)i e (6’“’)3, que controlam as propriedades de transformagdo dos

espinores sem (left) e com ponto (right), respectivamente, sdo definidos como

pv

o — (o*a” — a”a") (2.37)

4

[T TN

o (¢Ho” — a”c") (2.38)
As componentes de cada espinor sdo varidveis de Grassmann ou a-nimeros e

obedecem relagdes de anti-comutacao:

. x} ={.x} = {dx} =0 (2.39)

Muitas relagdes podem ser obtidas para espinores left e right combinados as matrizes
ok, ", o* e a*. Reproduzi-las aqui torna-se-ia extremamente enfadonho; serdo citadas

a medida que se tenha necessidade de uséa-las.

2.3 Algebra da Supersimetria

A algebra da supersimetria consiste em acrescentar N geradores fermionicos aos ja
mencionados geradores do grupo de Poincaré e estabelecer as relagées de comutagdo (ou
anti-comutacdo). Trata-se a principio a SUSY com apenas um gerador fermibnico, a
chamada supersimetria N = 1.

A partir da identidade de Jacobi
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[4, [B,C]]| + B, [C, Al + [C,[A,B]]| =0 (2.40)

constrdi-se

[P#,[P", Qall + [P, [Qa, P¥]] + [Qa, [P, P¥]] = 0 (2.41)

A forma mais geral para o comutador [Qq, P*] é

Qs P#) = e ,Q° (2.42)

Reciprocamente

[P, QF] = —c'5"*Q, (2.43)

Usando (2.41), (2.42) e (2.43) chega-se a

|c|? (o*5* +a%a*) =0 (2.44)
e ¢c=0. Portanto,
[P*,Qa] = 0 (2.45)
Similarmente,
[Ppla Qa] =0

A partir de (2.34), (2.35) e (2.36), vé-se que, sob transformac@o de Lorentz infinite-

simal, (), se comporta

A i

Qo = (1 + %wwv“y> Qp= Qo+t §Wuu[M . Qal (2.46)

Dai:
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[M*, Qo] = —i(c")aQs (2.47)

Similarmente,

[M*,Q% = —i (")} QP (248)

Para obter as relagées de anti-comutagéo entre os QQ’s, escreve-se as possiveis com-

binacoes

{0, 0%} = wle™ )M, (2.49)
{Qa)QB} iy tUZBP“ (250)

Em (2.49), {Qa, @} comuta com P*, O mesmo néo se d4 para M*”. Entdo s = 0.

Convenciona-se t = 2, de modo que

{Qu@’} = 0 (2.51)
{QasQs} = 20%,P, (2.52)

A élgebra da supersimetria também pode ser escrita em termos de espinores de Ma-

jorana:

[P*,Qum] = O

(M9, Qu) = —5Qu

{Qm, QM) = {Qm,Qm} =0

{Qm, Qu} = 24P, (2.53)
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A partir de (2.40), é simples ver que

[P2,Q0] = [P%Qs] =0 (2.54)

A comutacido do gerador @, com o operador quadratico de massa P? indica que toda
representagdo da supersimetria tem estados bosonicos e fermionicos de mesma massa.
E também possivel demonstrar que o niimero de estados bosbénicos e fermidnicos na

supersimetria sao iguais em qualquer representagao.

2.4 Teoria de Campo Livre Supersimétrica

Define-se uma, transformagéo de supersimetria em um campo qualquer ¢ () por

Sep (2) = [ (6Q +£€Q) , ¢ ()] (2.55)

onde £ e £ sdo os parametros da transformagdo. A dimens@o candnica de Q) e @ €

facilmente obtida a partir de (2.53):

= 1. i
Q= [Q] = 3 [PH] = 3 (2.56)
Segue entao que
= i
€= [¢] = 3 (2.57)
Considere ¢ () é um campo escalar complexo. Sua dimensdo candnica é
[p(z)] =1 (2.58)

Assim uma transformagao para ¢ linear em £ e dimensionalmente correta seria

Sep (z) = a&th (z) + b&Y () (2.59)
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uma vez que

Para 1 deve-se incluir uma derivada que tornara coerente a dimensao:

Setba (z) = co* &0,

Conseqiientemente,

8ed” (z) = —c*(6*)%P€ 50,5"

E f4cil ver que

0,0¢0 (z) = ac(Ea*7) Oup — b (g&“n) Oup*

Por outro lado, partindo de (2.55),

600 (@) = [(nQ+7Q), [ (£Q+£Q) 0 (z)]]
= 2 (éo" — no*) iDup (2)

Chega-se a

ac = 21 b=0

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

Tal é a representacdo on-shell (na qual se usa as equagdes de movimento para os

campos) da supersimetria. Uma lagrangeana para o multipleto deve ser invariante sob

SUSY

L = (0"p) (Oup") + i7" Ot
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Impondo a condigao de que

SeL=0 (2.67)

conclui-se que

@, =" (2.68)

Entéo as transformagdes de SUSY ficam

Sep () = V29 ()
bete (@) = V20" E 00 (2.69)

Quando se quer uma representacio off-shell (onde ndo se impde as equagdes do movi-
mento para os campos) da supersimetria, surge um problema com (2.69): contrariamente
ao que foi dito, os graus de liberdade bosonicos e fermiénicos nao sao iguais, quatro para
¥ e dois para . Deve-se entdo introduzir um campo auxiliar F e redefinir a trans-
formacao de %:

betbe (2) = iV30" E Buip + 2%F (2.70)

Para fechar a algebra, F' deve transformar-se de acordo com

§¢F = i€5"0,9) (2.71)

Fica claro que F' ndo é um campo fisico pois tem dimensao canoénica igual a 2. A

nova, lagrangeana sera

L = (8%p) (B,¢") + ihd,ap + F*F (2.72)

A equag8o do Euler-Lagrange para F fornece
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F=0 (2.73)

que caracteriza um campo auxiliar.

2.5 Supersimetria Estendida (N>1)

No caso em que hd N > 1 geradores de SUSY @4, com A=1,...,N, surgem algumas
sutis, mas importantes diferencas. O {ndice A caracteriza o grupo de simetria interna ao
qual Q# pertence. As relagdes de comutacdo entre os geradores da &lgebra de Poincaré

ndo sofrem influéncia do novo indice A:

[P*,Q%] = O
[(M™,Q4] = —i(e")EQf
M, Q5 = i@, (2.74)
onde foi usada a defini¢do
Gas= (@2 (2.75)

Sejam B” os geradores da simetria interna, tais que

[B; B%| = q™B* (2.76)

¢™! sdo as constantes de estrutura do grupo. Entdo uma representacio (b’)g qualquer

do grupo obedece as seguintes relagoes:

[br,bs] = ‘iC”tbt
B",Q4 = —()5QS
[B",Qan] = Qac(¥)a (2.77)
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A dlgebra da supersimetria ainda néo estd completa. Uma forma razodvel para

{Q4: Qpp} ¢
{QF, Qss} = Agols P (2.78)

A deve ser hermitiana e pode-se escrever (2.78) como

{Qa: Qsa} = 2050%, P (2.79)

Para fechar a dlgebra da supersimetria resta o anticomutador {@Q, @}. Os resultados

enunciados a seguir tém demonstragdo rigorosa em [28]. A forma mais geral possivel é

102,05} =552 (2.80)

com Z4B sendo alguma combinacdo linear dos geradores da simetria interna

Z4B — (") BT (2.81)

Em vista da anti-simetria de €55 em af e da simetria de {Q, Q} sob a troca A — 8B,

vé-se que

298 g B4 (2.82)

¢ possivel mostrar que

(72,05 = 12", Qsn] =82, 8| = [#*%,2°"] =1 (2.83)

ZAB ¢ chamada carga central de supersimetria.
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2.6 Superespaco. Supercampo.

2.6.1 Superespaco

Salam e Strathdee [29] criaram uma forma bem mais compacta de tratar a élgebra da
supersimetria: o supercampo no superespago. E como se até aqui se estivesse tratando o
céalculo vetorial num formalismo de componentes. As transformagdes de supersimetria sdo
representadas agora como transformacoes nos pontos do superespago. Faz-se a seguir uma
abordagem baseada nas referéncias [28, 30, 32], para a supersimetria em D=4 dimensdes

E sabido que um grupo G pode ser representado por um grupo de transformagdes no
espago do coset de G/H, onde H = {hy, hy, ...} é um subgrupo de G. Isto serd visto no
caso do grupo de Poincaré.

Sege Geg¢ H, os conjuntos

{ghl,ghg,...} {hlg, hzg, } (284.)

sao chamados coset & esquerda de H e coset a direita de H, respectivamente.

O conjunto de coset que obedecem & lei de multiplicagéo

formam um grupo chamado grupo fator ou guociente, denotado por G/H.
Um elemento geral do grupo de Poincaré pode ser escrito na seguinte forma fatorada

[30]

(a,A) = T (a) L (A) (2.86)

onde 7T (a) = (a,l) é uma translagdo pura e L = (0,A) é uma transformagdo de
Lorentz prépria.
O produto de duas transformacées de Poincaré € ainda uma transformagéo de Poincaré

[30]
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(@', A')(a,A) = (Na+a', 'A) (2.87)

Elementos do grupo fator de Poincaré/Lorentz sdo coset consistindo em {(a,A) .L'}
O argumento de L foi omitido porque cada coset contém todos os elementos do grupo de

Lorentz. Mas

(@,A).L'=T (@) L(A) L = (a,]) L' (2.88)

Portanto o coset é parametrizado pelo argumento de L’ e hd uma correspondéncia
um-a-um com o grupo de Lorentz (isomorfismo).
Entdo a agdo de um elemento arbitrério (a, A) em um elemento fixo (z,I)L’ do espago

do coset Poincaré /Lorentz fica

(a,4) (&, )L = (a+ Aa, ) L= (!, I) L (2.89)

de modo que pode-se representar (a,A) pela transformacio

=l O (2.90)

sobre as coordenadas espago-temporais que parametrizam o espago do coset.

Pode-se expressar uma translagéo finita na forma exponencial usual

T (a) = exp (—ia”P,) (2.91)

Deste modo, a regra de multiplicagdo para duas translacoes (2.87) é obtida usando-se

a formula de Baker-Campbell-Hausdorff

= 1
eeP = exp !z —T;!—Cn (A, B) (2.92)

n=1

onde
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= ddB
C, = [A B
oL, %[[A,B],B]+%[A,[A,B]]

() (2.93)

0 que assegura que

T (CL) T (b) > e—ia.Pe—ib.P = e—i(a—{—b)P (294)

pois [P, P] = 0.
Em supersimetria, deve-se também ser capaz de exponenciar a algebra de modo que

o produto de dois elementos do grupo dé também um elemento do grupo

99?2 — elemento do grupo (2.95)

Como nao se conhece relacdes de comutacio para Q e @ , e sim de anti-comutacio,
nao se pode usar (2.94). No entanto quando assume-se que os pardmetros 6 e 6 sao

quantidades espinoriais anti-comutantes

6Q,0Q] = 0Q0Q —0Q0Q
= 06QQ + 00QQ
= 00{Q,Q} (2.96)

Com estes parametros, a algebra da supersimetria pode ser integrada a um grupo G,

o grupo de super-Poincaré, com elementos

g = exp(—ia.P +i€Q + iQE + %sz) (2.97)
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O superespago é o espago do coset super-Poincaré/Lorentz. Toma-se o elemento fixo

deste grupo como sendo

9z (2,0,0) = [expi (—z.P+0Q + 9@)] (2.98)

Encontra-se as transformacoes no superespago que geram as transformagoes de SUSY

conforme (2.89)

exp [’L (—a.P +£Q + EQ)] gL (x,ﬁ,@) =g (a:,@, 0) (2.99)

Usando (2.92) e a dlgebra dos geradores da supersimetria chega-se a

x’/" — m/“ + a,u‘ — ’1,50'#9 + ZGJ”E
0 = 0+¢
0 = 0+¢ (2.100)

Estas portanto sdo as transformagdes de SUSY no superespago.

Os geradores diferenciais sdo definidos como

0z =i (a.P+£Q+EQ) 2M (2.101)

que, apos alguma algebra, fornece

P, = id,
Qs = i—'a“-éda
a aea aa o
Dy = —ggﬁdwaagdaﬂ (2.102)
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2.6.2 Supercampo

Um supercampo ®(z) = ® (z,6,0), que pode ter indices tensoriais do espago-tempo
ou indices espinoriais, € um mapeamento de pontos do superespaco para nimeros com-
plexos. Sua expansdo de McLaurin em 6 e 0, cujos coeficientes sdo campos locais sobre
o espaco de Minkowski, é limitada pelo fato de @ e 6 serem anti-comutantes. Uma, forma,

geral é

®(z) = f(z)+0p(x)+0x(x)+6°m(z)+6n () + 050y, (z)
1020 (z) + 0°0 (z) + 6%6°d (x) (2.103)

O fato que 8, comuta com @, € Qs implica que

6 (0,®) = 8,00 = —i (£Q +£Q) 8,® (2.104)

Portanto 0, é covariante sob transformagdes de SUSY. Tal nao se d4 com 0, com Os
pois ambos anti-comutam com Q, e Q4. Uma derivada espinorial D, que seja covariante

sob SUSY deve satisfazer

0Da® = i(6Q+EQ) Da®
= 1Dy (£Q+E€Q) P (2.105)

o mesmo valendo para D,. Usando (2.102) pode-se definir

= MO ks
Hd_. = —% — '?;eaO'Zdau (2106)
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Neste caso

{Do,Q8} = {Da,Q} = {Da, Qs} = {Ds, Qp} =0

Mostra-se facilmente que

{Das Da}
{Do,Dg} = {D&Dg}=0

I
&)
.
9
R T
p.
_:QJ

que € a algebra das derivadas covariantes.

Define-se, a partir de D, € Dg, os chamados supercampos quirais

Lo = o

que tém a forma geral

o (2%,0,0) = ¢(z)+ V208 + 00F + 0,008

_L ro __ l 7 00
ﬁeoauwa 0 46 30,9006

Assim

ot (z4,0,0) = ¢ (z)+ V209 + 00F" —i0,4'05+0

800083 — L6"5. 0060
+ 7508000, — 500910690

A transformacdo de ® sob SUSY é
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(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)



60 = i(6Q+EQ) @
L T oy Do
= (55 —10asl 0u)®+¢ (ﬁg—w 050u)®

que comparado a

6 = 8¢ + /206 + 006 F + ...

fornece as transformacoes de SUSY nos campos componentes

6p = V2t
S = V2AF +iV20,40"E
5F = —Ba5hE

\/5/"

ja obtidas anteriormente.

2.6.3 Acao Supersimétrica no Superespaco

(2.112)

(2.113)

(2.114)

Assim como no espago ordinério, a agdo supersimétrica é escrita como integral de

A funcéo mais geral possivel de 0 é

£(0)=a+b0

B requerido que a integral seja linear
[Senos=-3c [ rea
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uma funcdo dos supercampos em todo o superespago. E natural que, efetuando-se a
integragdo nas coordenadas fermidnicas, obtenha-se a agdo nos campos componentes no

espago-tempo. Com este fim, estuda-se agora integragdo sobre variaveis de Grassmann 6.

(2.115)

(2.116)



e translacionalmente invariante

/f(9+e)d0=/f(9)d0 (2.117)

onde C; e € sao constantes. Isto leva a

/(a+b9+be)d9:/(a+be)d9+b/9d9:/(a+b0)d9:a/d0+b/9d0
(2.118)

Entao

be / dg =0 b / 6df = arbitrério (2.119)

Normalizando

/ df =0 / 6do = 1 (2.120)

Entdo a integragdo sobre varidveis de Grassmann é o mesmo que a derivagao

/ dof (6) = -% ) (2.121)

Seguem as seguintes defini¢oes

0 = —id&d&z—id&"daa (2.122)
P26 — —%d@d@z—%d@ddéd (2.123)

mostra-se que

39



/ d*06* = / 4?0 (0%0,) = 1 (2.124)
/ &260° = / d20 (9&"’) = (2.125)

Também

/ & = %82 (2.126)
/ d0 = %52 (2.127)

Ao integrar-se sob d*z as divergéncias totais no espago-tempo dao contribuicdo nula,

e chega-se a

/ d%0d'z = / d*z (&02) (2.128)
/ d*0diz = / d*z (—%Iﬁ) (2.129)
/ d*0d*0d's = / d*z (%Dm?) (2.130)

Para construir uma agio supersimétrica, deve-se satisfazer os critérios de invariancia
sob transformacoes de SUSY, realidade e dimensdo candnica nula. Para um supercampo

quiral ®, a forma geral para a agio é [32]

e, / Az dh0B0 + / dzd0W (D) + / o0 (3) (2.131)

onde W (®) é o superpotencial.
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2.7 Supersimetria em D=3 e D=2 Dimensoes

Tratou-se até aqui sempre do espago-tempo quadridimensional. Haveria alguma
alteragdo do ponto de vista de SUSY caso se partisse para uma dimensdo inferior, D = 3,
por exemplo?

A primeira observagdo a ser feita é que o nimero de componentes N de um espinor
varia com a dimensdo D do espago-tempo, conforme a dimensao d das matrizes de Dirac
que satisfazem a &lgebra de Clifford (2.5). Conforme [31] e [28]

2D/2  se D é par

g (2.132)
9(Dy2)-3 se D é impar

Portanto, os espinores em D =2 e D = 3 tém duas componentes. Numa linguagem
de teoria de grupos, o grupo de Lorentz ndo é mais SL(2,C) e sim SL(2, R). O supe-
respaco, antes representado por (x, 0, 9), é agora reduzido a (z, ). E como se metade do
superespagco fosse aniquilada sobrando apenas a outra metade.

Em D = 3 a matriz 7° definida por (2.12) é igual a identidade [31]. Portanto ndo se
pode definir projetores de quiralidade e espinores de Weyl ndo existem. Isto serd usado na
reducdo dimensional do modelo BF-Maxwell supersimétrico. J4 em D = 2 tal definicao
¢ possivel e os espinores de Weyl existem.

Oportunamente, se definird os supercampos a serem usados em 2 e 3 dimensdes.
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Capitulo 3

O MODELO DE THIRRING
SUPERSIMETRICO COM
INVARIANCIA DE GAUGE

42



3.1 Introducao

Neste capitulo, constrdi-se a versao supersimétrica do modelo de Thirring invariante
de gauge, no espirito do que foi feito por Itoh [3] e Kondo [4, 5, 6].

Primeiramente propde-se uma agdo no superespago que reproduza o acoplamento
fermionico quartico de Thirring em componentes. A seguir, introduz-se um supercampo
espinorial T, (%,0) que contém o campo de gauge A,. Este supercampo auxiliar terd
a fungdo de tornar invariante de gauge a derivada covariante de SUSY D,. Seguindo
rigorosamente os passos de [6], introduz-se o supercampo A (z, ) que finalmente tornaré

a acao invariante de gauge no superespago. Todas as agdes sao obtidas em componentes.

3.2 O Modelo de Thirring Supersimétrico

Antes de introduzir a agdo para Thirring supersimétrico, expde-se algumas con-
vencoes adotadas para este capitulo.

A métrica usada seré:

1 0
0 -1

Para as matrizes -y, usar-se-a a representagao de Majorana,

0 —: , 0 < Sl ]
70:%_02: T, S ,75:7071=03:
i 0 i 0 0 -1
(3.2)
Definindo
v
sl (3.3)
v,
e U = Wiy
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v=(u v ) S ;Z = (iwy —iv; ) (34)

pode-se calcular (@7“W)2:

(Tr0)” = (v ()" ) (91 (1) 0) = (217°0 ) (T ¥)
= (UN0)" — (Uhe0)” = (W10 + U30,)° — (U]0; — U50,)°
= AU, U, (3.5)

onde foi usado que

(T1)* = (¥2)* =0 (3.6)

Se ¥ é um espinor de Majorana, definido pela equagdo (2.32), o acoplamento de
Thirring (\Tlfy“\lf)z ¢é identicamente nulo, o que era esperado uma vez que, usando-se
espinores de Majorana na lagrangeana de Thirring, a invaridncia U (1) global é perdida
e sua corrente associada identicamente nula.

A consequéncia disto é que, se o modelo de Thirring ndo pode ser construido a partir
de espinores de Majorana e sim de Dirac, que contém quatro graus de liberdade off-
shell , entdo sua versdo supersimétrica deve ser feita a partir de um supercampo escalar
complexo e ndo de um real. Assim a teoria supersimétrica carrega a mesma simetria U (1)
global da teoria ordinaria. A seguir, expOe-se a notagdo que serd usada no formalismo
supersimétrico, retirada de [26].

Os abaixamento e levantamento dos indices espinoriais sdo regulados pela matriz C

conforme



e, para ¥ e 1, espinores de Majorana

d)a o ¢5cﬁa (38)
g = Oy, (3.9)
que fornece
Py = P°Cy = ih%; Py = ¢'Crp = —iy)! (3.10)
'Gbl = 012¢2 =¥ sz = 021¢'1 = _i'ﬁbl (3-11)

que demonstra a coeréncia de (3.8) com(3.9).
O uso de C,p, em detrimento de €,4 definido no capitulo 2, torna 9*¢,, hermitiano,
uma vez que ¥* é real e ¢, é imaginério.

Como precisa-se de espinores de Dirac, define-se a partir de agora

\Ifa = ,¢a +,iXa
\Ila = wa + zXa
(T = ¢*—ix°

(Va)* = —9Pu+iXa (3.12)
Dai:
(T W = i (~ T30, + U3y (3.13)
de onde vem que
(T)* W,)? = — 20T, U0, = —% (Tyrw)® (3.14)
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As convengoes utilizadas posteriormente serdo as seguintes:

/ d*zd*0® (z,0) = / P20 ® (z,0) = / d’zD*® (z,0) |

onde o trago indica calculo com 6 = 0.

Os geradores da supersimetria N = 1 sdo dados por

Qo= 00 —i0P0,p

A derivada covariante de SUSY é

Dy =8,+ 'I;eﬁaaﬂ

de modo que

Do — Qo = 2i6%0,5

e, portanto

D.® |=Q.% |

Ent&o define-se o supercampo escalar complexo

® (z,0) = A (z) + 6°V, (z) — 0°F (z)

®* (z,0) = A* (z) + 6°T, (z) — 0°F* (2)
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(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)



ou, em componentes

® (z,0) |= A(z) D,® (z,0) |= ¥, (z) D%® (z,0) |= F (z) (3.23)
8 (3,0) |= A" (z) D, (z,0) |= V% (z) D2 (2,0) |= F* ()  (3.24)

onde a barra significa que o célculo é feito tomando-se 6 = 0.

Os campos A (z) e ¥, (z) sdo campos fisicos (tém graus de liberdade de propagagéo),
enquanto F' é um campo auxiliar (¢ anulado quando encontra-se sua equagdo do movi-
mento) que entra para igualar os graus de liberdade off-shell. Suas transformagdes sdo
aquelas encontradas para o supercampo quiral em D = 4 dimensdes no capitulo dois
(2.114).

Propoe-se para o modelo de Thirring a seguinte agao

5 = _% / 2xd?0[(D*®* D, ®) + 4 (2*®D*®* D, )]
* _% / Pz{[(D?D*®*)Dy® | +D°%* (D?Dyd) |
—DPD*®*DgD,®] | +4[(D*®*) @D*®*D,® | +&*D*®D*®* D, |
+®*®D*D*®*D,® | +®*®D*®*D’D,® | +DP®*Ds®D*®*D, |
+3*DPODD*®*D,® | —&*DPOD*®*DD,® | — (DP®*) @D*®* DD, |
+ (DP®*) @D*®*D® | —9*®DPD*®*DgD,® ||} =
=2 —% / Pzli(85V" )W, + U (i0,50°) + 8°% A*0ps A — FF*|
FAAF*U* U, + AP0, + AA*(i050) T,
FAA T (i0apTP) + (U Wp)% + A*(iTPHTA T, + VP AT®)
— AN (F*UPU, + FUPTY) + AT 03 AT, + iU O3 ATY)
AP U5 4+ FUPUY) + AA*0P* ABpa A* — 2AAFF*)}
(3.25)
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O termo de Thirring (¥*°Wg)? é reproduzido além de termos residuais comuns as

extensoes supersimétricas.

3.3 O Modelo de Thirring Supersimétrico com In-
variancia de Gauge

Sob transformagoes de gauge, o supercampo ® se comporta como

® — & =10
s B = (3.26)

onde A é um supercampo escalar real pardmetro de gauge, assim definido:

Al=w, DuA|=0e, D?Al=r (3.27)

A fim de tornar o termo cinético da agdo (3.25) invariante de gauge, introduz-se o

supercampo espinorial de gauge I',, na derivada covariante de SUSY D,:

Do — Vo =Dy F il (3.28)

quando age em @ e ®* respectivamente. Agora obtém-se a invaridncia desejada, uma

vez que

VO — (VO = exp(iA)(V®) (3.29)

O supercampo T', em componentes é

M|

) ‘
Pal=Xa: 3D°Tal=B, —3Delpl=Ves, da=3D°Dals| (3.30)
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De modo a igualar os graus de liberdade off-shell, a componente V,z deve conter
trés graus de liberdade, dois deles representados pelo campo de gauge A,, e outro por
um campo auxiliar C'. A, representa o fotino ou gaugino, companheiro supersimétrico
do féton, enquanto x, e B sd@o chamados campos compensadores pois ndo aparecem na
lagrangeana livre do supercampo I',.

Sob transformacdo de gauge I',, se comporta

iT, = DA (3.31)

Seguindo a idéia desenvolvida em [3] e [6], propde-se a seguinte a¢do no superespago,

de modo a reproduzir (3.25):

1
8 = =3 [ Esd6veEVu2 - 88T, - ;T

= _% / d2xd*0[D*®*D,® — il*®D,®* + i[*®*D,® — -;—P“Pa] (3.32)

Espera-se que S’ reproduza S. Vejamos se isto acontece. A partir da equagdo do

movimento para [’y

oL
ore

1
= i(2"Da® — 8D,2") ~ ;T =0

= To=4i(P*Do® — ®D,d") (3.33)

Treescreve-se a agéo
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1
& e = / d2xd*0(D*®* D, ® + lrara == lI‘"I‘a)
2 4 8
1 1
e / d?zd*9(D*® D, ®* + grar‘a)
it
=5 / d’xd?0 [D*®D,®* — 2(®D*®* — &*D®)?|
= _% / dPzd?0(D® D, ®* + 400* D*® D, * — 26* D*® D, ® — 202D*®* D, d*)
(3.34)

reobtendo-se o termo de Thirring. Conforme o procedimento que torna o modelo
ordindrio invariante de gauge, introduz-se o supercampo escalar real A(zx, #), uma espécie

de supercampo de Stiickelberg

A(,0) |= S(z); D*A(z,0) |= 1*(z); D*Alz,0) |= K () (3.35)

B exigido que a transformagao deste supercampo seja o proprio supercampo parametro

de gauge, assim como no caso ordindrio

5A (z,0) = A (z,0) (3.36)

reescreve-se a acao numa forma invariante de gauge

S = /d%dze[va@*va@ —®*®(['* — D*A)(Ty — DA) — i(l"a — D®A) (T — D,A)]
(3.37)
Este modelo reproduz Thirring para a fixacdo do gauge unitério
A &= 0
A=t (3.38)
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Finalmente, escrevemos S” em componentes:
]

S = % / P {[i(03V*" )Wy + U (i04pVP) + 8P A*0p A] +
HEEX*UL + iV M) F* + iU NF* — UPx G5, A* + iWPU 5 F* 4
JANTTY + GA(i Mo 0P A* + 2N F*) + AX®0ap V™ + iF* Uy, +
U (B A)X™ + 0 WL + iU x5 — iU U M) + iNU U5 —
— A*93UPx, — iA* (i0pa AM©®P) + 2FN) + i A*X*Ae) +
2PN N, + AF* X0y + A*FX°1, + AA* X, — iAA* X Oapn® +
+AWS(MOPy + +ix*08S + Nnf — Kxp) +
A*UP (Miapyn®™ + X055 + NP — Kxg) — AA* (M©P) 83,8 + 2K N)| —
—[%()\" —i05n°) (x* — n°) + E(M(aﬁ)M(aﬁ) — 2iM©P 9, S + 4K N —
—2K?* — 2N?)} (3.39)

Em trés e quatro dimensdes, a agdo supersimétrica de Thirring que formulamos apre-

sentaria problemas de dimensao candnica, o que torna nao trivial a extensao deste modelo

para tais dimensoes.

ol



Capitulo 4

REDUCAO DIMENSIONAL E
FORMALISMO DE
STUCKELBERG APLICADOS AO
MODELO BF-MAXWELL
SUPERSIMETRICO
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4.1 Introducgao

No capitulo 1 foi feita uma revisdo do modelo BF-Maxwell, com énfase ao trabalho
de Medeiros [17]. Neste capitulo, formula-se uma versdo supersimétrica para o modelo
BF-Maxwell no superespaco e efetua-se a redugdo dimensional nos campos componentes,

bem como nas transformagoes de SUSY.

4.2 O Modelo BF-Maxwell Supersimétrico

O modelo BF-Maxwell contém os campos B, € F},,. Primeiro define-se o supercampo

|4 (m, 0, 9) que contém o campo de gauge A,

V(@,6,0) = Cla)+ifx ()~ iix (@) + 5106 [P (a) +1Q ()]
—%z‘@@ IM (z) — iN ()] + 600 A, ()
+w@;uﬂ+%w¢4—m%{um+%w@ﬂ@

%99@6 [D s %aua,,o} | (4.1)

ou, alternativamente

V| =R D,V |= iXa; DsV |= —ixs
D*V | =-=2i(P+1iQ); D?*V |= 2i(P —iQ)
D?DyV | = —4ids; DPDV |=48x,
D*D?D,V | =8D
[Da’Dd]V l ZQUZaAu
DPD®D,V | =46°D +2i(c#5")° F,, (4.2)

93



O fato de A, ter dimensdo candnica igual a 1, faz com que os outros os outros

Pl = [QI=1 [D]=2 (4.3)
Como se vé da equagdo (4.2), o tensor F,, deverd ser encontrado a partir do super-

campo quiral W,

W, = D2D,V = 4i), (z)
DgWo = &py 403D — 2i(%5"); Flu)

! & I = —4@.}(‘1
DjWs | = e 461D — 2i(6%0")LF )
D*W, | = -165%,0,\" (4.4)

ou

Wa(z,0,0) = 4id.(z) — [462D(z) + 2i(c*5" )5 Fpu (2))05
+40%0* 9, A" ' (4.5)

O supercampo que conterd B, sera
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Ba(2,0,0) = e[y (z) + 0P Top(z) + 06€,(x)]
= [I +i(80%88,) — (00"00,)(05"0,)|[i*)a(x) + 0PTap(x) + 00)a(z)]
= itho () + 0PTop(x) + 090a () — (00788, )1ba (z) + i6°(00+008,,) Tap()
—i(00%08,) (0500, )1, (z) (4.6)

onde

Top = Tiap) + Tiap) = —4i(0")ap By + 2605(M + iN)
T.. = T(dB) + T[dm = 4‘i(6“y)dBB#,, + 28&B(M = ZN) (47)

Q

Apés alguma algebra, chega-se a (ver apéndice!)

Bu(x,0,0) = it (x) + 0PTop(x) + 00€,(z) — (05#60,). ()
— (06) 8%(6™)aaBp B,y — i (00) 6% (0")ae (M + iN)

+2 (69) (88) Oy, (4.8)

E conveniente escrever B, também em componentes

Boll =W, 3 DeBil==Ls PR |=%4E,
By | =—is ; DBB& |= "TaB ; D?Ba |= —4i€, (4.9)

Conforme visto no capitulo 1, B, tem dimensdo 2. Assim
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[Bal = o] = g; W] = e = %

M] = [N]=1 (4.10)

Agora tem-se subsidios para propor a acéo supersimétrica para o modelo BF-Maxwell

1 P S
58w =3 [ @af-il [ donew, — [ #BI+ L1 [ #oBoB, + [ £TBBY
(4.11)
A partir das equagoes (4.4), (4.5) e (4.10), vé-se que a agdo tem dimensdo candnica,

nula. A condigdo de realidade é atestada por

(B2W,)! = (W,)* (B*)* = Wy B* = B,W* (4.12)

de modo que multiplicou-se por —¢ de modo a tornar real a parte que contém

[f d?0BW, — [ d?0B,W"]. Agora projeta-se a acio (4.11) (ver apéndice?)

] 3\ 1 y& 7 (=p\aa 5
S = [ du{l-g (2— ) + 3 (420205 + B () 0) + 5B Fou — DN]

1 -2 1 1
+9%(g (W€ +9¢) + 5B B — 5 (M* + N?)]}
4 1= 1 = = 1 1
/ d%:[(%:fA + 5\1!7“8#/\ + 5B Fu — DN) + 92(%\115 + 5B B — 5 (M2 + N?))]

(4.13)

E interessante notar a presenca do termo pseudo-escalar =y°A, que provém da super-

simetrizagdo do termo topoldgico BF. A identidade

i

V50" = 5€map™” (4.14)

revela uma relagdo entre o comportamento topoldgico, evidenciado pela presenga
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do tensor de Levi-Civita €,,45 € 0 pseudo-escalar 75. Seria Zy5A um termo topoldgico

fermionico? A investigacdo detalhada disto € uma das perspectivas deste trabalho.

Antes de se fazer a redugdo dimensional, encontra-se as transformacoes de SUSY para

os campos componentes. Para W,

6
6Aa
SE™
6D

Para B,

0%,

T

0o

Para B,

—iDn,, — (o*0")’ ngFuw

1Dnjg — (Uuau)g Mg

10 (770”5\ — )\(f”ﬁ) = 40¥ (770“5\ — /\0“?—7)

Oy (—7]0”5\ + Ao*7) (4.15)

—i6By |= —i (1D + 7D) By |= i(n"Tpa)
inP [—4i(0" ) o Buw + 260 (M +iN))]
~§DgBy |= — (nD +7D) DpBa |
—0"DyDpBa | =7 D4DpBs |
5777660 B | +2i70%,0, 0|

—2np¢, + 2770, 8,9,

_isza B —% (nD +7D) D*Bay |
LA Dy, D7) Bu l= —infot Dy |

i’ Mg = —ifjs (") Dha (4.16)
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0Tse = _27_7ﬁ€d +2n'g g.,au{ﬁa
0, = il e’ Ty, (4.17)

4.3 Reducao Dimensional do Modelo BF-Maxwell
Supersimétrico

No capitulo 2 afirmou-se que ndo ¢é possivel definir espinores de Weyl em trés di-
mensoes, pois v° é a prépria identidade. Além disto, ndo existe mais a distingdo entre
espinores dotted e undotted, uma vez que o grupo de Lorentz ndo é mais SL(2,C) e sim
SL(2, R) Assim, na redugdo, os espinores de Weyl, que continham quatro graus de liber-
dade, serdao mapeados em espinores de Dirac, que conterdo o mesmo nimero de graus de
liberdade. A redugédo do setor bosénico é aquela realizada por Medeiros [17] e reproduzida

no capitulo 1. Assim, efetua-se as seguintes associagoes

§
Aa
A o g —>A:t=/\a:|:’ilﬂa
Acx
Ve .
U= [ "% | = UL=q, +ix, (4.18)
P* -

Dal vém as associacoes (ver apéndice®)
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= il
\I’E — 5 (\IJ+E_ + \I/_E+)

Tyro,A — %(\p+7%/\_+\1:_7ﬁaﬁ/\+)

1
Ey5A — §(E+A++E_A_) (4.19)

A partir disto, efetua-se a redugdo dimensional na agéo.

[l

B*B,, — = (M*+ NQ))]

N —

lLL ’i:, 5 ].— m 1 " = 2 ]_—,: ]_
1

] =\ 1 J& = ao =
+ [ ol (63— 8%) + 3 (#7088 + 8 (097 Buda) + 3B Fu — DN
1 = i
+9°[5 (W€ +9€) + 5
. L )
> S= [ E{(G E4he +E-00) + FTPoh_ + VP5A)
+€uapV*FP + €,,,B"8%¢ — DN]

BILVB#V _ % (M2 + NZ)]}

I 1L i
+g2[_l_6 (P42E-+ Y _Eq) + 58" Bu = V¥V =3 (M?+ N3]} (4.20)

Era esperado o desaparecimento de 5 que € igual & identidade em trés dimensdes.

Faz-se agora a redugdo nas transformagoes de SUSY, considerando que

n—n  9—-¢ (4.21)

obtém-se

6ro = —iDng — (0*0")g NFom
Sfa = Do — (0%0" )5 ¢a
OF* = 0" (na’s — Aa”{) — 10" (no*r — Aad*()
6D = 08,(—no'k+ Ad"() (4.22)
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0 (wa & ZXa) — 5\D:i: == iﬂﬁfﬁa + Cﬁfﬁa
Tpa = —Ngta+C oha0uba
§(€,2ira) = 054 =—iCy (0" Tpa F 12 (6" Tpa (4.23)

Fica evidenciado pelo nimero de pardmetros o aparecimento de uma supersimetria

N=2.
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Conclusoes e Perspectivas

Como conclusées deste trabalho pode-se enumerar:

(1) Construimos uma versdo supersimétrica para a acdo de Thirring em duas di-

mensoes.
(2) Obtivemos-se tal agdo em fungdo dos campos componentes da teoria.

(3) Reescrevemos a agdo em fungdo do supercampo de gauge auxiliar I',, (z,0), assim

como fizeram Itoh [3] e Kondo [4, 5, 6] para o modelo ndo-supersimétrico.

(4) Através da introdugdo do supercampo de Stiickelberg, chegamos a uma versdo
invariante de gauge para o modelo de Thirring supersimétrico, reobtido quando fixa-se o

gauge unitario.

(5) Construimos uma versdo supersimétrica para o modelo BF-Maxwell em quatro

dimensoes.

(6) Obtivemos a acdo BF-Maxwell supersimétrica em fun¢do dos campos componentes

da teoria.

(7) Efetuamos a reducdo dimensional do modelo supersimétrico, no espirito do tra-

balho de Medeiros [17].
(8) Efetuamos a reducdo dimensional também nas transformacdes de supersimetria,
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evidenciando o aparecimento de uma supersimetria N = 2.

As principais perspectivas deste trabalho sdo:

(1) Verificar geragdo de dindmica para o supercampo de gauge I'y, (z, ), que é auxiliar
em nivel de arvore, a partir de correcoes quéanticas, como se dé no caso ndo-supersimétrico

[3].

(2) Construir uma versdo no superespago para o modelo supersimétrico obtido na
redugdo dimensional e verificar a aplicagdo do formalismo de Stiickelberg para este mo-

delo, conforme feito em [17] para o caso ndo-supersimétrico.

(3) Verificar, em tal modelo no superespago, se ha geragido de massa topoldgica para

os supercampos, assim como foi obtido em [17].

(4) Calcular a carga central de supersimetria para o modelo no superespago em D=3

dimensoes e verificar a equivaléncia com a carga topolégica do modelo.
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Apéndice A
Deducoes Referidas no Texto

(1)

08 (6%(0")aal"0,) Tup(x) = 0°(€°705(0™)asb"0,)Tup ()

= Lo (005 (0*)asl8,Tup(®)

== %(Oe)eaﬁ(aﬂ)adédauTwﬁ (37)

= 2(00)°2(0")asd Bul—4i(0™ ) By + 2eu(M + iN)]
= —2i(00)6%(6") 56 (070 B
— (68) (0*)asf62 (M +iN)

= i (00) 0°[g"5" — g 0” + i€”" 0 )ws O Box

— (66) 8% (0™ )ws (M +iN)
= i (00)0%(0™)ua0,B,u — (00) 0%(0")ws (M +iN)  (A.1)
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D?*(B*W,) |

D?(B*B,) |

= (D*B*)W, | +B*(D*W,,) | —2DPB®DgW,, |
(436%) (4i)a) + 7™ (—16azd5“5\d>
+2{—i4(c™)*PB,, + 2e*P(M +iN)} {ep,[462.D + 2i(c°5")1F5,] }
—16£%\, — 16i)%0*,8,3" — 8 (g"g"" — g"°g”° + i) B, Fy,
+32D(M +iN)
—16£%\, — 16i9°0*,8,X" — 16 B*F,,,, — 8iB,, "
+32D(M +iN) (A.2)

= 2B*D?B,, | —2D?B*DgB, |
—89p%¢,, — 2 {—4i(0™)*PB,, + 26%° (M + iN)} {~4i(0°")apBs, + 20p(M +iN)}
—8yre, — 2 {4 [¢"g"" — 9" g"”° + "] Bu,Bs, — 16 (M +iN)"} '
—8y*¢,, — 16B,,B* — 8iB,,,B* 416 (M + iN)? (A.3)

D¥(BaW®) = (D?Ba)W* | +Ba(D*W¥) | —2D5BoDPW* |

= —16€,0% + 1169, (7*)%* O, s — 16B*F,, + 8iB* I,
+32D(M —iN) (A.4)

D2(ByB% || =2B,D*B*| —21_935’5,[[)"’3‘iz |

— —804E% — 16B,,B* + 8iB,,B* + 16 (M —iN)*  (A.5)
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A partir de

E = ?Z — By =§, +i7a
§
< >\a ) '
B = g — Ay = Ao Like
A
vo= [ Yo ) sy, (A6)
P
vé-se que
EPA = (EX—E&X) — (EX—Tk)
E = (Y€+9PE) = (P& +x7) (A7)
Mas

(Ui B-+V_Ey) = (% +ix%) (ba = iTa) + (¥ — iX%) (bo +i7a)
= TWEPx
(EAL+EA) = (£241i7%) (Mg + 16a) + (€% —i7%) (Ng — ko)
2 (EX — k) (A.8)

De acordo com [33], o termo y*p,, tem a forma invariante na reducdo. Baseado nisto

e em (A.8), chega-se a

T 0uh — S(WPpA+U_oP05A,) (A.9)
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