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Resumo 

Neste trabalho, formulamos uma versão supersimétrica para o modelo de Thirring. 

Com base nas versões invariantes de gauge do modelo de Thirring formuladas por Itoh e 

Kondo, obtemos o modelo de Thirring supersimétrico com invariância de gauge. Como 

no caso não-supersimétrico, o modelo original é visto como uma versão com gauge fi­

xado do modelo invariante de gauge. Formulamos também uma versão supersimétrica 

para o modelo BF-Maxwell. A partir da ação supersimétrica em campos componentes, 

efetuamos a redução dimensional de D=4 para D=3 dimensões, conforme o trabalho de 

Medeiros para o caso não supersimétrico. Redução dimensional também é feita nas trans­

formações de supersimetria para os campos componentes, evidenciando o aparecimento 

de uma supersimetria N=2. 
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Abstract 

We formulate a supersymmetric version for the Thirring model. Based on the Itoh 

and Kondo gauge invariant versions of the Thirring model, we obtain the gauge invariant 

supersymmetric Thirring model. As it happens on the non-supersymmetric case, the 

original model is seen as a gauge-fixed version of the gauge invariant model. We also 

formulate a supersymmetric version for the BF-Maxwell model . From the supersym­

metric action in the components fields, we make a dimensional reduction from D=4 to 

D=3 dimensions, just like it was done by Medeiros for the non-supersymmetric case. 

Dimensional reduction is also done in the supersymmetry transformations, evincing the 

appearing of a N =2 supersymmetry. 
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Introdução 

A busca pela compreensão da natureza geralmente se confunde com a busca por 

princípios cada vez mais fundamentais e gerais, que possam explicar fenômenos que, 

sob alguns aspectos, são aparentemente distintos. A unificação da Eletricidade com o 

Magnetismo e, conseqüentemente, com a Ótica, a Mecânica Quântica Relativística, que 

uniu Relatividade e Mecânica Quântica em uma teoria de partículas, a Eletrodinâmica 

Quântica, a unificação da interação eletromagnética com a força nuclear fraca - o conhe­

cido Modelo Glashow-Salam-Weinberg - são alguns dos inúmeros casos de unificação em 

Física. 

Neste contexto, o conceito de simetria desempenha um papel fundamental. A im­

portância das simetrias ou invariâncias é oriunda do teorema de E. Noether, que afirma 

que se a ação de um sistema é invariante sob um grupo de transformações nas coorde­

nadas e nos campos, então existe uma ou mais quantidades conservadas. Este teorema 

é responsável pela conservação de energia, do momento, do momento angular e outros 

números quânticos tais como carga, isospin, cor, etc. Demonstrações deste teorema em 

um contexto de Teoria de Campos podem ser encontradas em [23], [24] e [25]. 

No escopo da física de partículas elementares, tenta-se encontrar um esquema unifi­

cado que combine todas as partículas e suas interações em uma teoria consistente. Neste 

sentido, um grande sucesso foi conseguido através das chamadas teorias de gauge. 

A princípio, tentou-se descrever e classificar as partículas a partir de teorias com 

invariância de gauge global. Algum sucesso foi obtido na medida em que percebeu-se, 

por exemplo, que a invariância da ação de um campo escalar complexo cp, que descreve 

partículas com carga elétrica, sob a transformação de gauge U(l) - representada por 

1 



matrizes unitárias lxl - </> --+ é0 </>, leva à conservação da carga elétrica. 

Uma interpretação mais profunda é ganha quando exige-se que a invariância aconteça 

se o parâmetro da transformação de gauge 0 é local, isto é, depende do espaço-tempo, 

0 = 0(x). Isto exige a introdução de um campo adicional, o potencial de gauge, cujos 

quanta, que neste caso serão os fótons, intermediarão as interações das partículas carre­

gadas. Requerendo outras invariâncias de gauge surgem outros potenciais cujos quantas 

intermediarão outras interações, como as partículas w+, w- e z0 para a força nuclear 

fraca e os glúons para a interação forte. A interação fraca está associada com o grupo de 

gauge SU(2) - de matrizes unitárias 2x2 com determinante igual a 1 - e a interação forte, 

com o grupo de gauge SU(3) - matrizes unitárias 3x3 com determinante igual a 1. 

Todas essas simetrias, global ou local, sempre transformam bósons em bósons e 

férmions em férmions. Nenhuma delas constitui uma simetria entre bósons e férmions. 

Tal é o papel de supersimetria (SUSY). "Supersimetria é a simetria suprema. Ela unifica 

simetrias do espaço-tempo com internas, férmions com bósons e (supersimetria local) 

gravidade com matéria. " [26] 

Durante algum tempo pensou-se que simetrias que relacionassem forças e matéria 

fermiônica estariam em conflito com a teoria de campos. Os fracassos nas tentativas 

de fazer as "simetrias de spin" relativisticamente covariantes levaram à formulação de 

uma série de teoremas no-go, que culminaram no trabalho de Coleman e Mandula [27], 

que mostrou ser impossível, na estrutura de uma teoria de campo relativística, unificar 

simetrias do espaço-tempo com simetrias internas. O teorema afirma que os operadores 

cujos autovalores representam números quânticos internos, tais como carga, isospin, hi­

percarga, etc. devem ser translacionalmente e rotacionalmente invariantes e, portanto, 

comutam com os operadores de energia, momento e momento angular. Ora, mas isto 

significa que os geradores de simetria interna não podem relacionar autoestados com di­

ferentes autovalores para os operadores de massa e spin e os multipletos irredutíveis dos 

grupos de simetria não podem conter partículas de diferentes massas ou spins. Coleman 

e Mandula [27] consideraram apenas transformações de simetrias que formam grupos de 

Lie com parâmetros reais. 

2 



A solução seria então incluir operações de simetria cujos geradores satisfaçam relações 

de anti-comutação. Um gerador de simetria Q com spin ½ age em um estado de spin j

resultando numa combinação linear de estados com spin j+ ½e J-½. Com isto, consegue-se 

escapar das prescrições do teorema no-go de Coleman-Mandula. 

As transformações de supersimetria são então geradas por operadores quânticos Q, 

tais que: 

Q I férmion) =I bóson); Q I bóson) =I férmion) (1) 

Até agora não há prova experimental de que a supersimetria seja uma simetria funda­

mental da natureza. Portanto, se a supersimetria existe, ela é quebrada em uma escala 

de energia superior àquela que se alcança com os atuais aceleradores. 

Isto não implica que seja uma teoria absolutamente inútil. Alguns pontos fazem da 

supersimetria, no plano teórico, uma ferramenta de grande valor. São eles: 

(i) o cancelamento entre contribuições bosônicas e fermiônicas eliminam divergências

quadráticas. Alguns modelos supersimétricos são os únicos exemplos de teorias de campo 

quadridimensionais finitas em todas as ordens pertubativas. 

(ii) supersimetria parece ser um ingrediente indispensável para as teorias de cordas,

que são no presente as melhores candidatas para teorias do tudo, isto é, teorias das 

interações forte, eletrofraca e gravitacional. 

(iii) gravidade localmente supersimétrica, pode ser a única forma de conciliar a teo­

ria quântica com a gravidade de Einstein. Seu comportamento é menos divergente em 

pequenas distâncias que o da gravidade quântica ordinária. 

Em 1958, W. Thirring introduziu o modelo de interação quártica para o férmion, tipo 

corrente-corrente[l]. Naquele artigo, Thirring mostrou ser tal modelo solúvel em (1 + 1) 

dimensões. Notou que mudando a dimensionalidade do problema, mudaria também a 

singularidade dos propagadores da teoria, tornando-a renormalizável. Assim, construiu 

explicitamente um conjunto de auto-estados do Hamiltoniano e obteve alguns elementos 

da matriz S. 
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Recentemente, construiu-se uma versão invariante de gauge para este modelo, primei­

ramente do ponto de vista de uma Simetria Local Escondida (SLE) [3] e depois como 

um sistema vinculado do tipo Batalin-Fradkin [4], [6] e [5]. O modelo de Thirring ori­

ginal é visto agora como uma versão com gauge fixado (gauge unitário) do modelo de 

Thirrring reformulado com invariância de gauge. Algumas vantagens são tiradas desta 

invariância: a escolha do gauge não-local simplifica enormemente a análise da equação de 

Schwinger-Dyson para o modelo de Thirring D-dimensional (2:::;D<4). O gauge não-local 

é a única maneira de fazer a aproximação de bare vertex ser consistente com a identi­

dade de Ward-Takahashi para a conservação da corrente [3]. Também SLE permite o 

uso de transformações de dualidade no modelo de Thirring. Em (l+l) dimensões, trans­

formações de dualidade juntamente com a SLE fornecem uma forma direta de bosonizar 

o modelo de Thirring.

Neste trabalho constrói-se uma versão supersimétrica para o modelo de Thirring em

(l+l) dimensões e, baseado nos trabalhos de ltoh e Kondo, principalmente [3] e [6], 

encontra-se uma versão invariante de gauge para o modelo de Thirring supersimétrico 

através da introdução de um supercampo de gauge. O modelo original é reobtido com a 

fixação do gauge unitário, conforme o caso não-supersimétrico. 

O formalismo de Stückelberg [18] é um método para tornar a lagrangeana de Proca 

invariante de gauge (já vimos quão importante é esta invariância!) que pode também 

ser aplicado a outros modelos, como é o caso para o modelo de Thirring. Recentemente 

tal método tem sido considerado do ponto de vista de uma transformação field-enlarging

[22]. 

O modelo BF, que consiste no acoplamento de um tensor de gauge anti-simétrico (B
µv) 

com o dual do tensor intensidade para o campo de gauge A
µ 

( ff'µv), é uma generalização 

do termo de Chern-Simons para quatro dimensões. Tal ação é independente da métrica e, 

portanto, tem uma interpretação topológica [19, 20, 21]. Algumas referências do estudo 

de suas propriedades são [14], [15], [16]. Estudos recentes apontam para a possibilidade 

de considerar a teoria de Yang-Mills (YM) como uma perturbação da teoria topológica 

BF [34]. Isto é de grande valor para descrever regiões de baixa energia de uma teoria 
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de YM, uma vez que as propriedades topológicas não dependem da complexidade das 

pequenas distâncias da teoria e sim de sua estrutura global. Uma aplicação direta disto 

é a descrição do regime infravermelho da QCD, onde a teoria de perturbação não pode 

ser aplicada. 

Acrescentando-se um termo de "massa" para B 
µv no modelo BF, chega-se ao cha­

m.ado modelo BF-Maxwell, pois o tensor B
µv passa a ser um campo auxiliar e a ação 

on-shell ( quando impostas as equações do movimento) é a ação de Maxwell. Há pouco 

foi efetuado um estudo das propriedades deste modelo sob redução dimensional de D=4 

para D=3 dimensões [17] e posterior aplicação do formalismo de Stückelberg para conse­

guir invariância de gauge na lagrangeana reduzida. Os modelos obtidos após a redução 

são os modelo Bcp-Klein-Gordon (Bcp-KG} e modelo BF-Maxwell tridimensional (BF­

M3d}. Tais modelos também possuem termos topológicos oriundos da redução do termo 

topológico BF. Medeiros considerou também a redução dimensional de um modelo que 

envolvesse o termo topológico B F e a dinâmica para o campo tensorial Bµv . Separando 

novamente os modelos e incluindo dinâmica para os campos escalar cp e vetorial Vµ ad­

vindos da redução de Bµv , verificou a geração de massa topológica para </J e Vµ, bem 

como para os field-strenght Hµvo. e pµv de Bµv e Aµ , respectivamente. 

Neste trabalho formula-se uma ação supersimétrica do modelo BF-Maxwell quadri­

dimensional. A ação é obtida em componentes, evidenciando o aparecimento de aco­

plamento de férmions envolvendo 15, o que pode indicar um termo "topológico" (no 

sentido de que não contribui para o tensor de energia momento) para férmions. Efetua­

se a redução dimensional no setor fermiônico da ação, uma vez que a redução do setor 

bosônico foi feito por Medeiros [17]. Também obtém-se as transformações de supersime­

tria para os campos. Efetua-se, nas transformações de SUSY, redução dimensional, cujo 

resultado é o aparecimento de supersimetria N=2. 

Este trabalho é organizado como segue: no capítulo 1 faz-se uma revisão do modelo 

de Thirring, enfatizando os procedimentos supra-citados de Itoh e Kondo para impor 

invariância de gauge. Faz-se ainda uma abordagem do modelo BF-Maxwell, sua redução 

dimensional feita em [17]. Após uma rápida introdução ao formalismo de Stückelberg, 
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aplicamo-lo ao modelo reduzido dimensionalmente, ainda conforme [17]. 

No capítulo 2 é feita uma abordagem geral da supersimetria. Em quatro dimensões, 

aborda-se a álgebra da SUSY, suas transformações em termos de campos componentes, 

supersirnetria estendida, superespaço e supercarnpo, bem corno as transformações de 

SUSY em termos destes, e como construir urna ação no superespaço. Por fim são feitas 

algumas considerações sobre a supersirnetria em D= 3 e D= 4 dimensões. 

No capítulo 3 inicia-se a apresentação das contribuições deste trabalho. Propõe-se a 

ação supersirnétrica para o modelo de Thirring, obtendo-a ern componentes. A seguir 

aplica-se à essa ação todo o procedimento de Itoh e Kondo a fim de obter invariância de 

gauge, Chegando assim ao modelo de Thirring supersimétrico com invariância de gauge. 

A ação final também é obtida em componentes. 

No capítulo 4 expõe-se as contribuições referentes ao modelo BF-Maxwell. Parte-se 

da proposição de urna ação supersimétrica para o modelo. A seguir obtém-se a ação ern 

componentes e efetua-se redução dimensional na ação ern componentes bem corno nas 

transformações de SUSY. 

O apêndice explicita alguns cálculos utilizados no capítulo 4. 

6 



Capítulo 1 

OS MODELOS DE THIRRING E 

BF-MAXWELL 

7 



1.1 Introdução 

Neste capítulo faz-se uma revisão do modelo de Thirring clássico, demonstrando que 

possui um número infinito de leis de conservação, e dos procedimentos de Itoh [3] e Kondo 

[4, 5, 6]. 

Faz-se também uma abordagem do modelo BF-Maxwell, sua redução dimensional de 

D = 4 para D = 3 dimensões, bem como a aplicação do formalismo de Stückelberg à 

ação reduzida a fim de conseguir invariância de gauge [17]. 

1.2 O Modelo de Thirring 

1.2.1 O Modelo de Thirring Clássico 

A lagrangeana para o modelo de Thirring não-massivo é: 

A invariância da Lagrangeana (1.1) sob as transformações globais 

w - w' = exp(ia)w 

e 

leva às seguintes leis de conservação: 

Ô ·µ O µvf) · µ] = = é µ]v

com 
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(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 
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onde E
µv é o tensor anti-simétrico de Levi-Civita em D = 2, com c01 = 1. 

A equação do movimento para \J! é: 

(1.6) 

Em D=2, pode-se sempre decompor um vetor em uma divergência mais um rotacional: 

Baseado nas leis de conservação (1.4), chega-se a: 

□cp =O= □0

Então podemos reparametrizar jµ através de: 

onde 0 é o dual de 0, tal que 

Agora: 

1 ~ 

]µ 
= - ...fiôµ</>,

A solução para a equação clássica do movimento (1.6) é dada pelo Ansatz: 

\J!(x) = exp[-i �J(x)]w (º)(x)

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

onde w(0)(x) é solução da equação de Dirac. Tal solução não é única pois, dado um 'lj;(x) 

sempre pode-se construir uma fann1ia de soluções: 

(1.13) 
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onde </>(x), conforme (1.10), 

(1.14) 

Além disso: 

(1.15) 

Baseado na equação (1.12), conclui-se que, classicamente a corrente}µ para o modelo 

de Thirring é a mesma daquela para o caso livre: 

1.2.2 Leis de Conservação Clássicas 

(1.16) 

O modelo de Thirring tem um número infinito de leis de conservação, [7, 8, 9, 10, 11, 

12, 13], conforme se demonstra agora. Sejam as equações de movimento para os campos 

em coordenadas de cone de luz 

-2g'I/J1 'l/;;'1/;2

-2g'I/J2'1/J�'I/J1 (1.17) 

onde as coordenadas de cone de luz são 

x_ (1.18) 

e considere-se um campo auxiliar de Grassmann x (x; e), dependente do parâmetro é

e sujeito às equações 
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o (1.19) 

que, usando (1.16), vê-se que são compatíveis para é arbitrário. Expadindo x em 

termo de é, vê-se que x (O, x) = 'l/)
1 

(x), que obedece (1.18) para é = O. A corrente 

lµ
(x,ê) 

é conservada, conforme (1.4) 

i'I/J�x - ix*'I/J1

o (1.20) 

(1.21) 

A equação (1.20) garante a existência de um número infinito de correntes conservadas 

1; ( x) definidas 

(1.22) 

1.2.3 O Modelo de Thirring com Invariância de Gauge Local 

Conforme foi visto, a lagrangeana de Thirring (1.1) é invariante sob a transformação 

de gauge global (1.2). 

Tal invariância ainda se dá no caso em que o parâmetro é local a= a(x)? 
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.C' i"iJ/ ,.,taµ w' + ½(w' ,µw') (w', µ w')
- . . 1- -
iwe-"",µoµ(weiª) + 

2
(w,µw) (w, µ w)

- 1- -

iw,µ(8µ w + iWâµa) + 
2

(w,µw)(w, µ w) (1.23) 

Portanto a invariância de gauge local não é observada. Com se sabe, na QED a 

invariância de gauge é garantida pelo chamado acoplamento mínimo w,µ Aµ W entre o

quadripotencial Aµ e o campo espinorial W. Isto também pode ser visto como uma troca 

da derivada ordinária Ô
µ 

pela " derivada covariante" D
µ 

assim definida: 

(1.24) 

A transformação de gauge para Aµ é: 

(1.25) 

Então o problema de tornar invariante de gauge local a lagrangeana de Thirring (1. 1) 

põe-se da seguinte forma: é preciso introduzir um novo campo Aµ que interage com o 

campo W. Ora, mas isto desvirtua totalmente o modelo original. O que fazer? Que tal 

considerar o campo intruso como um campo auxiliar, ou seja, um campo que não se 

propaga e que é função dos campos reais da teoria? 

Foi exatamente isto que fizeram Itoh [3] e, posteriormente, Kondo [4], [5] e [6]. 

Primeiro escreve-se uma lagrangeana com o campo vetorial A
µ
: 

A seguir obtém-se a equação do movimento para Aµ: 

12 
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(1.27) 

Substituindo a equação (1.27) na equação (1.26) obtém-se o modelo original (1.1). 

O preço pago por isto é que agora o termo que reproduz a interação, A
µ
Aµ, não é 

covariante de gauge local, conforme a equação (1.25). Este impasse é bem simples de 

resolver reparametrizando A
µ 

com um novo campo 0, o campo de Stückelberg [18], que 

se transformará assim. 

(1.28) 

Agora reescreve-se a lagrangeana (1.26): 

(1.29) 

que será invariante sob o conjunto de transformações de gauge (1.2), (1.25) e (1.28) 

Para reobter o modelo original agora é necessário impor a forma como 0 deve se 

transformar (fixar o gauge), através do gauge unitário: 

Neste caso: 

0' O 

a -0

w' exp(-i0)\JJ 

A' 
µ 
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1.3 O Modelo BF-Maxwell 

A ação 

S - J d4 ( 1 BµvF o./3 + l 2BµvB )BF-M - X 2,éµvo./3 2,g µv (1.32) 

é o chamado modelo BF-Maxwell, pois, encontrando a equação do movimento para 

Bµv 

e substituindo em (1.32), recobra-se a lagrangeana de Maxwell 

onde 

S - l J d4 F~ µv D - l J d4 F µv p BF-M - - Sg2 X r µv -
29

2 X µv 

D Fª/3 r µv éµvo./3 

cµvo./3 e e c.,µvli"( 

é o tensor dual de Fµv · 

(1.33) 

(1.34) 

(1.35) 

É importante notar que o tensor Bµv na ação (1.32) tem dimensão canônica igual a 

2, assim como Fµv ·

1.4 Redução Dimensional do Modelo BF-Maxwell 

O procedimento usado para redução dimensional de D = 4 para D = 3 consiste no 

que segue: como os campos não serão mais função da coordenada x3 , as derivadas 83

dos campos são nulas; o campo tensorial Bµv se reduz a um campo tensorial B;:,,,; e a um 

campo vetorial Vµ, uma vez que a componente B33 é anulada; o campo vetorial Aµ reduz-
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se a um campo vetorial Aµ e ao campo escalar real cp; o tensor de Levi-Civita totalmente 

anti-simétrico éµvo./3 reduz-se como éµvo.3 = éµvã· O til denota o índice tridimensional. 

Separa-se a ação reduzida , já retirando o til dos índices, nas ações a seguir 

j d3x (cµo.f3Vµ po./3 - g2VµVµ)

j d3x (cµvo.Bµv[Jü.cp + ½g2 Bµv Bµv) 

Na a ação (1.36) a equação do movimento para Vµ é 

V, - l po./3
µ 

- 2g2
é
µo.f3 

e na a ação (1.37) a equação do movimento para Bµv é 

Combinando as equações (1.38) e (1.36) a ação resultante será 

SBF-M3d = J d3x ( 2�2 pµv Fµv) 

que justifica a denominação de modelo BF-Maxwell tridimensional.

Da mesma forma, combinando as equações (1.39) e (1.37), chega-se a 

e o modelo é denominado Bcp-Klein-Gordon.

(1.36) 

(1.37) 

(1.38) 

(1.39) 

(1.40) 

Tal resultado concorda plenamente com o que se obtém se a ação reduzida é a de 

Maxwell (1.34), conforme seria esperado. 
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1.5 Formalismo de Stückelberg Aplicado aos Mode­

los Bcp - KG e BF - 3d. 

A princípio, uma rápida introdução ao formalismo de Stückelberg. Para uma abor­

dagem mais completa sugere-se [22], usado como fonte principal. Tal formalismo é bem 

similar ao aplicado ao modelo de Thirring na seção 1.3. 

Seja a densidade lagrangeana de Proca 

(1.41) 

.C não possui invariância de gauge, pois A
µ 

transforma-se segundo (1.25).Aplicando-se 

a seguinte transformação 

(1.42) 

à equação (1.41), e retirando-se a linha de A
µ

(1.43) 

que será invariante se a transformação de gauge de cp for 

ócp=a(x) (1.44) 

Trata-se de aplicar agora esta mesma linha de raciocínio ao modelo BF-Maxwell. 

São as seguintes as transformações de gauge para os campos presentes nas ações 

Bcp-KG e BF-M3d: 
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o (1.45) 

Isto demonstra que as ações (1.36) e (1.37) não são invariantes de gauge. A fim de 

conseguir tal invariância, redefine-se os campos da teoria com o auxílio do campo de 

Stückelberg [18] 0 

onde 

80 

(1.46) 

(1.47) 

(1.48) 

(1.49) 

Assim consegue-se a simetria de gauge para os modelos Bcp-KG e BF-M3d, de modo 

que 

ÔgaugeSBF-M3d 

o 

o 

(1.50) 

(1.51) 

No capítulo 4 reproduz-se este procedimento sob o ponto de vista da supersimetria. 
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Capítulo 2 

SUPERSIMETRIA 
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2.1 Introdução 

Neste capítulo, introduz-se a técnica da supersimetria a ser usada nos capítulos 

seguintes. Primeiramente, as convenções a serem adotadas neste trabalho. A seguir, 

uma relativamente detalhada explanação sobre a álgebra da supersimetria, teoria de 

campo supersimétrica, supersimetria estendida N > 1, superespaço e supercampos. Por 

último, faz-se uma abordagem da supersimetria em dimensões D < 4. 

2.2 Convenções 

Antes de introduzir a álgebra da supersimetria propriamente dita, expõe-se as con­

venções usadas neste trabalho. 

O tensor da métrica gµv do espaço-tempo de Minkowski será 

gµv = 9
µv = diag(l, -1, -1, -1) 

Os geradores do grupo de Poincaré p>.. e Mµv são dados por 

onde �µv é igual a: 

É bem sabido que as matrizes gama satisfazem a álgebra de Clifford 

Na representação de Weyl 

19 
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(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 
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onde 

(aµt.i3 - (12, 5) 

(a-µ)af3 - (I2, -5)

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

A razão da colocação desses índices externos será compreendida posteriormente. 

A álgebra do grupo de Poincaré é 

[P-\Pµ] 

[Mµv , PÀ] 

o 

A matriz quiral é definida por 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

É esta matriz quem projeta um espinor de Dirac W v em componentes de quiralidade 

definida left ou right 

(2.13) 

(2.14) 

Claramente, W L tem as duas primeiras componentes não-nulas, denotadas por 'ljJ ª ( a =
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=- 2), e W R tem as duas últimas não-nulas, denotadas por ;t"(a = 1, 2). Estes espinores 

de 2 componentes são chamados espinores de Weyl. Aqui fica aparente a necessidade dos 

índices externos nas matrizes crµ . Os índices a e a se transformam diferentemente sob 

transformações de Lorentz, uma vez que 

:Eºi =

Então, na representação de Weyl 

(
-icri o

_ ) 
O icr' 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

A fim de definir espinores de Majorana, define-se o espinor conjugado de carga de 

Wn,W'o 

(2.18) 

Tal matriz C satisfaz a seguinte relação: 

(2.19) 

Na representação de Weyl, C toma a forma 

·(cr2 Q) 
C=i 

o -(j
2 

(2.20) 

Portanto, o espinor conjugado de carga é 
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(2.21) 

Vê-se que a-2.x* e o-2'1/J* se transformam como 'ljJ e X, respectivamente. Então, define-se 

(2.22) 

A partir disto usa-se io-2 para abaixar índices sem ponto ( left) e -io-2 para elevar os 

índices com pontos ( right) 

de forma que 

Xa 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Representa-se então os espinores de Dirac e seu conjugado de carga a partir de espi­

nores de Weyl como: 

(2.27) 

Usando (2.22), (2.25) e (2.26), aprende-se a abaixar índices com ponto (right) e elevar 

índices sem ponto ( left): 
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o que mostra que

ê
ª13

x13 = Eª13 
êf3>..X

>.. 

e . n/,iJ - e . ciJ>.n/,. 
C&_/3'f-' - C&_/3C 'f-'). 

Agora pode-se definir o que vem a ser um espinor de Majorana W M:

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

Então sempre que dado um espinor de Weyl 
7P

a, pode-se construir um espinor de 

Majorana: 

w 

= ( 
7P

� )M -a 
7/J 

(2.33) 

Baseado na invariância da equação de Dirac sob transformações de Lorentz, é possível 

demonstrar como se comporta um espinor de Dirac sob essas mesmas transformações: 

w'o (x') = s (A) WD (x) (2.34) 

onde 
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S(A) 

!�µv 

2 

-i 1 
exp[-w -Ir']

2 µv 2 

c
�

µv o )
Ü ia-µv 

(2.35) 

(2.36) 

As matrizes (o-µv)� e (a-µv)$, que controlam as propriedades de transformação dos 

espinores sem (left) e com ponto (right), respectivamente, são definidos como 

1 
(2.37) O"µv - ( O"µ a-1/ - 0"1/ a-µ)

4 

O"µv - ( a-µ 0"1/ - a-1/ O"µ)
4 

(2.38) 

As componentes de cada espinor são variáveis de Grassmann ou a-números e 

obedecem relações de anti-comutação: 

(2.39) 

Muitas relações podem ser obtidas para espinores left e right combinados às matrizes 

o-µ, a-µ, o-µv e a-µv _ Reproduzi-las aqui torna-se-ia extremamente enfadonho; serão citadas

à medida que se tenha necessidade de usá-las.

2.3 Algebra da Supersimetria 

A álgebra da supersimetria consiste em acrescentar N geradores fermiônicos aos já 

mencionados geradores do grupo de Poincaré e estabelecer as relações de comutação ( ou 

anti-comutação). Trata-se a princípio a SUSY com apenas um gerador fermiônico, a 

chamada supersimetria N = 1. 

A partir da identidade de Jacobi 
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[A, [B, O]]+ [B, [C, A]]+ [C, [A, B]] = O (2.40) 

constrói-se 

(2.41) 

A forma mais geral para o comutador [Qc,, Pµ] é 

(2.42) 

Reciprocamente 

(2.43) 

Usando (2.41), (2.42) e (2.43) chega-se a 

(2.44) 

e c=O. Portanto, 

(2.45) 

Similarmente, 

A partir de (2.34), (2.35) e (2.36), vê-se que, sob transformação de Lorentz infinite­

simal, Qª se comporta 

(2.46) 

Daí: 
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(2.47)

Similarmente,

(2.48)

Para obter as relações de anti-comutação entre os Q's, escreve-se as possíveis com­
binações

{ Qa, Qt,}
{ Qa, Q/3}

(2.49)
(2.50)

Em (2.49), {Qa,Q/J} comuta com pµ, O mesmo não se dá para Mµv_ Então s = O.
Convenciona-se t = 2, de modo que

{Qa , QIJ} Ü 

{ Qa, Q
13} - 2a-:

i3
Pµ 

(2.51)
(2.52)

A álgebra da supersimetria também pode ser escrita em termos de espinores de Ma-

[Pµ, QM] o 

[Mµv,QM] -�I;µvQM 2 
{QM,QM} {QM,QM }=O
{QM,QM} 2,.t Pµ (2.53)
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A partir de (2.40), é simples ver que 

(2.54) 

A comutação do gerador Qª com o operador quadrático de massa P2 indica que toda 

representação da supersimetria tem estados bosônicos e fermiônicos de mesma massa. 

É também possível demonstrar que o número de estados bosônicos e fermiônicos na 

supersimetria são iguais em qualquer representação. 

2.4 Teoria de Campo Livre Supersimétrica 

Define-se uma transformação de supersimetria em um campo qualquer r.p ( x) por 

(2.55) 

onde E e � são os parâmetros da transformação. A dimensão canônica de Q e Q é 

facilmente obtida a partir de (2.53): 

(2.56) 

Segue então que 

(2.57) 

Considere r.p (x) é um campo escalar complexo. Sua dimensão canônica é 

[r.p (x)] = 1 (2.58) 

Assim uma transformação para r.p linear em ç e dimensionalmente correta seria 

(2.59) 
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uma vez que 

Para '1/; deve-se incluir uma derivada que tornará coerente a dimensão: 

Conseqüentemente, 

É fácil ver que 

Por outro lado, partindo de (2.55), 

Chega-se a 

[i ('TJQ + fJQ), [i (çQ + �Q), <p (x)]]

2 ( ça-µf) - rJa-µ�) iâµ<p (x) 

ac= 2i b=O 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

(2.63) 

(2.64) 

(2.65) 

Tal é a representação on-shell (na qual se usa as equações de movimento para os 

campos) da supersimetria. Uma lagrangeana para o mliltipleto deve ser invariante sob 

SUSY 

(2.66) 
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Impondo a condição de que 

(2.67) 

conclui-se que 

a= ic* (2.68) 

Então as transformações de SUSY ficam 

V2ç'I/J (x) 

i hcr�i13 
a

µ 
cp (2.69) 

Quando se quer uma representação off-shell ( onde não se impõe as equações do movi­

mento para os campos) da supersimetria, surge um problema com (2.69): contrariamente 

ao que foi dito, os graus de liberdade bosônicos e fermiônicos não são iguais, quatro para 

'ljJ e dois para cp. Deve-se então introduzir um campo auxiliar F e redefinir a trans­

formação de 'ljJ: 

(2.70) 

Para fechar a álgebra, F deve transformar-se de acordo com 

(2.71) 

Fica claro que F não é um campo físico pois tem dimensão canônica igual a 2. A 

novalagrangeana será 

(2.72) 

A equação do Euler-Lagrange para F fornece 
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F=O (2.73) 

que caracteriza um campo auxiliar.

2.5 Supersimetria Estendida {N>l) 

No caso em que há N > 1 geradores de SUSY Q�, com A=l, ... ,N, surgem algumas
sutis, mas importantes diferenças. O índice A caracteriza o grupo de simetria interna ao
qual Q:;- pertence. As relações de comutação entre os geradores da álgebra de Poincaré
não sofrem influência do novo índice A:

onde foi usada a definição

[Mµv,Q�] 

[Mµv ,Q1] 

-i(crµv)�Qj
-i (õ'µv)i oi

Sejam Br os geradores da simetria interna, tais que

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

crst são as constantes de estrutura do grupo. Então uma representação (br)� qualquer
do grupo obedece às seguintes relações:

[br, bs]

[Br,Q�]

[Br,QâA]
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A álgebra da supersimetria ainda não está completa. Uma forma razoável para 

(2.78) 

6. deve ser hermitiana e pode-se escrever (2. 78) como

(2.79) 

Para fechar a álgebra da supersimetria resta o anticomutador { Q, Q}. Os resultados 

enunciados a seguir têm demonstração rigorosa em [28]. A forma mais geral possível é 

(2.80) 

com z
AB sendo alguma combinação linear dos geradores da simetria interna 

(2.81) 

Em vista da anti-simetria de Eaf3 em af3 e da simetria de {Q, Q} sob a troca aA - {3B, 

vê-se que 

(2.82) 

é possível mostrar que 

(2.83) 

z
AB é chamada carga central de supersimetria. 
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2.6 Superespaço. Supercampo. 

2.6.1 Superespaço 

Salam e Strathdee [29] criaram uma forma bem mais compacta de tratar a álgebra da 

supersimetria: o supercampo no superespaço. É como se até aqui se estivesse tratando o 

cálculo vetorial num formalismo de componentes. As transformações de supersimetria são 

representadas agora como transformações nos pontos do superespaço. Faz-se a seguir uma 

abordagem baseada nas referências [28, 30, 32], para a supersimetria em D=4 dimensões 

É sabido que um grupo G pode ser representado por um grupo de transformações no 

espaço do coset de G/ H, onde H = {h1, h2, .•• } é um subgrupo de G. Isto será visto no 

caso do grupo de Poincaré. 

Se g E G e g (j. H, os conjuntos 

(2.84) 

são chamados coset à esquerda de H e coset à direita de H, respectivamente. 

O conjunto de coset que obedecem à lei de multiplicação 

(2.85) 

formam um grupo chamado grupo fator ou quociente, denotado por G/ H. 

Um elemento geral do grupo de Poincaré pode ser escrito na seguinte forma fatorada 

[30) 

( a, A) = T (a) L (A) (2.86) 

onde T (a) = (a, I) é uma translação pura e L = (O, A) é uma transformação de 

Lorentz própria. 

O produto de duas transformações de Poincaré é ainda uma transformação de Poincaré 

[30] 
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(a', A')(a, A) = (A' a+ a', A'A) (2.87) 

Elementos do grupo fator de Poincaré /Lorentz são coset consistindo em { ( a, A) .L'} 

O argumento de L foi omitido porque cada coset contém todos os elementos do grupo de 

Lorentz. Mas 

(a, A) .L' 
= T (a) L (A) L' 

= (a, I) L' (2.88) 

Portanto o coset é parametrizado pelo argumento de L' e há uma correspondência 

um-a-um com o grupo de Lorentz (isomorfismo). 

Então a ação de um elemento arbitrário (a, A) em um elemento fixo (x, I)L' do espaço 

do coset Poincaré /Lorentz fica 

(a, A) (x,I)L' = (a+ Ax, I) L (x',I) L 

de modo que pode-se representar (a, A) pela transformação 

sobre as coordenadas espaço-temporais que parametrizam o espaço do coset. 

Pode-se expressar uma translação finita na forma exponencial usual 

(2.89) 

(2.90) 

(2.91) 

Deste modo, a regra de multiplicação para duas translações (2.87) é obtida usando-se 

a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff 

(2.92) 

onde 
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[A,B] 
1 1 

2 
[[A, B] , B] + 

2 
[A, [A, B]]

( ... ) (2.93) 

o que assegura que

(2.94) 

pois [P, P] = O. 

Em supersimetria, deve-se também ser capaz de exponenciar a álgebra de modo que 

o produto de dois elementos do grupo dê também um elemento do grupo

e
iOQ i0CJ = elemento do grupo (2.95) 

Como não se conhece relações de comutação para Q e Q , e sim de anti-comutação, 

não se pode usar (2.94). No entanto quando assume-se que os parâmetros 0 e 0 são 

quantidades espinoriais anti-comutantes 

[eQ, eQJ 0Q0Q- 0Q0Q 

00QQ+00QQ 

00 { Q,Q} (2.96) 

Com estes parâmetros, a álgebra da supersimetria pode ser integrada a um grupo G, 

o grupo de super-Poincaré, com elementos

-- 1 
g = exp(-ia.P + içQ + iQç + 2iw.M)
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O superespaço é o espaço do coset super-Poincaré/Lorentz. Toma-se o elemento fixo 

deste grupo como sendo 

9L (x,0,0) = [expi (-x.P+0Q+0Q)] (2.98) 

Encontra-se as transformações no superespaço que geram as transformações de SUSY 

conforme (2.89) 

exp [i (-a.P + çQ + �Q)] 9L (x, 0, 0) = 9L (x, 0, 0) 

Usando (2.92) e a álgebra dos geradores da supersimetria chega-se a 

x'µ Xµ + aµ
- içCTµ0 + i0CTµ�

0' 0 + ç 

0 

Estas portanto são as transformações de SUSY no superespaço. 

Os geradores diferenciais são definidos como 

que, após alguma álgebra, fornece 

iâµ

fj 
. µ 0-á!.l 

{)0ª - 1,(T a.Ó! Uµ
fj ·0a. µ fj -

80á + i (Ta.Ó! µ
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2.6.2 Supercampo 

Um supercampo cI>(z) = cI> (x, 0, 0), que pode ter índices tensoriais do espaço-tempo 

ou índices espinoriais, é um mapeamento de pontos do superespaço para números com­

plexos. Sua expansão de McLaurin em 0 e 0, cujos coeficientes são campos locais sobre 

o espaço de Minkowski, é limitada pelo fato de 0 e 0 serem anti-comutantes. Uma forma

geral é 

f (x) + 0cp (x) + 0x (x) + 02

m (x) + 0
2
n (x) + 00'µ0vµ (x)

+020:X (x) + 020'1/J (x) + 020
2 d (x)

O fato que Ô
µ 

comuta com Q0 e Qâ implica que 

(2.103) 

(2.104) 

Portanto 8
µ 

é covariante sob transformações de SUSY. Tal não se dá com 80 com 8ã

pois ambos anti-comutam com Q0 e Qâ · Uma derivada espinorial D0 que seja covariante 

sob SUSY deve satisfazer 

i (çQ + �Q) DacI> 

iDª (çQ + �Q) cI>

o mesmo valendo para Dã . Usando (2.102) pode-se definir

8 
· µ 0

°8 
- 80ª + 

'/,(]' aâ µ 

8 ·0ª µ n
- - 00á

- '/, (J' aó. Uµ 
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Neste caso 

Mostra-se facilmente que 

{ Da, Dá} 

{Da,D13}

que é a álgebra das derivadas covariantes. 

Define-se, a partir de Da e Dó., os chamados supercampos quirais

que têm a forma geral 

Assim 

cp (x) + ./207/J + 00F + iâ
µ
</;0uµ0 

_ _!:_008 •1·uµ0 - !aµa Â·-0000 
J2 

µ '// 4 µ'f' 

q;t (x) + hoi/; + 00Ft - iâ
µ
</;t0uµ0 

+_!:_000uµâ nÍ, - !aµa /4t 0000
v'2 

µ '// 4 µ'f' 

A transformação de <I> sob SUSY é 
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que comparado a 

ô<I? = óq> + V20ô'lj} + 00ôF + ...

fornece as transformações de SUSY nos campos componentes 

já obtidas anteriormente. 

óq> V2ç'I/J 

ó'I/J V2çF + iv28
µ
q>O.µ� 

óF 

2.6.3 Ação Supersimétrica no Superespaço 

(2.112) 

(2.113) 

(2.114) 

Assim como no espaço ordinário, a ação supersimétrica é escrita como integral de 

uma função dos supercampos em todo o superespaço. É natural que, efetuando-se a 

integração nas coordenadas fermiônicas, obtenha-se a ação nos campos componentes no 

espaço-tempo. Com este fim, estuda-se agora integração sobre variáveis de Grassmann 0. 

A função mais geral possível de 0 é 

f (0) = a+b0 (2.115) 

É requerido que a integral seja linear 

j L Cdi ( 0) d0 = L ci j fi ( 0) d0 (2.116) 
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e translacionalmente invariante

j f ( 0 + e) d0 = j f ( 0) d0 (2.117)

onde Ci e e são constantes. Isto leva a

J (a+ b0 + bc) d0 = J (a+ bc) d0 + b J 0d0 = J (a+ b0) d0 = a J d0 + b J 0d0
(2.118)

Então

bc j d0 = O b j 0d0 = arbitrário (2.119)

Normalizando

j d0=O j 0d0 = 1 (2.120)

Então a integração sobre variáveis de Grassmann é o mesmo que a derivação

Seguem as seguintes definições

mostra-se que

j d0f (0) = :
0

J (0)

_!d0d0 = _!d0ªd0 4 4 ª
1 - - 1 - -ã--d0d0 = --d0 · d0
4 4 °' 
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J d20 (0ª0o:) = 1

J d20 (0á0á) = 1

Também

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

Ao integrar-se sob d4x as divergências totais no espaço-tempo dão contribuição nula,

e chega-se a

j d20d4x j d4x (-¼n2) (2.128)

J d20d4x J d4x (-¼n2) (2.129)

J d20d20d4x j d4x (
1
1
6Jj2n2) (2.130)

Para construir uma ação supersimétrica, deve-se satisfazer os critérios de invariância

sob transformações de SUSY, realidade e dimensão canônica nula. Para um supercampo

quiral <I>, a forma geral para a ação é [32]

(2.13 1)

onde W ( <I>) é o superpotencial.
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2. 7 Supersimetria em D==3 e D==2 Dimensões

Tratou-se até aqui sempre do espaço-tempo quadridimensional. Haveria alguma

alteração do ponto de vista de SUSY caso se partisse para uma dimensão inferior, D= 3, 

por exemplo? 

A primeira observação a ser feita é que o número de componentes N de um espinor 

varia com a dimensão D do espaço-tempo, conforme a dimensão d das matrizes de Dirac 

que satisfazem a álgebra de Clifford (2.5). Conforme [31] e [28] 

d= 
2D/2 se D é par 

2(D/2)-l se D é ímpar 
(2.132) 

Portanto, os espinores em D= 2 e D= 3 têm duas componentes. Numa linguagem 

de teoria de grupos, o grupo de Lorentz não é mais SL(2, C) e sim SL(2, R). O supe­

respaço, antes representado por (x, 0, 0), é agora reduzido a (x, 0). É como se metade do 

superespaço fosse aniquilada sobrando apenas a outra metade. 

Em D= 3 a matriz 15 definida por (2.12) é igual a identidade [31]. Portanto não se 

pode definir projetores de quiralidade e espinores de Weyl não existem. Isto será usado na 

redução dimensional do modelo BF-Maxwell supersimétrico. Já em D= 2 tal definição 

é possível e os espinores de Weyl existem. 

Oportunamente, se definirá os supercampos a serem usados em 2 e 3 dimensões. 
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Capítulo 3 

O MODELO DE THIRRING 

SUPERSIMETRICO COM 

INVARIANCIA DE GAUGE 
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3.1 Introdução 

Neste capítulo, constrói-se a versão supersimétrica do modelo de Thirring invariante 

de gauge, no espírito do que foi feito por Itoh [3] e Kondo [4, 5, 6]. 

Primeiramente propõe-se uma ação no superespaço que reproduza o acoplamento 

fermiônico quártico de Thirring em componentes. A seguir, introduz-se um supercampo 

espinorial r °' (x, 0) que contém o campo de gauge A
w 

Este supercampo auxiliar terá 

a função de tornar invariante de gauge a derivada covariante de SUSY D°' . Seguindo 

rigorosamente os passos de [6), introduz-se o supercampo � (x, 0) que finalmente tornará 

a ação invariante de gauge no superespaço. Todas as ações são obtidas em componentes. 

3.2 O Modelo de Thirring Supersimétrico 

Antes de introduzir a ação para Thirring supersimétrico, expõe-se algumas con­

venções adotadas para este capítulo. 

A métrica usada será: 

gµv = ( 1 O ) 

O -1 

(3.1) 

Para as matrizes,, usar-se-á a representação de Majorana, 

º 2 (�- -
0

i) 1 = 10 = (J' = 
o 

Definindo 

( �- oi ) ; ·l = io-l 

= o 
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; 15 = ,º ,1 = 0-3 = ( 1 o )
O -1 

(3.2) 

(3.3) 



(3.4) 

pode-se calcular ( f,µw) 2: 

(wt (,º) 2 w) (wt (,º) 2 w)- (wt,0,1w) (wt,º,1w) 
(wtw) 2 - (wt,s w) 2 = (wrw1 + w;w2)2 - (wrw1 - w;w2)2

(3.5) 

onde foi usado que 

(3.6) 

Se w é um espinor de Majorana, definido pela equação (2.32), o acoplamento de 

Thirring ( f,µw) 2 é identicamente nulo, o que era esperado uma vez que, usando-se 

espinores de Majorana na lagrangeana de Thirring, a invariância U (l) global é perdida 

e sua corrente associada identicamente nula. 

A consequência disto é que, se o modelo de Thirring não pode ser construído a partir 

de espinores de Majorana e sim de Dirac, que contém. quatro graus de liberdade off­

shell , então sua versão supersimétrica deve ser feita a partir de um supercampo escalar 

complexo e não de um real. Assim a teoria supersimétrica carrega a mesma simetria U (l) 

global da teoria ordinária. A seguir, expõe-se a notação que será usada no formalismo 

supersimétrico, retirada de [26]. 

Os abaixamento e levantamento dos índices espinoriais são regulados pela matriz C 

conforme 

Ca./3 = ,0 = = -Cª13 ( ºi· -oi)
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e, para 'lj)ª e 'ljJ ª espinores de Majorana 

'1/Ja 'lj)13C/3a (3.8) 

'lj)ª Cª/3'lj)
/3 (3.9) 

que fornece 

'1/J1 = 'lj;
2

C21 = i'l/J2
; '1/J2 = 'l/J1

C12 = -i'l/J1 (3.10) 

(3.11) 

que demonstra a coerência de (3.8) com(3.9). 

O uso de Ca/3, em detrimento de éa/3 definido no capítulo 2, torna 'lj)ª'l/Ja hermitiano, 

uma vez que 'lj)ª é real e '1/Ja é imaginário. 

Como precisa-se de espinores de Dirac, define-se a partir de agora 

Daí: 

de onde vem que 

\liª 'l/Jª
+ix

ª 

\liª '1/Ja + ixa

(wª)* 'l/J
ª 

-ix
ª

(wa)* -'l/Ja + iXa

((wª)* Wa)
2 = -2'I!�W1 w;w2 = -� (\JJ,·tw/
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(3.13) 

(3.14) 



As convenções utilizadas posteriormente serão as seguintes: 

===;> J d2002
= -l (3.15) 

onde o traço indica cálculo com 0 = O. 

Os geradores da supersimetria N = 1 são dados por 

(3.17) 

A derivada covariante de SUSY é 

(3.18) 

de modo que 

(3.19) 

e, portanto 

(3.20) 

Então define-se o supercampo escalar complexo 

(3.21) 

<I>* (x, 0) = A* (x) + 0
°'

w: (x) - 0
2 

F* (x) (3.22) 
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ou, em componentes 

<I> (x, 0) I= A (x) 

<I>* (x, 0) I= A* (x) 

D2<I> (x, 0) I= F (x) 

D2<I>* (x, 0) I= F* (x) 

(3.23) 

(3.24) 

onde a barra significa que o cálculo é feito tomando-se 0 = O. 

Os campos A (x) e\[!ª (x) são campos físicos (têm graus de liberdade de propagação), 

enquanto F é um campo auxiliar ( é anulado quando encontra-se sua equação do movi­

mento) que entra para igualar os graus de liberdade off-shell. Suas transformações são 

aquelas encontradas para o supercampo quiral em D = 4 dimensões no capítulo dois 

(2.114). 

Propõe-se para o modelo de Thirring a seguinte ação 

s -½ J d2xd20[(Dª<I>* Da<I>) + 4 (<I>*<I>Dª<I>* Da<I>)]

-½ J d2x{[(D2 Dª<I>*)Da.<I> 1 +Dª<I>* (D2 Da.<I>) 1 

+4[(D2<I>*) <I>Dª<I>* Da.<I> 1 +<I>* D2<I>Dª<I>* Da.<I> 1 

+<I>*<I>Dª<I>* D2 Da<I> 1 +D13<I>* D13<I>Dª<I>* Da.<I> 1 

-<I>* D13<I>Dª<I>* D13Da<I> 1 - (D13<I>*) <I>Dª<I>* D13Da<I> 1 

-<I>*<I>D13 Dª<I>* D13Da<I> !]} =

-½ J d2x[i(â;\[l*")\[la + \[!*ª (iâa.13\[113) + 813ª A*â13a. A - F F*]

+4[AF*\[l*ª \[Iª + A* F\[l*ª \[Iª + AA*(iâ;\[l*")\[la. 

+AA*\[l*ª(iâo.(3\]i/3) + (w*"w13)2 + A*(iw13â$A*\JJO. + i\JJ13â$A'11ª)

-A*(F*w13w13 + F'iI!13'iI!'}J) + A(i'iI!*" 8ffA*'iI!ª + i'iI!*" 8$A'iI!:)

-A(F*\[l*"'iI! 
13 

+ F\JJ*" 'iI!'}J) + AA*â13ª Aâ13aA* - 2AA* F F*]}

(3.25) 
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O termo de Thirring ('11*
11
'11,s)2 é reproduzido além de termos residuais comuns às

extensões supersimétricas. 

3.3 O Modelo de Thirring Supersimétrico com In­

variância de Gauge 

Sob transformações de gauge, o supercampo cI> se comporta como 

(3.26) 

onde A é um supercampo escalar real parâmetro de gauge, assim definido: 

A l=w, (3.27) 

A fim de tornar o termo cinético da ação (3.25) invariante de gauge, introduz-se o 

supercampo espinorial de gauge r ª na derivada covariante de SUSY Da: 

(3.28) 

quando age em cI> e cI>* respectivamente. Agora obtém-se a invariância desejada, uma 

vez que 

VcI> -4 (VcI>)' = exp(iA)(VcI>) (3.29) 

O supercampo r ª em componentes é 

rO! I= Xa, (3.30) 
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De modo a igualar os graus de liberdade off-shell, a componente Va,.13 deve conter 

três graus de liberdade, dois deles representados pelo campo de gauge A
µ

, e outro por 

um campo auxiliar C. Àa representa o fotino ou gaugino, companheiro supersimétrico 

do fóton, enquanto X
a 

e E são chamados campos compensadores pois não aparecem na 

lagrangeana livre do supercampo r a· 

Sob transformação de gauge r ª se comporta 

(3.31) 

Seguindo a idéia desenvolvida em [3] e [6], propõe-se a seguinte ação no superespaço, 

de modo a reproduzir (3.25): 

S' 

(3.32) 

Espera-se que S' reproduza S. Vejamos se isto acontece. A partir da equação do 

movimento para r a

reescreve-se a ação 

i(<I>*Da<I> - <I>Da<I>*) -¾rª = O 

⇒ I'a = 4i(<I>*Da<I> - <I>Da<I>*)
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S' _!jd2xd20(Dªif!*D if!+!rªr _!rªr)2 
ª 

4 
ª 

8 
ª 

_! j d2xd20(Dªif!D if!* + !rªr )2 
ª 

8 
ª 

-½ J d2xd20 [Dªif!Da.if!* -2(if!Dªif!* -if!*Dªif!)2] 

_! J d2xd20(Dªif!D if!* + 4if!if!* Dªif!D if!* - 2if!* 2 Dªif!D if! - 2if!2 Dªif,* D <I>*)2 
o: o: o: . o: 

(3.34) 

reobtendo-se o termo de Thirring. Conforme o procedimento que torna o modelo 
ordinário invariante de gauge, introduz-se o supercampo escalar real .6.(x, 0), uma espécie 
de supercampo de Stückelberg 

.6.(x, 0) != S(x); Dª .6.(x, 0) != rt(x); D2 .6.(x, 0) != K(x) (3.35) 
É exigido que a transformação deste supercampo seja o próprio supercampo parâmetro 

de gauge, assim como no caso ordinário 

ó.6. (x, 0) = A (x, 0) (3.36) 
reescreve-se a ação numa forma invariante de gauge 

S" = j d2xd20[V°'if!*v'
a.
if! - if!*if!(rª -Dª.6.)(ra. -Dab.) -}(rª - Dª.6.)(r°' 

- Da.6.)] 
(3.37) 

Este modelo reproduz Thirring para a fixação do gauge unitário 

.6.' o 

.6. A 
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Finalmente, escrevemos S" em componentes: 

S" � J d2x{[i(8$\Jt*13)Wa + w*ª 
(i8a,13w.B) + a.Bª A*8,13aA] +

+[iFxªw: + iw.B Mca.B)F* + iWaNF* - w.Bxª8,13aA* + iw.Bw,13F* +

iA,\ªw: + iA(iM(a/3)813ª A*+ 2N F*) + Axª8a13w*13 

+ iF*wªxa +

\Jt*13 
( 8,13aA)xª 

+ i\Jt*13 
w: + iF\Jt*13 X

,13 - i\Jt*13 \liª M(a/3) + iN\Jt*13w ,13 -

-A*8$w.Bxª - iA*(i8,13aAMCª.B) + 2FN) + iA*xª Àa ] +

2[w.Bw�xª77a + AF*xª77a + A* Fxª77a + AA* ,\ª77ª - iAA*xª8a,131J.B 
+

+Aw�(M(a.B)1Ja + +ixªa!S + N77.B - Kx,13) +

A*w.B(M(a/3)77
ª 

+ ixa8$S + N77.B - Kx,13) - AA*(M(a.B)8,13aS + 2KN)] -

-[�(,\ª - i8$77.B)(xª - 77ª) + i(M(a/3) M(a/3) - 2iM(a.B)8,13aS + 4K N -

-2K2 - 2N2]} (3.39) 

Em três e quatro dimensões, a ação supersimétrica de Thirring que formulamos apre­

sentaria problemas de dimensão canônica, o que torna não trivial a extensão deste modelo 

para tais dimensões. 
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Capítulo 4 

REDUÇAO DIMENSIONAL E 

FORMALISMO DE 
•• 

STUCKELBERG APLICADOS AO 

, MODELO BF-MAXWELL 

SUPERSIMETRICO 
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4.1 Introdução 

No capítulo 1 foi feita uma revisão do modelo BF-Maxwell, com ênfase ao trabalho 

de Medeiros [17]. Neste capítulo, formula-se uma versão supersimétrica para o modelo 

BF-Maxwell no superespaço e efetua-se a redução dimensional nos campos componentes, 

bem como nas transformações de SUSY. 

4.2 O Modelo BF-Maxwell Supersimétrico 

O modelo BF-Maxwell contém os campos Bµv e Fµv · Primeiro define-se o supercampo 

V (x, 0, 0) que contém o campo de gauge Aµ 

V(x,0,0) 

ou, alternativamente 

V = C; Da V I= iXa i Dcx V I= -ixá, 

D2V = -2i(P + iQ); D2V I= 2i(P - iQ) 

DªiYDaV 

[Da , D,.] V 

D13D2DaV 

=8D 
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O fato de A
µ 

ter dimensão canônica igual a 1, faz com que os outros os outros 

[C] 

[P] 

1 

o; [xl = [xl = 2;

[Q] = 1; [D] = 2 (4.3) 

Como se vê da equação (4.2), o tensor Fµv deverá ser encontrado a partir do super­

campo quiral Wª

Wª D2 Da V= 4iÀa (x)

D.6Wa êt3, [48�D - 2i (crµa-v): Fµv] 

D2Wa 

-ã

-16ÔaãÀ

wá = -4iÀá

D·W• ,6 a = êjry[4ólD - 2i(o-µcrv)iFµv]

D2w. 
a

= -160-�aÔµ
À°' (4.4) 

ou 

(4.5) 

O supercampo que conterá B
µv será 
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Bc,(X, 0, 0) 

onde 

eieo-µ08µ [i'lf!a(x) + 013Ta13(x) + 00çª(x)] 

[J + i(0<Tµ0âµ) - (0<Tµ0âµ)(0<Tv0âv)l[i'lf)c,(x) + 013Ta13(x) + 00>.a(x)] 

Í'lfla(x) + 013Ta13(x) + 00>.a(x) - (0<Tµ0âµ)'lf;ª(x) + i013(0<Tµ0âµ)Ta13(x) 

-i(0<Tµ0âµ) (0a-v0Ôv )'lf!a(x) ( 4.6) 

T(a/3) + T[a/3] = -4i(<Tµv)a/3Bµv + 2ca13(M + iN)

T(ó.Í3) + T[ó.Í3J = 4i(a-µvt:ri3Bµv + 2có.Í3(M - iN) (4.7) 

Após alguma álgebra, chega-se a (ver apêndice1 ) 

Í'lfla(x) + 013Ta13(x) + 00çª(x) - (0<Tµ0âµ)'lf!a(x) 

- (00) -[l(<Tµ)c,àÔpBpµ - i (00) 0ó.(<Tµ)c,ó. (M + iN)

+i (00) (00) D'lfl
a (4.8) 

É conveniente escrever Ba também em componentes

(4.9) 

Conforme visto no capítulo 1, Bµv tem dimensão 2. Assim
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3['l/-\,] = 2;

[N]=l (4.10) 

Agora tem-se subsídios para propor a ação supersimétrica para o modelo BF-Maxwell 

sii-M = � J d4x{-i[j d20BªWa -J d20Bc,Wá] + � [j d20BªBa + J d20Bc,F]} 
(4.11) 

A partir das equações (4.4), (4.5) e (4.10), vê-se que a ação tem dimensão canônica 
nula. A condição de realidade é atestada por 

(4.12) 
de modo que multiplicou-se por -i de modo a tornar real a parte que contém 

[f d20BªWa - J d20BáWá]. Agora projeta-se a ação (4.11) (ver apêndice2) 

S J d4x{[-½ (çÃ - �).) + � ( 'lj;ªrJ�é,âµ).á + ii;á (crµto: ÔµÀa) + �BµvFµv - DN]
+g2 [i ('lj;ç + ii;�) + ½Bµv B

µv - ½ (M2 + N2)]} 
J d4x[(½s,-y5A + �'11,yµâµA + ½Bµvffµv - DN) + g2(1\JJS + ½BµvBµv - ½ (M2 + N2))]

(4.13) 

É interessante notar a presença do termo pseudo-escalar 2,5 A, que provém da super­
simetrização do termo topológico BF. A identidade 

(4.14) 
revela uma relação entre o comportamento topológico, evidenciado pela presença 
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do tensor de Levi-Civita éµvo./3 e o pseudo-escalar 15 . Seria 215 A um termo topológico 

fermiônico? A investigação detalhada disto é uma das perspectivas deste trabalho. 

Antes de se fazer a redução dimensional, encontra-se as transformações de SUSY para 

os campos componentes. Para Wa

Para Ba

Para Bà 

ôÀo. -iDTJo. - (CíµCív)� rJ13Fµv

.. , ·n- ( µ v)Í3 - F UAi, 1, T/i, - Cí Cí à T/i3 µv

óD 

Ô'1/Jo. -iôBa I= -i (TJD + fJD) Ba I= i(TJ13T130.)

ÍTJ/3 [-4i(CTµv)130.Bµv + 2€130.(M + iN)] 

ôTt30. -ôD13Bo. I= - ( TjD + fJD) D13Bo. 1

-Tj1D,D13Bo. l-fJiD7Dt3Bo. 1 

l I D2
B j 2 ·-t µ ô B 1 2T/ ê,/3 o. + 1,Tj (í f3t µ o. 

-2T}t3Ço. + 2f}7 CT'/rrÔµ '1/) o.

ôço. - -¾ôD2 Ba I= -¾ (TJD + fJD) D2Ba j 

1 -5. [D- D 2] B 1 
·->- µ >.5D B 1 -4TJ _\, o. = -1,Tj Cí>.>..

é ô o. 
·-5. µ M

r, 
- ·-. ( µ)Ü T -ir, (í ).,\ é fo - -1,TJ >. (í >.o.

57 

(4.15) 

(4.16) 



6 ii; &. -ir/3 r13ó.

61'13&. -2fJ/3�&. + 2771?f;1aµii;&.

(4.17) 

4.3 Redução Dimensional do Modelo BF-Maxwell 

Supersimétrico 

No capítulo 2 afirmou-se que não é possível definir espinores de Weyl em três di­

mensões, pois 1
5 é a própria identidade. Além disto, não existe mais a distinção entre 

espinores dotted e undotted, uma vez que o grupo de Lorentz não é mais SL(2, C) e sim 

SL(2, R) Assim, na redução, os espinores de Weyl, que continham quatro graus de liber­

dade, serão mapeados em espinores de Dirac, que conterão o mesmo número de graus de 

liberdade. A redução do setor bosônico é aquela realizada por Medeiros [17] e reproduzida 

no capítulo 1. Assim, efetua-se as seguintes associações 

,...., 

� 

A 

( ;: ) - 3± = ço ± iT º

( � ) - A± = Ào ± Í�o

( �: ) - "1± = 'Po ± ÍXo

Daí vêm as associações (ver apêndice3) 
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s 

\JJS -

{J,,·,tôµA -

31
5A -

½ ('1'+3-+ '11_3+) 

1 - -

2
('11+1µâµA_ + w_,µôµA+) 

½ (3+A+ + 3_A_) 

A partir disto, efetua-se a redução dimensional na ação. 

(4.19) 

J d4x[( ie,5 A+ !{J,,µ8 A+ !Bµv F - DN) + g2( !{J,= + !Bµv B - ! (M2 + N2))]
2� 2 µ 2 µv 

8 � 2 µv 
2 

+ J d4x{[-½ (çÀ - ��) + ½ ( 'lj/�cr�ªÔµ�á 
+ i"pa (cjµtª ÔµÀa) + ½Bµv Fµv - DN]

+g2 [i ('i/Jç + ii;�) + ½BµvBµv -½ (M2 + N2)]}

..- S = J d3x{[(¼ (3+A+ + 3_A_) + �('11+1µ8µA-+ w_,µôµA+) 

+Eµa,8 Vµ pa.8 + êµvaBµv Ôªq> - DN]

+g2[1
� ('1'+3- + '11_3+) + ½BµvBµv - VµVµ -½ (M2 + N2)]}

Era esperado o desaparecimento de 15 que é igual à identidade em três dimensões. 

Faz-se agora a redução nas transformações de SUSY, considerando que 

obtém-se 

rJ - rJ 

ôÀa -iDTJa - (aµav)! rJ
.a

Fµv

ÔK,a iD(
0 

- (crµcrv)! (,B
Fµv

ô pµv iôµ ( TJªv 
/í, - Àav () - iôv ( rJcrµ 

/í, - Àcrµ ()

ôD 
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8'11 ± = ir/3Tf3a ± ({3Tf3a

-'f}f3Ç,a + (\r�)..Ôµ,7Pa 

82± = -i().. (a.µ,)>..{3 Tf3a =F 'fJ>. (êfµ,t
>. Tf3a (4.23) 

Fica evidenciado pelo número de parâmetros o aparecimento de uma supersimetria 

N=2. 
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Conclusões e Perspectivas 

Como conclusões deste trabalho pode-se enumerar: 

(1) Construímos uma versão supersimétrica para a ação de Thirring em duas di­

mensões. 

(2) Obtivemos-se tal ação em função dos campos componentes da teoria.

(3) Reescrevemos a ação em função do supercampo de gauge auxiliar r ª (x, 0), assim

como fizeram Itoh [3] e Kondo [4, 5, 6] para o modelo não-supersimétrico. 

(4) Através da introdução do supercampo de Stückelberg, chegamos a uma versão

invariante de gauge para o modelo de Thirring supersimétrico, reobtido quando fixa-se o 

gauge unitário. 

(5) Construímos uma versão supersimétrica para o modelo BF-Maxwell em quatro

dimensões. 

( 6) Obtivemos a ação BF-Maxwell supersimétrica em função dos campos componentes

da teoria. 

(7) Efetuamos a redução dimensional do modelo supersimétrico, no espírito do tra­

balho de Medeiros [17]. 

(8) Efetuamos a redução dimensional também nas transformações de supersimetria,
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evidenciando o aparecimento de uma supersimetria N = 2. 

As principais perspectivas deste trabalho são: 

(1) Verificar geração de dinâmica para o supercampo de gauge r °' (x, 0), que é auxiliar

em nível de árvore, a partir de correções quânticas, como se dá no caso não-supersimétrico 

[3]. 

(2) Construir uma versão no superespaço para o modelo supersimétrico obtido na

redução dimensional e verificar a aplicação do formalismo de Stückelberg para este mo­

delo, conforme feito em [17] para o caso não-supersimétrico. 

(3) Verificar, em tal modelo no superespaço, se há geração de massa topológica para

os supercampos, assim como foi obtido em [17]. 

( 4) Calcular a carga central de supersimetria para o modelo no superespaço em D=3

dimensões e verificar a equivalência com a carga topológica do modelo. 
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Apêndice A 

Deduções Referidas no Texto 

(1) 

ef3( 0ª( (J'µ)aa0
ª 
ôµ)Tw13(x) - 013(eª' 0,( (J'µ)aát'· ôµ)Tw13(x) 

(2) 

- leª1(00)ô�((J'J.L)aá0
á 

ÔµTw13(x)

- 1 ( 00)eª13( (J'µ)aá0
á ÔµTw13(x)

- 1(00)eª13((J'µ)aá0áôµ [-4i((J'P"')wf3Bp,_ + 2êw13 (M + iN)]

- -2i( 00)0á( (]'µ)13á( (J'P"')w13ÔµBp1< 

- (00) ((J'µ)aá0
á
ô� (M + iN)

-á 

- (00) 0 ((J'µ)wá (M + iN)

- i (00) 0á((J'J.L)wáôpBpµ - (00) 0
á((J'J.L)wá (M + iN) (A.l) 
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= (D2 Bª)Wa 1 +Bª(D2Wa) 1 -2D13 Bª D13Wa 1 

- ( 4iç°') ( 4iÀ0 ) + i'lj;°' ( -160-�ê,8µ).â) 

+2 { -i4(o-
µ")ª13 Bµv + 2eª13(M + iN)} { éf3,[4ó:D + 2i(o-8o-PnFôpl}

- -16çª Àa - 16i'lj;ª
o-�âaµ>.â - 8 (gµô g"P - gµPg"8 

+ Íéµvôp) Bµ,,Fôp

+32D(M +iN)

+32D(M +iN)

D2 (Bª Ba) = 2Bª D2 Ba 1 -2D13 Bª D13Ba 1 

(A.2) 

- -81/Jªça - 2 { -4i(o-µ")°'13 Bµv + 2eª13(M + iN)} { -4i(o-8P)a{3Bôp + 2êaf3(M + iN)}.

(3) 

- -8'1j;°'ç
0 

- 2 { 4 [gµô g"P - gµPg"8 + ÍEµvôp] BµvBôp - 16 (M + iN)2

}

([>2 it)Wâ \ +Bã(D2Wâ) \ -2Di3 BâIJÍ3wâ \ 
-16�â).â 

+ i16ij}â (a-µtª 8µÀa - 16Bµv Fµv + 8iBµv Fµv

+32D(M - iN)

= 2BâiY lJâ \ -2fJ i3IJâni3 lJâ \ 

(A.4) 

-8ij;â�â - 16BµvBµv 
+ 8iBµvÊµv 

+ 16 (M - iN)2 (A.5) 
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A partir de 

vê-se que 

Mas 

(ç>. - �X) - (ç>. - T/'í,)

('l/Jç + iÍJ�) - ('l/Jç + XT)

('lj}
ª 

+ix
ª

) (ço. - ÍTa) + ('lj}ª 

-ix
ª

) (ço. + ÍTa)

2 ('l/Jç + XT)

(ç
ª + iT

ª

) (Àa + Í/'í,a) + (çª 

-iT
ª

) (Àa - Í/'í,a)

2 (ç.\ - T/'í,) 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

De acordo com [33], o termo ,µ
Pµ tem a forma invariante na redução. Baseado nisto 

e em (A.8), chega-se a 

.(A.9) 
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