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Resumo
O presente trabalho visa analisar o regime transiente em condutos forçados, considerando um fluxo bifásico 

através do DGCM com a celeridade e fator de atrito variável. Realizou-se uma mudança na equação da cele-

ridade variável, unificando o ar e o gás da mistura bifásica em uma variável adimensional chamada de fração 

de vazio, ԑo
. Utilizaram-se dois modelos para a modelagem computacional do golpe de aríete: o Modelo 1 

(MOC) e o Modelo 2 (MOC, incluindo o fator de atrito variável e DGCM com celeridade variável modificado). 

Verificaram-se três valores de frações de vazios iniciais, buscando o mais adequado para cada experimento. 

Analisou-se a influência do ԑo
 na modelagem do golpe de aríete, comparando com dados experimentais. O 

Modelo 2 retornou valores mais próximos dos dados observados dos experimentos. Este estudo mostrou a 

acurácia do novo modelo proposto, com o auxílio dos indicadores estatísticos ER, EQM e NSE.

Palavras-chave: Método das Características. Celeridade Variável. Fração de Vazio.

Abstract
This paper aims to analyze the transient flow in forced conduits, considering a two-phase flow through the DGCM 

with wave speed and friction factor variable. A change was made to the variable wave speed equation, unifying the 

air and gas of the two-phase mixture into a dimensionless variable called the void fraction, ԑo
. Two models were 

used for the computational modeling of the water hammer: Model 1 (MOC); and Model 2 (MOC, including variable 

friction factor and DGCM with modified variable wave speed). Three values of initial void fractions were found, look-

ing for the best value for each experiment. The influence of ԑo
 in the modeling of the water hammer was analyzed, 

comparing it with experimental data. Model 2 returned values closer to the observed data of the experiments. This 

study showed the accuracy of the proposed new model, with the aid of the statistical indicators RE, RMSE and NSE.

Keywords: Water treament. Rapid filtration. Direct filtration. Biflow filtration. Biflow filter.
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1 INTRODUÇÃO
A modelagem computacional de um sistema de 

adução de água é responsável por prever possí-

veis falhas e fenômenos, como o transiente hi-

dráulico ou golpe de aríete, que por sua vez, são 

fundamentados numericamente pelas equações 

de momentum e continuidade. Assim, os mo-

delos matemáticos surgem para incorporar o 

entendimento mais aprofundado do fenômeno 

(AZEVEDO NETTO & FERNÁNDEZ, 2018).

O transitório hidráulico, ou golpe de aríete, é 

definido como qualquer variação de pressão em 

um sistema hidráulico, normalmente associado 

a uma mudança no gradiente de velocidade, po-

dendo ser provocado, por exemplo, pelo fecha-

mento ou abertura de válvula, partida ou parada 

de uma bomba ou na mudança operacional de 

turbinas (KARADŽIĆ et al., 2018).

Nesse sentido, esse fenômeno transitório pode 

provocar um colapso nesses sistemas, com varia-

ções de pressão maiores do que o limite supor-

tado pela tubulação. Nesse contexto, os bolsões 

de ar presos e os gases dissolvidos podem inten-

sificar o golpe, pois os gases podem se expandir 

quando submetidos a baixas pressões e se com-

primir em altas pressões (TWYMAN, 2018). 

Os efeitos do ar aprisionado podem depender 

das características do fluido, natureza e causa 

do transitório, topologia do sistema envolvido, 

baixa carga no sistema ou situações de rápido 

transitório (IVLJANIN et al., 2018). Desse modo, 

as baixas pressões ocorrem em toda a seção da 

tubulação, formando uma cavidade de vapor e 

ocasionando eventualmente uma separação de 

coluna no líquido. Posteriormente, na junção da 

coluna líquida, pressões altas são formadas, pre-

judicando significativamente a tubulação (SAN-

TORO et al., 2018).

Adamkowski & Lewandowski (2009), Soares et 

al. (2015), Bergant et al. (2017), Pezzinga & San-

toro (2017) e Daude et al. (2018) afirmam que a 

propriedade de compressibilidade dos gases na 

mistura (gás e líquido) diminui a velocidade da 

onda (celeridade) e consequentemente há uma 

dispersão nas ondas de pressão geradas pelo 

transitório. A velocidade da onda pode diminuir 

até 75% dependendo do teor de gás no líquido 

(CHAUDHRY, 2014). 

Os métodos numéricos, por meio da modelagem 

computacional, permitem compreender as prin-

cipais características das variações de pressão 

durante o golpe de aríete. Nesse ínterim, os dois 

modelos mais utilizados para simulação com-

putacional em um fluxo bifásico são o Modelo 

de Cavidade de Vapor Discreto (DVCM) e o Mo-

delo de Cavidade de Gás Livre Discreto (DGCM), 

ambos utilizando o Método das Características 

como base numérica (ZHOU et al., 2018). Soares 

et al. (2015) relatam que o DGCM reproduz resul-

tados mais aceitáveis, pois as cavidades forma-

das pelos gases são distribuídas ao longo de cada 

seção da tubulação.

Visando a uma melhor compreensão do fenô-

meno, utilizam-se modelos complementares aos 

modelos de fluxo bifásico, tais como modelos vis-

coelásticos (ZHU et al., 2018), modelos com fator 

de atrito variável (KJERRUMGAARD et al., 2018) 

e modelos com celeridade variável (NGUYEN, 

2009). No entanto, um modelo que incorpora um 

fluxo bifásico com celeridade e fator de atrito va-

riável, acrescido à consideração dos vazios den-

tro da tubulação, ainda não foi estudado.

 O presente trabalho visa analisar o transitório 

em condutos forçados, considerando um fluxo 

bifásico através do DGCM com a celeridade e 

fator de atrito variável. Para esse modelo, reali-

zou-se uma mudança na equação da celeridade 

de onda variável (NGUYEN, 2009), unificando o ar 

e o gás da mistura bifásica em uma variável adi-

mensional chamada de fração de vazio, ԑ
o
.

Serão verificados três valores de frações de va-

zios iniciais, buscando a mais adequada para 
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cada experimento. Por fim, será analisada a in-

fluência do ԑ
o
 na modelagem do transitório hi-

dráulico, comparando com dados experimentais. 

1.1 Equações Fundamentais e Método das 
Características (MOC)

As equações momentum e da continuidade (Eq. 

1 e 2) são desenvolvidas com base no teorema 

fundamental de Reynolds, formando um par de 

equações diferenciais parciais lineares de 2a or-

dem quase-hiperbólicas por meio do método de 

diferenças finitas, transformando-as em um par 

de equações homogêneas. Essas equações com-

põem a Teoria da Coluna Elástica ou Teoria do 

Golpe de Aríete:

𝐿𝐿! = 𝑔𝑔𝐻𝐻" + 𝑉𝑉# +
𝑓𝑓
2𝐷𝐷 𝑉𝑉

|𝑉𝑉| = 0  (1)

𝐿𝐿! = 𝐻𝐻" +
𝑎𝑎!

𝑔𝑔 𝑉𝑉# = 0  (2)

Em que,

g, é a aceleração gravitacional [L.T-2];

f, é o fator de atrito;

V, é a velocidade do fluido [L.T-1];

D, é o diâmetro nominal [L];

H, é a carga piezométrica [L];

a, é a celeridade [L.T-1].

O Método das Características (MOC) destaca-se 

como o método mais utilizado para a modelagem 

do golpe de aríete. Para que esse método seja es-

tável, a condição de estabilidade de Courant-Frie-

drich-Lewy deve ser satisfeita (WYLIE et al., 1993).

2 MATERIAIS E MÉTODOS
Este trabalho utilizará dois modelos para a realização 

da modelagem computacional do golpe de aríete: o 

Modelo 1, composto apenas pelo MOC; e o Modelo 

2, utilizando o MOC, incluindo o fator de atrito vari-

ável (BRUNONE et al., 1991) e o modelo DGCM, com 

celeridade variável modificada (NGUYEN, 2009).

Conforme Nguyen (2009), em um mesmo instante 

é possível ter variações de velocidade de onda de-

vido à propriedade do fluido. Assim, considera-se 

nesse método a variação local da celeridade da 

onda com a pressão e conteúdo de ar pontuais. 

Além disso, o coeficiente politrópico utilizado foi 

(n = 1,34) conforme trabalho experimental rea-

lizado por Magalhães et al. (2003), admitindo a 

proposição de Chaudhry (2014) para câmaras de 

ar de pequeno tamanho e transientes rápidos.

Nguyen (2009) utilizou considerações de fração 

de vazio separadas para ar e para gás. No novo 

método proposto neste trabalho, tudo o que não 

é líquido é incorporado em ԑo
, e essa considera-

ção foi implementada no Modelo 2.

Nesse sentido, a equação da fração de vazio (Eq. 

3) implementada no Modelo 2 foi baseada na 

propriedade adiabática do fluido e no desenvol-

vimento da equação de Laplace-Poisson. Assim, 

toda a dilatação dos vazios durante o transien-

te é respeitada, pois os vazios se expandem e se 

contraem dependendo da pressão atuante na 

seção computacional.

𝜀𝜀!"#$ = #
𝑃𝑃!"

𝑃𝑃!"#$
%
%$&'

∙ 	 (𝜀𝜀!")  (3)

Em que, 
𝜀𝜀!"#$ = #

𝑃𝑃!"

𝑃𝑃!"#$
%
%$&'

∙ 	 (𝜀𝜀!") , é a fração de vazio no passo de tempo k (an-

terior) em um trecho i;

𝜀𝜀!"#$ = #
𝑃𝑃!"

𝑃𝑃!"#$
%
%$&'

∙ 	 (𝜀𝜀!") 
, é a pressão no passo de tempo k (anterior) 

em um trecho i - [ML-1T-2];
𝜀𝜀!"#$ = #

𝑃𝑃!"

𝑃𝑃!"#$
%
%$&'

∙ 	 (𝜀𝜀!") , é a fração de vazio no passo de tempo k+1 

(atual) em um trecho i;𝜀𝜀!"#$ = #
𝑃𝑃!"

𝑃𝑃!"#$
%
%$&'

∙ 	 (𝜀𝜀!") 
, é a pressão no passo de tempo k+1 (atual) 

em um trecho i - [ML-1T-2];

𝜀𝜀!"#$ = #
𝑃𝑃!"

𝑃𝑃!"#$
%
%$&'

∙ 	 (𝜀𝜀!") 
, é a Constante Anisotrópica ou Coeficiente Po-

litrópico.
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Entretanto, o valor de ԑ
o
 é uma incógnita do proble-

ma, que deve ser definido inicialmente para a mo-

delagem do golpe de aríete. Nisso, serão arbitra-

dos três valores de ԑo
 para cada teste, em torno de 

0,0001, conforme proposto por Chaudhry (2014).

Para a verificação dos modelos propostos neste 

trabalho, utilizaram-se os resultados experimen-

tais de Soares et al. (2015) (Casos 1 e 2) e Chau-

dhry et al. (1990) (Caso 3), ambos com tubulação 

na posição horizontal, em um sistema Reservató-

rio-Tubulação-Válvula (Tabela 01). O transitório 

será modelado por meio do fechamento de uma 

válvula a jusante do sistema.

Tabela 1 - Dados dos casos experimentais, 1 e 2 referem-se a Soares et al. (2015) e 3 a Chaudhry et al. (1990).

ID. 
Carga no 

Reservató-rio à 
Montante (m)

Velocidade Inicial 
(m/s)

Comprimento da 
Tubulação (m)

Diâmetro da 
Tubulação (m)

Espessura da 
Tubulação (m)

Celeridade da 
Onda (m/s)

1 46.00 0.424 15.22 0.020 0.001 1255

2 46.00 0.497 15.22 0.020 0.001 1255

3 18.46 2.420 30.6 0.026 0.001 715

A análise dos resultados dos modelos supracita-

dos será realizada por meio dos indicadores es-

tatísticos: Erro Relativo (ER), Erro Quadrático Mé-

dio (EQM) e Coeficiente de Nash-Sutcliffe (NSE), 

de acordo com os trabalhos de Martins et al. 

(2014) e Saemi et al. (2018). Com esses indica-

dores, será verificada, em relação aos resultados 

experimentais de cada teste, a acurácia entre 

Modelos 1 e 2 e entre os ԑo
 que serão arbitrados 

para o teste do Modelo 2.

Os três casos experimentais foram simulados 

utilizando os Modelos 1 e 2 implementados no 

módulo UFC7, que consiste em um programa de 

modelagem computacional ao Golpe de Aríete, 

do Sistema UFC, desenvolvido pelo Laboratório 

de Hidráulica Computacional (LAHC) do Depar-

tamento de Engenharia Hidráulica e Ambiental 

(DEHA), da Universidade Federal do Ceará (UFC).

3 RESULTADOS E DISCUSSÕES
Para compreender melhor o fenômeno, é funda-

mental a utilização de métodos complementares 

ao modelo elástico clássico, e com isso autores 

(SOARES, 2015; FERREIRA et al., 2015; BERGANT 

et al., 2017 e KJERRUMGAARD, 2018) unificaram 

modelos com suas devidas adequações ao siste-

ma hidráulico simulado.

Os Modelos 1 e 2 foram submetidos a simulações 

de diferentes diâmetros, vazões e cargas hidráu-

licas, arbitrando-se três valores de frações de va-

zios iniciais, buscando-se o mais adequado para 

cada caso experimental. O golpe de aríete foi de-

vidamente simulado, plotando-se os gráficos de 

variação de carga na seção computacional que 

representa a válvula de fechamento a jusante do 

sistema hidráulico para cada caso.

A variação de carga na seção computacional da 

válvula de fechamento foi normalizada em todas 

as simulações, com a finalidade de simplificar a 

análise dos resultados. Com isso, no eixo das or-

denadas, utilizou-se a carga de pressão na seção 

atual (Hi+1
), a carga hidráulica inicial do trecho 

(Ho) e a equação de Joukowski (aV/g). No eixo das 

abscissas utilizou-se o tempo computacional na 

seção e o tempo de viagem da onda (2L/a).
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3.1 Caso 1 - Experimento Soares (2015) 

Na Fig. 1, o Modelo 1 reproduz bem o primeiro 

pico de carga hidráulica, porém ao longo do tem-

po não há uma atenuação desses picos em rela-

ção aos dados experimentais. Também se perce-

be que esse modelo, que utiliza apenas o MOC, 

resulta em variações de carga fora de fase em 

relação aos dados obtidos no Caso 1. Por outro 

lado, o Modelo 2 mostrou um melhor ajuste aos 

dados observados, tanto em relação aos picos de 

carga como na fase entre os resultados, revelan-

do uma melhor aproximação devido à nova con-

sideração da fração de vazios.
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Figura 1 - Variação da Carga na Válvula do 1º Caso (Experimental, Modelo 1 e Modelo 2).

Por meio da análise do Erro Relativo (ER), o Mo-

delo 2 apresentou uma menor porcentagem de 

erros com uma média de 10,14%, enquanto o 

Modelo 1 obteve uma média de 90,93% (Fig. 

2). Nos indicadores do Erro Quadrático Médio 

(EQM) e do Coeficiente Nash-Sutcliffe (NSE), 

o Modelo 2 apresentou resultados mais rele-

vantes, pois o EQM foi menor e o NSE se apro-

ximou mais do valor 1, entre os dois modelos 

(Tabela 2).
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Figura 2 - Comparações do Erro Relativo do 1º Caso (Modelo 1 e Modelo 2).
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Tabela 2 - EQM e NSE do 1º Caso (Modelo 1 e Modelo 2).

Método EQM NSE

Modelo 1 19.614 0.724

Modelo 2 4.337 0.987

Também se pode constatar que o fenômeno 

transiente permanece por um período mais lon-

go quando se aumenta a quantidade de vazios 

(Fig. 3), porém os picos apresentaram valores de 

carga mais baixos. Analisando os indicadores de 

ER (Fig. 4), EQM e NSE (Tabela 3), constata-se que 

o valor ԑo
 = 0,00001 resulta em valores de carga 

mais próximos aos dados experimentais.
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Figura 3 - Variação da Carga na Válvula do 1º Caso (e = 0,0001, e = 0,00001, e = 0,000001).

 

 

0%

80%

160%

240%

320%

400%

480%

560%

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Po
rc

en
ta

ge
m

 d
o 

Er
ro

 (%
)

Tempo (s)

Erro Relativo da Variação de Carga na Válvula
e = 0.0001

e = 0.00001

e = 0.000001

Figura 4 - Comparações do Erro Relativo do 1º Caso (e = 0,0001, e = 0,00001, e = 0,000001).

Tabela 3 - EQM e NSE do 1º Caso (e = 0,0001,  
e = 0,00001, e = 0,000001)

Fração de Vazio 
Inicial EQM NSE

e = 0.0001 34.876 0.129

e = 0.00001 4.337 0.987

e = 0.000001 14.109 0.857

3.2 2° Caso - Experimento Soares (2015) 

Nessa simulação ocorreu a separação de colu-

na líquida devido a um acréscimo na velocida-

de inicial do fluido (Tabela 1). Apesar disso, não 

houve um aumento de carga no segundo pico 

de pressão como descrito por Soares (2015); 
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no entanto, o modelo 2 apresentou uma ate-

nuação considerável dos picos de pressão (Fig. 

5). Na Fig. 6, percebe-se uma descrição mais 

ajustada dos dados observados no Modelo 2 

(Tabela 4), porém a precisão foi menor em re-

lação ao Caso 1.
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Figura 6 - Comparações do Erro Relativo do 2º Caso (Modelo 1 e Modelo 2).

Tabela 4 - EQM e NSE do 2º Caso (Modelo 1 e Modelo 2).

Método EQM NSE

Modelo 1 45.235 -0.412

Modelo 2 17.349 0.792

As Fig. 7 e 8 e a Tabela 5 mostram que o valor ԑ
o
= 

0,000017 apresenta uma descrição mais ajustada 

dos dados modelados em relação ao observado. 

Isso é refletido pela correlação entre a pressão e a 

fração de vazio próximas à válvula. As oscilações 

observadas nos segundo e terceiro picos de carga 

experimentais podem estar ligadas à vibração da 

válvula e à propagação de ondas no tubo a jusante, 

o que não foi levado em consideração no Modelo 2.

Modelagem computacional do golpe de aríete em adutoras considerando a cavitação no fluido com a fração de vazio
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Figura 7 - Variação da Carga na Válvula do 2º Caso (e = 0,00017, e = 0,000017, e = 0,0000017).
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Figura 8 - Comparações do Erro Relativo do 2º Caso (e = 0,00017, e = 0,000017, e = 0,0000017).

Tabela 5 - EQM e NSE do 2º Caso (e = 0,00017,  
e = 0,000017, e = 0,0000017)

Fração de Vazio 
Inicial EQM NSE

e = 0.00017 37.106 0.048

e = 0.000017 17.349 0.792

e = 0.0000017 33.980 0.201

3.3 3º Caso - Experimento Chaudhry (1990)

O Caso 3 é caracterizado por um fluxo com

bolhas de ar, pois Chaudhry (1990), ao realizar 

o experimento, injetou ar a montante da tubu-

lação do sistema. Nesse contexto, o Modelo 2 

apresentou um comportamento diferente dos 

casos anteriores. Não houve a atenuação dos 

picos de carga de hidráulica ao longo do Regime 

Transiente. No entanto, os picos gerados pelo 

Modelo 2 mantiveram a fase em relação aos da-

dos observados (Fig. 9). 
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Apesar da injeção de bolhas de ar, não ocorreu 

separação de coluna devido ao fechamento não 

instantâneo da válvula a jusante. Conforme a Fig. 

10 e a Tabela 6, apesar da não atenuação dos 

picos de carga hidráulica, os indicadores ainda 

retornaram os valores do Modelo 2 melhores em 

relação ao do Modelo 1. O Modelo 1 apresentou 

erro relativo médio de 23,52%, enquanto o Mo-

delo 2 resultou em uma média de 9,76%. 

Tabela 6 - EQM e NSE do 3º Caso (Modelo 1 e Modelo 2).

Método EQM NSE

Modelo 1 5.742 0.659

Modelo 2 2.440 0.938
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De acordo com as Fig. 11 e 12 e a Tabela 7, o valor de ԑ
o
  = 0,0018 apresentou resultados mais ajustados 

aos observados.
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Tabela 7 - EQM e NSE do 3º Caso (e = 0,018,  
e = 0,0018, e = 0,00018)

Fração de Vazio 
Inicial EQM NSE

e = 0.018 5.518 0.685

e = 0.0018 2.440 0.938

e = 0.00018 5.325 0.707

4 CONCLUSÕES
Com base nos resultados apresentados, o Modelo 

2, que utiliza o Método das Características (MOC) 

e a inclusão do fator de atrito variável e do mo-

delo DGCM com celeridade variável modificado, 

retornou valores mais próximos dos dados obser-

vados dos experimentos. Isso é caracterizado pela 

atenuação dos picos de carga hidráulica e a con-

sideração do fluxo bifásico ao longo do Regime 

Transiente induzido pelo fechamento da válvula a 

jusante dos casos simulados neste trabalho. 

Entretanto, para o funcionamento do Modelo 2, 

é necessário arbitrar valores de fração de vazio 

inicial, ԑ
o
, no qual pode-se perceber uma sensibi-

lidade na variação desses adimensionais. Os va-

lores de ԑ
o
 podem ser ainda mais refinados den-

tro do modelo para  obter indicadores melhores 

do que os apresentados neste trabalho. Nesse 

Revista DAE | São Paulo | v. 69, n 233 / pp 217-228 | Ed. Esp. Nov. 2021

Paiva BA, Sanders Neto VC, Barbosa JMC, Castro MAH



227

contexto, o intuito neste estudo foi o de mostrar 

a acurácia do novo modelo proposto, com o au-

xílio dos indicadores estatísticos ER, EQM e NSE. 

Portanto, o Modelo 2 expõe a necessidade da 

união de métodos complementares ao modelo 

elástico padrão ou a utilização de novos méto-

dos. Vale ressaltar que, com a consideração do 

fluxo bifásico em conjunto com o fator de atrito 

e celeridade variável adicionado a uma fração de 

vazio, obtiveram-se resultados com precisões de 

até 0.987, segundo o indicador NSE.
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