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RESUMO

Neste trabalho construimos novas barreiras para as equacoes lineares da forma divergente
nao homogeéneas com termos ilimitados. Tal construcao esta fragmentada em algumas
proposicoes e inicia-se com equagoes homogéneas em anéis suficientemente pequenos, até
0 caso geral, que sao equagoes nao homogéneas em anéis unitarios. Para isto usamos al-
guns ingredientes essenciais: Principio do Maximo, Principio da Comparacao, Estimativa
do Gradiente (Morrey), Desigualdades de Harnack e Teoremas de Existéncia de Solugao.
Alguns fatos novos também sao observados em alguns destes resultados auxiliares, a saber,
a nao dependéncia da norma do coeficiente de ordem mais baixa da equacao no Principio
do Maximo, a inclusao de todos os termos da equacao na forma divergente para o Principio
da Comparacao, a prova de uma estimativa interior do gradiente para solucoes nao neg-
ativas e a prova da existéncia e unicidade de solugoes para as equacgoes lineares da forma
divergente nao homogéneas com termos ilimitados. Posteriormente, usamos a barreira
construida para provar uma versao quantitativa do Lema de Hopf-Oleinik e uma estima-
tiva do gradiente interior para um problema de fronteira livre, mostrando que solugoes
deste problema sao Lipschitz no interior. Por fim, usamos a estimativa do gradiente do
problema de fronteira livre para provar também uma estimativa do gradiente interior para
um problema de propagacao de chamas e neste caso obtemos uma equicontinuidade Lip-

schitz para as suas solucoes.

Palavras-chave: barreiras; lema de Hopf-Oleinik; estimativas gradiente; problemas de

fronteira livre.



ABSTRACT

In this work we construct new barriers for inhomogeneous linear equations in divergence
form with unbounded terms. Such construction is fragmented in some propositions and
starts with homogeneous equations in sufficiently small rings, until the general case,
which are inhomogeneous equations in unit rings. For this we use some essential in-
gredients: Maximum Principle, Comparison Principle, Gradient Estimation (Morrey),
Harnack Inequalities and Solution Existence Theorems. Some new facts are also observed
in some of these auxiliary results, namely, the independence of the norm of the lowest
order coefficient of the equation on the Maximum Principle, the inclusion of all the terms
of the equation in divergence form for the Principle of Comparison, the proof of an in-
terior estimate of the gradient for non-negative solutions and the proof of the existence
and uniqueness of solutions for the linear equations of inhomogeneous divergence form
with unbounded terms. Subsequently, we use the constructed barrier to prove a quanti-
tative version of the Hopf-Oleinik lemma and an estimate of the interior gradient for a
free boundary problem, showing that solutions of this problem are Lipschitz in the inte-
rior. Finally, we use the gradient estimate of the free boundary problem to also prove an
interior gradient estimate for a flame propagation problem and in this case we obtain a

Lipschitz equicontinuity for its solutions.

Keywords: barriers; Hopf-Oleinik lemma; gradiente estimates; free boundary problems.
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LISTA DE SIMBOLOS

Espago Euclidiano n-dimensional, n > 2, com pontos z = (x1, ..., x,), ¥; € R;
(x,y) =D wiys e x| = (D, 22)2; se B = (b', ..., b") é uma n-upla ordenada,
entiio | B| = (2,(6)2)%.

Fronteira do conjunto S; S o fecho de S.

Conjunto dos pontos de S que nao pertence a S’

S tem fecho compacto em S’ e estd estritamente contido em S’.

Dominio limitado em R”, |Q2] seu volume e diam(€2) seu diametro.

Distancia de z a ).

dist(£2, Y) Distancia entre 2 e (V.

B, (x

(:c

s Diju =

Bola aberta centrada em x e raio r.

)
B, (z)*(u) Pontos de B,(x) onde u > 0.
)~ (u) Pontos de B,(z) onde u < 0.

Pontos de B,(x) que pertencem a d{u > 0}.
Anel B,(x) \Eg (x).
Trago da matriz A = [aY], dado por >, a".

31 o VU= (D1u, ..., Dyu) é o gradiente de u, D*u = [D;ju] a matriz
Hessiana de u, Au = Tr(D?u) e % derivada direcional de u na direcao de v.
Conjunto das funcoes continuas em ().

Conjunto das funcoes que tém todas as derivadas de ordem < £ continuas em
Q(keNouk=o0).

Conjunto das fungoes em C*(Q) cujas derivadas de ordem < k tém extensoes
continuas ao Q.

Conjunto das funcdes em C*(Q) cujas derivadas de ordem < k sdo Holder
continuas com expoente a em §2.

Suporte de u, fecho do conjunto onde u # 0.

Conjunto das fungoes em C*(€2) com suporte compacto em ).

Constante universal, ou seja, dependera apenas dos dados do problema em
questao especificados pelas quantidades que aparecem entre os parénteses.
Espago de Lebesgue, das fungoes f tais que |f|?, ¢ > 0, é integravel em .
Espago das fungoes que sao L(€)), VQ' CC Q.

Espago das fungoes limitadas em quase todo ponto de 2.

Espago de Morrey, das fungoes em L'(Q) cuja norma em L' sobre uma bola
de raio p tendo a zero com velodidade p"~1+e,

Espago de Sobolev, das fungoes que possuem derivadas no sentido fraco de
ordem < k em L*(Q).

Espaco das fungoes em H*(Q'), V&' ccC Q.

Espaco das funcoes em H*() com suporte compacto em €.
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p 0

Equivaléncia entre duas fungoes u e v.

o suficientemente menor que p.

Integral da média de u em €2, ou seja, ﬁ Jo ud.
Parte positiva (negativa) de u.

Mergulho entre dois espacos vetoriais V' e W.
Isomorfismo entre dois espagos vetoriais V' e W.

p tende a zero com valores decrescentes.
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1 INTRODUCAO

O uso de barreiras na teoria das equagoes elipticas tem sido de grande im-
portancia para a area. EKEle aparece em varias circunstancias como um ponto chave
para obter estimativas a priori, resultados de simetria, comportamentos assintoticos e
regularidade. Neste trabalho, introduzimos novas barreiras para as equagoes lineares da

forma divergente nao homogéneas com termos ilimitados. Mais precisamente, denotando

por As = By(0) \E%(O) e
Lu = div(AVu + Bu) + CVu + du,

as barreiras sao definidas como as solucoes para o seguinte problema de Dirichlet

LT =g+ div(F) em Aiy LTy =g+ div(F) em Aiy
r-=o0 sobre 0B ry=M sobre 0B
r-=m sobre 8B% r,=0 sobre 8B%.

Aqui, 0 < M, A,B,F € OO’Q(Z%J), C € Lq(A%J), d,g € L%(A%J) N Ll’a(A%,l)l, com
a € (0,1) e q>n, AéI\UE?e B,dsiao FNP3 em Ay ;. O ponto principal aqui é que
se o lado direito (nas suas respectivas normas) nao for muito grande em relacéo a altura

dessas solugoes ao longo da fronteira, ou seja, se

lolzrcay o+ Nallorecay ) + 1 Flleosa, ) << M.

as barreiras satisfazem as seguintes desigualdades geométricas

Figura 1 - Geometria das Barreiras

Fonte: Elaborada pelo autor.

Veja a Definicao 2.5 para os espacos de Morrey L1,
2Veja a Definicao 2.2.
3Veja a Definicao 2.3.
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Fi(ﬂf)

or.
dist(z,{I'yx = 0})

oM
ov*

VwEX%71eO<M~ (z%) Vot € {I'+ = 0},

onde v* é o vetor normal unitdrio apontando para o interior de {I'y > 0} em z*, ~ ¢é
equivaléncia’ e << ¢ suficientemente pequeno® (veja Figura 1).

Acreditamos que as barreiras criadas aqui podem ser usadas em uma variedade
de circunstancias para lidar com problemas geométricos envolvendo termos ilimitados.
Um dos tais, é a versao quantitativa do Lema de Hopf-Oleinik para Lu = g + div(F).
Este problema inciou-se na teoria das EDPs elipticas em 1952 provado independentemente
por E. Hopf em (HOPF, 1952) e O. Oleinik em (OLEINIK, 1952). A saber, defina para

u € C?*(B;y) e A€ S™" (matriz simétrica de ordem n)

Lu = Tr(AD*u) + CVu + du.

Teorema 1.1 (Lema de Hopf-Oleinik) Seja 0 < u € C?(B;) N C°(B,), ndo identica-
mente nula, tal que Lu < 0 em By. Aqui C,d sdo limitados e A é (\,A) — UES em B;.
Se %(xo) existe, onde v € o vetor normal interior unitdrio em xo € 0By e u(xg) = 0,
entao

%(mo) > 0. (1)

H4 vérias aplicagoes importantes na area, uma das mais conhecidas é a prova
do principio do maximo forte para operadores elipticos lineares de segunda ordem. Além
disso, tem conexoes proximas com questoes de regularidade de fronteira para solugoes de
equacoes elipticas e problemas de fronteira livre. E um dispositivo importante no estudo
qualitativo de solugoes para EDPs nao lineares presentes, por exemplo, na busca de pro-
priedades de simetria e monotonicidade. Também desempenha um papel relevante em
varios problemas e questoes relacionadas a Geometria Diferencial e Analise Geométrica.
Ressaltamos que demonstragoes detalhadas do Teorema 1.1 acima sao realizadas no Teo-
rema 2.8.3 em (PUCCI; SERRIN, 2007) ¢ no Lema 3.4 em (GILBARG; TRUDINGER,
1983).

Geometricamente, o Lema de Hopf-Oleinik acima diz que supersolucoes nao
negativas que nao sao identicamente nulas atingem a fronteira com uma inclinagao nao
trivial em qualquer ponto onde se anulem. Existe uma vasta literatura sobre este as-
sunto e é dificil menciond-los todos nesta introdugao. Assim, remetemos o leitor (AL-
VARADO et al., 2011), (NAZAROV, 2012), (APUSHKISKAYA; NAZAROV, 2016, 2019),
(SAFONOV, 2010), (DE LIS, 2015), (ROSALES, 2019), (STRAKOV, 2022) e (BRAGA;

MOREIRA, 2018), onde se encontram relatos histéricos, referéncias e alguns dos mais re-

4y ~ w significa que Civ < w < Cov, onde C; e Cy sdo constantes universais.

50 << p significa que existe constante Cy tal que o < Cpo.
ONEP < (A(@)€,€) < A€, VE € R, Vo € By,
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centes desenvolvimentos sobre o tema, este tltimo devido a D. R. Moreira e J. E. M. Braga
¢ o analogo ao nosso resultado para equagoes totalmente nao lineares e quaselineares.

A informagao de inclinagao no limite em (1) é de natureza qualitativa. Uma
versdo quantitativa dele apareceu no Teorema 2.2 em (BERESTYCKI; CAFFARELLI,
NIRENBERG, 1990) para estas solugdes. Mais precisamente, no Teorema 1.1, se temos

Lu =0 em By, entao (1) é refinado para

0
u(0) < Co (x0).

Va € By, onde Cj é uma constante universal. Agora, se Lu < g + div(F') em Bj, usamos

as barreiras construidas aqui para provar que

(o

Vx € By, onde C, Cs sao constantes universais e JfBl uPdr =
2

1
updx> - CQ(HgHL%(Bl) + HgHLl’a(Bl) + ’|F"COvQ(B1)>)diSt(x> 831)7 (2)

1
2

1
[B1]
2

[, w’dr. Em particular,
2

se kg € 0By, u(zg) = 0 e existe %(:ﬁo), onde v é o vetor normal interior unitdrio, entao

temos que

(f updx)?’

1
2

Ju
< Oy (5(;60) + (HgHLg(BI) + gl remy) + HFHCO,a(B1)>>' (3)

Além disso, se Lu = g + div(F'), ou mais geralmente,
—lg| + div(F) < Lu < |g| + div(F),

podemos trocar em (2) e (3)

1
p
<][ updx) por sup u.
B B%

1
2

Aqui destacamos a generalidade da regularidade do termo g neste trabalho, o
qual esté essencialmente nos espacos de Morrey L%*. Em todos os trabalhos citados acima,
quando se trata da regularidade de g, considera-se no minimo g € L%(B;) com q > n.
Também recuperamos este caso, se g € LI(B;), com ¢ > n, em (2) e (3) as estimativas

sao vélidas substiuindo-se [|g| e |lgllzreca, )y por ||gllzaca, ). Vale ressaltar que
(A1) 21 201

recentemente B. S. Sirakov em (SIRAKOV, 2022) provou uma estimativa mais forte que
(2) e (3), entretanto é assumida uma regularidade bem mais forte nos termos da equacao,
a saber, 14 A € WY g € L7 (¢ > n), e ndo existem os termos B, d e F, enquanto que

nas equacoes tratadas aqui A € €%, g € L3 N Lh (¢ >n)e B, de F estao presentes.
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Sendo o lado direito g + div(F') ndo nulo, a inclinagao na fronteira na dire¢ao
do normal interior pode ser nula. Por exemplo, definindo u(z) := 5-|z — ¢;|?, onde
er = (1,0,...,0), temos que 0 < u, u(e;) = 0, Au =1 em By, entretanto %(el) = 0.
Assim, (2) e (3) revelam um novo equilibrio que acomoda essas trés quantidades, a saber,
a inclinagao na fronteira (que pode ser nula), o tamanho do lado direito (que pode ser
diferente de zero) e os valores da solugao no interior do dominio (no caso de (3), o valor
da solucao na origem, por exemplo, ja que u(0) < supp, u.

A regularidade da fronteira, a qual nao é oéobjetivo neste trabalho, também
interfere na validade do Lema de Hopf-Oleinik. Por exemplo, definindo u(x,y) := zy em
QL = 10,00) x [0,00), temos que 0 < u, u(0,0) =0 e Au = 0 em int(QL), entretanto
1,(0,0) = u,(0,0) = 0. O motivo é um bico na fronteira no ponto (0,0). A menos de
uma mudanca de coordenadas, pode-se usar os resultados deste trabalho para provar o
Lema de Hopf-Oleinik para dominios C'*.

Quando se trata com termos ilimitados na equagao surge uma outra dificul-
dade. Um dos ingredientes essenciais para os resultados aqui é o Principio do Maximo
e este é sensivel a limitagao dos coeficientes. Por exemplo, definindo u(z) := 1 — |z|?,
temos que Au + CVu = 0 em By, onde C(z) := —n#, entretanto supg, u = 1 #
0 = supyp, u, M. V. Safonov (SAFONOV, 2010). Isto porque C € L"¢(B;), Ve > 0.
Também devido a M. V. Safonov (SAFONOV, 2010), ha fungdo 0 < u € C’O(Gg), onde
Qg = {(a/,2,) € R0 < |2| < 5 e0<w, <3}, tal que u = 0 sobre 8@%r N{z, =0} e
satisfaz Au+ CVu = 0 em Q%L, onde C' € L”(Qg). Entretanto, infy+ -+ = 0. Neste caso,
o Lema de Hopf-Oleinik nao se verifica.

Em nosso proximo resultado, usamos as barreiras construidas aqui para provar
a regularidade de Lipschitz interior para solugoes de um problema de fronteira livre en-
volvendo termos ilimitados na equacao. O estudo de problemas de fronteira livre para
a equacao de Laplace foi iniciado por L. Caffarelli e H. Alt em (ALT; CAFFARELLI,
1981) e posteriormente estendido para o caso de duas fases em (ALT; CAFFARELLI,
1984). Estas eram solugbes variacionais, ou seja, minimizadores locais. A abordagem de
viscosidade foi posteriormente desenvolvido por L. Caffarelli em (CAFFARELLI, 1987,
1988, 1989). Os artigos desta série comprovam que, sob algumas condigbes apropriadas,
fronteiras livres flat sao Lipschitz, fronteiras livres Lipschitz sao C'%; e o terceiro prova a
existéncia de solugoes (através da menor supersolucao), regularidade Lipschitz 6tima (in-
terior), compacidade e também estabelece propriedades da teoria geométrica da medida
da fronteira livre reduzida.

Nos tultimos anos, progressos expressivos foram alcancados na analise de pro-
blemas de fronteira livre para equacoes elipticas com termos forcados. Em particular,
vérios resultados de regularidade foram obtidos. As ideias foram introduzidas em (DE
SILVA, 2011) por D. De Silva e desenvolvidas em (DE SILVA; FERRARI; SALSA, 2014a,
2015a, 2015b, 2019) por D. De Silva, F. Ferrari e S. Salsa (ver também (DE SILVA; FER-
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RARI; SALSA, 2014b) e (DE SILVA; SAVIN, 2019a)). Um exemplo de tais problemas
e que trataremos aqui sao os modelos de propagacao de chamas em teoria da combustao
(LEDERMAN; WOLANSKI, 2006).

Especificamente neste trabalho, voltamos nossa atencao para a regularidade
Lipschitz em problemas de fronteira livre e a aplicamos em um modelo de propagacao de
chamas. A regularidade Lipschitz de solu¢oes para problemas de fronteira livre é um ingre-
diente crucial no estudo da regularidade da fronteira livre F'(u). Como apontado em (DE
SILVA; SAVIN; 2019b), apés uma andlise de blow-up, a questao sobre a regularidade de
F(u) pode ser reduzida a classificagao de perfis globais Lipschitz. A regularidade Lipschitz
também pode desempenhar um papel relevante no estudo da geometria de contato entre
as fronteiras livre e fixa. Para isso, veja (GRAVINA; LEONI, 2020), (KARAKHANYAN;
KENIG; SHAHGHOLIAN, 2007) e (KARAKHANYAN; SHAHGHOLIAN, 2015).

Nosso objetivo aqui é provar a estimativa do gradiente interior para solugoes
de problemas de fronteira livre” governadas por equacoes lineares da forma divergente
com ingredientes mensurdveis ilimitados. Mais precisamente, sejam ¢ > n, o € (0,1),

uw € C°(By)N HL (B (u)) solugao de

loc

Lu=g+div(F) em Bf(u)
IVu| < h sobre F(u)

com h limitada, A, B, F € C%*(B,), C,g € LY(B,), d € L#(B;) N L“*(B,), A é »-UE, B
e d sio FNP em B;. Entdo, ut € C%'(B

que

1) e existe constante universal positiva Cl, tal
2

IV ey < Ca(s10 ot ellm gy + 19l1m08 + | Pllnes, )
u 2

1
2

Vale ressaltar que em (BRAGA; MOREIRA, 2022), D. R. Moreira e J. E. M.
Braga provaram regularidade Lipschitz até a fronteira em problemas de fronteira livre
para equacoes totalmente nao lineares e quaselineares.

O tratamento matematico moderno de problemas de perturbacao singular ini-
ciou com os trabalhos pioneiros de Caffarelli et al. em (BERESTYCKI; CAFFARELLI,
NIRENBERG, 1990) no caso eliptico linear e Caffarelli e Vazquez (VAZQUEZ; CAF-
FARELLI, 1995) no caso parabdlico caso. Entre importantes contribuic¢oes, destacamos
os trabalhos de Caffarelli et al. em (CAFFARELLI; LEDERMAN; WOLANSKI, 1997a,
1997b) e (LEDERMAN; WOLANSKI, 1999), Wolanski e Martinez em (MARTINEZ;
WOLANSKI, 2009) (linear e nao linear eliptico, e parabdlico), Petrosyan em (DANIELLI;
PETROSYAN; SHAHGHOLIAN, 2003), Moreira e Wang (nao linear) em (MOREIRA;
WANG, 2013), Ricarte e Teixeira em (RICARTE; TEIXEIRA, 2011) (totalmente nao
linear), Moreira e Teixeira (MOREIRA; TEIXEIRA, 2006) (linear da forma divergente).

"Veja a pag. 37 para relembrar as notacdes e definicdes usuais a problemas de fronteira livre.
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Nosso trabalho trata deste problema para o operador L, mais precisamente,
sejam ¢ > n, a € (0,1), 0 < u. € C°By) N H. (By) solugao fraca de Lu. = B.(u.) + g +
div(F) em By, onde B.(t) := Lxjoci<ey, T > 0, A, B,F € C"(By) e C,d,g € LI(By).
Além disso, suponha que A é \-UE, B e d sao FNP em B;. Entao, u. € C’LB(E%) e existe

constante universal positiva Cy, tal que, para ¢ € (0, i), temos que

Vel e,y < Ca (1 + T+ ||Ua||L°°(B%> + gl Lacm,) + ||F||coya(§1)>-

1
2

Em particular, se {u.}. é uniformemente limitada, entao é uniformemente Lipschitz em

B1.

N

Finalizamos mencionando que todos os resultados descritos acima sao obtidos
nas suas versoes escalonadas, usando-se um scaling apropriado para o tipo de equacao
tratada neste trabalho. Tais scalings, as notacoes e defini¢oes usadas ao longo do trabalho
e um pouco sobre os espagos de Morrey encontram-se na proxima se¢ao (1). Os teoremas
principais nas suas formas escalonadas estao na secao 3. Na secao 4 expomos quase todos
os resultados auxiliares que utilizamos aqui. Por fim, as sec¢oes seguintes (5, 6, 7, 8) sao

destinadas as provas dos teoremas principais na respectiva ordem anunciada.



18
2 PRELIMINARES

2.1 Notacoes e Definicoes

Denotaremos ao longo do trabalho 2 C R" (n > 2) um dominio limitado,
g >mneac€ (0,1) constantes reais arbitrarias (a menos que se especifique o contrario).

Para o operador linear da forma divergente
Lu := div(AVu + Bu) + CVu + du, (4)

consideramos os termos: A uma matriz quadrada de ordem n cujas entradas sao fungoes
escalares, B, C, I’ sao campos vetoriais e d, g sao fungoes escalares. Quanto a regularidade
dos termos A, B, C e F, subtende-se a regularidade de cada uma de suas componentes.

Podemos também escrever este operador como segue

Lu = Z D;(a"” Dju + b'u) + Z ¢'Diu + du.

ij=1 i=1

A definicao de solucao para as equagoes que iremos tratar é descrita abaixo.

Definicao 2.1 Sejam u uma func¢ao fracamente diferencidvel e ANVu, Bu, CVu,du, g, F' €
Ll

oe(§2). Dizemos que u € solugdo (supersolugao, subsolugao) fraca em §2 de

Lu = (<, 2)g + div(F),

se, para todo n € C3(Q), n = 0, temos

/Q ((AVU, Vn) + (B, Vn)u—(C,Vu)n — dun) dr = (=,<) /Q (— gn+ (F, V77>>dx. (5)

Diremos que o operador L ¢ eliptico em 2 se A for uniformemente eliptica em

Q, isto é,

Definicao 2.2 Dizemos que A € uniformemente eliptica com respeito a X (A\-UE) em ),

se

(A(2)E,€) = NEJ?,VE € R, Yz € Q. (6)

Sabe-se da teoria classica que a validade do Principio do Maximo Fraco para as
equacoes da forma nao-divergente estda sujeita a condicao de que o coeficiente da solucao u
seja nao-positivo. Em (4) o termo correspondente é div(B) + d, entretanto, aqui B nunca

serd diferenciavel. Assim, devemos utilizar o conceito de ser nao-positivo no sentido fraco.
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Definigao 2.3 Dizemos que B,d € L, .(Q) sdo fracamente nao-positivos (FNP) em €,

loc

se
/(dn— (B,Vn>>dx<0,vn€ Co(),n > 0. (7)
Q
Para k € {0, 1}, escrevermos C*(Q) o espaco das fungoes C*(Q), cujas derivadas
de ordem menor ou igual a k tém extensoes continuas a . Quando k = 0, temos

simplesmente o espaco das funcgoes continuas. Existem fungoes continuas que nao sao
diferenciaveis, mas que podem ser vistas como fracionalmente diferenciaveis. Sao as

fungoes Holder continuas, definidas como segue.

Definigao 2.4 Dizemos que f : Q — R"™ é Holder continua com expoente o € (0,1) em

), se a quantidade

Floe = sup LB =IO (®)

z,yEQx#y |[E - y|a

¢ finita. Quando (8) for finita para o = 1, f se diz Lipschitz continua em §).

Os espagos de Holder C*(Q) é o subespago de C*(Q) com fungoes cujas k-
ésimas derivadas parciais sao Holder continua com expoente o em 2. Para funcoes nos

espagos C%¥(Q) e CH*(Q) definimos, respectivamente, as seguintes normas usuais

”fHCO»Q(ﬁ) = Hf||Loo(§) + [f]ca(ﬁp 9)
[fllere@) = I llLe@ + IVFllie@ + [V ca@m (10)
€ as normas co1n peso
. diam(2)\“
1 lneqey = i + (T3 ) o ()

diam( diam(Q)\ T
vy = Wl + (2N 19 ey + (P22 19 ey (12

Também usaremos a seguinte notacao

B, (xg) :={z € R"; |z — x| <1}

A%jr(llfg) = Br(l'o) \E% ([L’())

Quando zy = 0, escrevermos apenas B, e A%J.
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Exemplo 2.1 Quando diam(S2) = 2r, como por exemplo ) = Azr, ou ) = B,, temos

1 Go0.a@ = 1fllLe@ + I flce@

[ lEra@ = 1 llze@ + IV fll oo + "’Ha[vf]ca(ﬁ)-

Observagao 2.1 As definicoes das normas com peso (11) e (12) sao equivalentes as

dadas por Gilbarg e Trudinger (1983, pag. 53), denotadas por ||-|', onde aparece diam(S2)

sem a divisao por 2. Veé-se que

1 e < 10w < 20 oam,

1 e < 1w < 41 )

Portanto, qualquer resultado estabelecido neste trabalho € vdlido com qualquer

uma das normas, mundado-se a constante por um maltiplo (que nao depende de nada) da

outra. Fscolhemos definir como acima apenas para facilitar as contas.

Lema 2.1 Se a,3 € (0,1) e 8 > a, entdo C*?(Q) — C**(Q), com

Aew < (diam(@)” flosm)

. B-a
I levne) < max {1, (diam( @) F s

Demonstracgao: De fato,

[f]Ca(ﬁ) =

N

U@ =70
z,yeQrty ’JI - y’a
@ =5 =yl
z,yEQxAy ’Jf - y’a |$‘ - y|ﬂ
[f(x) = f(y)| .
sup el
z,yEQxFy Y
B—a _
( diam(Q)) ap MBS éy)l
z,y€EQz Ay |ZE - y|

(diam(@))"" Flesia

(13)

(14)

A segunda afirmacdo segue da definicao da norma e da estimativa para a seminorma
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acima. ]

Nas estimativas C' = C(,...,-) serd uma constante universal, ou seja, de-
pendera apenas dos dados do problema em questao especificados pelas quantidades que
aparecem entre os parénteses. A mesma letra C' serd, quando for conveniente, usada para
indicar constantes diferentes que dependem das mesmas quantidades. Para estabelecer a
dependéncia das constantes universais nos teoremas, usamos o fato de que estas sao cres-
centes em relacao as normas dos coeficientes. Quando a estimativa estiver relacionada
ao operador L, usaremos para a constante, a letra C' com algum subscrito ou sobrescrito

para diferenciar do coeficiente C' do operador, por exemplo, Cy, C*, C', C*, 5, CeC.

2.2 Espacgos de Morrey

Expomos brevemente os espacos de Morrey e algumas propriedades. Tal
espaco, sem esta nomenclatura, foi introduzido originalmente por C. B. Morrey Jr em
(MORREY JR., 1938), no qual ha resultados de regularidade para solucoes de sistemas

de equacoes diferenciais parciais de segunda ordem.

Definicao 2.5 Para o > 1 — n, definimos os espacos de Morrey

1
LL(X(Q) = {f - [Jl(gl)7 ||f||L1,a(Q) = sup m/ |f(y)|dy < OO}
z€R",pe(0,00) P QNB, ()
n—14+a«

Na verdade, ha uma diferenca no termo p e na variacao do supremo em
x e p, do que se encontra na maioria da literatura, veja (GIAQUINTA, 1983, pag. 65),
onde se tem p®, com a > 0, x € Qe p € (0,diam(2)). Isto nao faz diferenga para nossos
propdsitos, uma vez que podemos provar a equivaléncia entre estas definigoes, vide Lema
2.2 logo abaixo. Definimos assim, pois é esta poténcia e essas variagoes em x e p que

aparecem na Estimativa de Morrey (Teorema 4.8).

Lema 2.2 Na defini¢ao dos espagos de Morrey, podemos fazer p € (0,diam(S2)). Além
disso, temos que se o, 3 € (0,1) e B > a, entdo LYP(Q) — L (a) com

: f-a
| llzreoy < (diam(2)” 1 fllzesgey. (15)

Também, além da restricao em p, se restringirmos x € ) na definicio dos espacos de

Morrey, as normas serao equivalentes.
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Demonstracao: Provaremos a primeira afirmacao. Temos que

1 1
oup e [l s m [ )y
QNB,(x) QNB,(x)

z€R™, pe(0,00) P xR, pe(0,diam(Q)) P

Provaremos a desigualdade contraria. Seja x € R™ e p € (0, 00). Consideremos
0S casos:
i) p € (0,diam(Q));
ii) p € [diam(§2), 00).
Para o caso i) nao hd o que fazer. Agora considere o caso ii). Se z € §, temos
que Q C B,(x). Tome Z,7 € () tal que |T — | = diam(2) = diam(Q) e considere z* o
ponto médio do segmento [Z,7]. Note que Q C B%(m (*). Dal

1 / 1 1
F()ldy = / Fy)ldy = —— / F(y)ldy
P JonB, (2) prite Jq prita QB giam(e) ()
g

. n—1+a
_ (M) : ! / £ (y)ldy
2p <diam(9) ) n-lta QNB giam(Q) (xz*)
2 N

1 /
. _ F0)ldy.
(dzam(ﬂ)) o QﬂBdiam(Q) (-73*)
2z

2

Pelo item i), segue o resultado. Se z € R™\ Q, entao tome z* € QN B,(z) (caso
QN B,(xz) =0, o resultado é imediato). Neste caso QN B,(z) C QN Baiam(o)(z*). Assim

1 1
[ W< =3 £(y)ldy.
p QﬂBp (.CC) (dq/am(Q)) QﬂBdiam(Q) (CE*)

Pelo que j& fizemos acima, obtemos o resultado.
Agora provaremos a segunda afirmagcao. Pela primeira parte, basta tomarmos
p € (0,diam(2)). Dali, para z € R"

s [ Wl = [
Py = o= yr1ey
P Jonm, ) PPt Jan,e)
L /
_ B-a
= e f(y)ldy
pri+s Qme(a:)’ W
< (diom@)" s [ 1wl
< (diam liis yey
pn—1+/3 QQBP(CII)
B—a
< (diam(@)" Il

Para a tltima afirmacao, seja x € R" e p € (0,diam(f2)). Temos que d :=
diam (2 N B,(z)) < diam(2) e d < 2p. Considere y € QN B,(z) e d, = dist(y, (2N
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B,(x))). Note que QN B,(x) C Ba—q,(y)-

Assim,

1 / d—d n—l4a« 1
— f(y)|dy < ( y) —_— / f(y)ldy
prite QﬂBp(:r:)| )l p (d —dy,)"—1te dedy(y)| )l

d n—l4+a« 1
< (= i | f(y)ldy
<P) (d— dy>n_1+a /Qde_dy ()

n— o 1
= e RN 1101
z€Q,pe(0,diam(2)) P QNB,(x)

Entao, pelo que fizemos acima

1 1
swp e [ = s iy
z€R™,pe(0,00) P QNB,(z) z€R™ pe(0,diam(Q)) P QNB,(z)

n— « 1
L ot sup P / |f(y)|dy.
zeQ,pe(0,diam(Q)) P QNB,(z)

E é claro que

1 1
o e [l s —a [y
zeR™,pe(0,00) P QNB,(x) zeQ,pe(0,diam(Q)) P QNB,(x)

u
Lema 2.3 Vale o merqulho L4(Q) — L7 (Q), com
1
-3 gy < 1B 21 f sy (16)
Analogamente, LT (Q) < L“*(Q), com
e
£l < 1B 1] e 17)
Demonstragao: Seja x € R" e p € (0,00), temos
1 1
TRy |f(y)|dy = D |f(y)|dy
P 77 JONBy(z) 1Y 77 JONB,(x)
1 _1 _1
< Wwp(i’fﬂ1 o[ fllza) = [Bil" " [l pacey.
]

Exemplo 2.2 & € LY(B))\ LY*(B,), para todo a > 0.

||
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Demonstragao: Note que para p € (0,1)

1 / 1 1
- —dy>—/ dy
pn71+a BlﬂBply’ pn+a B

P

1B, _|Bd

pn+a pa

Exemplo 2.3 log |z| € LY*(By) \ L>=(B;), para todo a < 1.

Demonstragao: Primeiro note que log |x| € LP(By) \ L>®(By), ¥p > 0, pois para t > 0
suficientemente pequeno |log(t)F < t~2. Entdo, para o < 1, defina p = %~ > 0. E, pelo
Lema 2.3, log |x| € L"*(By). =

Além disso, temos os isomorfismos L'1"(Q) ~ LY(Q), LY(Q) ~ L>®(Q) e
LY*(Q) =~ {0}, para a > 1, veja (GTAQUINTA, 1983, pdg. 66). Uma questao que surge
naturalmente, mediante tais isomorfismos, e bem mais delicada, é saber se L'*(Q) C
L9(Q2), para algum o < 1 e ¢ > 1. Isto é falso, como ja afirmado em (GIAQUINTA,
1983, pdg. 67), e um contra-exemplo é dado pelo Teorema 18 de (DI FAZIO; HAKIM,;
SAWANO, 2020).

2.3 Scalings

A técnica de scaling, utilizada diversas vezes neste trabalho, tem como objetivo
principal saber como se comporta uma fungao composta por uma homotetia, a partir da
funcao original. Em outras palavras, como um escalonamento altera o comportamento da
funcao. Aqui provamos algumas propriedades de scaling que serao essenciais para todo o
desenvolvimento do trabalho. O primeiro prova a mudanca entre as equagoes que estas

funcgoes satisfazem e o segundo a mudanca entre as normas.

Proposicao 2.1 Se u € solugao fraca de Lu = (< >)g+
B e d sio FNP em Q,, entdo definindo v(z) := “2 A
C(x) == rC(rz), d(x) = r’d(rz), g(z) := rg(rz) e ( )

solugao fraca em €2 de

div(F) em Q, :==rQ, A é \UE,
(z) := A(rx), B(z) := rB(rx),

F(rz) em Q, temos que v €

Lv := div(AVv + Bv) + CVv + dv = (£, 2)g + div(F),

A éX-UE, B ed siao FNP em Q. A reciproca € vdlida.
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Demonstracao: Formalmente,

z)v(x)) + C(x)Vo(z) + 3(9[3)@(1’)
+ B(ra)u(rz

(rz) + (CVu
rx)] = g(z) + div(F)(x).

div(A(z)Vu(z) + B(
= div(A(rz)Vu(rz)
= r|div(AVu + Bu

)
=rlg(rz) + div(F)(

= /Q ((A(?":);)Vu(rx), Vn(z)) + (B(rz), Vn(z))u(re) — (rC(rz), Vu(rz))n(z)—

- rd(m:)u(rx)n(:r))dx

I
<
{O\
T
S
<
<
£
&
<
N

(y)) +(B(y), VC(w))uly) — (Cly), Vu(y))C(y)—

r / (= 90 + (P, 90 )y = / (= ro(ra)i(ra) + (F(r2), rV¢(ra)) ) da
_ /Q (= rgtrayn(e) + (F(ra), Vn(x)) ) dr = /Q (- 9@m(@) + (F), V() ) dz.

Se, n = 0 entdao ¢ > 0 e por (7),

/9(877— <§, V77>>d$ —/ <r2d(rx)n( ) — (rB(rzx), VT](I)>)dI
TB@,WW@
rB(y). rVC(y)) ) dy

,vg<y>>)dy <0,

b\:\s\

Além disso, por (6)

(A(2)8,8) = (A(rz)€, €) > ME[*, VE €R™, Vx € Q.

A reciproca é totalmente analoga. [
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Proposicao 2.2 Dada uma funcao f definida em Q,. := rQ), com diam(Q2) = 2, definindo
f(x) == f(rz) em Q, temos
i) [ fllcon = Hf“?,*ova(ﬁr)"
i) [flere@ = 1flfneg,)
iii) |[Fllzay = 77| fllzagan);
) [[fllre@ = r* I fllzie@,)

Demonstragao: Para i) temos

¥ - - f(2) = f(y)l
[fllcoa@ = Ifllre@ + [flea@ = Ifllee@) + sup ———
z,yexFy |IL‘ yl

|[f(re) = fry)]

=[[fllpe@,y + 7" sup

z,yEQzAy ’T.CE o ry‘a
:;U J—
_ HfHLOO(ﬁ,A) 4o sup |f( ) fiy)l
,yEQrx Ay |l' - y|

= fllze@y + 7 lee@y = Ifllcoag,

Para ii) temos

[Fllcre@ = [Fllze@ + 1V Fllcoa = 1@ +IVF(r2) | oo
= ||fHL°° +7”va||00a
= [fll @y T 71Vl @y +7“1+a[vf]ca(ﬁr)

= HfHZﬂ,a(ﬁr)-

Para iii) temos

Pl = [ 7o |qu) ( [ 152 ym)

- (- If(y)|qdy> = f s,
Qp

Para iv), dados z € R™ e p € (0, 00), temos

1 / — 1
Fldy =~ [ 1wy
PV JonB, (2) P JonB, (2)
r—n
=—— | f(2)]d=
pn71+o¢ /QTDBTP(ME)

Tafl

(Tp)n—1+a /QTﬂBrp(m:)l ( )|

Tomando-se o supremo em z e p de ambos os lados, obtém-se
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[Fllzra@) =7 FllLre@.)-

A fim de tornarmos a notagao menos carregada nos teoremas principais, que
enunciaremos na préoxima secao, introduzimos as seguintes quantidades. Seja €2, := r(),
com diam(Q) = 2. Para a € (0,1), g € L4(Q,) e F € C**(Q,), definimos

R(Q? Oé;g; F7 QT) = T275H9HL(I(Q7‘) + THF|’20~,@(§T) (18>
e, se ainda g € LV(Q,)
R(q, 0, g, F. Q) == 1 lgll oy + gl nran) + 71 F o, (19)

Quando nao houver ambiguidades em relagao ao dominio, escreveremos em (18) e (19)

apenas R(q,«, g, F,r) e R(q,«,g, F,r), respectivamente.

Proposicao 2.3 Para Q) = By ou () = A%J, e consequentemente . = B, ou Q, = Az,

respectivamente, temos as sequintes propriedades:

i) R(q,a,9,F,r) > R(q, o, g, F,7);
it) Se q = p, entao
R(p,a,g,F,r) < C(n,p,q)R(q, o, g, F,7),

onde C(n,p,q) =1+ |Bl|%_% e 0 mesmo € vdlido para R;
iit) Sel>a > >0, entao

R(q,B,9,F,r) <2R(q,a, 9, F,r),

e 0 mesmo ¢ vdlido para R;
i) Se M >0, entdo
R(q,a, Mg, MF,r) = MR(q,c, g, F,7),

e 0 mesmo € vdlido para R;
v) Se g1,92 € LIS, e Fy, Fy € C%%(Q,), entdo

R(q7aagl +927 Fl + F27T) < R(qaaagla Flur) + R<q7a7927 F27T>7

e 0 mesmo ¢ vdlido para R;
vi) Se g(x) = rg(rz) e F(z) = F(rz), entdo

e 1
R(qaaaga F7 ]-) = ;R(Qa O[,g,F, T)a
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e 0 mesmo € valido para R;

vii) Se q¢ > "=, entdo

R(%O«%RT) < C(n,q)R(q, v, g, F, 1),

onde C(n,q) =1+ ]Bl\% + \B1|1_%;

viii) Sen < q < ™, entdo

R(g,%g,Fﬁ) < C(n,q)R(g, 0, g, F, 1),

onde ay =1~ % ¢ Cln,q) =2+ B+ +|Bi["s.
iz) Se g >mn e Bs(xg) C ), entdo

R(Q? a? g? F’ BS('CL‘O)) < R(Q7 a’ g’ F7 1)87
e 0 mesmo € vdlido para R.

Demonstracao: Provaremos o caso em que €2 = B;. Nos itens em que as estimativas sao
validas para R e R, provaremos apenas para R, ja que para R as estimativas sao casos

particulares das primeiras. Para o item i) note que
R(Q7 a, g, F7 T) = E<Qa @, g, Fa T') + r1+a||g||L1'O‘(Br) > R(Q7 a, g, F7 T)'

Para o item ii) note que por Holder

o_n 9_n 1_1 9_n 1 1 n_n
gl <77 BelP T |gllLas,y =77 P [Bilp T are T 9 ||l Lacs,)

— |BI|%_%T2_%

9llLa,)-
Dai,

R(p,o, g, F,r)=71"""» 9]l 2o (5,) + r1+a||g||L1,a(BT) + rHF||*CO,Q(§r)
1_1 _n o *
<|Bilr "o lgllnogs + Mgl nie sy + I Fll oo s,
= (1+[Bi|")R(g, 0,9, F\ ).

Para o item iii) note que pelo Lema 2.2
rPllglipsi,) < rP2r)* Pllgllpies,) <20 lgllpie s,

E, pelo Lema 2.1 e pelo item i) da Proposigao 2.2



P1F 500, = rIFlloos ) < max{1,2°=}r|Fllcon,
= max{1, 2" Y| Pl
= 2 Pl
<2 F o
Dai,
R(q. .9, F.r) = TQ_%HQHL‘Z(BT) + Tl_‘—BHgHLlﬂ(Br) + 7“||F||*co,6(§r)
<7 llgll oy + 27 Ngl e + 271 FllEo o,
< 2R(q,a, 9, F,r).

Para o item iv)

R(q,00, Mg, MF,r) = r*~% [ Mgl 1acs,) + 7 [ Mgl saa + T MF 5,

= (P glanimn + gl + 71 F0us, )
= MR(q,a7g7F7r)'

Para o item v)

R(q, 0,1+ g2, Fy + Fo,1) = 175 |l gu + gall gy + 77091 + g2l e+
+rllE A+ Pl Go g,
< lgallzam + 1 gn @ + IF ooy
+ 1774l gollas,) + TN gallLrecs + I E0n s,

= R(q7aagla Flur) + R<Q7a7927 F27T>‘

Para o item vi)

R(q,a, 9, F,1) = ||gllza) + 19l L1 + 1 Fllcon )
= ' 4lgllos,) + N9l e + 1F 00,

1
= _R(Qaaaga Fa T)'
r

Para o item vii) note que pelo Lema 2.3 e por Holder

l1—a

11—« l—a 1
< B B gl agsy

—«

_l-a
P gl s < B gl g

1l q_q-n a2 g
=By Tt Z||g||Lq(Br):|B1|1 ar? ZHQHL‘I(BT)'

E, usando Holder novamente como fizemos na prova do item ii)

2(1-2 1 9. n
P9l g ) < 1Bil 7?59l o,

29
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Dali,
q 2(1-2 *
R( a0 P ) = lglyg g+ lallreiay + 71 e,
1 9 n 1-1 o_n *
< |Biler™aligllzas,y + |Bil " or™ e llgllas,) + 71 E o0z,
1 1=
< (L+|Bils + B "9)R(q, a, g, F, ).
Para o item viii) note que 1 > @ > «, > 0. Como fizemos na prova do item
iii)

THFHZO,%(ET) < 27’HFH20,O¢(§T).
E, pelo Lema 2.3

1—1
q

gl prea s,y = [Bil 1 gl o, ).

Dali,

q 2(1-2 a *
R( %0000 Fr) = Plglg g, + 7 Mol + 11 o,

1l 9 n _1 9. n %
< |Bilir* e lgllLas,) + |Bi|' T ar? “[lgllLes,) + 27| F |00,
1 1—-1.=
<2+ |Bifs +[Bi] 7 9)R(q, c, g, For).

Para o item ix)

2-4 e *
R(q, v, 9, F, By(x0)) = 5~ ¢|lgllza(mowoy) + 8" N9l 10 (mowo) + SIFlE0.0 B mo)

1-2 a *
(5 {9l Lo(B.@oy) + 8" lgll LB (@o)) + HFHCO»a(ES(xo»)S

< (Igllzem + lgllzraw, + 1 Fllcoe, )s

= R(q,a, 9, F, 1)s.

Finalmente, quando €2 = A, ,, basta usar que |A%71|9 < |B4]?, com 6 > 0, onde

foi usado Holder nas estimativas acima e os demais calculos sdo idénticos. ]

2.4 Convolugoes

O que segue abaixo serd necessario para provarmos a existéncia de solugao
para a equacao linear da forma divergente, nao homogénea e com termos ilimitados. Para
isto, é necessario regularizarmos os termos através de convolugoes. Nesta se¢ao expomos
as convolugoes e suas propriedades utilizadas por L. Rosales em (ROSALES, 2019) para
provar a existéncia de solugao no caso homogéneo, a qual nos inspiramos para resolver o

caso nao homogéneo.
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CerP T,

0, o[>
escolhida tal que ||v||p@ny = 1. Para 6 € (0,3) denote vs(z) == sv(%) e defina s :
R™\ {0} — R™ por

E
A\
|| N D=

Defini¢ao 2.6 (Convolugoes) Seja v(z) = { € C°(By), com C

vs(x) == (1 — 46)[z] + 30) = =

— 46 x+35—
7 (1 )

|z]
Temos as sequintes definicoes:

i) Dado d € Ll(A%,l), estendemos d(y) = 0 para y € R™\ A1y e defina a convolugdo
usual d x vs : R™ — R (No caso de convolugdo de campos vetoriais, convoluimos
cada coordenada). Também definimos a convolug¢io com peso d®vs : R"\ {0} — R
por d ® vs == ((d % v5) 0vs) - Jvs, onde Jvys := | det(Ds)l;

ii) Dado B € CO’Q(Z%J), estendemos B(y) = 0 para y € R™ \Z%,D defina B % vs :
R™\ {0} — R™ por

Bxvs == (Dy; ") ovs - (B ® vs).

Observagao 2.2 Note que v5 : R"\ {0} — R"\ {0} U0Bss ¢ um difeomorfismo de classe
C, cujo inverso € dado por

-1 L |y‘ —30 i
Além disso,

a) 1< [z =1 -0 < [y(@)] < o] -6,
b) 5 <|z]<1=3+406<|p(x)<1-46;
¢) 0<|z]<i=0<|yp)|<5+0.

Lema 2.4 (Lema Técnico) Sejam o € (0,1), B € C%%(A
J € (0, %) as convolugoes satisfazem
i) dxvs € C*(R"), ||d*116||L17a(A%y1) < ||d||L1,o¢(A%yl) edxvs — d em Ll(Aévl), quando
0\ 0;
i) d®vs € C*(R"\{0}), ”d@‘)UJHLL&(A%J) < Q"HdHLm(A%J) ed®vs — d em Ll(A%J),
quando 6\, 0;
iii) B xvs € C®(R"\ {0}), ewxiste constante universal positiva C' = C(n,«) tal que
| B * vs]| co.a Ay, ) < C’HBHCOQ(Al ) €Bxv;— Bem LI(A1 1) quando § \, 0;
(iv) Se B e d sao FNP em Ai g, entdo Bxvs e d®vs também sio FNP em Ay ;.

) edE€ Ll’o‘(A%,l). Para

1
27

Demonstracgao:
i) Como d € L'(R") e 0 < vs € C5°(Bs) entao d *x vs € C*°(R™). Sendo ainda v;
aproximagdes da identidade temos que d* vs € L'(A1 1) e d*vs — d em L'(Ay ),
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quando 0 N\ 0. Sejam = € R" e p € (0, 00) fixados. Temos que

1 1
e [ iy < A [ (= 9l )ay
P Ay 1 NB, () P A} 1NBp(@) Rn

1
~ [ G [ =2 e
n \ P A%,lme(z;)
= )
_ d(w)|dw |vs(2)dz
/" <pn1+a A%ylﬁBP(mz)| ( )| 6( )

/ Jdllsocay yes(2)d=

— Hd”Ll’a(Al 1).
27

N

/N

LOgO, Hd*U(;HLl,a(A%J) < ||d||L17a(A%’l)'

Como 5 € C®(R™\ {0}) é um difeomorfismo, d % vy € C°(R"), det € C®°(R™) e
| -] € C®(R\ {0}), temos que d ® vs € C*(R" \ {0}). Note que

5.. x.x<
Ds(x) = 1—45]In+3(5<i— ZJ) .
=0 =S+ 3N ~ e )
Assim, 75 — = e Dvs — I,,, uniformemente em Z%J, edx*vs; — dem Ll(A%J),
quando § \, 0, portanto, d ® vs — d in Ll(A%’l), quando § N\, 0. Fixe x € R™ and
p € (0,00). Note que para y € Ay ; N B,(x)

T
oL < —yl.

x|yl

Assim, pela Defini¢ao 2.6 obtemos uma estimativa Lipschitz para ~;

i_i‘ < (1+86)|z —y|

xr) — < (1 —46)|x — +35‘

< (14 89)p.

Logo, pela Observagao 2.2, pela estimativa Lipschitz para 5 acima e como § € (0, %),

temos
Y5(A1y) = A%ﬂi,lfé C A%,l

29

V5(A1, N By(x)) C Ax i N Bayss)(1s(2)) © Axy 0 By (v5())-

Se x = 0, acima fazemos 75(0) = 0. Usando isto com a Defini¢ao 2.6, obtemos
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p# / (d @ v5) (y)ldy =—— / R

NB,(z) P 1 1NBp(2)
1
e (5 v5) )
p 15(A) NB,(@)

1
= pn—l—l—a

/ (= 15) )y
A%ylmB(1+86)p(’75(l’))

S| (d * o) (w)]
S oo d*vs)(y)|dy
(20)" 71 Sy B (as(a)

<27’L—1+a||d*/U5||Ll,a(A%,1)
<2"||d|| prega, -
5
LOgO, Hd@v(;”l/l,a(A%’l) g 2n||d||L1,a(A%’1)-

Note que v; - € C®(R"\ {0} UdBs;s), 75 € C°(R*\ {0}) e ¥ ® vs € C®°(R™\ {0}),
donde concluimos que b’ x v; € C*°(R™ \ {0}). De forma explicita

1 36 (52-]- (%(ﬂﬁ))i(%(lf))j) _

(Djlei -5 7)) o vs(x) = m%’ (1 —46) \ |ys(2)] 75 ()3

Novamente, como ;5 converge suavemente para a identidade em A: |, quando 6 \, 0,
2 b

obtemos
(Djlei -7 1) o5 =ei - (Dj(;51) o) = e (e - ([Dys]™H)")

%ei-(ej-ﬂn)zei-ej:{

1 ,sei=7
0 ,sei#j

uniformemente em Z%,p quando § \, 0, para cada 7,7 € {1,...,n}. E, V/ ® v; — b’
em Ll(A%’l). Usando isto e a Definigao 2.6, obtemos
bxvs =3 ((Dj(ei i) o %> (¥ ®vs) — b em LY(A, ),

=1

quando ¢ N\, 0 para cada i € {1,...,n}. Agora, usando a definigao da norma C%“ e

a Defini¢ao 2.6, calculamos para cada i € {1,...,n}

)

Nl

[ % vsllcnaa, ) < Z I(Dsei-757)) 0 sllonecay ) 1 % vs) 0 sllonea

N Ivsllcoac, -

[
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Também calculamos, usando novamente a definicdo da norma C%

) = I % 05) 0ol e, )+
+  sup (v *05)(%(5"336)_—;‘127 * 05) (7(y))

x,yez% LAY

1V vs) 0 Ysll o, |

Nl

= ||t UJ)HLOO(Z%HJJ)_'_
(V% vs) (7s()) — (U % vs) (vs ()] 175 (2) = 75 (y)|*

+ sup
175 (x) — s (y)|* |z —y|

xvyEZ% 1ITAY

< ”(b] *U(;)HLOO(Z%JF(H—&)_'—

| Y5\ T _75(3’/ °
N C ET
2+o TYEAL | FY Y

5(2) =@ | |,y
||bj * U6||CD’°‘(Z%+5,1—6)

<max 1, sup -
z,yeA%J;x#y |‘T y|

para cada j € {1,...,n}. Das expressoes explicitas de D~s, (D;(e; - 75_1)) ovs e a

estimativa Lipschitz para 7s acima, existe constante universal positiva C' = C(n, «)
tal que para cada ¢ € (0, %) temos
s (2) — s (y)|*
%8l cneca,

I(Dstes ") 0l congay a1, sup DL
2 zy€Ay ety r—Yy

<C

para cada i,j € {1,...,n}. Estes trés calculos implicam

16" % vsll oz, |
27

n
) < Czl ||bj * v5||CO’a(Z%+5,1—5)
j=

para cada i € {1,...,n}. Resta entao verificar que

V)

(1

[t *sllcoeqa, ) S 1]l oo

Para isto, sejam x,y € A%H’lﬂ; com x # y. Temos que

- | / bz — 5w)5inv(w)5ndw

|(07 * vs) ()] :’ /n V(x — 2)vs(2)dz

= /n It (z — ow)|v(w)dw = /B b (2 — dw)|v(w)dw;



35

comow € By ex € Z%+5,1—5 entao r — ow € Z%J, portanto

= @ < Wlmiry, [ ot = P limgry

Segue que
Hb] *U(SHLOO(Z%+5,176) < ”b]“LOO(Z%,l)

Agora, analogamente ao que fizemos acima

0 <)) = @ <o)l =| [ V=2t = [ D= 2ustes
| [ 02 -y - 2usta)

= | |V(z—dw) — b (y — dw)|v(w)dw

By
Note que ‘ ‘
e —buw) Dy —w) _
|I _ y|a = [ ]C&(A%’l)
Dai,
07 5 5)(0) = O = ) )] < fo = ol Wl | ol
= [V * Ué]oa(z%&l 5) < [b]]CQ(Z% )
Logo,

Hb] */U(SHCO’O‘(Z%J'»(S’lfé) < ”ijCO,a(Z )*

iv) Para provar que B xvs e d ® vs sao FNP em A%J fazemos dois passos. Primeiro,
checamos usando a defini¢ao de convolugao que B xvs e d*vs sao FNP em A 1515
De fato, seja 0 < ¢ € C&(A%H’l_(;)

/

(@4 @6l = 0 o) (0D ) o

Lysi-s i=1

- /R i ((d *vs)(2)C(x) — é(b" x U(;)(:U)D,-C(x)>da;
= e /n (d<x —y)us(y)C(z) — gbi(m - y)vé(y)DiC(x))dydx
- / vs(y) ( / (d(w —y)¢(x) — z: b (x — y)Di((x)) dg;> dy

_ / o(2) (/ (d(a: _ 52)C(x) — i bz — 52)DiC(x)>dac) dz
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| |
—
T

(d C(w+0z) Zb’ )DiC(w + 52))dw>dz
(/R (d (o f)w sz DiCo £) )) )dz
(/R( )(Co f)(w Zbl Di(Co £.) )) )dz,

onde f.: By — R", f.(w) =w+ dz. Note que 0 < (o f. € CI<A1 1)s Dois

d(w

supp(C o f.) C supp( — 6z CC Aty 5—02C A1,

Dai, como B e d sao FNP em A%,lv temos que

/

n

(@< vs)(a)cte) = S0+ ) Dic(o)

L4s1-6 =1

:/Blv(z)(/ml(( (Cofo)tw Zb’ Dico f)(w) )du )a:

<0.

Agora, usando a Defini¢ao 2.6 vemos que para 0 < ¢ € C} (A1)

n

/A ((d @ vy)(@)(w) = 3 (0" * vzs)(:c)Dig(x)) d

1 i
7.1 =1

_ /A ((d 5 05) (@) (¢ 075 ) () T (x) )

—ZA (2

,1 j=1

ei 5 ) (18())) (¥ vs) (v5(2))(Di€ © 751)(%($))J%(93)) da

((d*m(y o) — 3 Dyles 4 ) v5)(y )<Dicom;1><y>)dy

1,7=1

—Z(bj*va ZD (ei =75 ) W)(DiC o v5 )(y))dy

n

((d o)) o) (W) — S %) W)Dy(C o vglxy))dy <0,

L4815 Jj=1

jdque 0 < oyt € C&(AéJr&l_é) e Bxuvs e dxuvs sao FNP em Ay 5, 5.
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3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Listamos abaixo os principais resultados provados neste trabalho. Lembramos
que o operador linear da forma divergente L é dado por (4). O primeiro prova a existéncia
e unicidade de barreiras e nos da algumas propriedades geométricas destas. O segundo
prova uma versao quantitativa do Lema de Hopf-Oleinik. O terceiro prova a regularidade
Lipschitz interior para um Problema de Fronteira Livre (PFL), com estimativa. O quarto
prova uma estimativa interior e uniforme do gradiente para um problema de propagacao
de chamas. A dependéncia das constantes universais nos teoremas abaixo sao dadas em

observagoes logo apds os mesmos. Escreveremos daqui em diante d,.(z) := dist(z,0B,).

Teorema 3.1 (Existéncia e Geometria das Barreiras) Sejam ¢ > n, o € (0,1),
M >0, A,B,F € C*(A;,), C € LY(A;s,), d,g € L(Az,) N L*(Az,). Além disso,
suponha que A é \-UE, B e d sao FNP em Ar .. Entdao, existem unicas I'y € CI’B(Z%W),

onde [ := min {a, 11— %}, solugoes fracas de

LT =g+div(F) em A:, LTy =g+div(F) em A:,
=0 sobre 0B, =M sobre 0B, (20)
r-=M sobre 0Bz ry=0 sobre OB:.

Além disso, existem constantes universais positivas Cy, Cy, Cy e Cy, tais que

a) para todo x € OB,, v, := —an Y E OBy e, = \_ZI

1 I 1
- CIM_C?)R g,O&,g,F,’I" < 0 ('I) < - CQM+C3R g,OZ7g,F,7" (21)
r 2 ov, r 2

: . ol .
e as mesmas estimativas valem para —(y). Em particular, se

Oy,
q &
R - F < _M7
(27 a7 g7 7T) 203
temos oM o O\ M
1 — 1
<22 < < )=
0< 2 r 8ux(x)\ (02+ 2) r
o ory
e a mesma estimativa vale para ——(y);
Oy,

b) para todo x € Az,

1 1
- (@M - 03R<§, a9, F, r))dr(a:) <T_(2) < -Gy (M+R<g,a,g, F, r))dm)
(22)

e as mesmas estimativas valem para I'y trocando-se d,.(x) por dx(x). Em particular,
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se
q Cy
Z < =
R(27a7g7F7T) ~ 203M7
temos Cu M o
0< S ) <1_() < (03+ ;)—d< )

e a mesma estimativa vale para I'y. trocando-se d,(x) por d:(x).

Finalmente, se g € Lq(Agjr), com q > n, todas as estimativas acima $ao

validas substiuindo-se R(%, a,q, F, 7’) por R(q,a, g, F,r).

Observagao 3.1 (Dependéncia das constantes no Teorema 3.1) As constantes
Cv ¢ Cy dependem de n, X, B, | Alwacr, o IBimacs, o ICH, 2
2,7‘

r28||d HLﬁ(Ag,T) e r1+ﬁHd|lL1,B(A%’T ne depende den, )\, B, ||AH00,B(Z%’T)’ THBHZ*W(Z%,T)’

rﬁ||C’||L1,5(A%J.) e r1+ﬁ||d||L1,5(A%‘7l); Cs € como Cy, trocando-se apenas ||C|| s por ||C| 1=

e adictonando-se q.

Teorema 3.2 (Lema de Hopf-Oleinik Nao Homogéneo) Sejam q > n, a € (0,1),
0<ueCB,)NH} (Br) solugdo fraca de Lu < g +div(F) em B,, A, B, F € C**(B,),

loc

C € LYB,), d,g € L3(B,) N L"(B,). Além disso, suponha que A é \-UE, B e d sio

FNP em A: .. Entao, Vp € (0, -%5), existem constantes universais positivas Cs, Cs e Cy,

tais que, para todo x € B,

o (o

Em particular, se zo € 0B,, u(zg) = 0 e existe 9%(xo), onde v := —Tegs €ntdo temos que

<][ % updx)’l’ < G%(W +R< 0.9, F, r>) (24)

Além disso, se Lu = g+ div(F), ou mais geralmente,

vi) an(bear) e e

N3

—|g| + div(F) < Lu < |g| + div(F),

1
P
(][ updx) por Sup u.
Br B%

2
Finalmente, se g € LY(B,.), com q > n, todas as estimativas acima sao vdlidas

podemos trocar

substiuindo-se R<g, a,g,F,r) por R(q,co, g, F,r).
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Observagéio 3.2 (n=2) Quando n = 2 no Teorema 3.2, fazemos a sequinte identi-

ficagao "5 = oc.

Observacao 3.3 (Dependéncia das constantes no Teorema 3.2) As contantes
CS) CG € C? dependem de n, )‘ B; q, P, ||A||COB )’ 7“HBHCO[E )’ 7nﬁHC(HLm

r28||d|| e T P|d| 1.5,y onde B = mm{a, 1- q}.

(Br)’
L2(1*5> (Br)

Observacao 3.4 Na verdade, apenas as sequintes reqularidades sao suficientes: A €
L>(B,) N C*(A:,); B,F € L(B,) N C**(As,) ed,g € L:(B,) N L**(Az,). Como
as duas primeiras podemos incluir em um 1nico espago, C%%(B,), e a dltima devido a

definicao de R e R estarem sobre um mesmo dominio, o fazemos para simplificarmos a

notacao.

Observacao 3.5 Como consequéncia das provas dos Teoremas 3.1 e 3.2, obtém-se de fato

as estimativas (21), (22), (23) e (24) (e portanto, todas as estimativas nestes teoremas)

com R(g,ﬁ,g, F,T) em vez de R(g,a,g,F, 7’). Dai, podemos trocar R(g,ﬂ,g,ﬂr)

2’
R(g,ﬁ,g, F, 7") por R(q,a, g, F,r), pelos itens vii) e viii) da Proposicdo (2.3).

por R( a, g, F, 7’), pelo item iii) da Proposi¢ao 2.3. E se g € L%, podemos trocar

Dada uma fungao u definida em B,, denotaremos B, (u) := B, N {u > 0},
B, (u) == B, N{u < 0} e F(u) := B, N d{u > 0}. Suponha que u seja continua e 0 < h

r

uma funcao limitada em F'(u), definimos abaixo a Condigao de Fronteira Livre (CFL)

Vu™| < h em F(u).

Figura 2 - Condicao de Fronteira Livre.

F(u)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 3.1 Dizemos que |Vu™| < h sobre F(u), se para todo yo € F(u) e 0 < ¢ €
CY(Bs(yo)), com 0 < § < d.(yo), yo € F(p) € C' e o € C*({p > 0} N Bs(yo)) que toca
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u™ por baizo em vy, tem-se
dyp

%(?Jo) < (yo),

onde v € o vetor normal unitdrio apontando para o interior de {¢ > 0}.

Teorema 3.3 (Regularidade Lipschitz de Solugoes de um PFL) Sejamq > n, a €
(0,1), u € C°B,) N H. (B (u)) solugio fraca de

{ Lu=g+div(F) em Bf(u) (25)

IVut| < h sobre F(u)

com h limitada, A, B, F € C**(B,), C,g € LY(B,), d € L*(B,) N L"*(B,). Além disso,
suponha que A é \-UE, B e d sao FNP em B,. Entdo, u™ € C’O’l(E%) e existe constante

unwversal positiva Cy, tal que
i 1 1—
VU™ || Lo (m,) < OS(SUP h+ —[lull oo (5t )y + =B, 2, g, F, 7“))- (26)
2 F(u) r 2 r

Finalmente, se adicionarmos a hipdtese 0 € F(u), entao vale a estimativa sem

1
o termo ;HuHLOO(B%(u)).

Observacao 3.6 (Dependéncia da constante no Teorema 3.3) A contante Cy de-
pende den, A, B, 4, | Al IBlloos s PICH w2 o L 12

7‘1+6||d||LLB(BT), onde [ := min {a, 1— %}

€
L1i- H(B L2(171ﬁ) (Br)

Teorema 3.4 (Flame Propagation) Sejam ¢ > n, a € (0,1), 0 < u. € C°(B,) N
H} . (B,) solugio fraca de Lu. = B:(u.) 4+ g + div(F) em B,, onde B.(t) = Lxjoci<s},
T>0,AB,FecC"(B,) eC,d,gec LiB,). Além disso, suponha que A é \-UE, B e d

sao FNP em B,. Entao, u, € C’l’ﬁ(E%r) e existe constante universal positiva Cy, tal que,

para € € (0,7), temos que

1 1—
Ve[ e sy) < C9<1 + T + ;”usHL"O(B%) + ;R(q,a,g, F, 7”))- (27)

Em particular, se {u.}. € uniformemente limitada, entio € uniformemente Lipschitz em
B:.
2

Finalmente, se adicionarmos a hipdtese u.(0) = €, entdo em Bz, vale a esti-

mativa sem o termo ||u.|| .

Observacao 3.7 (Dependéncia da constante no Teorema 3.4) A contante Cy de-
pende de n, A, B, a4, | Al TIBliwsis, I e rlld] =, onde

COB (B'r);
g = mm{a, 1— E}'

Co8(B L%—LB(BT)
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Observacao 3.8 E claro que os teoremas acima ainda sao vdalidos se mudarmos o centro
de A%,T e B, da origem para um ponto xq arbitrdrio, por translagao (veja por exemplo, a

Proposicao 5.3).

Observacao 3.9 Como consequéncia das provas dos Teoremas 3.3 e 3.4, obtém-se de fato
as estimativas (26) e (27) com R(q, 3,9, F,r) em vez de R(q,«,g, F,r). Dai, podemos
trocar R(q, 3,9, F,r) por R(q,a, g, F,r) pelo item iii) da Proposicdo (2.3).
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4 RESULTADOS AUXILIARES

Nesta secao colocamos praticamente todos os resultados que servirao de
alicerce para a prova dos resultados principais. Alguns enunciamos em A%J ou Bj na forma
que iremos usar, verificamos a compatibilidade do enunciado com o que esta disponivel na
literatura referenciada, logo apds, utilizando-se scaling, escrevemos suas versoes em A%m
ou B,, respectivamente. Como é o caso do

1) N Hl(Al 1)

) 27

Teorema 4.1 (Principio do Maximo Fraco) Sejam ¢ > n, u € C°(A

N|=

solucao fraca de Lu < g+ div(F) em Ay, A€ LOO(A%J), B,C,F € Lq(A%’I) ed,g €
L%(A%J). Além disso suponha que A é \-UE, B e d sio FNP em Ay, e
1Bllzacay ) +1Clzacay ) < K-
Entdo eziste C = 6’(71, A\, q, k) tal que
. > . o\ =~ p . )
iz it () C(Molysea, )+ 1Flincay ) (25)

Demonstracao: Note que a limitagao das normas L¢ de B e C' pode substituir a condigao
(8.6) no Teorema 8.16 de (GILBARG; TRUDINGER, 1983) (Isto j& é observado pelos au-
tores logo apds a prova do teorema). De fato, pela prova do Teorema 8.16 de (GILBARG;
TRUDINGER, 1983) chega-se a seguinte estimativa

(8:41) Jwlzza, ) < C(mIBllzzay s €2, )

onde w satisfaz

(8.42) /A

L34, ) <2\ e ||F\||Lq(A1 ) < A Dal, se aplica o Teorema 8.15 de (GILBARG;
1, bR
TRUDINGEﬁ, 1983) a w e obtém-se

<<AVw, Vi) — (B +C, Vw>n> dz < /A (gn 4 (F, Vn>>d:c,

1
1 1

[N

com |[g]

sup w < C(n,q, HEHL%(Al 1)) (1 + Hw||L2(A%71)),
?’

Ay
21

— ~ -2 < ~ -1
onde = XZ|B+CP+ (10, \HIFlsacay ) VFP+ (18050, HIFNescay ) 131

Além disso,
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1Foca,
2+

1B ecay )
X

Nl

)

— 2
I8l < A2(IBllzacay )+ IC1acay )+ —
b (190,54,

l,50s,.

Pl

11,34,
2

<A 224+ 141=)22k*+2.

Portanto,
supw < C(n, A, q,k)
Ay
27
CAak)  Podemos entdo aplicar o Teorema 8.16

e a constante da estimativa é dada por e
de (GILBARG; TRUDINGER, 1983) para obter
() < sup ™ C{Jgls )+ IFlncsy ),

Aq
21 2

onde C' = C (n, A, q, k). Dai, o resultado segue multiplicando a ultima desigualdade por
]

—1.
Vale ressaltar que no Teorema 8.16 de (GILBARG; TRUDINGER, 1983), como
Mas pela prova vemos que isto nao

enunciado, a constante dependeria de ||d| L34, )
1,
27

acontece pela hipotese de B e d serem FNP em A%,y

Teorema 4.2 (Principio do Méximo Fraco Escalonado) Sejamq > n, u € C° (Zgﬂ,)
NH'(Az ) solugio fraca de Lu < g+ div(F) em Ar ., A€ L®(A:,), B,C, F € Li(Az )
ed, g€ L%(A%m). Além disso suponha que A é \-UE, B e d sio FNP em A: , e

< k.

7“1_%||B||Lq(A%,r) . rl—%||0||Lq(Agﬂ,)

Entdo eziste C = CN'(n, A\ q, k) tal que
. > . =) = 2(1,@)
i it )6 Dl o

+ TI*%HFHLq(A%,T)).
2"

u(

) ¢ CO(Z%J) M H'(A1,). Pela Proposicao 2.1 temos

Demonstracao: Seja v(z) =
que v é solucio fraca Lv < g+ div(F), A é \-UE, B e d sdao FNP em A%J. Pelo item iii)

da Proposicao 2.2 temos
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1_,
%T HC”Lq %,« SkT

J— —_— 1_7
IBllsocay )+ 1Clsncay =7 1B s
Entao, pelo Principio do Méximo Fraco (Teorema 4.1), existe C=C (n, A\, q, k) tal que

inf v > inf p—v—)-—cj(ngnL%@41J«+|ﬁfHDqA%J)). (30)
js

11 041,
Logo, usando a definigao de v, o item iii) da Proposi¢ao 2.2 e (30), obtemos

inf u =7 inf v > inf (—(rv)”) — C’?"(HﬁHL%(Al )T HF”Lq(A% 1))
71 ’

A%’T A1 1 8141 1
— 1 - 1_2j ~
= ot (=07) = Gr(r ¥l 47 1P, )
B o Af20-n =7
= a}4nf (—u™) C( HQHLQ(AT ) +r FHLq Ag.r) )

NH

O seguinte Principio da Comparacao é obtido a partir do Teorema 3.2.3 de
(PUCCI; SERRIN, 2007), no qual B = d = 0, utilizando-se do fato de B e d serem F'NP
para reduzirmos a uma equagao nesta configuracao. Este teorema é essencial no Lema

de Hopf, onde as solucoes sao apenas H} nos conjuntos onde iremos aplica-lo. Portanto

loc
este teorema nao pode ser substituido pelo Principio do Maximo Fraco, enunciado acima,

onde as solucoes devem estar em H'.

loc(A )
solugdo fraca de Lu > 0 em Ar,, A€ L*(Az,), B,C € LY(Az,) ed € L2(A§7r). Além
disso suponha que A é \-UF, B ed sio FNP em Ar .. Seu <0 sobre 0Az ., entao u <0

em A%,r.

Teorema 4.3 (Principio da Comparacgao) Sejam q > n, u € C’O(A .) N HL

Demonstragao: Definimos Ay, By : Ar ;. X R* x R™ — R" por
Ai(z,2,8) = A(x)§ + B(x)z e Bi(x,z,€) := C(x)§ + d(x)z.

Neste caso, u é solugao 2-regular, isto é, A (-, u, Vu) € L, .(Ar ).
Como na prova do Teorema 3.2.3 de (PUCCI; SERRIN, 2007), suponha que
sup,, u=:V >0etomel € (4,V). Defina ¢(t) := (t — )" e p = P(u) = (u—1)7.
5T

Para N > [ defina ¢ o truncamento de ¢ no nivel IV, ou seja,

on(7) =

{(u—l)*, u<N
N—I, u>N
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Temos que py € HCI(A%T) N CO(Z%J,) e oy = 0.

Seja @, a regularizacao de @y, isto &, @y, == pp * @, onde py(z) == 75 p(£)
1
Coelel?-1, |{L‘| <1
p(x) = )
0, |zl =1

com constante Cy escolhida tal que [|pl|L1(gny = 1. Temos que pn, € Cj(Az ) e onp = 0.
Além disso, upn, € H Cl(A%ﬂq) N Co(ﬁ%m) e upny = 0 para h suficientemente
pequeno. De fato, em pontos tais que u(x) > 0 nao ha o que fazer. Seja z( tal que

u(xp) < 0. Iremos provar que ¢y ;(z9) = 0 para h suficientemente pequeno. Sabendo que

{onn >0} = {z;0 =y +2,0n5(y) > 0 e pu(2) > 0},

suponha que ¢y, (7o) > 0 para hy — 0. Entao existem y, z; tais que zo = y + 2,

on(y) > 0 e pp,(2x) > 0. Por continuidade
0> u(xo) = uly + zx) = ul(y) >,

o que nos leva a uma contradigdo. Assim, por (7), temos que para h suficientemente

pequeno

/ (dugps) — (B.V(uon)) ) < 0. (31)

»
27

Por hipdtese

/

-,
-,

Dai, por (31) e (32), para h suficientemente pequeno

/

Podemos agora proceder como na prova do Lema 3.2.1 de (PUCCI; SERRIN,
2007) para obter
/

((AVU, Vonn) + (B, VgoN,h>u> dr < /

. ((Q Vu)pnn + duth) da

T \T

IR
(V]

((AVU, Vonn) + (B, V(ugpth))>dm < /

((B + C, Vu)pn, + duSON,h>d$
A

T T

[
NS

AV, Tpwa)de < [ (B4 Tuppradat [ (dupwa)~(B, T (upwa))) o
. A A

T T

NI
NI
[

(32)

(AVu, Voypydr < / (B+ C,Vu)pn pdx.
A

,T T

[
[

(A(z,u, Vu), Ve)dr < / [B(z,u, Vu)| " pdz,
A

T
27 T

[
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onde A, B: Ar . x R x R" — R" sao dadas por

Az, 2,8) .= A(x)¢ e Bz, z,&) = (B+C)(z).

Temos que A e B satisfazem a condicao (3.2.1) de (PUCCI; SERRIN, 2007),
coma; = A\, ag =0, b = |[B+C|eby =0 Tomando e = 1—%VemosqueB+C€
Li(Az,) = Lli—e(A%J_)' Portanto, pelo Teorema 3.2.3 de (PUCCI; SERRIN, 2007), u < 0

em Ar . n
29

Observacao 4.1 E claro que o Teorema 4.3 ainda € valido se mudarmos o centro de A%m
da origem para um ponto xo arbitrdrio, por translac¢io (veja por exemplo, a Proposi¢ao
5.3).

Outro teorema importante é a Desigualdade de Harnack, nas suas duas versoes.
Iremos uséa-lo diversas vezes, por exemplo, para dar altura as nossas barreiras na prova do
Lema de Hopf e no PFL. Aqui também enunciamos suas versoes “unitarias”’e escalonadas.
Comecamos com a Desigualdade de Harnack na sua versao fraca. Abaixo, quando n = 2

fazemos uma identificagao "5 = oc.

Teorema 4.4 (Desigualdade de Harnack Fraca) Sejam ¢ > n, 0 < u € C°(B;) N
H} _(By) solugdo fraca de Lu < g + div(F) em By, A € L*(B,), B,C,F € Li(By) e

loc

d,g € L3(By). Além disso suponha que A é \-UE e
[ Al sy + 1Bllas) + [CllLssy + 1l g ., < -

L3 (By)

Entao, para 0 < p < =5 existe C = 6(n, A\, q,p, k) tal que

1

(f )" < &gt s ol 1Pl (33
B
2

Demonstragao: Definimos A : By x RT x R* - R", B: B; x R" x R" — R por

Az, 2,8) = A(x)€ + B(z)z — F(x)

B(r,2,§) = C(x)§ + d(r)z — g(x).

Neste caso, u ¢é solugao fraca, nao-negativa, de

divA(z,u, Vu) + B(z,u, Vu) <0
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Além disso, A e B satisfazem as seguintes condigoes de estrutura:

Condigao (6.1.2); de (PUCCI; SERRIN, 2007):

<A(Z’,Z,€),€> > |§|2 - &22’2 - a2
onde a € L**(B1), az € L*(By), com & = 555
e vemos que a = Z. Supomos que A = 2. Temos que

i)

e € € (0,1]. De fato, escolhemos e = 1— 2

(A)E.€) > 20ef
ii)
1 1 1 1
~{B(@)=,8) < [B@)llél < 5B@)el + Sl = 51B@)=" + el
= (B(@)=,€) >~ B)P2 — Sl
iii)
1 1
(F(2).€) < [F@)llel < IF@)P + 5leP
= —(F(2),8) > ~3|F(@) - e
Dai, por i), ii) e iii),
1 1 1 1
(A(r,2,€),€) > 246 — |B@)P? — IR - 5 F@)P — SleP
1 1
= ¢ - S1B@) — |F (@)

Fazemos ay = 3|B(2)[> € L3 (By) e a = \%|F(m)| € L1(By).
Condigao (7.1.1) de (PUCCI; SERRIN, 2007):

Az, 2, )| < ai[¢] + a2z + @,
onde a; > 1, a@,ay € L"(By). De fato,

Az, 2, )| < [A@@)]|§] + [B(x) ]z + [ F(x)]
< ([Allz sy + DIEN+ [B(z)]2 + [F(2)].
Fazemos a1 = |[A| sy +1 = 1, G2 = |B(z)| € LYBy) C L"(By) e a = |F(x)| €

LY(By) C L"(By).
Condigao (7.1.2) de (PUCCI; SERRIN, 2007):

B(‘T727§) 2 _b1|£| - bQZ - bv

onde by € LY(By), b, € L% (B;) e b € Lz(By). De fato,
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B(x,2,§) < |B(x, 2, )| < [C(z)[|¢] + |d(z)|2 + |g(2)|.
= —B(z,2,§) = —|C(2)|[¢] = |d(2)|z — |g()].

Fazemos by = |C(z)| € LI(By), by = |d(z)| € LZ(By) e b= |g(x)| € L2(B,).
Entao, pelo Teorema 7.1.2 de (PUCCI; SERRIN, 2007), com R = }L, para todo

0 <p <5 temos
1\ 7 ~( . 1
(1) fullrcsy) < c(%fu n K(Z)), (34)

onde
1 1\ 20-9)
(3= (3) ot + (1) W5+ B
1\ 1 A
:(z) TPl + (3) Mollygy + W lmy  39)
T AR + |By|» a ||| F
1 lgll 4 sy T\ 1 7 + | 1’" g 1| 2a(my).
e

—~ —~ 1 1-% 1 21-7)
C=8(mapantmlie (7)) Tloeo (3) o+l )

_ o(n, 0.9, Al oo + 1, 1Bl 1 ClLoco q )
L2(By)

|ul|e(,) == |B;|P<][ updx) ; (36)
2 B

por (34), (35) e (36), podemos escrever

(ﬁ updx) < C(infut gl 35, + I Fllzacony )

By
1 1
5 2

1
51BI”
2

Como

hSAl

[N

onde O = 6(71 q,p, k).
Para o caso geral, basta definirmos A B C d g, F F o= 2A B,C,d, g, F. Temos
que u é solucao fraca de
Lu < § + div(F),

e entao aplicamos a estimativa ja obtida, e neste caso, a constante de elipticidade A\ ¢é
absorvida na constante da estimativa.

Quanto ao caso n = 2, segue da observacao feita logo apds o Teorema 7.1.2 de
(PUCCI; SERRIN, 2007). n
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Teorema 4.5 (Desigualdade de Harnack Fraca Escalonada) Sejam ¢ > n, 0 <
u € C°(B,)N HL (B,) solugio fraca de Lu < g + div(F) em B,, A € L*(B,), B,C,F €
LY(B,) ed,g € L3(B,). Além disso suponha que A é \-UE e

| All=(s,) + ' =TI Blla,) + 4 lIC s, + " lldll g ) < Ko

Entao para 0 < p < -5 emiste C = a(n, A, q,p, k) tal que

1
(f, war)" <&(iptus Pl + 1P lmy). (37)
% 2

u(rax)

Demonstragao: Seja v(z) = ““2 € C°(B;) N H..(Bi), temos que v > 0 e , pela

Proposicao 2.1, é solucao fraca de Lv < g + div(F) em B;, A é \-UE em B, e pelo item

iii) da Proposigao 2.2 temos

[All o B) + 1Bl 2oy + IC o + lldll 3 4

= | Al +1' 70

1-2 2(1—2
)+ Cllsagz + TNl g ) < K

n

Assim, pela Desigualdade de Harnack Fraca (Teorema 4.4), para 0 < p < -5 existe
C = a(n, A, q,p, k) tal que

1
(f, wae)" <C(ipto+ @y + I Flom). (39)
B L
2

Logo, pela definigao de v, pelo item iii) da Proposicao 2.2 e (38),

1 1
<][ updx) :r(][ Updx) < Cr(ipf o+ [Tl + [Fllosn)
r B l
. .

:@OM%H’ Dgllgz +r' 5N F s, )
2

Agora, a Desigualdade de Harnack na sua versao completa.

Teorema 4.6 (Desigualdade de Harnack) Sejam ¢ > n, 0 < u € C°(Q) N H..(Q)
solu¢do fraca de Lu = g + div(F) em Q, A € L>=(Q), B,C,F € LUQ) ed,g € L3(Q).
Além disso suponha que A € \-UFE e

[ Al o= () + 1Bl o) + [1Cllza) +lldll g o < k-
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Entao, para todo ¥ CC Q existe C = a(n,)\,q,k, |Q, N), N nimero de bolas de raio

dist( 09 . .
% necessdrias para cobrir €, tal que

~

supu < C(infu+ gl o, + 1F ooy (39)

Demonstragao: Definimos A : Q x Rt x R — R", B: Q) x R x R" — R por

Az, 2,€) == A(z)é + B(z)z — F(x)

B(z,2,€) := C(x)§ + d(x)z — g().

Neste caso, u ¢é solugao fraca, nao-negativa, de
divA(z,u, Vu) + Bz, u, Vu) = 0.

Além disso, A e B satisfazem as seguintes condigoes de estrutura:

Condigao (6.1.2) de (PUCCI; SERRIN, 2007):

<"4($7Z7€)7€> > |§|2 - &22’2 - Cl2 € B($a27€) < b1|€| + bQZ + b7

onde a,b; € L**(Q), as,b,by € L¥(Q), com o = ﬁ e € € (0,1]. De fato, escolhemos

e=1-— % e vemos que « = Z. Supomos que A = 2. Temos que
i)
(A(x)€,€) = 2[¢]%
ii)
1 1 1 1
~(B()2,€) < [BE)AIlE] < 5IB@)=f + 1P = 5|B@) P2 + ¢l
= (B(z)2,8) > —3|B@)2* — el
iii)
1 1
(F(2),€) < IF@IE] < 51 @) + 51¢P
1 1
= —{F(2),6) > | F@)P - el
Dai, por i), ii) e iii),
(A, 2.6).6) > 206 — 5|B@)P2 — e — 5[ F@) — 5|eP
R 2 2 2 2

1 1
= 6 = 51B@) P2 - SIF@)P.
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Fazemos a; = 3|B(2)> € LF(Q) e a = \%|F(x)| € L1(9). Agora,

B(x,2,§) < |B(x, 2, < [C(z)[|E] + |d(2)|2 + |g(2)]-

Fazemos by = |C(z)| € LY(Q), by = |d(z)| € L(Q) e b= |g(z)| € LZ(Q).
Condigao (7.1.1) de (PUCCI; SERRIN, 2007):

Az, 2, )| < ai|€] + a2z + @,
onde a; > 1, @,ay € L™(R2). De fato,

Az, 2, §)| < [A@@)]|§] + [B(x) ]z + [ F(2)]
< ([[Allzoe@) + DIEN+ [B(2)|2 + [F(2)].
Fazemos a; = ||A||pe) +1 2> 1, @G = |B(x)| € L) C L*(Q2) ea = |F(x)| € LY(Q) C

L™(92).
Condigao (7.2.2) de (PUCCI; SERRIN, 2007):

’B(.I,Z,é-)' < b1|§| +b22+b

Isto ja fizemos acima.

Entao, pelo Teorema 7.2.2 de (PUCCI; SERRIN, 2007), para todo €' CC 2

supu < € (igfu-+ NK), (40)
Q/
onde
K = [lallzo@) + HbHL%(Q) + @l o)
1
= EHF”L‘I(Q) + ”gHL%(Q) + ||F||Ln(Q) (41)

1 11
< lgll g0 + EHQ!” <) F | Lo,

dist(Q',00)
1

N é o nimero de bolas de raio necessarias para cobrir ' e

C = C(m 4, a1, @l @, 101l ooy llaz + ball 5.,

:c(m%umuwm+1w8mwmmcmm»

1
—|B|* + |d
I8+l

L%(Q))

Assim, por (40) e (41), podemos escrever

~

sg/pu < C'(igrzl/fu + ||g||L%(Q) + ||F||Lq(9)>,
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onde C = a(n q,k, |, N).
Para o caso geral, basta definirmos A B C’ d g, F F o= 2A B,C.,d, g, F. Temos
que u ¢é solucao fraca de
Lu = § + div(F),

e entao aplicamos a estimativa ja obtida, e neste caso, a constante de elipticidade X\ é

absorvida na constante da estimativa. m

Corolario 4.1 (Desigualdade de Harnack) Trocando-se, nas hipéteses do Teorema
4.6, Q por B,(xg) e a sequinte limitagdo para as normas dos coeficientes

1Al (5, oy + 775 Bl zaa, oy + 7 NC  zas oy + 7274 ] 9 <k,

By (z0))

temos que, para todo Q' CC B,(xy), existe C= a(n,/\,q, k., N), N nimero de bolas de

dist(QY,0B,(x0))
4

rato necessdarias para cobrir ', tal que

(. 2(1-12) 1-2
sg/pu < C(lgfu +r°t T ||g||L%(BT(IO)) +7r || F| L, xo))) (42)

Demonstracgao: De fato, procedendo como na prova da Desigualdade de Harnack Fraca
(Teorema 4.5), e aplicando a Desigualdade de Harnack (Teorema 4.6) em B;(*?), obtemos

que para todo 0* CC B(*%) existe C = 6(n, A\, ¢, k-, N*), N* numero de bolas de raio
dist(Q*,0B1())

1 necessarias para cobrir €2*, tal que

supu(ra) < O(infu(ra) + 2 Dlgl g o+ P len). (43)

Seja ¥ CC B,(x¢) e defina Q* := 1) cC By (%). Entéo, por (43),

e 2(1-2 -2
supu < C(lg/fU+r( 918 5, 00y T QHFHLQ(BA:):O)))

Q/
e N* = N, pois
N* N*
@ c U Buar om0 (n) = ' C U Busron.ep (rn).
n=1 n=1

O proéximo teorema serd usado em combinacao com a Desigualdade de Harnack

Fraca, para provar que no Lema de Hopf-Oleinik Nao Homogéneo (Teorema 3.2) podemos
1

3

substituir <][ updx> por supu. Enunciamos apenas sua versao escalonada, pois as
T BT

2

verificacoes das hipdteses sao as mesmas da Desigualdade de Harnack.
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Teorema 4.7 (Limitagao Local) Sejam ¢ > n, u € C°(B,) N H},

de Lu > g + div(F) em B,, A€ L*(B,), B,C,F € LY(B,) ed,g € L*(B,). Além disso
suponha que A é \-UE e

(B,) solugdo fraca

1-2 —n 2(1—12
Al + 5 1Bl + 31Ol + 72 Pldl g <
Entao, para p > 1 existe C = a(n, A\, q,p, k) tal que
1
A o\ 200 1-2
SUp <C lutPdz | +r" e HgHL%(B Fr | FllLacs,) |- (44)
5 Br '

Demonstragao: Isto é o Teorema 7.1.1 de (PUCCI; SERRIN, 2007), verificadas as
condigoes (6.1.2) e (7.1.1) de (PUCCI; SERRIN, 2007), como feitas na prova da De-

sigualdade de Harnack. [

O corolario abaixo nos da uma estimativa do tipo Harnack para solucoes fracas
de
—lgl + div(F) < Lu < [g| + div(F),

o que ¢ mais geral que Lu = g + div(F'). Isto é, para tais solugdes, supp, u é controlado
pelo inf, u mais as normas correspondentes de g e F. A prova resulta,2 assim como na
Desigualande de Harnack, da Desigualdade de Harnack Fraca e do Teorema da Limitacao
Local. Devido a uma incompatibilidade entre as bolas destes teoremas a prova nao é tao

imediata, mas esta dificuldade é sanada por um argumento padrao de recobrimento.

Coroléario 4.2 (Desigualdade do tipo Harnack) Sejam ¢ > n, 0 < u € C°(B,) N
Hl

loc

(B,) solugao fraca de
—|g| + div(F) < Lu < |g| + div(F)

em B,, A € L°(B,), B,C,F € LYB,) ed,g € L#(B,). Além disso suponha que A é
A-UE e

1_n _n _n
1Al oo (5,) + 7'~ 7| Bllzas,) + ' "5 ICllzags,) + 7°¢ q)||d||Lg(BT) < k.
Entdo existe C = 6(71, A\, q, p, k) tal que

18 2(1-12) 1-n
s;;uéC'(prgfu—kr a ||gHL%(Br)+r ‘IHFHLQ(BT)). (45)
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Demonstragao: Seja = € Eg e s < 5. Como Lu < |g| + div(F) em B,(r), temos pela
Desigualdade de Harnack Fraca (Teorema 4.5)

(][ updx>p <C’< 1nf u +
By (x) 5 (@)

onde C' = a(n, A q,p, k).
Sendo Lu >
(Teorema 4.7)

NGl g g+ I e )

—|gl+div(F) em Bs (), temos pelo Teorema da Limitacao Local

1
. : § P
A C((][ Upd;E) +T2(175)HQHL%(B r! ‘1||FHLQ(BT)>-

Bs (z) By ()

Entao, por (46) e (47)
sup u < 6( 1nf u—|— 2 %)HgHL%(B 1—7HF”Lq N )
B; () By (
1

. * S . o * . N _T
Seja y € Bz e y* € B tal que gllfu = u(y*). Considere {z;};", € Bz, com

2
N = N(n), pontos tais que r; =y, zxy = y" e ¥; € Bs(x;11), 1 <i<n—1. Assim, por

(48)

u(y) < su uéé(B

o lgll g 5

20D gl +

Logo,

mf)u—l—r (=2

1—n
Dl g, +

2(1-2
= Dllgl, 35, +

1—n
Dllgl, 55, +

gl 35, +

ol gy + 7' 1 Fllaan)

AT Fllas,))

' Flas,) )

L 1P lcon,)

s+ NP o, )

rl—%nFnLq(m)

_n
N 2o, )

rl—EHFqu(Br)).

Al A PP
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Abaixo temos uma estimativa a priori, fundamental para todos os teoremas
que iremos provar. Em especial, para a construcao das barreiras no Teorema 3.1. Mais
a frente, enunciamos sua versao escalonada e logo apds, combinando um teorema de
regularidade interior de C. B. Morrey com esta estimativa e a Desigualdade de Harnack,

obtemos uma estimativa do gradiente interior, que sera usada na prova do PFL.

Teorema 4.8 (Estimativa de Morrey) Sejam ) = A%J ou =By, a € (0,1), ue
Ch(Q) solucdo fraca de Lu = g + div(F) em Q, A,B,F € C%*(Q) e C,d,g € L"*(9).
Além disso suponha que A é \-UFE e

[ Allone@y + 1 Bllcve + 1C0sse@ + ey < k.
Entéo existe C = C(n, \, o, k) tal que

Jullon ey < T (el + lgllzsoe + 1 Fllonem ) (19)
Demonstracao: No Teorema 5.5.5'(b) de (MORREY JR., 1966), tome p = o, G = €,

e=—F, f=gel = Q. Os coeficientes satisfazem as “C*-conditions”: A, B € C%*(I),
C,d € L"*(T) (podemos fazer C,d =0 em R" \ ) com

[ (e + 1wy < (Il + Il )4 o € B, p >0,
T'NB,(x)

Obendo assim, por tal teorema,

HU”cLa(ﬁ) < 5(He\lco,a@ + HfHle&(Q) + HUHL1(9)>

= C(llullzoy + llglroe) + | Flloong)-
onde, pelo Teorema 5.5.2(b) de (MORREY JR., 1966),
C= 5(?% A AN 2o @), 1C] e ) + il Lo @ys @ 1Al go.n @y HBllco,a@))’
donde podemos escrever C' = C(n, \, a, k). n

Teorema 4.9 (Estimativa de Morrey Escalonada) Sejam Q = Ay ou Q = By,
Q. :=7rQ, a € (0,1), u € CY(Q,) solucio fraca de Lu = g + div(F) em Q,, A, B, F €
Co(Q,) e C,d,g € L"(Q,). Além disso suponha que A é A\-UE e

1AN 0@,y + 7Bl + 7 1C e, + 7 d] g,y < &

Entéo existe C = C(n, \, o, k,) tal que



56

liln e,y < C(r " lulsan + r*lgllzien) + 71 Flooa,) ) (50)

Demonstracao: Usando, como antes, a Proposi¢ao 2.1, temos que v(x) := “(:x) €

C'*(Q) ¢é solucdo fraca Lv = g + div(F) em Q, A é A-UE e, pelos itens i) e iv) da
Proposicao 2.2

[Allcoa@ + 1Bllcoa@ + ICLra@ + o)
= [Allto.a@,) * 1BllEoag@, + r1C @) + 1 ldl Lo,y < ki

Entdo, pela Estimativa de Morrey (Teorema 4.8), existe C' = C(n, \, o, k,) tal que
[oll ey < 5<||U||L1(Q) + 19l pre@) + ||F||co,a(§)>- (51)
Logo, pela definigao de v, pelos itens i), ii) e iv) da Proposigao 2.2 e (51),

Hqul,a(ﬁr) = [Jul oo @)t THVUHL(’O(QT) + r”"“[Vu]Ca@) = r||v||cl,a@)

<Cr(l[ollor@ + 7l + I Flconm))

C(rlullzaen + ' lgllzsein + 7I1F 50, )-

Observacao 4.2 E claro que o Teorema 4.9 ainda € valido se mudarmos o centro de €,
da origem para um ponto o arbitrdrio, por transla¢iao (veja por exemplo, a Proposi¢do

5.3).

Corolario 4.3 (Estimativa Interior do Gradiente) Sejam g > n, a € (0,1), u €
CO(B,(z0)) N HY(B,(w0)) solugio fraca de Lu = g + div(F) em B,(x), A,B,F €
C%(B,(x0)), C,g € LY(B,(20)) e d € L2(B,(0)) N L“*(B,(x0)). Além disso, suponha
que A € A\-UFE e sejam

#ld|

VA 05,0y + 7Bl 05,0000 + 7 1€

L5 (Bo(ao) T LT (B, (z0))

+T1+6||d||L175(Br(J:0)) < KTﬁ

1ANE05 B, a0y T TIBIE0.5, (ayy + T IC L1 8B @) + TP N 15, o)) < Ko
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onde [ := min{a, 1—%}. Entdo, u € CYP(B,(x¢)), com s < 1 e existe C = C(n, \, B, ¢, k),

tal que
/1 - .
IVl sy @op < O S lullze@y @y + 7 lgllzmy won + 1Flcoam, @y |- (52)
Em particular, se u > 0 entao existe Cy = Cy(n, A, B, q, K, 3), tal que

1 _n *
I9lngnn < Col ) + ol oo + 1Flonoa gy ) 59

Demonstragao: Pelo Teorema 5.5.4" de (MORREY JR., 1966), se ¢ > "= entao u €

C1(By(x0)) e, tomando s = £, obtemos pela Estimativa de Morrey (Teorema 4.9)

THVUHLOO(B%(QCO)) < ||u||*Clva(§§(:co))

<O(r " ullraagwon + gl gy + I ooz, o) (54

T
2

<C (Il o + 7 Mgl @on + TIF I, o)
2

onde C = C(n, \,a, ko). Dai, por (17) e (54),

r
2

_/1 . )
19y < O Flullmcagiain + 7 Iolecay ooy + 1F oy

—(1 1-2 *
< C(;HUHLOO(BS@O» +r llgllLasy @) + HFHCO,Q(BWO))),

onde C = C(n, A\, a,q, k). Se ¢ < - entdo u € CH'74 (By(x)) e, para s = 5, obtemos
pela Estimativa de Morrey (Teorema 4.9)
IVl sy @y < lullfanz 5, 00

T
2

~( —n 2-2 *
<O(r " Nullorsyeon + 7 190115 (5, oy + T IF D00 2 5 )
2

(S

— 2N *
S C(”””“"(B% o)+ 17 NGl oy THFHCO’I_%(Fr(zo))> ’
2 2
(55)

onde C'= C(n, \, q, km_%). Dai, por (13), (16) e (55),

@) © ||FH0°’1‘3<Bg<xo>>>

—(1 1-2 *
<O ulamimgoon + * Flgllosgnn + 1P lonaa oy )

(S

_/1 Ln
HVumm@%@mszo(;meWBgm»+r ollas
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Para a segunda afirmacao, pela Desigualdade de Harnack (Corolério 4.1)

<l i 2(1-12) -7 )
Bsglzfo) oS C(Blgr(l:fo) urr ! ||g||L%(Br(l’O)) T HFHLq(Br(xO))

(56)
-~ . 2-2 *
<C( inf kgl e + PIF o5, 00 )

570
onde C = a(n, Aa,q kra), seq > e C = 6(n,)\,q, kr,l,%), se ¢ < 7. Agora, por
(52) e (56),

(Al 1-2 *
19wy < O € Futian) + gl con + 1 oo )+

1-2 *
+ gl + 1 onqag o

1 1-n *
= G 2utan) + gl + 1 oo )

onde Cy = Cy(n, A, q, K;.), se ¢ = %= e Cy = Cy(n, A, q, KM,%), se q < . n

—

O teorema abaixo nos da a existéncia e unicidade de solugao para a equagao
linear da forma divergente, homogénea mas com coeficientes ilimitados (com regularidades

como nos teoremas que iremos provar).

Teorema 4.10 (Existéncia e Unicidade devido a Rosales) Sejam o € (0,1), ¢ =
=, A B¢ C’O’a(z;l), C e Lq(A%J) ede L%(A%J) N Ll’O‘(A%’I). Alémﬁisso, suponha
que A é \-UE, B e d sao FNP em A%’l. Entao, existem unicas uy € Cl""(A%’l), solugoes

fracas de
Lu_=0 em A%J Luy =0 em A%J
u_ =0 sobre 0B, uy =1 sobre 0B,
u_ =1 sobre 83% uy =0 sobre GB%

Demonstracao: Veja o Lema 3.3 de (ROSALES, 2019) para a existéncia. Quanto a
unicidade, considere u; e uy duas solugoes e defina u := uy; —uy € Cl’O‘(Z%J). Note que u
é também solucao e u = 0 sobre GA%J. Assim, pelo Principio do Méximo Fraco (Teorema

4.1), aplicado a u e —u, temos que u = 0 em X%J. ]

O teorema a seguir nos garante a existéncia e unicidade de solugao para a

equacao linear da forma divergente, nao homogénea e com termos limitados.
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Teorema 4.11 (Existéncia e Unicidade devido a Gilbarg e Trudinger) Sejam o €
(0,1), A,B,F € CO’Q(Z%J), C,d,g e LOO(A%J). Além disso, suponha que A é \-UE, B e

d sio FNP em A%J. Entao existe unica u_ € Cl’a(ﬁ;l) que € solucao fraca da equacdo

Lu_ =g+ div(F) em Aiy
u_ =20 sobre 0By
u_ =1 sobre 83%

Demonstragao: Veja o Teorema 8.34 de (GILBARG; TRUDINGER, 1983). [



60

5 PROVA DO TEOREMA 3.1

Esta secao ¢é destinada a prova do Teorema 3.1. Listamos uma sequéncia de
proposicoes que constitue o passo a passo para a construcao das barreiras, com as pro-
priedades geométricas descritas no teorema. Enfatizamos que até a Proposicao 5.5 iremos
considerar a equagao homogénea Lu = 0, a € (0,1) e ¢ := -. Removemos esta es-
pecificidade de ¢ a partir da Proposicao 5.6, onde ja teremos a equacao nao-homogénea
Lu = g+div(F). Iniciamos a construgao da barreira com altura 1 em uma anel A L sufi-

cientemente pequeno, comparando com a solu¢ao da equagao com coeficientes constantes.

Proposicao 5.1 Sejama € (0,1), ¢:= %, 0<t<1, A, B¢ C’O’O‘(Zéjt), C e Lq(A%,t),
de L%(A%,t) N Ll’a(A%vt). Além disso, suponha que A é A\-UE, B e d sao FNP em Ay, e

I4llcoary  +1Bllconcy o+ IC0tag )+l 1, + Idllrecay ) < RV

Entdo, existe tinica T'_; € C1*(A: ;) solugio fraca de

%7
LT ;=0 em Az,

' ;=0 sobre 0B, (57)
I_y=1 sobre dB:.

Além disso, existem constantes universais positivas Cy = Co(n, \, k) e tg =

to(n, \, a, k), tais que, para todo t < ty, vg € OBy e v := —‘%O)—‘ temos
or_, Co
L) = =2 58
) > © (58)
Em particular,
or_, Co
) > — = C*’
ov (xO) t()

onde C* = C*(n, \, a, k).

Demonstracao: Pela Existéncia e Unicidade devido a Rosales (Teorema 4.10), o pro-
blema (57) possui tnica solugao fraca I'_; € C’Lo‘(ﬁ;t), vt < 1 (Consideramos o escalon-
amento nos coeficientes da equacao como na Proposicao 2.1 para obter uma solugao I'_
em Ay, depois vemos que I'_(z) := I'_(%) é solugao de (57)). Agora, fixe zy € 0B,.
Sabemos que existe 'y, € C' I’O‘(Z%J) solugao fraca de

div(A(zo) Vo) =0 em Ay,
I'o: =0 sobre 0B; (59)
[y =1 sobre 835.
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Além disso, existe constante universal positiva Cy = Cy(n, A, k) tal que

Ol 4
2 >_
oot (a0) > 2, (60)

onde v := —‘z—g‘. Veja, por exemplo, o Lema 5.1 ou (BRAGA; MOREIRA, 2018).
Pelo Principio do Maximo Fraco (Teorema 4.2) aplicado a I'g; e —I'p; temos

que 0 < Ty <1lem Zg,t- Ainda, pela Estimativa de Morrey (Teorema 4.9)

HFO,tHgl,a(Z 9 < 61; (61)

Nl

onde C; = C(n, A\, a, k). Definindo w; :=T_;—Ty, € CH*(A

fraca de

¢ 1), vemos que w; é solugao

Lwt = —C’VFO,t - dro’t — dZU((A — A(Zﬁo))vr‘()’t + Bro’t) el A%,t

(62)
wy =0 sobre 8A%7t.

Formalmente,

0 = div(AVT_; + BT_,) + OVT_, +dT_,
= div(AVI_, — AVTy, + AV, — A(zo)VLos + A(20)VT, + BI_, — BTy, + BLo,)+
+ OVI_, — OV, + CVTg, +dl_, — dloy + dlo,
= div(AVw, + Bwy) + div((A — A(zo)) VT + By ) + CVw, + CVT + dw, + dlg .

De fato, dada n € C} (A:,), temos por (5)
/ ((Ath, V) + (B, Vn)w, — (C, Vwy)n — dwm) dx
A

t
20t

= [ 1AV Vi)~ (A0, Vi) + (B, VL = (B, V)T~
A

— (C, VT )0+ {C, VTo,)n — T + dlon) da

(
(= ((4 = A(20)) VL0, Vi) = (B, V)T + (C. VLo + dTon ) do
(

~ (=CVTy = dTo) + (—(A = A(20))VTo, — BLo,) V) da.

Pela defini¢ao de w, (60) e a Estimativa de Morrey (Teorema 4.9)

— (AVTo, — A(20)VTo, + A(20) V0,4, Vi) — (B, Vi)To, + (C, VT )y + dro,m> dx
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8F0t 8F,t awt
< ) — ) 4"
200 NS t o (330) t o (330) t o (.2?0)
or_
St “(w0) + V|| oo A, ) (63)

or_, o ¥
<t (w0) + Co (" williagay  + 1 lgllzneca, ) +HFInaga, )
2 20 j,t

onde g := —CVIy; —dly,, F:= —(A— A(z))VIy; — By, e Oy = Cy(n, N\, o, k).
Fazemos agora algumas estimativas. Pelo Principio do Maximo Fraco (Teo-

rema 4.2) aplicado a w; e —w;
—n =~ 177 1,,
el o < COlilzmca o SOl g, )+ 0T, ), 60

onde C = C(n, \, a, k). Usando (61), obtemos

IIgIILg(A%’t) < ||CVF0,t||Lg(A%’t) + ||dF07t||L%(A%7t)

< IV Toullemay IO 8 r,  + Moallzecag ol .

(65)
<Cln, Oé)ﬁ||VFo,tHLoo(A£,t>||C||Lq<A%,t> I Toallzeta, ol 5,
jv

q
L2(Ag )

< Cn,a)ta'Cik + Ck
e

1 zacay ) < (A = A20)) VD 0ull1aca, ) + 1 BLotllzaca, ,)

< O, a)te|[ Vo] reeca, )[4 = Alzo)llze=(a, )+

+ C(n,a)ts ||r0,t||Loo(At’t>I\Bllco,a@% )
< C(n, a)t||[ Vo4 oo (a Ag ) HAHC()a A, )+C<n’O‘)ﬁ“FO,tHL“(A%,t)HBHco,a(z%’t)
< C(n,a)Cik + C(n,a)t«C
(66)
Assim, por (64), (65), (66), e como q = ™= (1 —n= a), temos que
tinHthLl(A%ﬂt) < COy k™. (67)

Agora, usando novamente (61)
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lgllzreca, ) SNOVToullraca, )+ ldlogllreca, )

1
— / |d(y)To+(y)|dy
A%!thP(x)

S O, a)|[VTogllzeea; plICHaca ) + IToullmca, plidllreca, )

< Cn,a)[|[CVEo4l[Loa, )+ sup
2 2€R™;pe(0,400) P

< C(n, a)%k + C1k.
(68)
E, por (68)
t1+a||g||lea(A%7t) < Crkt®. (69)

Usamos o Lema 6.35 de (GILBARG; TRUDINGER, 1983), (61) e o item i) da

Proposicao 2.2 para obter a seguinte estimativa
" Toddcogay ) < Tollinnga, ) < C@OI0ilinag, ) <C@T.  (70)
Por fim, por (61) e (70), obtemos

P e, o < (A =A@ Toillnnga, )+ IBTorlnega,
20t 5

B
= 1A = A@o)) VTl pwa, ) +[(A = A(20)) VT caqa, )+

+ ||BFO,t||L°°(Zt ot ta[Bro,t]ca(Zt )

< Ol )t|Allgoca, HIVTodlleqa, )+

2

+ 1 (HA - A(:BO)HLOO(K% VTodlee, )+ IVTotllmga, A = Azo)lcag, |

2 2

)

190 0slleay o lAllonca, )+

N
l\?\w

Bl plTosllr=c, )+

t

M
l\J

+ﬂ@BmMzﬂm¢m@9+meWLJWM@

Vol oz, y+

t
jt

ol
N+

t
2>

< Cn, )t All o,

-u%ammmmmm%ﬂwmwwq

l\')

ww

o0t oo
+ ¢ (||B||L°°(Z%’t)[FOJ]CO‘(Z%,t) + ||P07t||L°°(Z%,t)[B]CQ(Z%JO

< Cn,a)t* 'Ok 4+ C(n,)t* 'C1k +t*1C1k + C1k + C(a)C1k + t*C k.
(71)
E também, por (71)
P o, < Okt (1)
27
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Logo, por (67), (69) e (72)

ot wrllircay  + 5 lisocay ) + 8 Flinn, ) < C200RE (73
2

Q=

Donde, existe tg = to(n, A\, a, k), to := (%) , tal que, para todo t < £
2 1

al -n 1+a *
C, (t ledllzacag )+ £ llglsnaca, +tHF||Coya(A§7t)) < C. (74)
E portanto, por (63) e (74)
or_, Co
) 2 —
ov (z0) t
|

Lema 5.1 Na verdade temos I'y, € C”(Z%’t) pelo Teorema 8.14 de (GILBARG; TRU-
DINGER, 1983). Além disso, Cy = Cy(n, A, 0), com ||Al|r~@B,) < 0,Vt. E se adicionar-
mos as hipoteses:

i) A € simétrica sobre OBy;

i) (Az)g,&) < AJE]?, VE €R™, Vz € 0B,
entio Cy = Cy(n, A\, A).

Demonstragao: Para isto, definimos A(z) := A(tz) e vo(x) := Lo (tx) em X%’l. Vemos

que vo; ¢ solucao fraca de

div (Z(?)VU(M) =0 em A%J
v =0 sobre 0B
vor = 1 sobre GB%.

Além disso, A é simétrica sobre OB, e possui mesmas constantes de elipticidade
de A (A apenas sobre 0B;). Sendo

T () = (a5 ) = (st ) =50 )

basta provar a afirmagao para ¢t = 1. Para isto, sejam z € 0By, v := —z{, e Iy solucao

fraca de

div(A(zy)VI) =0 em Ay
I'o =0 sobre 0B;
I'=1 sobre 83%.
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1 * ‘5U_xr‘_2ﬂ_r_26
Para 0 < r < 7, defina z, := oi+rvev(z) := (L)28 — 28
r _

a ser escolhida. Vemos que

0 sobre 0B, (x,)
v = ,
1 sobre 0B (z,)

ov -2 B
(9:61- (:E) - WLI - xr| 2(B+1) (.Tl — 33”-)

ov —20

= g — g, |72 e N — T — 125
Dx,0; (2) (5)28 — 28 v — | [=2(8 4+ 1)(z; — zi) (25 — 20j) + |2 — 2,[70y].

Dai, escolhemos § = B(n, A\, A) (ex.: B = %), tal que, em A:r ()

—2
div(A(x})Vv) = tr(A(zf) D*) > (T_)Qﬁ%m — x| 2FD[2(B 4+ )X + nA] > 0.
2
Fazendo k, := éni(n I'y, temos que
5T

div(A(xg)V (k) = ke (div(A(z;) Vo)) = 0 = div(A(z;) VD))

em A%m(xr) e kv < Ty sobre 8A%,r(:cr). Logo, como k,v,I'y € C’O(z%,r(xr)), pelo

Principio da Comparagao (Teorema 4.3), kv < I'g em Z%,T(:v,n). Assim,

al'y, . v, , 28r~ 1k,
) > k- e S
v (I‘o) = kray («TO) (%),25 1

Resta provarmos que k. > C(n,\,A). De fato, pelo Teorema 8.33 de (GIL-
BARG; TRUDINGER, 1983), para todo z € X%J

1 —To(z) = (z) < Cdy(2),

N |=

2z 3

T
FO(I’) — Fo( )‘ < HVFOHL‘X)(Z 1)d

onde C' = C(n,\,A). Em particular, para todo z € 8B%+M temos I'y(z) > 1 — Cp.
Escolhemos p = p(C) tal que Cpu < 1, e obtemos I'g(z) > 1 para todo z € dB1,,. Dai,
pela Desigualdade de Harnack (Teorema 4.6), k, > g, onde C' = C(n A, A). ]

Em seguida, construimos a barreira com uma altura arbitraria, no mesmo anel

da Proposigao 5.1.
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Proposicao 5.2 Sob as mesmas hipdteses da Proposicao 5.1, exceto por

I'_'y=0  sobre 0B,
Iy =M, sobre 0B:,

onde 0 < M, vale a mesma conclusao com

or_, CyM,

5 (o) = T (75)

Demonstracao: Defina I'_; := M;z_, € 017"(Z%¢), onde z_, é a solucao na Proposicao
5.1. Daf, LI'_y = MyLz_; = 0 em A ;. De fato, dada 7 € C&(A%J), por (5)

/ <<AVF,¢, V) + (B,Vn)I'_, — (C,VI'_;)n — dllw) dx
A

t
gt

= Mt/ <<AVZ_¢, V) +(B,Vn)z_; — (C,Vz_4)n — dz_,m) dr =0
A

3t

r 0 sobre 0B;
") M, sobre 0B '

E, pela Proposicao 5.1

CoM,

: (.Z'o) 2 / .

A préxima proposigao é apenas a construgao da barreira em um anel, suficien-

temente pequeno, com centro fora da origem.

Proposicao 5.3 Se trocarmos By por By(xz*), x* € R", nas hipdteses da Proposi¢do 5.2,

, . x* — 1z

ainda vale a mesma conclusio com xy € OBy(x*) e v 1= |*—|
T — Xy

Demonstracao: Defina A, B, C, glv(x) = A, B,C,d(x + x*). Dali, A Be Co (A

Li(4y) e d € L3(Ag ) n LM (Ay,) com |l guaga, ) = [Alloneq

t)7 6’ €
(e IBllgoe

t
29

A

SRS

t
3

1Bllcoaa, @y 1€z, ) = [Cllzaca, @ HdHLg(A%i):: HdHLg(A%J(i*» e

t
y
ldllzrea, ) = lldllzreca, @

Além disso, A é A\-UE, pois por (6)

(A(2)8,€) = (Al +27)€,8) > NP, VE e R, Ve € Ay,
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e B e d sio FNP em Ay, ja que dado ) € C%(A%’t),n > 0, fazemos ((y) := n(y — z*) €
C’&(A%Vt(a:*)),g“ > 0 e por (7) vemos que

/A (577 - év”) dx = /A (d(ﬂ? + 2" )n(x) — Bz + x*)Vn(a:)>dg;

ot
/At
27

[ (aw)cw - v ) <o.
Ay (@)

bR

t
20t

BN

- (d(y)n(y —2") = B(y)Vn(y — x*))dy

SejaT_y(z) := 2z (z—a*) € CH(A
5.2. Em A%’t(x*), temos que

¢)(x*), onde 2 ¢ a solugao na Proposicao

ol

LT_y(x) = Zz_,t(a: —a*)=0.
De fato, dada n € C&(A%J(x*)), tomamos ((y) :=n(y+z*) € C’&(A%t) e por (5) obtemos
/A - <<A($)VF—¢($), Vin(z)) + (B(x), V()T i(x) = (C(x), VI (x))n(x) -

. d(x)r,,t(a;)n@))dx

I 0 sobre 0B;(x*)
) M, sobre 0B+ (") '

E, pela Proposicao 5.2
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Aqui construimos a berreira I'_ para a equagao homogénea no anel A. . Isto
27
é feito comparando-se I'_ com a barreira construida na proposicao acima, tangente aos
pontos de 0B;.

Proposigao 5.4 Sejam o € (0,1), ¢ := %, A,B € C’O’O‘(Z%J), C e Lq(A%J), d e
L%(A%’l) N Ll’O‘(A%’I). Além disso, suponha que A é \-UE, B e d sio FNP em Ay .

Entao, existe inica I'_ € Cl’a(Z%’l) solugdo fraca de

LI'_ =0 em A%J
I'_ =0 sobre 0B, (76)
' =1 sobre 88%.

Além disso, existem constantes universais positivas C*,C" e C, tais que

a) para todo x € OB, e v := —x, temos

or_ _
L —— < Ch

b) para todo x € Z%J

C'dy(7) < T_(x) < COdi(). (78)

Demonstracao: Pela Existéncia e Unicidade devido a Rosales (Teorema 4.10), o pro-
blema (76) possui tnica solucao fraca I'_ € Clva(Z%,I). A unicidade segue do Principio

do Maximo Fraco (Teorema 4.1). Provaremos agora o item a). Tome xy € 0B, e defina

1
Xy = xo + tv, onde v := —xg, para cada t € (O, Z]

Figura 3 - Anel suficientemente pequeno

t X0

12 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos, pelo Principio do Maximo Fraco (Teorema 4.1) aplicado a I'_ e —T"_|
que 0 <TI'_<1lem Z% 1 Pela Desigualdade de Harnack (Teorema 4.6)

I_(x) > C\T_(x),Vx € By(a), (79)
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onde C} = (4 (n, A, ||A||LOO(A%’1), ||B||Lq(,4%’l), ”CHLII(A%J); ||al||L%(A1 1)).
2)

Pela Proposigao 5.3, existe z_; € C'h (Z%’t)(xt) solugao fraca de

Lz ;=0 em A ()
2t = 0 sobre aBt(l't) (80)
Z_y = CiT'_(z;) sobre 0B (x4).

Figura 4 - Altura da barreira por Harnack

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, existem constantes universais positivas

Co = Co(m. A, IAllgneay o I1Bloveay o ICscay - Ml g, o Nlsno )

e
to= om0 Wl congay  1Blonagay - Iy o Ml e Il ).

tais que R

0z_ to C()Clr_ (xto)

— = —. 81

o (ag) > O (81)
Agora note que LI'- =0 = Lz_,, em Ay, (24,), € por (79) e (80)
2
T_(z) = CiT_(z4,) = 2_4,(z), sobre dBu, (zy,)
2

e

I'_(z) 2 0=z_4/(x), sobre OBy, (xy,).

Ou seja, I'_(z) > 2 4,(z) sobre OAs , (4,). Dai, como I'_, 24, € CO(A+y 1 (Tty)), pelo
27 2

Principio da Comparacao (Teorema 4.3)

I' (z) > 2z_4(x) em A%l,to (x4,)-



Logo, como I'_(zg) = z_4,(x¢) = 0 e por (81)

or_ D7y, CoCiT_(24,)
- - > > >
ov (o) 2 ov (z0) 2 .

Figura 5 - Comparagao entre I'_ e z_ .

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora, note que para x € Z%’l, temos

r) -1 (5)| < 19T L, a0
=1-T_(2)< Ud%(x)
=T _(z)>1 —Ud%(a:),
onde T =T At | Alcnaa,  I1Blcnar, o 101y o Idlineay )

Figura 6 - Vizinhanga da 0B 1.

12 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sejam p € (0, 3) a ser escolhida e z € P%ﬂb \ B;. Entao, por (83)

' (z)>21-Cp.
Escolhemos p1 = p(C) tal que Cpp < L. Logo, por (84)

I'_(z) >

70

(82)

(83)

(84)

(85)
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Usamos agora a Desigualdade de Harnack (Teorema 4.6) e (85), obtendo para
WS 8B%+H R
s O

P(24) > Col'-(2) > —, (86)

onde CZ = C'2 (nu )\7 a, f, to, “AHLOO(A%J)? HBHL‘?(A%J% HCHL‘I(A%’I% ||dHL%(A1 )) ASSiHl,
20!
por (82) e (86)
ar'_ CoC1C%
- >
ov (x()) 2t0

A outra desigualdade é imediata da Estimativa de Morrey (Teorema 4.8)

=: C*.

() < IVT e, ) < T

Para o item b), inicialmente procedemos como em (83), mas para a derivada

_z
||

normal. Para x € A1, ev = temos
2’

%(@ - %( . )‘ < VT Jeeqa, di(@)®

|z]

or_ [ x or_ —
il (S I < o
= 5, <|m|> 5 (x) < Cdy(x)
or'_ or_ [ x —
o) > ——( 2 ) - o
= (@) > (|rc|) Cdy(z) (87)

Figura 7 - Vizinhanca da 0B;.

Fonte: Elaborada pelo autor.

1

Escolhendo t; := (£5)*, se di(x) < t1, pelo item a) e por (87) temos

ik
2C
or_ cr
() > (39)

Dai e pelo teorema do valor médio, para x € B \ Bi_y,
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:ﬂ(iw(gj_i))‘m_i (89)
v \ |zl |z] |z]
> %dl(‘r)u
onde 0 € (0,1), pois dl(% +0(x — ‘%)) < 1.
Se x € E%Jm \ By, por (85), temos
11
I_(z) > 32 §d1($)- (90)

Por fim, com x € By, \E% +,» usamos novamente a Desigualdade de Harnack

(Teorema 4.6) como fizemos acima e obtemos
dl (33 ) ) (91)

onde C5 = C3 (n Asas ot [|Al[eecay s I Bllzacay s 1CNzacay - 1l g4, 1))-
2

¢ 1 Gy
27202

Tomamos entdao C' = min{ 63} e obtemos por (89), (90) e (91), para

xe A,

N

I'_(z) = C'dy(x).

A outra desigualdade é obtida fazendo

I (z) = ‘r_(x) T (I:i_l) ‘ <NV pega, yda(z) < Ty (z).

NI

Observagao 5.1 (Dependéncia das constantes na Proposicao 5.4) As constantes

C* e C' dependem de n, X\, «, ||AHCO,Q(Z%’1), [Bllgo.aa, ) ”CHLQ(A%J): llall e

1 L%(A%’l)
dl[zraca, ); C depende den, A, a, [|Allcoa@, 15 |Bllcoa, ) 1Clraa, ) elldllrac, )
5.1 5,1 5,1 5,1 5,1

Usando as mesmas ideias da proposicao anterior, construimos a barreira 'y

para a equac¢ao homogénea no anel A%,l.

Proposicao 5.5 Sejam o € (0,1), ¢ == "=, A, B € Co’a(zéyl), C e Lq(A%’l), d e
L%(A%J) N Ll’o‘(A%,l). Além disso, suponha que A é A\-UE, B e d sao FNP em Ay ;.
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Entdo, eriste tinica I'y € CY*(A1 ) solugdo fraca de

1
27

LTy =0 em Ay,
'y =1 sobre 0B, (92)
'y =0 sobre aB%.

Além disso, existem constantes universais positivas C*,C" e C, tais que

a) para todo x € aB% ev:= Ii_l’ temos

b) para todo x € Z%J

C'di(z) < Ty (z) < Cdi () (94)

N|=

Demonstracao: Pela Existéncia e Unicidade devido a Rosales (Teorema 4.10), o pro-
blema (92) possui unica solugao fraca I'y € Cl’a(Z%’l), definida por I'y :=1-T_. A

unicidade segue do Principio do Maximo Fraco (Teorema 4.1). Provaremos agora o item

1
a). Tome zy € 8B% e defina z; := x¢ + tv, onde v := Ii_gl’ para cada t € (O, ﬂ Temos,

pelo Principio do Méximo Fraco (Teorema 4.1) aplicadoa 'y e —I';, que 0 < T'y < 1 em
Z%,l' Pela Desigualdade de Harnack (Teorema 4.6)

() > CiTy(x0), Vo € Bi(a), (95)

Onde Cl = Cl (n, >\,Oé, ||A||L°°(A%’1)7 ||BHLq(A%’1)7 HCHL%A%J)’ HdHL%(Al 1)>
?7

Pela Proposicao 5.3, existe z_; € CI’Q(Z%’t)(xt) solugao fraca de

Lz ;=0 em A%’t(xt)
2.3 =0 sobre 0By(x;) (96)
Z_y = CiT'(z;) sobre 0B ().

Além disso, existem constantes universais positivas

Co=Com A Il cuncay s IBlenagy o ICestay o Il s, o Delirecay )

1
2

to =to(m A [ Allgonca, s [Blooa

Nl
Nl

o 1€ sacay o 1l g, o lellznecay ).
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tais que R
P () 5 ), (o7
Agora note que LI'y =0 = Lz_, em A%O’to(xto), e por (95) e (96)
Iy (2) = CiTy (zy,) = Z_4,(x), sobre 83%0 (x¢,)
e

I'y(z) 2 0=2_4/(x), sobre 0B, (xy,).

Ou seja, 'y (2) = 24, (2) sobre OAs , (4,). Dai, como I'y, 24, € CO(Aw 1 (T15)); pelo
27 2

Principio da Comparagao (Teorema 4.3)
I'i(z) 2 2z_4,(x) em z%%o (x4,)-

Logo, como 'y (zg) = z_4,(x¢) = 0 e por (97)

ar, Oz, CoCiT (z4,)
i > Y > e N S P 98
) > T ) > (98)
Agora, note que para x € ﬁ%m temos
x
[p(z) =Ty 2] < HVF+HLO<>(Z%Y1)d1(1’)
=1-T () < Cdy(z)
=T (z) > 1-Cd(z), (99)
onde 6 = 6(77,, /\, a, “AHCO’Q(Z%J)’ ||B||Co,a(z%7l), ||OHL1#X(A%’1)7 ”dHLl,a(A%’l)).
Sejam p € (0, 1) a ser escolhida, z € By \ Bi_,. Entao, por (99)
[y(z) >1-Chu (100)
Escolhemos p1 = p(C) tal que Cpu < 1. Logo, por (100)
1
I'i(z) > 5 (101)

Usamos agora a Desigualdade de Harnack (Teorema 4.6) e (101), obtendo para

T e 3B1_#
~ C
F-&-(xto) = OQF-F(I) 2 727

onde Cy = (Y (n, A, a, [, to, ||A||L00(A%’1), ||B||Lq(A%’1), ||C||L<1(A%’l), ||d||L%(A1 1)>.

2

(102)
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Assim, por (98) e (102)

(‘9& S 006162

(91/ (1:0) - 2t0 - C '

A outra desigualdade é imediata da Estimativa de Morrey (Teorema 4.8)

ar, _
5, @) < ||VF+||L°°(Z%’1) <C.

Para o item b), inicialmente procedemos como em (99), mas para a derivada

normal. Para z € Z%,l ev:i= é—|, temos
8F+ 6F+ Xz
_ T — < ol T 1 @
) - 5= (52 )| < (T engr, )
8F+ Xz 3F+ —
— < 1 «
7 v <2[x\) ov (z) < Cdy ()
8F+ 8F+ X —
> — (). 1
= 5 (x) £y (2‘3:’) CdQ(x) (103)

1
Escolhendo t; := (%)E, se d%(at) < ty, pelo item a) e por (103) temos

or, o
= > -
5, (@) =5 (104)

Dai e pelo teorema do valor médio, para x € F% o, \B 1

T, () = T (2) — F+(2|g;|) = @(ffg%) (2\2; + 9<x B ﬁ))

or, [« x x
I N Y O N Y R (105)
o (a0l 7)) ’ 20l
> %d;(l’),
onde 0 € (0,1), pois d% (ﬁ +0(x — ﬁ)) < 1.
Se x € By \ By_,, por (101), temos
r > L > 1d 106
()2 5 > 2s0) (106)

Por fim, com = € B;_,\ B 144,, USamos novamente a Desigualdade de Harnack
(Teorema 4.6), como fizemos acima e obtemos
Cy
2

[y (z) > di(z), (107)
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onde C3 = C3 (n Ao st [| AN zeecay s IBllzacay o 1CNzacay - 1l g4, 1))-

2>

Tomamos entao C" := min{%,%, ?3} e obtemos por (105), (106) e (107),
para r € Z%J
[, (x) > C'di(x).

1
2

A outra desigualdade é obtida fazendo

xr i
T (z) = o] Sy (x) < Cd

1
2

L) - T (50| < IV liee

Nl

]
Observagao 5.2 (Dependéncia das constantes na Proposicao 5.5) As constantes
e

C* e C" dependem de n, A, «, HAHCOva(Z%l): HB”COJX(Z% )7 HCHL‘?(A%J)y HdHL%(Al )

Hd”Ll,a(Al 1),'6 depende de n, )\, a, HAHCO,Q(Zl 1), ||B||Co,o¢(j1 1), ”CHLl,OA(Al 1) (& ”dHLl,a(Al 1).
2 PR 2> 2 2

A préxima proposicao é o Teorema 3.1 no anel A, cujas barreiras tem altura

5
1. Para provar a existéncia de tais barreiras procedemos como L. Rosales o fez no caso
homogéneo. Ja as propriedades geométricas sao obtidas comparando-se estas com as

barreiras para a equagao homogénea.

Proposicao 5.6 Sejam q¢ > n, a € (0,1), A,B,F € CO’O‘(Z%J), C e Lq(A%J), d,g €
L%(A%J) N Ll""(A%jl). Além disso, suponha que A é \-UE, B e d sao FNP em A, ,.

Entao, existem unicas I'y € C’l’ﬁ(ﬁél), onde  := min {a, 1-— %}, solugoes fracas de

LT =g+ div(F) em Ary LTy =g+ div(F) em Aiy
r-=0 sobre 0B r,=1 sobre 0B (108)
r.=1 sobre 8B% ry=0 sobre aB%.

Além disso, existem constantes universais positivas C*,C',C e C*, tais que

a) para todo v € 0By, v, := —x, y € aB% ey, = ‘—z|
* * q ar— al * q
C*—C*R| =,a,9,F, 1) < () KC+C*R| =,a,9, F, 1 (109)
2 v, 2
e a mesma estimativa vale para 5 ~(y). Em particular, se
vy
q cr
1 F1)<—. 11
R<27a797 ) ) 20* ( 0)
temos ot ar o
<5 <5 () <O+ 111
0 5 v, (z) (C+ 5 ) (111)
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o or,
e a mesma estimativa vale para —-(y);

Oy,
b) para todo x € Ay 4

(C’—C*R(g,a,g,F, 1)>d1(x) <T_(2) < C*<1+R(g,a,g,F, 1))d1(x) (112)

e a mesma estimativa vale para T’y trocando-se dy(x) por d%(x). Em particular, se

q '
= <
R<2,a,g,F,1> < oo (113)
temos
C’ . C’
0< Sdi(a) ST-(2) < (O + 7 )di(w) (114)

e a mesma, estimativa vale para Iy trocando-se dy(x) por di(z).

Finalmente, se g € LI(A1,), com q > n, todas as estimativas acima sdo
3

validas substiuindo-se R(%, a,q, F, 1) por R(q,a, g, F,1).

Demonstragao: Suponha inicialmente que ¢ := *—. Vamos provar que (108) possui
solugao fraca I'_ € C’l’a(z% 1)- Para tal, basta proceder como na prova da Existéncia
e Unicidade devido a Rosales (Teorema 4.10), definindo Bs := B x vs, Cs = C x vy,

ds := d®vs e g5 := g*vs, usando o Lema 2.4 e que || gs|| . Dai, usamos

L%(A%’l) S HgHL%(A%’I)
a Existéncia e Unicidade devido a Gilbarg e Trudinger (Teorema 4.11) para obtermos

solugoes fracas us € C’La(z%’l) de

div(AVus + Bsus) + CsVus + dsus = gs + div(F) em A%’I
us =0 sobre 0B, (115)
us = 1 sobre 83%.

Pelo Principio do Méximo Fraco (Teorema 4.1), aplicado a us e —us

fusllzeay ) <1+ C (gl s, )+ 1P Neatay )
N (116)
<14 C(llall50a, )+ I1Fllconca, )

onde C = C(m @, M 1Blluaay ), [1Cllsaga, ).
Agora, aplicando a Estimativa de Morrey (Teorema 4.8), o Lema 2.4 e (116),

obtemos
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Juslloraa, < C(llusllzrcay ) + lgsllirecay ) + IFlonoca, )
C

y <

— C’*<1+R(%,a,g,F, 1)),

onde 6 = 6(71, a, /\, ||A||Co,a(z%’l), ||B||Co’a(z%,1)’ ||C||L1,Q(A%‘l), ||d||Ll’a(A%,1)> e

)

Nl

€ = C* (0, NAlleosay s 1Bllensca, o [1C0ay . Idleay ,)-

Como CM(Z%J) cC CI(X%J), pelo Lema 6.36 de (GILBARG; TRUDINGER, 1983), e
{us}s>0 é limitada em C’l’“(Z%J) entao {us}s=o é pré-compacta em C* (Z%,l). Portanto,
passando a uma subsequéncia (se necassario), existe I'_ € Cl’a(zé’l) tal que us — I'_ em
CI(Z%J), quando 6 \, 0. Por fim, note que pelo Lema 2.4, para n € C&(A%J)

/ (AVus, Vn)dz — (AVI'_, Vn)dz,
Ay

Ay
301

/A (Bs, Vn)udx — /A

1

(B, Vi)I'_dz,

Nl

/ (Cs, Vus)yndr — (C, VT _)yndz,
A

1 Ay
21 701

/ dsusndx — dl' _ndzx,
A

1 Aq
j,l 771

/ gsndr — gndz,
Ay Ay

2 bR
quando 0 N\, 0. Logo, I'_ é solucao fraca de (108).

Agora, provaremos o item a). Definimos w :=T'_ — z_, onde z_ é a solugao
na Proposigao 5.4 (barreira para a equagao homogénea). Entao w € C 1’0‘(2%71) é solugao
fraca de

Lw =g+ div(F) em Ary
w =0 sobre 8A%’1.

Tomando x¢ € OB; e v := —x(, usamos a Estimativa de Morrey (Teorema 4.8)

e obtemos a seguinte estimativa
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ow

5 @) <NVl ) <C(lollimay )+ lglieiay )+ 1Fllonecr, ). (117)

|

Usando o Principio do Maximo Fraco (Teorema 4.1) para w e —w, obtemos

follieay ) < C(lalla, )+ 1Fllcona, ) (118)

Usando a defini¢ao de w, (117) e (118), obtemos

or_ 0z_
5, (@) — (o) < €7 R( o, g, F, 1) (119)
Dai, por (77) e (119)
. or_ 0z_ [ q
~*r( S0 m1) < GG - St < R (G0 P )
0z_ or_ 0z_ q
= * = < *p 2
=2, (o) — CR<2 a, g, F, 1> 5 (7o) 5 —(z9) +C R<2,a,g,F,1>
~ C*— C*R p1) <y <Trcr Fi
2 & g, o 2 & G,

onde C* = C* (TL, o, A, ||A||CO’Q(Z%71)7 HB“CO«‘I(Z%J)? ||C||Lq(A%Y1)7 HdHL%(A%,ly HdHLl’D‘(A%J))'

Para provarmos o item b), note que para z € A1 ; temos
2?

(o)l =[ue) ~ 0 ()| < ITullnqr, i) < R (G Bt et

Dali,

— R %a,9,F 1) di(z) <w(z) < C°R( L, 0,9, F,1 ) di(2). (120)
2 2

Assim, pela definigao de w, (78), e (120)

(c’ O*R(2 a,g,F, 1))d1(m) <T_(z) < C* (1+R( a.g,F, 1)>d1(x),

onde C’ tem a mesma dependéncia de C.

4= Se q = g, entao, pelo que fizemos no

) com A, B.F € C"(Ay ), C € L*(Ay,). dg €
LqTQ(A%’l) ﬂLLO‘(A%’l), existe ['_; € Clvo‘(z%’l) solugao fraca de (108), tal que, para todo

r€0Bev:=—x

Para o caso geral, defina ¢, :=

caso particular acima (q =
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or_,
ov

e
C—C*R( L 0,97 1) <
(27a7g7 ) ) 2

(x) < C+C*R(— a, g, F 1)

Além disso, para x € A

11
27

(- cn(%.a.0p1) o) < Toale) < € (14 R(% 000, F1) Jar(o)

Pelo item ii) da Proposicao 2.3

or'_,

14

c* C*R(2 a, g, F, 1) L(2) < C’+C*R(2 a, g, F, 1) (121)

(¢ cr(agrn) i) < T < (14 RS0 F1) o). 122

onde C* agora depende também de q.

Se q¢ < g, entao definindo oy := 1 — %, temos 1 > a > o, > 0 e obtemos no-
vamente pelo caso particular acima (q == ) com A, B, F € C% aQ(Al 1), C € Lq(A%J),
d,g € Lz(A%J) N LY q(A%J), que existe F_72 e Ch aq(A%J) solugao fraca de (108), tal
que, para todo z € 0By e v := —x

or_ q

1 Oé!I7g7F71) < aV72($)<E+D*R(§’

D" — D*R| =
r(%

ag, g, F, 1>. (123)

Além disso, para x € A

19
27

(D’—D*R(%,aq,g,F, 1))(11(95) <T_,(z) < D* <1+R( Lag. g, F, 1>>d1(x). (124)

Pelo item iii) da Proposigao 2.3

ov 2

(D’—D*R(%,a,g,F, 1>)d1(a:) <T_,(z) < D* (1+R(2 a,g, F, 1>)d1(a:)

Aqui, a dependéncia das constantes D*, D', D* e D é a mesma do caso particular acima

T _
D* —D*R(g,a,g,F, 1) <9 2 (1) < D—i—D*R(g,a,g,F, 1>

(q = ) substituindo-se a por oy = 1 — E
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Finalmente, seja g € Lq(A%J), com g > n. Note que no caso q¢ = q,, pelo

item vii) da Proposigao 2.3 podemos majorar, a menos de uma constante universal que s6

g,a,g,F, 1) por R(q,a, g, F,1) em (121) e (122). E no caso q < qa,

pelo item viii) da Proposigao 2.3 podemos majorar, a menos de uma constante universal

depende den e q, R

que também s6 depende de n e ¢, R(g, ag, g, F, 1) por R(q,a, g, F,1) em (123) e (124).

A unicidade segue do Principio do Méximo Fraco (Teorema 4.1). A prova para

[', é, essencialmente, a mesma. Para a existéncia, muda-se apenas os dados de fronteira

us = 1 sobre 0B
us = 0 sobre 8B%.

Para o item a), define-se w =: 'y, —u,, onde uy é a solugdo na Proposicao 5.5.
E para o item b), dado x € Z% 1 0 projetamos sobre OB 1, para obtermos uma estimativa

para w em fungao de di (x). "

Observacao 5.3 (Dependéncia das constantes na Proposicao 5.6) As constantes
C* e C" dependem den, A, B, | Allcosz, it ||B||CO»B(21 D e
?a

LT (A ) Hd”Lﬁ(A1 y €
2’ 3.1

HdHLLB(A%‘l); C depende den, X, f3, HAHC(W(Z%J)? HB“co,ﬁ(Z%’l); HCHLW(A%J) € ||dHL1’B(A%,1);

C* € como C trocando-se apenas ||C|| 164, ) por [|C] e adicionando-se q.
2

n
LTF (A )

Em seguida, construimos as barreiras com uma altura arbitréria. Este sim é o

Teorema 3.1 no anel As .
5

Proposicao 5.7 Sob as mesmas hipoteses da Proposi¢cao 5.6, exceto pelo dado de fron-

teira
I''=0 sobre 0B; 'y =M sobre 0B
' =M sobre 83% 'y =0 sobre 83%,
onde 0 < M, vale essencialmente a mesma conclusao. Isto é,
a) para todo v € OBy, v, == —x, y € aB% e, = ‘—z'
* * ar_ *
C*"M —C*R ag,Fl (z) <CM + C*R ag,Fl (125)
2’ 8% 2’
e a mesma estimativa vale para 5 + (y). Em particular, se
by
q cr
= F1)<—M, 12
R(Losr) < o (126)

temos
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C* or_
<M<
0 2 v,

(z) < (€+ g)M (127)

o r,
e a mesma estimativa vale para (y);

oy,

b) para todo x € Z%J
(C”M — C*R<g,oz,g,F, 1>>d1(x) <TI_(z) <C* (M + R(g,a,g,F, 1>>d1(x)

(128)

e a mesma estimativa vale para Iy trocando-se dy(x) por d%(x). Em particular, se

q C’
1 <
R(Q,a,g,F,1> < QC*M’ (129)
temos
C’ e

e a mesma, estimativa vale para I'y trocando-se dy(x) por di(z).

Finalmente, se g € Lq(A%J), com q > n, todas as estimativas acima $ao

validas substiuindo-se R(g, a, g, F, 1) por R(q,a, g, F,1).

Demonstracao: Suponha que M > 0. Defina 'y := Muy € Cl’ﬂ(Z;J), onde u4 sao as

N

solugoes de

F F
Lu_ = % + div (M) em Ai Lu, = % + div (M) em Ay,
u_ =10 sobre 0B uy =1 sobre 0B,
u- =1 sobre 03% up =0 sobre 0B%

dadas na Proposicao 5.6. Dai, LT'y = M Luy = g+ div(F) em Aige

r - 0 sobre 0B, r. — M sobre 0B,
" | M sobre 9B 1 +— 0 sobre 0B 1
Além disso, como ' (z) = u_(z) e ﬁ%ﬁ; (x) = %"T;(x), pela Proposicao 5.6,
para todo x € 0By, v, := —x, y € 83% e vy = %
. o (q g F 1 0I'_ — [ q g F
- Y EVEEYE < A < AV EIEYE 1
C CR(Q’Q’M’M’) M(?l/x(x) C+C'R OBV

1

e a mesma estimativa vale para a—+(y) E, para todo = € Z%,

Vy
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(C’—C*R(g,a,%,]\]; ))dl( ) < %r () < C* (1+R(2 oL, % 1))611(3;)

e a mesma estimativa vale para ['; trocando-se dy(z) por dy (z). Entao, pelo item iv) da
Proposicao 2.3, basta multiplicar as estimativas acima por M.

Agora, suponha que M = 0. Neste caso, I'_ = I'y, = 0 sobre 8A%,1 e por
unicidade ' =T, :==Tem A 11 As estimativas sao obtidas da Estimativa de Morrey e
do Principio do Maximo Fraco. De fato, pelo Principio do Maximo Fraco (Teorema 4.1)

para I'_ e —I'_, obtemos

ITlsetay 0 < C (ol g, + WFlecay ) (131)
Pela Estimativa de Morrey (Teorema 4.8) e por (131)

IV < C(IT oy )+ llzsocay  + 1 Fllcnes, )

(132)
C’*R<2 a, g, F, 1)

Dai, por (132), para todo x € 9By, v, := —x, y € 33% ey, = %

or .
@) < IV er, < (oo rin)
e a mesma estimativa vale para —(y). E para todo z € Z%J

Oy,

2

0@ = 1) = 1) < 19, i) < R ($o009. 21 )t

]

().

T
@) = |0 1 (57)| < 9wy (o) < R g1}

Finalmente, se g € LI(A 1 1), com g > n, utilizamos a dicotomia entre g e

N

1a’

e a Proposicao 2.3, como na prova da Proposicao 5.6, para substituir R(2 a, g, F, 1)
por R(q,a, g, F,1). De fato, se ¢ > =, pelo item vii) da Proposicao 2.3 podemos
majorar, a menos de uma constante universal que s6 depende de n e ¢, R(%, a, g, F, 1)
por R(q,a, g, F,1) em (125) e (128). Se ¢ < =, definimos o := 1 — o e as estimativas
(125) e (128) valem com R(2 a,q, F, 1> substituidas por R( Qg g, F, 1), que por sua

vez, pelo item viii) da Proposigao 2.3, pode ser majorada, a menos de uma constante

universal que s6 depende de n e g, por R(q,a, g, F,1). n
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Prova do Teorema 3.1: Finalmente provaremos o Teorema 3.1, o qual ird seguir da

Proposicao 5.7 via scaling.

Demonstragao: Pela Proposicao 5.7, existem us € C1?(A1 ) solugdes fracas de

M

Lu_ =g+ div(F) em Aiy Lu, =g+ div(F) em A%J
=0 sobre 0B Uy = % sobre 0B
Y, r
U = — sobre 0B1 up =0 sobre 0B
r 2 2

Definindo T+ (x) := rus (%) € CP(A; ), temos as tnicas solugdes fracas de

T

(20). Note que para x € ng

1r () = u_ (;) d1<§) _ %dr(x) o dy (;) _ %dg(m).

y € 0Bz ey =%

E para x € 0B,, v, .= "

_z
||

or-, - Ou_(x ory o Ouy [y
OV, (z) = Oy <;) ¢ vy () = vy (7’) (133)

Pela Proposicao 5.7 e (133), existem constantes universais positivas

C*>C/ - C*, Cl(”? )‘767 ||AHZO,5(Z )7THB||*CO,B(ZT ) BHCHL1 B( QBHd“Lﬁ(AT )’
5T

r
207

Tl ) )

2>

C=C(n A B A osc, 7 I1Blsca, 710 cogag P ldllzssgay )

N

e
C*=(C* <n,/\,ﬁ,q, HAHZO’B(Z%myTHBH*COﬁ(Zr ) 5||CHL1 5( w))T1+6||d||L1,6(A%’T)>,
tais que
M ar_ —M q —
C*— —C*R F.1 <C—+C*'R| =, 0,7, F, 1 134
Loor(fagFl) < Gow <ot ron(fagFa) (s

L o,

e a mesma estimativa vale para _8 (y)
v

y —

Além disso, para todo = € Ar .
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(C'M _ C*R(?,a,af, 1))d1 (f) <Ir @< C*(M + R(g,a,a,ﬁ 1))d1 (5)
r 2 r r r 2 r

e a mesma estimativa vale para I'y trocando-se d(¥) por d%(f).

Pelo item vi) da Proposigao 2.3

1 | 1/—=
- O*M_C*R gaaang7T <a (l’)<— OM+C*R g,a,g,F,r
r 2 ov, r 2

ar,

e a mesma estimativa vale para —(y). E
Yy

1(C"]W — C’*R(g,a,g, F, r))dr(x) <T () < 1C’*(M+R(g,oz,g,F,T))dr(x)
r r

e a mesma estimativa vale para I'y trocando-se d,(z) por dz (z).

Finalmente, se g € L(A;,), com ¢ > n, entao g € Lq(A%J), com ¢ >
n. Pela iltima afirmacao da Proposicao 5.7, podemos substituir R(g,a,g, F, 1) por

R(q,,9,F,1) em (134) e (135), que por sua vez, pelo item vi) da Proposicio 2.3 pode

ser substituida por —R(q, «, g, F, 7). n
T

Observacao 5.4 O Teorema 3.1 ainda € vdlido se mudarmos os centros da origem para

um ponto xy arbitrdario, por translagao, como fizemos na Proposi¢ao 5.5.
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6 PROVA DO TEOREMA 3.2

Nesta secao provaremos o Teorema 3.2. Comecamos provando o caso que
estamos denominando de “unitario”, ou seja, em B;. A ideia é dar altura a barreira
em A 1 pela Desigualdade de Harnack, colocar a barreira construida na Proposicao 5.7
embaixo da solucao, usando-se o Principio da Comparacao, e por fim, usar a geometria

da barreira para se obter as estimativas.

Proposigao 6.1 Sejam ¢ > n, a € (0,1), 0 < u € C°(B,) N H} (B,) solugdo fraca de

Lu < g+div(F) em By, A, B,F € C**(B,), C € LY(By), d,g € L¥(B;)NL"(B,). Além

disso, suponha que A é \-UE, B e d sao FNP em A%,l' Entao, Vp € (0,-"5), existem

constantes universais positivas Cy,Cy e Cs, tais que, para todo = € By
1
p
u(z) > (Cl <][ updx) - CgR(%,Q,g,F, 1)>d1(:v). (136)
B
2

Em particular, se xog € 0By, u(xg) =0 e existe %(xo), onde v := —xq, entdo

(ﬁ upd:c)’l’ <Gy (%(xo) + R(%, a,g, F, 1)) (137)

1
2

Além disso, se Lu = g+ div(F), ou mais geralmente, se

—|g| + div(F) < Lu < |g| + div(F),

1
p
<][ upd:v) por sup u.
B B%

1
2

podemos trocar

Finalmente, se g € LY(By), com q > n, todas as estimativas acima sao vdlidas

substiuindo-se R(g, a,q, F, 1> por R(q,a, g, F,1).

Demonstragao: Pela Desigualdade de Harnack Fraca (Teorema 4.4), Vp € (0, -"5)

1
p ~
M = (]il updl’> < C(léllfu + HgHL%(Bl) + HF”C0,0A(El)), (138)
3 2

onde € = € (X, 5. A=t 1B 1 g 1 g 1ty )+ omle 65
min{a, 1 — 2}. Entao, por (138)
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=}

ifu/%—R< ag,F1> . M. (139)

o

1
2

Se M 0, entao pelo item i) da Proposigao 2.3

ue) 20> (M- OR($a0.71) Jaro) > (3= Or($a0. P11 o), (140

para todo x € B;.
Se M > 0, pela Proposicio 5.7, existem I'_ € C*#(A:1 ) solucdo fraca de

M

LT_ =g+ div(F) em Ay,
- =0 sobre 0B; (141)

r-.=m sobre 0B 1
e constantes universais positivas
€' = €' (B WAl cnscay o WBllensay o IC0 et o Wl iy s Dl )

e
*x * . — n
¢r=C (n, A 8,4, ||A”C’015(A%71)’ ”B”CO,B(A%J), ||CHLW(A%,1)a ”d“Ll’ﬁ(A%,l))v

tais que, usando a definicao de M , para todo = € Z

M\»—A

I_(z) > (C’M C*R<2 a, g, F, 1>)d1(m)

> (g (C”-i—C*)R(g,a,g,F, 1>)d1(a:). e

Figura 8 - Comparacao entre u e I'_.
w=0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que Lu < LI'_ em A1 peu>T_sobre 8A1 1 De fato, por (139) e (141),



u(z) = 0=T_(z),sobre 0B,

u(z) = M =T_(z),sobre 0B, .

Logo, como u,I'_ € C’O(Z%’l), pelo Principio da Comparagao (Teorema 4.3) u

Z%J. Assim, por (142), para todo z € X%J

Cl

u(z) >T_(z) > (O (C"—f—C’*)R(g,a,g, F, 1))611(;1;).

Para z € By, como M >0 e por (139),

M  —(q M
= — — — > = — ,
U > 7 R<2’O"g’F’ 1) (C R( 0.4 1)>d1(x)

M
2 E_R(%7Q7Q7F71))dl(‘r)

88

>1'_ em

(143)

(144)

Definindo C := mln{c C,l} e Cy := max{C’ + C*,C, 1}, obtemos, por

(140), (143) e (144), para todo x € B,

u(z) > (C’lM C’gR(Q a, g, F, 1)>d1(x), (145)
onde
Cla 02 - 017 CQ <na )\7/87 Q7p’ ||A||Co’ﬂ(§1)’ ||B||CO’B(§1)’ ||C||L1 g ||d||L2(1ri,3) (31)7 ||d||L1’B(Bl)>'
Para a segunda parte, dado x¢p € 0By, com u(xg) = 0, v := —xg e t € [0,1]
temos por (145)
u(zo +tr) > (C’lM C’2R<2 a, g, F, 1>)d1(x0 + tv)
(146)
—t(ClM 02R<2 a, g, F, 1))
Entao, sendo u(xy) = 0 e por (146)
ou . u(x +tv) q
%on) :tl_lggif >ClM—CgR §,Oé,g,F,]_ . (147)

Assim, por (147)
o) a? g? F7 1) °
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Definindo C5 := maX{ Rk } obtemos o resultado.
Para a terceira parte, se Lu = g + div(F), usamos a Desigualdade de Harnack
(Teorema 4.6) em vez da Desigualdade de Harnack Fraca (Teorema 4.4) em (138). Agora,
suponha que
—|g| + div(F) < Lu < |g| + div(F).

Neste caso, pela Desigualdade do tipo Harnack (Corolédrio 4.2), também podemos trocar
1

D
(][ updx> por supu em (138).
Finalmente, se g € LY(B;), com ¢ > n, utilizamos a dicotomia entre ¢ e ",
e a Proposicao 2.3, como na prova da Proposicao 5.6, para substituir R(2 a,q, F, 1)
por R(q,a, g, F,1). De fato, se ¢ > =, pelo item vii) da Proposicao 2.3 podemos
majorar, a menos de uma constante universal que s6 depende de n e ¢, R(%, a, g, F, 1)

n

por R(q,, g, F,1) em (136) e (137). Se ¢ < 2, definimos a, := 1 — 4 € as estimativas
(136) e (137) valem com R(2 a,q, F, 1) substituidas por R< ,aq, g, F, 1), que por sua

vez, pelo item viii) da Proposigao 2.3, pode ser majorada, a menos de uma constante

universal que s6 depende de n e g, por R(q, o, g, F,1). [

Observacgao 6.1 (n =2) Quando n = 2 na Proposi¢ao 0.1, fazemos a sequinte identi-

ficagdo 5 = oo, pela Desigualdade de Harnack Fraca (Teorema 4.4).

Observagao 6.2 (Dependéncia das constantes na Proposicao 6.1) As constantes
C1, Gy e Cy dependem den, X, B, q. p, [[Allcos s,y [|Bllcos,): I1C1, 125
e ||d||p1s(p,), onde B := min {04, 1— g}

B )) ||d||L2<17i5) (Bl)

Observacgao 6.3 Na verdade, apenas as sequintes reqularidades sao suficientes: A €
L¥(B1) N C%*(Ay,); B,F € LY(B) N C**(Ay,) e d,g € L3(B1) N LY (Ay,). Como
as duas primeiras podemos incluir em um tnico espago, C%%(By), e a dltima devido a
definicio de R e R estarem sobre wm mesmo dominio, o fazemos para simplificarmos a

notacao.

Prova do Teorema 3.2: Agora provaremos o Teorema 3.2, que seguird da Proposicao

6.1 via scaling.

Demonstragao: Seja v(z) = @ € C°%B,) N H.(By), temos que v > 0 e, pela
Proposicao 2.1, é solucao fraca de Lv < g+ div(F) em By, A é \-UE, B e d sio FNP em

A%J. Note ainda que



90

1 1 1 1
o101 v 1/ ro1 B
P — = Pd = — Pd == Pdz | .
(]i ' I) r<|Bll o I) r(lBll — y) r<][u x)
2 3 2 2 2

1
2

(148)
Portanto, pela Proposicao 6.1 Vp € (0 ) existem constantes universais positivas
01702703 201,02703(71, AaﬁuQ?])? HAHZ’O,B(ET)7THBHZO,B( BHCHLl B(B,)’
r2811d 1+8
14l s ol z105,)
tais que, por (148), para todo = € B,
1
x x
u(x) = TU(—) > (01 (][ vpdx) _CQR( a,7, F, 1))7“d1<—>
r B, 2’ r
B (149)
p

:%(Cl(]é updx) —02R<2ag,Fr>)d<x)-

Se 29 € OB, u(zg) = 0 e existe 2%(xzy), onde v := — o entao € 0By,

”(ﬁ_&) =0 e existe & (%) com & (Iigl) = %(:po). Assim, pela Proposi¢ao 6.1

1(1[“):(][” Cg(gZ(|wo\>+R< O‘g’“))
o a(tenr)

Agora, basta multiplicar a iltima estimativa por r.

NS

(150)

Além disso, se Lu = g + div(F'), ou mais geralmente, se
—|g|] + div(F) < Lu < |g| + div(F)
em B,, entdao Lv = g + div(F), ou mais geralmente,

—19| + div(F) < Tu < |g] + div(F)

em B;. Dali, pela Proposicao 6.1 podemos trocar <][

P
UdeL‘> por supv. Logo, também
B

1 By
b 2

p
podemos trocar <][ u? dx) por sup u nas estimativas acima.
T BI
2 2

2
Finalmente, se g € LY(B,), com ¢ > n, entdo g € L%(B;), com ¢ > n. Pela
ultima afirmacao da Proposigao 6.1, podemos substituir em (149) e (150), R <g, o,7, F, 1)
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por R(q,a,q, F, 1), que por sua vez, pelo item vi) da Proposicio 2.3 pode ser substituida

por —R(q,a, g, F,r). =
r
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7 PROVA DO TEOREMA 3.3

Aqui provaremos o Teorema 3.3. Comegamos provando dois lemas: o primeiro
nos mostra que podemos tomar na definicao de solugao fraca, funcoes testes nos espagos
de Sobolev H! que tém suporte compacto (H!) e o segundo que dada uma subsolugao de

um PFL, sua parte positiva é uma funcao de Sobolev através da fronteira livre.

Lema 7.1 Sejau € C°(By) N HL (B (u)) solugio fraca de Lu > g + div(F) em By (u),
com A € L*(B;), B,C,F € L*(B;) ed,g € L'(B;). Entao, toda 0 < ¢ € C°(B;) N

HY (B (u)) € admissivel como fungdo teste na defini¢io de subsolugdo.

Demonstragao: Seja supp(¢) CC W CC Bj (u). Primeiro afirmamos que existe 0 <
G € CY(By (u)), tal que ¢, — ¢ uniformemente em W e V¢, — V¢ em L*(W), quando
k — oo. De fato, de forma padrao consideramos aproximacoes da identidade, como em
(WHEDDEN; ZYGMUND, 2015, pag. 217), 0 < p. € C}(R™), com supp(p.) = B.(0) e
[ p- = 1. Agora, defina (. := ( * p.. Note que 0 < (. € C§(B; (u)), onde

supp(C.) C supp(¢) + B:(0)

e V(. = V( * p.. Considere € > 0 suficientemente pequeno tal que supp((;) C W. Dal,
quando £ N\, 0, (. — ¢ uniformemente em W e V(. — V( em L*(W), respectivamente
pelos Teoremas 9.8 ¢ 9.6 de (WHEDDEN; ZYGMUND, 2015). Fazemos entdao k = 1.

Agora vamos provar que

/B . (<Avu, VE) + (B, Vu — (C, Vu)C — duC) dr < /B )

1 (u

| (= 9¢+ (F,V))dw.
Note que

/ (AVu,V()dr = / (AVu,V( — V()dx +/ (AVu, V(i)dx
By (u) By (u)

By (u)

< / |AVu||V( — V(|dx +/ (AVu, V(;)dx
B (u) B

)

< A Lo VUl 200 | VE = Vel 20w +/+( )<AVU’VCk>d$7
B1 u

/ (B, V() udr = / (B,V(— V{)udx + / (B, V()udx
By (u) B (u) By (u)
< / |B||V( — V(;|udx +/ (B, V{(k)udx
B (w) B ()

< 1Bl i IVC = Veulon + [ (B, VG uds

B ()
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/ —(C, Vu)(dx = / —(C, Vu)(¢ — )dx — / (C, Vu)(rdx
B (u) B (u) Bf (u)

1

< / ClIVullC = Colde — / (C, V) e
B (u) B (u)

< Cll 2oy IVull 2wy 1€ = Crll oo oy — /+( )(07 Vu)Gde,
B1 u

/ —du(dr = / —du(¢ — (x)dx — / du(ydx
B (u) B (u) B (u)

< [ jdulc-Ghdo— [ dugds
By (u) By (u)

< el lallimll¢ = Gellzmon = [ duud

By (u)

/ gCdr = / g(¢ — G)dx +/ 9Crdx
B (u) B (u) B (u)

</ !gHC—Ck!der/ 9Grdx
Bl () By (w)

< “g”Ll(Bl)HC - Ck||Loo(W) + /+

ngd:Ea
By ()

/ —(F, vg>dx:/ —(F, VC—V§k>dx+/ —(F, V() da
By (u) By (u)

1 B1+ (u)

< / FIIVC = Veilde + / _(F.VG)de
B (u) B

)

<WPlallV6 = Vllaan + [ ~(R.VG)de

By (u)
Somando-se as estimativas acima termo a temo e usando a definicao de sub-

solugao obtemos

/ <(AVU,VC) + (B, V{)u— (C,Vu)( — du + gC — (F, V{"))dx
By (u)

< Al 2oyl Vull L2 [IVE = VGl 2wy + | Bllz2sy) |wll e () IV E = VG| L2y +
+1Cll 21Vl 2oy 1€ = Cellzeeqwy + Nl L1y 1wl oo (wr) [|[€ — Ciell oo )+
+ gl sollS = Cellzeewy + 1Nl 28 IVE = VG| 22wy — 0,k — o0,

Lema 7.2 Seja u € C°(By) N HL (B (v)) solugio fraca de Lu > g + div(F) em By (u),
com A€ L*(B,), B,C,F € L*(B,) ed,g € L*(By). Além disso, suponha que A é \-UE
em By. Entao

W) ut € COBy) N H}(By);

b) se F =0, Lut > —g~ em Bj.
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Demonstragao: Para o item a), sejan € Cj(B1), 0 <n<lew,:=(u—p*, p>0.
Entao, pelo Lema 7.1, n*u, € C°(By) N HX(B{ (u)) é uma fungao teste admissivel na

defini¢ao de subsolugao em Bj (u), ou seja,

/ <(AVu, V(n*u,)) + (B, V(n*u,))u — (C, Vu)nu, — du772up) dx
+
< [ (= orup+ (B9 07 )d,

By (u)

Estimamos agora cada integral em (151). Note que u, < w em {u > p} e
defina W := supp(n) N {u > 0}. Dali,

/ (AVu, V(n*u,))dx :/ n*(AVu, Vup)da:—l—/ 2nu,(AVu, Vn)dx
By (u) By (u) By (u)

> / n*(AVu,, Vu,)dz—
{u>p}
2 Allmimy [ 0|V, Ve
{u>p}

> )\/ 772|Vup|2dx - 25||A||Loo(31)/ 772|Vup|2dx—
{u>p}

{u>p}

20 Al [ IOl

{u>p}

> )\/ 772\Vup]2dx — 25HAHL°°(31)/ 772|Vup]2dx—
{u>p}

{u>p}

— 20() | Alloe (o) 1l Lo () V1 Zow () W,

/B+( )(B,V(n2up))uda: = /B+( )27]uup<B,V77>d:L’+/ n2u<B,Vup>da:

Bif (u)

> <2ulfiq) [ 1BIVaido-

{u>p}

oy [ 1BVl
{u>p}
> 20l ey B2 ) Il )~

~ ellullzm) / |V, i
{u>p}

—CElullman [ |BPr

{u>p}

> 2l B | Tl -
el [ (V-
{u>p}

= C@llull o) | Bllz2 (51



/ (C, VuyPu,dz / (C, Vu)Puyde < [lullz=qr) / ||V 2 de
B (u) {u>p}

{u>p}

<€||u||Loo(W)/ 2V, 2do+
{u>p}

+COlullimar [ wPICFd

{u>p}

< e||u||Loo(W)/ 172|Vup|2d:v+
{u>p}
+ C(€)||UHL°°(W)||O||%2(Bl)>

/ dun2upd$ :/ dunQUpdm < ||U||%00(W)”d”L1(B1)’
B (u) {u>p}

/ —grPupde < ull ey 191,
By (u)

/B+( )(F,V(n2up)>dx = /B+( )172(F, Vup)d:v—l—/ 2nu,(F, Vn)dx

B (u)

{u>p}

< 5/ 772]Vup|2d$ + C(e) / 772]F|2das+
{u>p}
+ / 2nu,(F, Vn)dz
{u>p}
<e / PV, P+ C ()| F |2 g o+
{u>p}

+ 2 ull oo ) IV oo ) [ F 2281

Assim, obtemos de (151) e das estimativas acima,

(A — 2| All i) — 2llull ey — ) / 2|V, 2

{u>p}

< 2C ()| All Lo ) 1ullZoe () 1 V| oo () [ W1+

+ 2“””%00(W)HBHL1(B1)HV77HL°°(B1)+
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+ C(@)l|ullzow) 1 Bll72(5,) + (152)
+ O @)l (w) IC 125,y + Nl Zoo 1l 181y +
+ [ullzee i |9l ey + CENF 125, +
+ 2/l Lo o) [Vl oo ) [ F'll 2181 -
. A
Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, £ < MATo= 52Tl 10 O (152),
temos que
/ 0’| Vu,|*dr = / n*|Vu,|*dx < Cy, (153)
B {u>p}
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onde C; independe de p. Seja V CC B e considere n = 1 em V. Entdo, por (153)

/ Vu,|*dx </ 0| Vu,|*dz < Cy
v B

Logo, ||u,||m1vy < Co. Além disso, para todo = € B,

[up(x) —u' (@) = |(u—p)"(2) — u"(2)] < p.

Portanto, u, — u* uniformemente em B;. Como H'(V') é um espaco de Banach reflexivo,
a menos de subsequéncia, u, — ug € H*(V). Dal, u™ =ug € H' (V).

Para o item b), sejan € C3(B;),n = 0eparal <e < 1,v:= max{min {1,2—
41,0} € H.(B1). Note que

1 em {u<e}
u 0 gtpem {u<e}U{u> 2}
1>v=<¢2—— em{e<u<2}, V= Vu

€ —— gqtpem {e<u<2}
0 em {u>2¢c} €

Temos ainda que nv, n(1 —v) € HX(Bf (u)) N C%(By) e

gn(l —v) = (=g~ )n em By. (154)

/B AV, Vi)d — /B AV, V(1 — v)))dz + / AV, V(o)) da

By
u
= A 1— A 9 _ =
/Bi"(u)< Vu, V(n( v))>dx+/{€<u<25}< VU,V<77< €>>>dx~|—
+ (AVu, Vn)dx
{0<u<e}
u
< / (AVu,V(n(l —v)))dx + / |AVu||V| (2 — —>dx+
By (u) {e<u<2e} €
Vu
+/ AVu ——>d:c+/ | AV || V| da
{a<u<2a} € {0<u<e}
/ (AVu,V(n(l —v)))dx +/ |AVu||Vn|dz—
B {0<u<2e}
/ |Vu| dx
{e<u<2e} €
/ (AVu,V(n(l —v)))dx +/ |AVu||Vn|dz,
B (u) {0<u<2e}
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(5.5(o(z- 1))

_ /B+(u)<B,v<n(1 — 0))uda +/

{e<u<2¢e}

</ BTy + /

{e<u<2e}

|B||Vn| (2 — g)uda:—

—/ M(B,W)d:w/ |B||V|uds
{

e<u<2} € {0<u<e}

< /B RCA LIS

+/ u|B\|V77\dac+2/ ol B||Vuldz,
{0<u<2e} {e<u<2e}

/Bl<0, Vut)ndx = /Bf'(u)<0’ Vuyndz :/ (C,Vu)(n(l —v))dz+

By (u)

+ / (C,Vu)(nv)dx
B (u)

/Br<u><c’ Vu(n(l —v))dz + /{s<u<25}<0’ Vu>77<2 - g)dx—i—

+ / (C, Vu)ndx
{0<u<e}

<[, @vama-odr [ (ClVa(2- L)t
By (u) {e<u<2e} €

+ / |C||Vu|ndx
{0<u<e}

< / (C,Vu)(n(1l —v))dx + / |C||Vulndzx,
B (u) {0

<u<2e}

/ dutndz = / dundx = / du(n(1 —v))dz + / du(nv)dx
B Bf (u) B (u) By (u)

du(n(1l —v))dx + / dun (2 — E>alfzc - / dundzx
() {e<u<2e} € {0<u<e}

duat=oyde+ [ (2= 2)do+ [ Jaunds
{e<u<2e} € {0

<u<e}

VAN
T
~4+
E
U
2N
=
=
I
=
=
S
+
=
A
<
N
&
5
=
g
=
&
8
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Somando-se termo a temo as estimativas acima, usando novamente o Lema
7.1, (5) e (154), obtemos

/B ((AVUJ’, V) + (B, Viju™ — (C, VuT)n — du+77> dr < / —g(n(1 —v))dz+

By (u)

+/ |AVu||Vn|dx+/ u|B||V77|dx+2/ 0| B||Vuldz-+
{0<u<2e} {0<u<2e}

{e<u<2e}

+/ |CHVu]77da:+/ |d|undx
{0<u<2e} {0<u<2e}

g/ —(—g_)nd:v—l—/ |AVu||V77|dx+/ u| B||Vin|da-+
Bj (u) {0<u<2e} {0<u<2¢e}

—1—2/ 7}|B||Vu|dx+/ |C’||Vu|7]dx—|—/ |d|undzx
{e<u<2e} {0<u<2e} {0<u<2e}

g/ —(—g)ndm+/ ]AVuHVn\dx—i—/ u|B||Vn|dz+
B {0<u<2e} {0<u<2e}

+2/ 77|B||Vu|dx+/ |C’||Vu|77dx+/ |d|undzx
{e<u<2e} {0<u<2e} {0<u<2e}

= / — (=g )ndx + I,
B1

onde
L= / AV u||Vr|dz +/ o B||Vn|da-+
{0<u<2e} {0<u<2e}
+2/ 77|B||Vu|dx+/ |C||Vu|ndx+/ |d|undz.
{e<u<2e} {0<u<2e} {0<u<2e}
Como I. — 0, quando € — 0, o resultado segue. [

Como sempre estamos fazendo, comecamos provando o Teorema 3.3 na sua
versao “unitaria”, ou seja, em B;. Nao provamos, na proposicao a seguir, a afirmacao de
que podemos remover a origem da fronteira livre. Isto porque para provar esta afirmacao
precisamos da primeira estimativa da proposicao abaixo na sua versao escalonada. Entao,
fazemos isto dentro da prova do Teorema 3.3.

Proposigao 7.1 Sejam q >n, a € (0,1), u € C°(B;) N H}

loc

(B (u)) solugdo fraca de

{ Lu=g+div(F) em Bf () (155)

IVut| < h sobre F(u)

com h limitada, 0 € F(u), A,B,F € C%*(B,), C,g € LY(B,), d € Lz(B,) N L"*(By).
Além disso, suponha que A é \-UE, B e d sdio FNP em B;. Entao, ut € Covl(F%) e
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existe constante universal positiva Cy, tal que

IVu* s, < Co suph + Rig, a9, F, 1)) (156)

1
p F(u)

Finalmente, se retirarmos a hipdtese de 0 € F(u), a estimativa deve ser adi-

cionado o termo ||ul| oo (gt (-
2

)e

Demonstragao: Pelo Lema 7.2 temos que u™ € H'(B

N[

Vu,q.t.p em BY (u)
vu—i- — 2
0,q.t.p em By (u).

Seja zg € BT (u). Como 0 € F(u), temos

1
p = dist(zg, F(u)) < ||zo|| < 5 (157)

Figura 9 - Anel (dominio) para a barreira.

F(u)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela Desigualdade de Harnack (Corolédrio 4.1) e pelo item ix) da Proposigao
2.3,

~

u(w)) < sup w< O inf b0 Fglliacsyonn + PIF one 000
2

Bg(xo)
:6< inf u—l—ﬁ(q,a,g,F,Bp(xo))) (158)
Bg(xo)
<CO(,inf u+R(ga.9.F 1)p),
B%(IQ)
onde € = (5,0, Al 1B 2y 1O, 2 1y ) Portanto

por (158)
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inf u> U(if\o) — R(q,a,9,F,1)p =: M. (159)
Bg(xo) C

Criamos uma dicotomia para M a fim de darmos altura a nossa barreira.

Suponha que M < 0. Entao

u%®5§6E@¢L%FJ) (160)

Agora, suponha que M > 0. Considere yy € 0B,(z9) N F(u) e v o normal unitério
interior a 0B,(x¢) em yo. Note que y existe. A principio y, existe sobre 0B, (x¢) N F(u),
entretanto

1Yol < [ro — yo| + [wo| = p + |20| < 1.

Logo, yo € B; e consequentemente yy € 0B,(x¢) N F(u).

Pelo Teorema 3.1 existem I'_ € C*#(A, ,(20)) solugao fraca de

[N

LT =g+ div(F) em Ap ,(x0)
'-=0 sobre 0B, ()
=M sobre 9Bg (xo)

e constantes universais positivas
C,Cy=C1,Cy <n7 A B, ||A||CO’5(§1)’ ”BH00,B(§1), ”CHL#(BﬂHdHLﬁ(Bl)’ ||d||L1’ﬁ(Bl)>7

e Cy:= max{z%, 2%3}, onde

Co = Co(m A 8,0, 141l gns @y 1 Bll oy 1€ 52 g 1l iy o Il ),

tais que, se

R(Q7 a, g, F7 Bp<x0)) < COM7

entao ar oM
it Pt 161
O (vo) 2 ) (161)
e para todo x € Z%p(:co)
M
I (z)> %?dist(x,ﬁBp(zo)) > 0. (162)

A seguir, mais uma dicotomia a fim fazermos valer a geometria da nossa bar-
reira I'_. Se R(q,a,q,F, B,(z9)) > CoM, usando a definicio de M e o item ix) da

Proposicao 2.3 obtemos
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u\x — — —
CO( <A0) - R((Laag?Fa Bl)p) < R(Qaaaga F7 Bp<x0)) < R(Q?aagaF7 1)P-

Dai

0

u(%) < 6(1 +
P

Agora, se R(q,a, g, F, B,(1y)) < CoM definimos

1 \—
& R R (163)

. { ', em Z%’p<£0)
0, em R"\ B,(x).

Temos que 0 < I'_, por (162), e toca u™ por baixo em yy na vizinhanca Bs(y), onde

6 :=min{%, 1 — p}.

Figura 10 - Comparacio entre u* e I'_.

Fonte: Elaborada pelo autor.

De fato, definindo w =: I'_ —u € C’O(ngp(xo)) tem-se que, por (159), w é

solucao fraca de

Lw=0 em Ag ()
w < 0 sobre dAg ,(xo).

Entao, pelo Principio da Comparagao (Teorema 4.3), w < Zg (rg) e portanto
I_=T_<u=u"em Ap ,(20). Também temos que I'_ =0 em B (yo)\Ap »(20).
ET_(y) = 0 = u"(yo). Note que, como {I'_ > 0} N Bs(yp) C Az ,(x0), temos I'_ €

27
CH({TZ > 0} N Bs(yo)). Assim, pela Definicéo 3.1 e por (161)

0e
Su

CiM _or_ or_
— < — = — <
55 S oy W) = T, o) < i) < < suph (164)

Agora, usando a definigdo de M e por (164), obtemos

~/ 2 _
ulo) C( - suph+Rig,a.g,F,1)). (165)
1 F(u)
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Em qualquer caso, por (160), (163) e (165), tem-se

ulao) Co((suph+ R(g, ., F.1)). (166)

Pela Estimativa Interior do Gradiente (Coroldrio 4.3), aplicado & B (zo), e
por (157)

(o)
Vulao)l < [19ullixgen < o= + lolliatmyeon + 1 Elove@ye)- (167

2

Entao, por (166) e (167)

[Va(ao)] < Co(Co(suph+Rg,0,9, 1)) + Rlg, 0,9, F, 1))

< C()(suph—i-ﬁ(q,a,g,F,l)).

Observagao 7.1 (Dependéncia da constante na Proposicao 7.1) A constante C
depende de n, A, B, ¢, [|Allcos@,), | Bllcos@nys 1CN x5 5,0 19 s 5, € Ndllzroca),
onde 3 := mm{oz, 1— E}‘

Prova do Teorema 3.3: Agora provamos o Teorema 3.3, que seguira da Proposicao 7.1

via scaling.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que 0 € F'(u). Sejam v(z) := @ e C°(By)N
Hl

loc

(B (v)) e h(z) := h(rz) em F(v), temos que v é solucdo fraca de

Lv=9g+div(F) em B (v)
Vot | < h sobre F(v),

A6 \-UE, B edsiao FNP em B e h é limitada em F(v).

Pela Proposicao 7.1, ut € C%!'(Bjy) e existe

Co = Co (1.2 8.4, 1A 5,y 1B 5,y N 25 o 722

,1”1+f3HdHL1,5(BT(xO))>,

B (Br(z0))’ L0 (B, (x0))’

tal que, pelo item vi) da Proposi¢ao 2.3
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VUt sy = VO lleesy) < Co(s;(u;ﬁ + R(g, 0,9, F, 1))

1—
= C’o(suph + —R(q,a, g, F, 7’))
F(u) r

(168)

Antes de irmos para a segunda afirmacao do teorema, que é a remocao da

hipétese: 0 € F'(u). Faremos isto, inicialmente, na Proposi¢ao 7.1.

Afirmacgao: retirando-se a hip6tese de 0 € F'(u) na Proposi¢ao 7.1, a estimativa deve ser

adicionado o termo [[u|| ;o By ()

Demonstragéio: Sejam o € B (u) e p := dist(xg, F(u)). Consideremos dois casos:
i) p< 10,
i) p> 5.
Para i), tome yo € F(u) N0B,(x¢). Dai, yy € Bs ez € Bﬁ(yo) CB
By. Temos que
Lu= g+ div(F) em B (yo) ™ (u)
Vut| < h sobre F'(u) N B1(yo)

eyo € Fu)N By (yo). Entao, por (168) em B (yo), existe

Co =C’o(ﬂ%ﬁ,q,||A||coyﬁ(§1)7||B||co,B(§1),||C'||L1 5oy N 2y g, Nl s Bl)>

tal que, pelo item ix) da Proposigao 2.3

||VU+HL°° (v0)) < CO( sup h+§(q,0¢,g,F, Bé(yO)))

s F()NB) (40)

< Co<suph+ﬁ(q,a,g, F, 1)>~ (169)
F(u)

Temos que Bf(u) C Upye B B (y0) e entdo extrafmos subcobertura enumerével Bf(u) C

3
le€B+(u) B*o( ;). Assim, por (169)

V()| < Co<sup h+R(q, g, F, 1)), q.t.p Zo. (170)
Fu)

Agora, para ii), como p > 15, temos B ( 0) CC Bl%(:co) C {u > 0} e pela

Estimativa Interior do Gradiente (Corolario 4.3)
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[Vu(zo)| < [IVulli=s, @ < Co (u(wo) Hllgllpas y @ + ||FHCO»O‘(B71O(10))>

_ (171)
< CO (HU'HLOQ(BJ{(u)) + R(Q’ «, g, Fa 1)) :
2

A afirmacao segue de (170) e (171).

Finalmente, voltando a prova do Teorema 3.3, retirando-se a hipotese de

0 € F(u), procedemos como antes e substituimos a estimativa (168) pela estimativa
da afirmagcao acima para obter

v 2

1 1
éC(su h—4 = oo gty + =g, @, ,F,r).
0 F(S rH I (BE@) T (¢, 9 )
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8 PROVA DO TEOREMA 3.4

Como aplicacao do Teorema 3.3, provaremos o Teorema 3.4. E claro que este
pode ser provado utilizando a barreira I'_ do Teorema 3.1, assim como fizemos na prova do
Teorema 3.3. Para comecar, provaremos um lema auxiliar que diz que funcoes de classe C*
que satisfaz a CFL no sentido clédssico (calculo), também a satisfaz no sentido da Definigao
3.1 (viscosidade). Logo apds, provaremos o Teorema 3.4 em sua versao “unitaria”, isto é,

em Bj.

Lema 8.1 Seja u € C'(By) tal que |[Vu| < h sobre F(u). Entao, |Vu™| < h sobre F(u)
no sentido da Defini¢cao 3.1.

Demonstracgao: Sejam yy e ¢ nas condicoes da Definicao 3.1. Devemos provar que

i

%(yo) < h(yo)-

Defina g(t) := ¢(yo + tv) e p(t) := u(yo + tv), com t << 1. Pelas condigdes da Definigao
3.1, temos que para t > 0

0<g(t) =y +tr) <u'(yo+tr) =ulyo + tr) = p(t).

Além disso, g(0) =0 = p(0) e ¢’(0) = 0. Logo

= ¢(0) < P(0) = 2(0) < V()] < hlo).

Iy
Sen)

Proposigao 8.1 Sejam ¢ > n, a € (0,1), 0 < u. € C°By) N H. (B1) solugdo fraca de
Lu = Be(u) + g + div(F) em By, onde B=(t) == Txpociey, T >0, A, B,F € C**(B)) ¢
C,d,g € LYUBy). Além disso, suponha que A é \-UE, B e d sao FNP em By. Entao,
Ue € CLB(E%) e existe constante universal positiva Cy, tal que, para € € (O, i)

Vuclesy) < Co(1+ T + el s, + Rla, 0,9, F, 1)), (172)

1
2

Em particular, se {u.}. € uniformemente limitada, entio € uniformemente Lipschitz em
Bi.

N

Finalmente, se adicionarmos a hipdtese u.(0) = ¢ entao a estimativa, em B1,
4

¢ valida sem o termo ||u|| e .
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Demonstragao: A primeira afirmacao é dada pela Estimativa Interior do Gradiente
(Corolario 4.3). Para a segunda, seja zg € B%. Consideremos os casos:

1) xOEB%ﬂ{Ogugge};

i) zo € By N{uc > ¢}

s 4 )
B.(z) CC By e pela Estimativa Interior do Gradiente (Coroldrio 4.3) existe

Para o caso i), como ¢ € (O 1> se T € B% N{0 < u. < €} temos que

Co = Co (08,0, 141l w1 Bll oy 1O, g2 g 1l iy o Il ).

tal que

2

ue(x) _n .
Ve (2)] < [|Vue| e (52 (2)) < Co (ET +ele 18:(ue) + gl a(p. () + ”FHco,a(BE(z)))

_n 1
<%O+5q—B(N“HMm@erMM@O

= CO<1 +T+E<Q7Oé7gapu 1))
(173)
Em particular,

[Vue(20)| < Co(1+ T+ Rlg, 0,9, F,1)). (174)

Para o caso ii), definindo p := dist(zg, 0{u. > €} N By), temos mais dois casos:
i) p < g5
ii2) p> 5.

Para ii.1), tome yy € 0{u. > €} NIB,(zy). Dai, yo € Bu e € B%(yo) C

B (yo) C Bs. Definindo w; := u; — ¢ € CLB(E% (yo)), temos que w, é solucao fraca de
Lw. = g —ed + div(F — B) em Bl%(yo)Jr(wg)
IVuw!| < Co(1+T + R(q,,g,F, 1)) sobre F(w,),

por (173) e pelo Lema 8.1, j& que F(w.) := 0{w. > 0} N BTIO(y(]> C B% N{0 < u. < e}
Como yy € F(w.), pelo Teorema 3.3 e pelos itens iv), v) e ix) da Proposi¢ao 2.3

Ve (20)| = [Vwe (o) < (Ve (o))

20

< Gy <C’0(1 +T + R(q,a, g, F, 1)) + R(q,a,g — ed, F — B, B%(yo))>
< Cy <C’0(1 +T+ R(q,a, 9, F, 1)) + R(q,a,9 —ed, F — eB, 1))
< Gy <C’0(1 +T+ R(q,a, 9, F, 1)) + R(q,a,9,F, 1) +eR(q, ., d, B, 1))

< 00(1 +T+ R(q,a,9,F, 1)>7
(175)

onde Cy agora depende de ||d|| em vez de HalHL2 5 (5, e ||dl[z1em,)-

LTF (By)
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Agora, para ii.2), como p > 5=, temos B L (ZL‘O) C {ue > ¢} e pela Estimativa

el
Interior do Gradiente (Coroldrio 4.3)

Ve (o) < [Vtell o5, o)) < Co <us($o) +llgllzaes @y + ”FHCOva(B%O(xo))>

- (176)
< OO(”“E”L‘X’(B%) + R(q>aagaF7 1))

A primeira estimativa segue em qualquer caso, por (174), (175) e (176).

Agora, para a ultima afirmacao, dado xy € Bi N {u. > €}, tomamos y, €
O{u. > e} N[0,z0). Note que yq existe. De fato, como u.(0) =&, 0 € {u. > e}°. Além
disso, g € {u. > e}. Pelo Teorema da Alfandega, existe yo € 0{u. > €} N [0,z0]. E
Yo # To, pois como yy € I{u. > e} entao u.(yo) = & < u-(wo).

Dal, yg € Bi e xy € Bi(yo) C B%(yo) C Bg. Definimos w, = u, — € €
Cl’ﬁ(ﬁé(yo)), temos que w, é solugao fraca de
Lw. =g —ed+ div(F —eB) em B%(yo)Jr(we)

|Vuw!| < Co(1 +T + R(q,a, g, F, 1)) sobre F(w.),

por (173) e pelo Lema 8.1, ja que F(w.) := 0{w. > 0} N B%(yo) C B% N{0 < u. < e}

Como yy € F(w,), pelo Teorema 3.3, existe

08 = C18 <n7 )\7/37(]’ ||A||CO’B(§1)7 ||BHCO’g(§1)7 ||CHL1 B (B1)’ Hd||L2(1 B ( ||d||L1ﬂ Bl)>

tal que, novamente pelos itens iv), v) e ix) da Proposigao 2.3

Ve (20)| = [Vwe (o) < [[Vwe |25, o) we)
< Gy (Co(l +T+Rlg,a,9,F, 1)) +R(q,a,g —ed, F — B, B, (yo))> (177)

< CO<1+T+§(q,a,g,F,1)>,

onde Cj agora depende de ||d|| em vez de ||d||

(174) e (177)

e ||d[|L1s(z,)- Logo, por

LTF (By) LZOF) (By)

[Vt i) < Co(1+ T + Rlg, 0,9, F.1)). (178)

Observagao 8.1 (Dependéncia da constante na Proposicao 8.1) A constante C
depende de n, X, B, 4, | Allcoszy 1Blcusy IC1, 2, onde =
min {04, 1-— ﬂ}

q

Prova do Teorema 3.4: Agora provaremos o Teorema 3.4, que seguira da Proposigao

8.1 via scaling.
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Demonstracao: Sejam ve (x) = M € C°(By)NH,

loc

fraca de Zve = Be(ve) + 7+ dw(F) em By, A é \-UE, B e d sio FNP em B;. Entdo,

(B1). Temos que ve > 0 ¢ solugao

pela Proposicao 8.1, u. € CY#(B %r) e existe
— * * B rb
Co = Co(m A 8.0, 1Al P1Bllmsy PNt o 7l ).
tal que, para £ € (0, %1), pelo item vi) da Proposi¢ao 2.3
IVulesy) = V0l < Co(1+T + s llies,) + Bla:0,3.F. 1))
(179)

2

Z%O+T+ﬂwhwr%—3@a%Fﬂ>

Por fim, se adicionarmos a hipétese u.(0) = &, no Teorema 3.4, entdao basta

substituir em (179), (172) por (178) e obter a estimativa sem o termo & ||u.|| . ]
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9 CONCLUSAO

As barreiras sao ferramentas importantes para a teoria de equagoes diferenciais,
como por exemplo, para se obter estimativas a priori, resultados de simetria, comporta-
mentos assintoticos e regularidade. Neste trabalho, introduzimos novas barreiras para as
equagoes lineares da forma divergente nao homogéneas com termos ilimitados.

A dificuldade para se obter estas barreiras para as equacoes consideradas aqui
¢ dividida entre alguns aspectos. Embora a linearidade seja um ponto a favor destas
equagoes e bastante usada aqui, a natureza das suas solugoes (sentido das distribuicoes)
sao uma dificuldade, pois estas sao dadas simplesmente por teoremas de existéncia e
unicidade, e nao ha a minima chance de descrevermos explicitamente estas barreiras
para se obter as propriedades desejadas usando-se simplesmente Célculo. Em (BRAGA,;
MOREIRA, 2018) as equagoes sao mais complexas (devido a nao linearidade), entretanto
se obtém as barreias de forma explicita e a geometria das barreiras decorrem de suas
expressoes.

Um outro ponto importante é a pouca literatura para tratar de estimativas do
gradiente para estas equagoes nas regularidades dos termos considerados. Acredita-se que
se pode obter os mesmos resultados com coeficientes Dini-continuos ao invés de Holder
continuidade.

Seguimos utilizando estas barreiras para provar uma versao quantitativa do
Lema de Hopf-Oleinik e a regularidade Lipschitz interior para um problema de fronteira
livre, com estimativa. Por fim, usamos o ultimo resultado para obter uma estimativa
interior e uniforme do gradiente para um problema de propagacao de chamas.

Temos vista a alguns trabalhos futuros que decorreram de questionamentos ao
longo do processo de confeccao deste, os quais sao: obter estimativas do gradiente até
a fronteira para as equagoes com coeficientes Dini-continuos; o Lema de Hopf-Oleinik, o
Problema de Fronteira Livre e a Propagacao de Chamas com coeficientes Dini-continuos

e nos ultimos dois casos, resultados até a fronteira.
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