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RESUMO

Apresentamos a defini¢do de conjunto semialgébrico em R”, que € um conjunto definido por uma
condic¢do booleana de condi¢des polinomiais. Demonstramos o primeiro teorema de estrutura
para conjuntos semialgébricos, o Teorema da Decomposi¢do Cilindrica, e exploramos suas
consequéncias, em particular o Teorema de Tarski-Seidenberg. Depois, apresentamos o segundo
Teorema de estrutura para conjuntos semialgébricos, o Teorema da Estratificacdo. Em seguida,
exploramos suas consequéncias, em particular a nocdo de dimensao, e uma versao do Teorema
de Sard para fungdes semialgébricas. Apresentamos as no¢des de Decomposicdo Celular e de
Triangulacdo, e provamos que todo conjunto semialgébrico compacto é trianguldvel. Por fim,
Enunciamos o Teorema da Trivialidade Local e apresentamos duas consequéncias, o Teorema da

Finitude de Tipos Topoldgicos de Conjuntos Semialgébricos e o Lema da Estrutura Conica Local.

Palavras-chave: conjuntos semialgébricos; geometria semialgébrica.



ABSTRACT

We present the definition of a semialgebraic subset of R”, that is a subset defined by a boolean
condition of polynomial conditions. We show the first structure theorem for semialgebraic sets,
The Cylindrical Decomposition Theorem and explore some of its consequences, in particular
the Tarski-Seidenberg Theorem. Then we prove the second structure theorem, The Stratification
Theorem. After that, we explore some of its consequences, in particular the concept of dimension,
and a version of Sard’s Theorem for semialgebraic mappings. We then present the concepts of
Cell Decomposition and Triangulation of a set, and we prove that every compact semialgebraic
set admits both a cell decomposition and a triangulation. We then enunciate the Local Triviality
Theorem and present two applications: The Theorem on the Finiteness of Topological Types of

semialgebraic sets, and the Local Conical Structure Lemma.

Keywords: semialgebraic sets; semialgebraic geometry.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho € entender o Teorema da Finitude de Tipos Topoldgicos de
Conjuntos Semialgébricos, apresentado inicialmente por Robert Hardt em 1980 no seu artigo
intitulado “Semi-algebraic Local-Triviality in Semi-Algebraic Mappings”. Para isto, utilizamos
as referéncias (BENEDETTI; RISLER, 1990) e (COSTE, 2002).

O primeiro capitulo trata de conhecimentos preliminares sobre polindmios e suas
raizes. Ele inclui um tratamento rdpido sobre resultantes e subresultantes de dois polindmios,
que nos fornecem um método conceitualmente simples para determinar quando dois polindmios
dados possuem raizes em comum contando multiplicidades, e determinar seu nimero. Em
seguida, sdo apresentados resultados sobre a continuidade e analiticidade das raizes de uma
familia de polindmios, e ele conclui com uma prova do Lema de Thom.

O segundo capitulo trata dos conjuntos semialgébricos e de seus principais resultados.
E apresentada sua defini¢do e algumas consequéncias iniciais, e logo em seguida é provado
o primeiro Teorema de Estrutura, o Teorema da Decomposi¢ao Cilindrica, que diz que todo
conjunto semialgébrico do R" tem uma quantidade finita de componentes conexas, que sao
semialgébricas e sdo de dois tipos: Graficos de fungdes semialgébricas sobre elementos de uma
particdo finita semialgébrica de R"~!, e faixas entre cada par de graficos. Logo apés, exploramos
suas consequéncias, em especial o Teorema de Tarski-Seidenberg, que diz que a imagem de um
conjunto semialgébrico por uma aplica¢do semialgébrica é um conjunto semialgébrico.

Em seguida, tratamos do Teorema da Estratificacio, o segundo teorema de estrutura
dos conjuntos semialgébricos, que diz que podemos particionar todo conjunto semialgébrico
em estratos, que sdo subvariedades analiticas localmente fechadas do R”, e além disso, elas
satisfazem uma condig¢do de fronteira: dados dois estratos A e B, se A N B é ndo-vazio, entio A C B
e dimA < dimB. Esse teorema refina a particdo encontrada no primeiro teorema de estrutura,
e nos permite utilizar no¢des da geometria diferencial para estudar conjuntos semialgébricos,
permitindo por exemplo que tratemos da dimensao destes objetos.

Na secao seguinte, definimos a no¢do de decomposicao celular € mostramos que a
parti¢do obtida no Teorema da Estratificacdo induz uma decomposi¢do celular no caso compacto.
Além disto, provamos o Teorema da Triangulacado, que diz que todo conjunto semialgébrico
compacto € trianguldvel, e sua triangulacio induz uma estratificacdo no conjunto.

No capitulo final, apresentamos o Teorema da Trivialidade Local, e duas consequén-

cias: O Lema da Estrutura Conica Local, e o Teorema da Finitude dos tipos topolégicos de



conjuntos semialgébricos.



2 PRELIMINARES SOBRE POLINOMIOS

Essa sec¢do tem um cardter introdutdrio, com o propdésito de fornecer certos resultados
necessdrios ao desenvolvimento da teoria de conjuntos semialgébricos. Iniciamos apresentando
brevemente a teoria de resultantes e subresultantes de polindmios. Em seguida, provaremos que
€ possivel “parametrizar”’ de forma continua as solu¢des distintas de uma familia de polindmios

n
induzida pela correspondéncia a € C"! — ZaiX e C[X]. Por fim, quando essas funcdes
parametrizam raizes simples € possivel provarlczl?le elas sdo analiticas. Concluimos com o Lema

de Thom, um resultado fundamental sobre a conexidade de certos conjuntos dados por familias

de polindmios.

2.1 Resultantes e Subresultantes

Sejam P =ap+a1X +---+a,XP e Q=by+b1 X +---+by,X? dois polinbmios com
coeficientes em um dominio de fatorac@o tnica A (portanto, MDC s existem). Se ndo especificar-
mos A, considere os coeficientes como varidveis independentes e tome A = Z [ao, ooyap,bo, ... ,bq] .

Sejam p, g inteiros positivos tais que ¢ < p. Denote por M (P, Q) a matriz quadrada

de ordem p + g dada por
( ap ... Ag—1 ... ap—1 ap
q linhas
L ap .. ap
( bo ... ... b, ’
p linhas
\ by ... by

onde as entradas ndo especificadas sdo iguais a zero. Esta também é chamada de Matriz de

Sylvester.

Exemplo 2.1.1. Se P(X) = X?+6,e Q(X) = 5X +7, entdo

6 0 1
MPQ)=|7 50
075

Exemplo 2.1.2. Se P(X) = X +2X? +8e Q(X) = X+ 3, entdio
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(8021 0]
08021
MPQO)=|3 010 0
03010
0030 1|

Definicéo 2.1.1. O resultante R(P, Q) é o elemento de A definido como o determinante da matriz

M(P,Q).

O resultante indica quando P e Q possuem um fator em comum em A [X]|. P e Q
possuem um fator em comum néo-trivial em A [X] se, e somente se, o grau de MDC(P, Q) é
maior ou igual a 1. Por sua vez, este dltimo ocorre se, € somente se, a, ou by = 0 e existem
U,V € A[X]\ {0} tais que deg(U) < g—1,deg(V) < p—1eUP+VQ=0.

Para a segunda equivaléncia, suponha a, # 0 e note que se existem U, V como
mencionados, UP = —V Q implica que algum fator de grau maior que 1 de uma fatoracio de P €
fator de Q, pois deg(V) < deg(P). Portanto P e Q tem um fator em comum.

A reciproca segue de escrever P = HR e Q = HS, onde H = MDC(P,Q), e logo
SP—RQ =SHR—RHS =0.

Agora, considere U = ug+u1 X +--- +uq_1X‘1_1 eV=v+vX+--- —|—vp_1Xp_1.
Identificando cada polinémio ¢y + - - - 4+ ¢ X* € A[X] com o vetor linha (co, ..., c;) € AKT!. Ento,
para a, # 0 ou b, # 0, a equagdo UP +VQ = 0 pode ser escrita como um sistema linear de

P+ q equagdes em p + g variaveis:
(uo, .o ,uq,I,Vo, N ,vp,l)M == 0,

onde as indeterminadas consideradas sdo uy, ...,ug—1,v0,...,vp—1 € M = M(P,Q) é a Matriz de
Sylvester. Portanto, se a;, ou b, sdo ndo-nulos, a condi¢do detM = 0 implica que P e Q possuem

fatores ndo-triviais em A [X]. Dessa maneira, provamos a parte (2) da proposicao a seguir.

Proposicao 2.1.1. Com a notacdo estabelecida acima, temos que
1. R(P,Q)=0<a, =b, =0ou P e Q possuem um fator comum nao-trivial em A [X];
2. Como um polindmio nos coeficientes a; e b;, R(P,Q) ¢ homogéneo de grau g nos ajs e
homogéneo de grau p nos b;s ;

3. Existem U € A[X],deg(U) < ¢,V € A[X],deg(V) < g tais que R(P,Q) =UP+VQ.
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Demonstracao:
Parte das afirmagdes presentes em (1) foram provadas na discusséo acima. Resta-nos
observar que, se a, = by = 0, entdo R (P,Q) é 0, devido ao fato da tdltima coluna de M ser 0.
Para a afirmacdo (3), seguimos a referéncia (LEQUAIN; GARCIA, 2012). Por
defini¢do, R(P, Q) = det(c;;) onde
aj—ij, sei < j<i+p

paral <i<gq,c;j=
0, caso contrério.

. bytj-irsei—q<j<i
parag+1<i<p+gq,cj=
0, caso contrério .

Podemos concluir que det(c;;) ¢ uma soma de termos do tipo

j:cljl " 'CP+‘1jp+q

com {j1, .-, jg» Jg+1s s Jprq} = 11,--,p+q}. Um tal termo € igual a zero ou a +a;, ...aj,—4

qu+1_1 "'b].p+qu'

Seja S a soma dos indices desse termo. Note que

S=Ur=D+..+Ug=a) +Ugr1 =)+ +Uptg— 1)

p+q )4 q
=Y Jk= Y u=)v
k=1 u=1 v=1
ptq )4 q
=) =Y u-)v
=1 u=1 v=1

=Drq.

Como temos ¢ termos a; € p termos b, R(P, Q) é homogéneo de grau ¢ nos a; e de
grau p nos b;.
Para a afirmacdo (4), seguimos a referéncia (BUHLER, 2010). Observemos que a

expressdo UP +VQ = r € A pode ser expressa como
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apy ... dg-1 ... dp_1 ap

ap ap
up -+ Ug Vo 0 Vp =|r 00 ... 0

bo b,

Analisemos este para r = R(P,Q). Se R(P, Q) é diferente de zero, entdo o sistema
indicado pela igualdade tem soluc@o pela Regra de Cramer e portanto existem U,V € A[X]
satisfazendo a igualdade. Por outro lado, se r = 0 entdo como R(P,Q) = 0, existe solucdo
ndo-nula da equacido em A, e logo vale a afirmacao. [
Vamos encontrar uma expressio para R(P, Q) em termos das raizes de P e Q no fecho
algébrico do corpo de fragdes de A. Se a,, # 0, b, # 0, seja K = Frac(A) e K seu fecho algébrico.

Entdo existem &, ..., 0, € K, Bi, ..., ; € K com

Proposicao 2.1.2. Com a nota¢do acima, temos:

1. R(P,Q) _a%gn o — ;)
q

2 _aqHQa, = (=), [T P(B))
j=1

Demonstracao: Seguimos a demonstracdo de (LEQUAIN; GARCIA, 2012). Sejam
Xi,...Xp,11,...,Y, novas indeterminadas e F(X) :=a,(X —X1)...(X — X)) e G(X) :=by(X —
Y1)...(X —Y,). Além disso, sejam

F(X Pl

F(X):= ( ):XP+ZA,-X’
ap i=0

G(X ol

Gi(X):= IE ):Y‘I-i—ZBjY/
q j=0

onde A; = A;(X1,...,X,) = (—1)' Z Xk, --- Xk, é um polindmio homogéneo de grau i em
1<k <...<ki<n
Xi,...,X, e B; tem uma forma andloga. Note que

F (X),G] (X) EE[X],...,Xp,Yl,...,Yq][X]
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logo

R(F1,G1) € K[X1, ... Xp, Y1, ..., Yy

P 4
Note que o polindmio H H(Xi —Y;) divide R(F;,G1). De fato, sejam i € {1,..., p}
i=1j=1
e j€{l,...,q}. Substituindo X; por ¥;, obtemos um polindmio F;;(X), que tem um fator

em comum de grau 1, a saber X — Y, portanto R(F;;,G;) = 0. Como R(F;;,G) é obtida
de R(Fy,G)) substituindo X; por Y}, Y; é raiz de R(F1,G1) € K[X1, ..., Xiy ., Xp, Y1, ..., Y ] [Xi] €

consequentemente (X; —Y;) divide R(F;j,G1). Como os (X; —Y;) sdo primos entre si, entdo

P4
[TTI1Xi—Y)) divide R(F1,Gy).
i=1j=1
Além disso, R(F;,Gy) € um polindmio homogéneo em P[Xj, ..., X, Y1, ...,Y,] de grau

pq. De fato, pela demonstragdo da Proposi¢do 2.2.1, item (c), o Resultante de F} e G| é soma de
termos da forma A;;...A;, |Bj,...Bj, , comio+...+ip—1 + jo+ ...+ jg—1 = pq. Cada um desses

termos ¢ homogéneo pois cada fator € homogéneo, e além disso,

deg(4;,...A

i1

Bj,...Bj,_,) = degA;; + ... +degA;,_, +degBj, + ... +degB;, _,

=ip+...+ip-1+jot ...+ Jjs-1=pq

Assim, R(Fj,G) é um polindmio homogéneo de grau pq, ou R(F},G;) = 0. Porém
o ultimo caso ndo € possivel porque Fj e G| ndo tem raizes em comum.
Por fim, como ambos sdo polindmios homogéneos de mesmo grau, podemos concluir
que R(F1,G;) = alp—[ﬁ(X,- —Y;). Agora, o monoémio (Y;...Y;)” aparece na esquerda com o
i=1j=1
coeficiente (—1)P4, e nJa direita com o coeficiente a(—1)P4, portanto o = 1.

Para concluir a demonstragdo, note que

R(RQ) :R(FvG)(ah"'>ap7ﬁ17--->ﬁ61)

= (Xgﬁé)R(Fl,Gl)((Xl,..., OCp,ﬁl, ...,ﬁq)

~
I
—_
~.
I
—_
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q
De forma andloga podemos obter, R(P,Q) = (—1)P4B7 H P(a;). O
j=1
Outro conceito ttil na obtengdo de informagdes sobre zeros comuns entre polindmios
€ o subresultante de dois polinomios. Ele refina a informacdo dada pelo resultante, nos permitindo

saber qual a quantidade de raizes comuns que dois polindmios tem.

Definicdo 2.1.2. Sejam P(X) =ag+ a1 X +...apX? e Q(X) = bop+ b1 X +...b,X? elementos de
A[X] e M(P,Q) a matriz definida anteriormente.

Para 1 < j <inf(p,q), seja M; a matriz de ordem (p+q—2j) x (p+q—j) da
aplicagdo W : Pj_1_j(A) x P,—j—1(A) = Pypyq—1—;(A) definida por (U,V) — UP+VQ, onde
P;(A) é o conjunto dos polindmios com coeficientes em A com grau até i. Ela é obtida removendo
de M(P,Q)

— as ultimas j colunas
— as ultimas j linhas
— as linhas de indice ¢ — j+ 1 até ¢

Indexando as colunas a partir do 0, seja r;j ;, (0 <i < j) o determinante da submatriz

de M; de ordem (p + ¢ —2j) obtida selecionando de M;
— as ultimas p+¢g —2j— 1 colunas

— acoluna de indice i

Definicdo 2.1.3. Na situagdo acima, definimos o j—ésimo subresultante r;(P,Q) de P e Q

como sendo r; ;
JsJ

Proposicao 2.1.3. Com a notagdo acima, as afirmacdes seguintes sdo equivalentes:
— (a;j) P e Q tem no minimo j + 1 raizes em comum (contadas com multiplicidade) no fecho
algébrico de Frac(A).
— (bj) degmdc(P,Q) > j+1
— (¢j) ro(P,Q) =1 (P,Q)=...=71;(P,Q)=0

Demonstracdo: (a;) <= (b;) segue do fato que se ¢t é raizcomuma Pe Q, x —
divide ambos, portanto se ¢, ..., &; sdo as rafzes em comum a ambos, (x — ¢)...(x — ;) divide
oMDCdePe Q.

(bj) <= (cj) A equivaléncia sera feita por indugdo em j, o caso j = 0 segue do
item (ii) da Proposicdo 2.1.1..

(bj) = (cj). Note que (bj) equivale a existénciade U € P,_j_1,V € P,_1_;

tais que UP 4V Q = 0, por argumento andlogo ao feito no inicio da se¢do. Pela hipotese de
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indugdo, sabemos que ro(P,Q) = ... = rj_1(P,Q). Se U =up+uX + ... +u,_j 11X/ 'e

V=vw+wnX+..+ vp_j_lXP_j_l, entdo a equagdo acima pode ser reescrita da forma

(up, ceey Ug—j—1,V0, ...,vp,jfl)Mj =0,

onde M; € a matriz descrita na defini¢do 2.1.2.. Se UP+V Q = 0 tem solug¢do ndo-trivial, entdo
o posto de M; deve ser menor que p +¢g — 2j. Em particular, r;(P,Q) = 0.

(cj) = (b;) Pela hipétese de inducdo, sabemos que P e Q tem no minimo j raizes
em comum (contadas com multiplicidade). Seja M j a submatriz de M obtida selecionando as
dltimas p +¢q —2j colunas de M; (note que r;(P,Q) = detM;). Entdo a hipétese r;(P,Q) = 0
implica que a matriz de ordem (p 4 g — j) dada por

M;

Ii 0
onde /; € a matriz identidade de ordem j, e as reticéncias indicam as outras colunas da matriz
M, tem determinante nulo. Note que essa matriz representa o sistema linear correspondente a

equacdo UP+VQ =C, com U eV referidos acima. De fato, podemos escrevé-la na forma
.M i
up -+ Ug—j-1 Yo - Vp—j-1 €0 ... Cj-1 :[0 0}
I; 0
Como a matriz tem determinante zero, o sistema tem uma solu¢do nao-trivial. Porém

note que de UP+VQ = C, como P e Q tem j raizes em comum, estas também sdo raizes de C, e

assim C = 0. Logo, vale (b;). O

Proposicao 2.1.4. Com as mesmas notagdes da proposicao anterior, sdo equivalentes:
1. Pe Q tem exatamente j+ 1 raizes em comum (contadas com multiplicidade) em algum

fecho algébrico K de K = Frac(A)
2. ro(P,Q)=...=rj(P,Q) =0, mas rj;1(P,Q) #0.

Demonstracao: Imediata da proposi¢do anterior.

2.2 Continuidade das Raizes

Consideraremos R" como sendo o conjunto dos pontos fixos de C" por ¢ : C" —
C", (z1,..,20) = (Z15-.,Zn), € R?" como C" pela identificacio (o + iBy, ..., 0 + iB,) <=

((Xl,...,OCn,ﬁl,...,Bn).
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Definicdo 2.2.1. Seja X um conjunto. Definindo em X" a relacdo de equivaléncia
(al,...,an) ~ (b1,...,bn) <~ Jte€S,iaq,= bf(i),i =1,....n

onde S, € o grupo das permutagdes em n elementos. Denotamos por X () o conjunto quociente

X/ ~, chamado o n-ésimo produto simétrico de X.

Observacao 2.2.1. Se X € espaco topoldgico, podemos munir X (7) da topologia quociente. Em
particular, se 7w : X" — X (") ¢ a projecdo candnica (x1,...,X,) — [X1,...,X,], 0s conjuntos do tipo
(U1, ....;Un] :={[x1, .y x0) € XMy e U;} onde U; é aberto de X formam uma base de X De
fato, suponha que V é aberto em X e [xy,...,x,] € V. Temos que (x1,...,x,) € 7~ '(V). Se
Uy X ... x U, é um aberto bésico de X", e x € Uy x ... x U, C £~ (V). Temos que [x1,...,X,] €

n(Uy X ...x Uy) =[Uy,...,Uy] C V.

Faremos uma identificacdo de C" com o conjunto dos polindmios mdnicos de grau n

com coeficientes em C, por meio de

(ag,....an—1) <= ap+arX + ...+ a,_1 X" 1+ X"

O Teorema Fundamental da Algebra nos permite fatorar P(X) = ag+a1 X +...a,_ 1 X"~ ' +
n—1
X" completamente, obtendo P(X) = [ [(X —¢;). Com isso, obtemos um mapa
i=0

—

n—

n—1
g(ClO, ...,anfl) = H(X_Ci> =X"+ Z (—I)H_IS,'(CO, ...,Cnfl)Xn_l_l.
=0 i=0

i=
As coordenadas g;(c) sdo dadas por (—1)'s;(c), e sdo chamadas funcdes simétricas
elementares em C".
Note que se existe T € Sy tal que (X0, -, Xn—1) = (Vz(0)s - Ye(n—1))> &(X05 -+ Xn—1) =
g(yr(o), ...,yf(n_l)), pois X —x; =X —Ye(i), I = 0,...,n—1. Logo elementos da mesma classe em
c) podem ser atribuidos a0 mesmo polindmio moénico de ordem n, de forma que temos uma

funcdo g : C — C" que faz o seguinte diagrama comutar:
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O Teorema Fundamental da Algebra nos d a sobrejetividade de g, e portanto de 3.

n—1 n—1
Além disso, g € injetiva, pois H —ci) = H(X—c’-) = [co,.--,cn_1] = [y -+, Cly_1]. Entdo
i= O

g é uma bijecdo, além de ser contmua pois 7 € aplicacdo quociente e g é constante nas fibras de

a

Denotemos por 4 a inversa de g.
Proposicao 2.2.1. i ¢ um homeomorfismo.

Demonstracao: Como g € continua, basta provarmos que s é continua. Note que a
proposicdo é trivial para n = 1, pois C' = C().
Suponha que n > 2. Vs € N, e sejam
— Cs = {[x0, s Xn_1] € CW : ||x;| < sn}
~- C.={(ag,...,an—1) €C": HajH <s}
- Cél = §(Cy)
Note que
1. Se s < s, entdo Cy € vizinhanga de Cy;
2. Cy é um compacto de C), pois Cs = n({(ag,...,an_1) € C": ||aj|| < sn};
3. Como g € continua, g(Cs) é compacto e portanto podemos concluir que g; := g |¢, é
homeomorfismo de C; em C”, pois C" é de Hausdorff, entdo g, ! = h |cr= h; € continua.
Afirmacio 1: A proposicio segue do fato de que, Vs > 0,C. C C/,e g, ' =h |cr= hs
Demonstragio: Se a € C", temos s > 0 tal que a € C;. Como C; C C); C C}),, temos
que & € igual a hyg numa vizinhanga de a. Logo, & € continua em a, e como a € arbitrario, h é
continua.
Afirmacéo 2: Vs > 0,C, C C.
Demonstrag¢io: Suponha por absurdo que existe a € C;\ C. Temos em particular
que h(a) = [xg,...,x,_1] ndo pertence a C;. Isso significa que existe j tal que Hx]H > sn > 1.

Temos que

Hx? —|—a,l_1xT1 +... —|—a0H =0.

De [la+b[| =0e |[[lall = [[p|[|| < lla+bl| segue que [lx|| = [|y||. Entdo
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il <

an_lxﬁfl—k...—i—aoH

<s(

x?_lH—i—..A—lH)

<sn "
Concluimos que Hx]H < sn. O

Observacio 2.2.2. Considere a funcio i : {a = (ag,...,a,) € C"*' : a, # 0} — C" defi-

. ao an—1 A
nida por (ag,...,an) > h| —,..., — Temos que i = homen o f, onde f(zo,...,2n) =
an an
20 Zn—1 . ,
— ey ,1 ], € continua.
Zn Zn

Definicdo 2.2.2. Suponha (n,k) € N x (NUeo), definimos:
B} :={(ao,...,an) € C"'ap+a1X + ... +a,X" tem exatamente k raizes complexas distintas }
m.=BlN{acC"":q, £0}

B}(R) := B{NR"*!

M} (R) := M R

Proposig¢io 2.2.2. Para todo a em M}, existe uma vizinhanga U de a em M}’ e fungdes continuas
Fi:U —C, j=1,...,k tais que para todo b € U,

L. Ei(b) # Fi(b). para i # J:

2. P,(Fi(b)) =0,Yi=1,...,k, onde Py(-) := P(b,").

Demonstracio: Considere / ] My a aplicacdo definida na observagdo 2.2.2.. Temos
h(a) = [mix1,...,mxi], onde {xi,...,x¢} é o conjunto de raizes distintas de P,(X) e my é a
multiplicidade da raiz xi.

Sejae = (g,...,&) €R*, & >0taisquese B; = {z € C: ||z—x;|| <&}, BiNB; =0.
Como / é continua, existe vizinhanca U de a tal que fl(U ) C [miBy,...,mBy]. Isso implica em
particular que cada B; contém apenas uma raiz de P,(X) para todo b € U.

Definimos por fim Fj : U — Bj por Fj(b) = "araiz de P,(X) contida em B;". A con-
tinuidade de F; segue da continuidade de h. De fato, como h = o (miFy,...,miFy), provaremos
em duas etapas:

Etapa 1: 7 € aberta.

Seja [x] € (V). Temos que 7~ ! (V) é unido de abertos V; que sio difeomorfos(pois

as permutagdes sdo difeomorfismos). Para cada V;, e x € V; com 7 (x) = [x], tomemos U; X ... X U,
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aberto bésico com x € U; X ... x U, C V;. Portanto [x] € [Uy,...,U,| C V, e [x] é ponto interior de
V. Como [x] e arbitrdrio, V é aberto. O
Etapa 2: f: U — B; definida por x — (m1F(x), ...,miFi(x)) é continua.
Seja V vizinhanga de f(x) em B;. Como (V') é aberto, e /i é continua, i~ o (V) é
aberto contendo x. Seja r > 0 tal que x € B(x,r) C h~' o 7(V). Diminuindo r se necessério de
forma que B(x,r) C f~1(V), temos f(B(x,r)) C V.

A continuidade da f implica a continuidade das Fj, e a proposi¢ao estd provada.

Corolario 2.2.1. Seja A C M} conexo. Denotando como 7, o nimero de rafzes reais distintas de
P,(X), temos
1. r, é constante em A.
2. Existem fun¢es continuas f; : A — R tais que
- fila) < fro1(a) Va € A
- P,(fj(a)) =0.

Demonstracao: Sejaag € Ae U, Fy,...,F;, como na proposi¢ao anterior. Como ag é
real, para cada j = 1,..., k, temos duas possibilidades:
1. Fj(ap) = Fj(ap). (ou seja, Fj(ap) é raiz real de Py (X).)
2. Para cada j, existe i tal que Fj(ag) = F;(ay).
Afirmacdo: Existe uma vizinhanga U’ C U de ay tal que se vale (1)(ou (2)) para a,
entdo ag vale para todo ponto de U’. Em particular, r, é localmente constante.
Demonstracio da Afirmacdo: Suponha que Fj(ag) = W’ e que para toda
vizinhanga W de ay, existe b € W e i # j tal que Fj(b) = W Dessa forma, podemos construir

uma sequéncia (by)scn tal que by — ag, e Fi(bs) = F;(bs). Mas Fj(ag) = Fj(ao) = limFj(b,) =

limF;(bs) = Fi(agp). Pofem como Fj(ag) # Fj(ap), isso é um absurdo.

Se supusermos que Fj(ap) = Fj(ap) e que para toda vizinhanca W de ao, Fj(ao) =

Fj(ap). Assim, podemos construir uma sequéncia (by)sen tal que by — ag e Fj(by) = Fj(by).

Porém Fj(ag) = Fj(ao) = limF;(bs) = limF;(bs) = Fj(ap), o que é um absurdo.

N

Em particular, a quantidade de fun¢des que dao as raizes reais distintas de P,(X) é
constante em U’, logo r, € localmente constante.

Para verificar a segunda propriedade do corolério, definimos

F = (f17"'7fr) ‘A — {(tla"'atr) € R" |ti < ti+1}
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Pela regra: para todo a € A,{fi(a), ..., f(a)} é o conjunto das raizes reais distintas
de P,(X). Suponha ap € A. Podemos assumir, a menos de uma reordenacdo, que F(ag) =
(Fi(ao),...,Fr(ap)). Pela continuidade das Fj, existe uma vizinhanca U” C U’ de ap em A tal
que, para todo b € U",F(b) < Fj;+1(b). Logo, F = (Fi,...,F,) em U" e logo, é uma fungéo

continua. []

Corolario 2.2.2. Seja T um espago topoldgico conexo, ao(t),...,an(t) : T — C (resp T — R)
funcdes continuas tais que:
1. ay,(t) #0,VreT.
2. O niimero de raizes complexas distintas de P, (X) = ao(t) + a1 (¢)X... +a,(¢)X" é constante
paratodor e T.
Entao
(i) se a;(t) € R o nimero de raizes reais de P;(X) é constante.
(ii) Existem funcdes continuas g; : T — C(resp. T — R)(1 < j <) tais que
(a) gj(t) éumaraizrealde P;(X),1 <j<r
(b) () # (1), ¥ € T para j k.

Demonstracgdo: Hipéteses 1 e 2 mostram que a fungdo @ : T — C"*1 1 (ap(t), ..., an(t))
tem sua imagem contida em M}'(C) (resp. M}}(R), mas Im(¢) é conexo (pois T € conexo), en-
tdo podemos usar a proposi¢do 2.2.0. e o coroldrio 2.2.1. para obter (Fy, ..., Fy) (resp fi,..., fr)
que ddo as rafzes complexas (resp. reais) distintas de P,(X). As fungdes g; sdo obtidas pela

composi¢do fjo @. U
2.2.1 Analiticidade de raizes simples e o Lema de Thom

Proposicio 2.2.3. Suponha que nas condi¢des da conclusdo do coroldrio 2.2.1., f;(b) é raiz

simples de P,(X), entdo f; é na verdade analitica.

Demonstraciao: Definamos a fungdo
G:RxR" ! - R"
(d,b) — (X —d)(X" ' 45, 2X" 2+ ...+ b1 X +by)
onde estamos identificando R” com o espago dos polindmios monicos de grau até n.

Utilizando a proposi¢ao 2.2.2., podemos ver que o jacobiano de G é igual a R(X —

d, X" Vb, 2 X" 2+ .+ X+ by). De fato, temos
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[ —by —d 0 00 O ]
—by I —d ... 00 O
O I
—b,—» 0 0 ... 01 —d
i —1 0O 0 ... 00 1 |

fazendo a expansdo de Laplace na primeira coluna, obtemos

detJac(G(d,b)) = ’f(—bj_l)(—l)mdethJr (=" (=a)" (1)
=1

onde M; ¢ a matriz obtida retirando a j-ésima linha. Como detM; = (—d)/ ~1, temos

n—1 ) ) ] )
detJac(G(d,b)) = Y (—=bj—1)(=1)"(—=a)/ ' —d" ' = —(bo+b1d + ...+ bj_1d’ " + ad’).
j=1

No caso de d ser uma raiz simples de G(d, b), isso implica que o jacobiano é ndo-nulo
em (d,b), e portanto pelo Teorema da fung¢do inversa analitico, G tem uma inversa local em uma
vizinhanga de (d,b). Sejad = f(a®). Como f é continua, podemos tomar a vizinhanga de a°
sendo V tal que £(G~!(V)) C W, onde W ¢é vizinhanga de f(a®). Logo, f coincide com 7o G~!
nessa vizinhanga V de a° e portanto f é analitica em a°. Como a° é arbitrario, f é analitica. [

Terminamos o capitulo com o Lema de Thom.

Lema 2.2.1 (Lema de Thom). Se .% € familia finita de polindmios fechada por derivagcao(ou
k

seja: 0 ¢ F ese f € F entdo f' € F), e X = ﬂ{t € R:P(t)si0}, s; € {<,=,>}, entdo X é
conexo, e vale um dos seguintes: =

1. X=0;

2. X = {pt}(que acontece se, e somente se X # 0 e existe jcoms; =“=");

3. X é um intervalo ndo-trivial.

Além disso, X é obtido “relaxando” as desigualdades < (resp >), ou seja, trocando-as por <

(resp >).

Demonstracao: Seguiremos em parte a demonstracdo de (KUHLMANN, 2010).

Faremos inducdo em k.
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Se k = 1, entdo como .# ¢ fechado por derivagdo, P=0e X =R (se s; = “=")
ou X = (. Suponha que a tese vale para k — 1. Podemos assumir a menos de reordenagdo que

degP, = _mx kdeg{Pi}. Se F' ={Py,...,Pc_1}, F' satisfaz a tese pela hipétese de indugdo.

k—1
Portanto, se escrevermos X = {t € R : P(¢)s;0} NX’, onde X' = ﬂ {t e R: P(1)s;,0}, temos o
seguinte: -
— Se X' =0, segue que X = 0.
— Se X’ € um ponto entdo ou X # 0, ou X # (. No udltimo caso X também o € e, por hipétese,
existe iem {1,...,k— 1} com s = “=".
— Se X’ é um intervalo, temos 2 casos: ou P, é constante em X’ (que acontece se P,é =0em
X’), logo X é um intervalo ou o conjunto vazio. Seja agora P, estritamente mondtona em
X', e suponha que P, > 0. Entdo X = {x € X" : P,(x) > 0} é um intervalo ou vazio. De
fato,se X = {x € X" : P.(x) > 0} = {x € R: P(x) > 0} N X’ é interse¢do de abertos. Além
disso,

X={xeX :P(x) >0}

={x€R:P(x)>0}NX’

k
= [{x € R: P,(x)5;0} pela hipétese de indugo.
i=1

O caso P (x) < 0 segue analogamente. O
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3 CONJUNTOS SEMIALGEBRICOS

Neste capitulo, abordamos a no¢do de conjunto semialgébrico, apresentamos o
primeiro teorema de estrutura e exploramos suas consequéncias, em especial as propriedades
de estabilidade topoldgicas e algébricas que ele garante. Em seguida, apresentamos o segundo
Teorema de Estrutura, e exploramos suas consequéncias e por fim apresentamos o Teorema da

Triangulacdo.

Definicdo 3.0.1. Um subconjunto X C R" é semialgébrico se existem polindmios P;; €

R[X1, ..., X,] tais que

r Si
X = U ﬂ{x eR": P,‘JS,'JO},S,‘J € {<,:,>}.
i=1j=1
Equivalentemente, um subconjunto X de R" € semialgébrico se existe uma combina-
¢do booleana (obtida por disjungdo, conjungdo e negagdo) #(x) de igualdades e desigualdades

polinomiais estritas em x.

Exemplo 3.0.1. Um subconjunto de R” é dito algébrico quando ele € zero de um conjunto finito

de polindmios em R. E imediato que conjuntos algébricos sdo semialgébricos.

Conjuntos algébricos sdo uma classe importante de conjuntos semialgébricos, sendo
um dos objetos elementares estudados na geometria algébrica. Além disso, € possivel caracterizar

conjuntos semialgébricos utilizando estes, como veremos na se¢ao seguinte.

Exemplo 3.0.2. Conjuntos semialgébricos em R sdo unioes finitas de pontos ou intervalos.
De fato, note que se X C R é semialgébrico, X é unido finita de solu¢gdes de igualdades e
desigualdades polinomiais. As solugdes de desigualdades sdo unides finitas de intervalos que nao
contém zeros, e as de igualdades sdo um conjunto finito de pontos. Reciprocamente, pontos sao
conjuntos da forma {x € R : x —a = 0}, e intervalos sdo conjuntos da forma {x € R: x—a > 0}

ou{xeR:x—a<0}coma € R, ambos semialgébricos.

Proposicao 3.0.1. A colecio de conjuntos semialgébricos é a menor cole¢do de conjuntos que

contém

{xeR": f(x) >0},



24

e € fechada por unides e intersecdes finitas e complementares.

Demonstracido: Suponha que . seja uma familia de subconjuntos do R" que
contém todos os conjuntos da forma {x € R" : f(x) > 0} fechada para unides e interse¢oes
finitas, e complementares.

SejaA ={x € R": f(x) >0} um elemento de .. Entdo R"\A = {x € R": f(x) <0}.
Tome agora g € R[X},...,X,] como sendo g = —f. O conjunto B = {x € R" : g(x) > 0} é um
elemento de ., e assim, o conjunto R"\B={x € R":0 < f(x)}.

Como a familia . é fechada por intersecdes finitas, segue que o conjunto C =
(R"\A)N(R™\B) = {x € R": f(x) =0} é um elemento de .. Dessa forma, temos que a
familia . contém todos os conjuntos da forma {x € R": f(x) > 0} e {x € R": f(x) = 0},
Vf e R[Xy,.... X

Como consequéncia, temos que a familia .’ contém todos os conjuntos semialgébri-
cos de R".

Para concluirmos, precisamos provar que a familia de conjuntos semialgébricos
estd contida na intersecdo de todas as familias .. Porém pelo mesmo argumento, podemos
concluir que a interse¢do de todas as familias contém todos os conjuntos do tipo {x € R" :
f(x) >0} e{xeR": f(x) =0} e é fechada por interse¢des e unides finitas, e complementares,
portanto a familia de conjuntos semialgébricos também estd contida nela, e podemos concluir a

igualdade. [

Proposic¢ao 3.0.2. Todo conjunto semialgébrico do R" pode ser escrito como uma unido finita

de conjuntos semialgébricos da forma:

{xeR":P(x)=..=F(x) =0,01(x) >0,...,0;(x) > 0}
,onde Py,...,P,Q1,...,Q; sdo elementos de R[X, ..., X,].

Demonstragao: Um conjunto da forma {x € R" : P;(x) = ... = P,(x) = 0,0 (x) >

m
0,...,0;(x) > 0} pode ser escrito como ﬂ{x € R": R;is;0}, com s5; € {>,=} a menos de uma
reordenacgdo dos indices, e uma renome;:ggo dos polindmios. Entdo a familia de unides finitas
de conjuntos do tipo indicado na proposi¢ao forma uma subfamilia da familia de conjuntos
semialgébricos. Além disso, ela contém os conjuntos do tipo {x € R" : f(x) > 0}, pois {x € R" :

f(x) >0} ={xeR":0(x) =0, f(x) > 0}. Basta provarmos entdo que ela é fechada por unides

e intersecoes finitas, e complementares.
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O fecho pela unido finita segue da definicdo da familia, e o pela intersecdo finita
segue da propriedade distributiva da interse¢ao pela unido. Para o fecho por complementar, basta

notarmos que

m m
ﬂ{x cR" ZR,'S,‘O} = U{x cR": R,‘ﬁS,‘O}, onde —s; € {75, <}.
i=1 i=1

Se —s; =#, podemos escrever {x € R" : R;(x)—s;0} como {x e R" : R;j(x) >0} U{x €
R": —R;(x) > 0}, obtendo um conjunto do mesmo tipo. Portanto, podemos concluir que essa

unido € de conjuntos do tipo do enunciado. [
Proposi¢io 3.0.3. Se X C R" e Y C R” sdo semialgébricos, entdo X x ¥ C R™ " & semialgébrico.

Demonstracdo: Sejam X = {x e R": B(x)} e Y = {y € R": #(y)} conjuntos
semialgébricos. Se consideramos os polindmios envolvidos nas combinac¢des booleanas como
elementos de R[Xj,...,X,,,Y1,....Y,], B(x) e B(y) é combina¢do booleana de igualdades e
desigualdades polinomiais em (x,y), € o conjunto {(x,y) € R : Z(x) e B(y)} é semialgébrico.

O

Existe uma nog¢ao similar a de conjuntos semialgébricos para o espago complexo.

Definicao 3.0.2. Um subconjunto X C C” € dito construtivel se existem polindmios P, ..., P, €

C[X] tais que

k i
X = U ﬂ {zeC": Pi7j(Z)Si,j0};Si,j € {=#}

i=1j=1

Se identificarmos C" com R?", a condigio P(z) # 0 pode ser escrita como P(z) >0 ou
P(z) < 0, logo um conjunto construtivel em C" pode ser visto como um conjunto semialgébrico
em R?*. Além disso, identificando R” com a "parte real"de C" como feito na se¢io 1.3, o

conjunto Vg :=V NR" é semialgébrico.

Proposicao 3.0.4. Com as notag¢des acima, valem
1. B} e M} sdo subconjuntos construtiveis de C"

2. B}(R) e M}'(R) sdo subconjuntos semialgébricos de R”

z

Demonstracao: E suficiente provarmos o primeiro item. Pela defini¢do de M}, é

suficiente provarmos que By € construtivel. Procedemos por indugéo em n.
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Sen =0, B) =C\{0} e B) = 0 para todo 0 < k < =, & B, = {0}.

Note que Bfj pode ser identificado com C\ {0}, pois um polindmio de grau n que
ndo tenha raizes deve ser constante e ndo-nulo.

Suponha que a proposicdo vale para n — 1, e seja C**! := C" x C. Escrevendo
a = (ag,...,an) € C"*! como a = (d,a,). Podemos identificar B} = B} ! x {0} UM!". Entdo
basta provarmos que M’ € construtivel.

Identificando a € C" com polindmios P,(Z) = ap+ a1 Z+ ... +a,Z", definimos

Wy={ac C g, #£0eP, (Z) tem no maximo k raizes complexas distintas}.

Note que M} = Wy \ Wy_;. Pela proposicdo 2.2.3., Wy pode ser descrito da seguinte

forma
Wy ={aecC"" :a,#0e degMDC(P,(Z),P.(Z)) > n—k}.
ou seja, Wy € a intersegdo de {a, # 0} com polindmios que satisfazem a condigio
polinomial ro(P,P') = ... = r,_i((P,P") = 0, portanto é construtivel. Consequentemente, M’ é
construtivel. ]

3.1 O Teorema da Decomposicao Cilindrica

Teorema 3.1.1. Seja X C R" um conjunto semialgébrico, e notemos um elemento de R" por
(x,t) = ((x1,--,%—1),1). Entdo:

(ay) X tem uma quantidade finita de componentes conexas, e cada uma delas é
semialgébrica.

(b,) Existe uma particio finita .# de R"~! em conjuntos semialgébricos conexos de

forma que, para todo A € .#, podemos definir
A AR Ek=0,1,...,54,50+ 1

tais que

i) f = —oo, i) = oo

i) f,f : A — R é uma funcao continua para todo k =0,1,...,s4,54 + 1, € para todo
x €A, fAx) < fA ().

i1i1) Todos os conjuntos da forma

{(x,0) eR™: f(x) <t < fA,(x)},k=0,1,...,54,ditos de tipo &
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{(x,t) ER™: f =1}, k=1,...,54, ditos de tipo &

sdo semialgébricos.
iv) A colecao de todos os subconjuntos de R” indicados em (iii) forma uma particao

de R". A cole¢do destes subconjuntos que estd contida em X forma uma particao de X.

Demonstracao: Faremos por indu¢do em n. Note que ag € trivial, pois X € um
ponto. Também temos que b, = a,, pois 0s conjuntos do tipo faixa e grafico sdo conexos.
Provaremos que a,_1 = b,,.

Seja {q1,...,qn} a familia de polindmios de uma representagio de X. Estendemos

d°q, .
I o=1,...N,c=1,2,.... Notando a familia

ela adicionando todas as derivadas parciais <

estendida como { P}, ..., P}, definimos

-or=[17
jer
~ Bry={x e R Qr,(t) = Or(x,t) = ap(x) + a1 (x)t + ... + a,(x)t" tem exatamente k
raizes distintas}

Para construirmos a parti¢do .#, usaremos os conjuntos Br .

Afirmacao 1: By € semialgébrico.

Definimos G : R"~! — C"™T)+1 por x — (ag(x), oy @py(1)41(X) ), onde 0s a;(x) sdo
os coeficientes de Q7 «(t) e m(T) = deg(Qr (). Pela defini¢do de By x, podemos concluir que
Bry=G! (Bkm(T) (R)). A afirmag@o entdo segue do fato que a imagem inversa de um conjunto
semialgébrico por urrrla funcao polinomial é um conjunto semialgébrico. Para ver isso, tome Y
emR"” comY = O h {y eR": P js; j0},e F : R™ — R" polinomial. Temos que

i=1j=1

N ri
F_I(Y) = U ﬂ{y e R": P, joF(y)s; 0},
i=1j=1

que € semialgébrico. Como BZ(T) (R) é semialgébrico, By x é semialgébrico também.
Como Bry = G- ' (B{"(R)) = G '{(MO(R)) U... UMD (R)) = G~ (MO(R)) U
UGt (M,Z"(T) (R)). Definindo M., = G~!(M}(R)), temos uma parti¢do

Bra=M'U..uMM)

que segue da demonstracdo da construtividade de By.
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Com os Br x, podemos construir a nossa particdo .#. Para isto, definimos:
1. Uma partigio de R" ™1 /(T ) = {Mj; } {i—1,.. m(T)k=0,... k—eo} >

2. Umapartigio & = | .#(T);
Tc{l,...,R}
3. .# = {componentes conexas de cada elemento de .#}.

Afirmacdo 2: Cada elemento de .# é semialgébrico.

Isto segue da hipétese de indugio a,—1, pois como cada elemento de .# é semialgé-

brico, suas componentes conexas sdo semialgébricas.

Agora, vamos definir as fungdes f;l‘. Para isto, dado A € ., definimos
Ca={jel,..,R:3(x,t) cAxR:Pj(x,t) #0}.

Note que C4 pode ser vazio. Caso nio seja, pela definicdo de .# existem i, k tais que

A C M., . Definimos entiio o polindmio
Cy k

Oc, = [] P;-
JECx
Note que como A C MéA,k’ Oc,, tem grau fixo i.

Como A é conexo, temos que G(A) = A’ é conexo e pelo Corolério 2.2.1., existem

fungdes

Al Al
<<t

definidas em A" que d@o as raizes de Oc,- Definimos entdo

fr=f oG j=1,.,50—1sy=sa.

Afirmacio 3: Os conjuntos I" do tipo .# e ¢ satisfazem iii).
Provaremos a afirmac¢do 3 em 2 passos:

Afirmacio 3': T estd contido em um conjunto do tipo
R

I'= ﬂ{(x,t) € AxR: Py(x,1)s;0}.

i=1
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Se I' é do tipo .#, note que j € C4 = {(x,1) € AxR: Pj(x,t)s;0} NI" =0, pois
as faixas ndo contém zeros de Qc,, e logo, dos Pj. Se j ¢ Cyx = {(x,1) € AXR: Pj(x,t) =
0} =T.

No caso que I" é do tipo ¢, se existe P; tal que P; = 0 em I', entdo estd feito. Caso
exista (xo,7) € A X R tal que Pj(xo,%) # 0, entdo pela defini¢do de A, existem i,k tais que

AC Mij} (R). Pelo lema (da continuidade das raizes), temos que existem {gi, ..., g, } tais que

{(x,t) ecAxR:Pj(x,t) =0} = U{(x,t) cEAXR:t=gi(x)}.
i=1

v
Como os zeros de P; sdo zeros de Qc,, | J{(x,7) €A x R: 1 =g;(x)} é subconjunto

i=1

conexo de
SA
{(x,t) eAxR:Qc,(x,t) =0} = U {(x,t) EAXR:t= fj‘(x)}.
j=1
E como cada elemento dessa tltima unido € aberto e fechado, entdo para cada i existe
j tal que

{(x,t) EAxR:t=gi(x)} ={(x,1) eAxR:¢ :fjA(x)}.

Em resumo, P; = 0 em I" se existem i, j = jj tais que vale a igualdade acima. Caso
contrario, Pj #O0em I

Afirmacio 3”: Em realidade, I' =T

Suponha que existe (xg,79) € ["\ T, e sejat; € I tal que 9 < f;. Como a familia
de polindmios {P;,(T)} sdo fechados por derivacdo, ({xo} x R) NI’ é conexo, e portanto
{x0} x [to,11] estd contido em I". Note que {(x,z) € A x R: Qc¢,(x,r) =0} NI =T se existe
J € Cp tal que P; =0 em I'. Caso contrario a interse¢do € vazia.

Como I'" ¢ do tipo faixa, temos que Qc, (x0,t1) # 0, e existe 1, € [fp,#1] tal que
Oc, (x0,12) = 0, pela defini¢ao de conjunto do tipo faixa, pois (xo,%) ¢ I.

Mas isso é uma contradigéo, pois pela defini¢do de I, (xo,7;) € (xo,%;) satisfazem as
mesmas condi¢des polinomiais.

No caso que I' € do tipo gréfico, temos que Qc, (xo,t1) = 0, e existe 1, € [to,] tal
que Qc, (xo,72) # 0. De novo, isso é uma contradi¢do pois (xo,?1) € (xo,72) devem satisfazer as

mesmas condig¢des polinomiais na defini¢ao de I".
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Isso conclui a prova da afirmagdo 3 e de iii). Para iv), se x € X e I" é cilindro tal que

x € 'M X, temos que as condi¢des polinomiais de I" e X devem coincidir, e logo I' C X. [

3.2 Aplicacoes do Teorema da Decomposicao Cilindrica

Teorema 3.2.1. Conjuntos semialgébricos sdo localmente conexos.

Demonstracdo: Seja X um conjunto semialgébrico, e xo € X. Como B(xg,r) é
semialgébrico para todo r > 0, X, = B(xp,r) N X é semialgébrico. Portanto, pelo Teorema da
Decomposig¢ao Cilindrica, cada X, tem um numero finito de componentes conexas. Em particular,
pela finitude, cada uma delas também ¢é aberta. Tomando a componente conexa de xp em cada
X, obtemos uma base local de abertos conexos de x(, € como xq € arbitrario, concluimos que X
€ localmente conexo. 0

Uma consequéncia importante do Teorema da Decomposi¢do Cilindrica é o Teorema

de Tarski-Seidenberg. Para enuncia-lo, precisamos da seguinte definicao:

Definicao 3.2.1. Sejam X C R" e Y C R™ conjuntos semialgébricos. Dizemos que f : X —Y ¢

semialgébrica se graph(f) é conjunto semialgébrico em R"*™,

Observacao 3.2.1. Note que as func¢des f]A definidas no Teorema da Decomposicao Cilindrica

sdo semialgébricas.

Teorema 3.2.2. (Teorema de Tarski-Seidenberg) Sejam X e Y conjuntos semialgébricos, e

f X — Y uma fun¢do semialgébrica. Entdo f(X) é semialgébrico.

Demonstracao: De f ser semialgébrica, temos que graph(f) é semialgébrico. Como
f(X) =m(X xY Ngraph(f)), onde 7 : R” x R — R™ & a projecdo natural. Note que 7 é
semialgébrica, pois graph(7) = {(x,y,r) € R"™*" : x —t = 0}. Com isto, é suficiente provar
que:

Afirmacao: Seja w: R” x R™ — R" a projecdo natural. Se V C R” é semialgébrico,
entdo (V) também o é.

Procedemos por indug¢io em m. Caso m = 1, o Teorema da Decomposi¢ao Cilindrica
permite que escrevamos V como unido de conjuntos semialgébricos conexos dos tipos %
e ¢ sobre conjuntos semialgébricos que particionam R”. Ao aplicar 7 em V os conjuntos
resultantes sdo elementos que particionam 7£(V'). Como unido finita de conjuntos semialgébricos

¢ semialgébrica, entdo (V) é semialgébrico.



31

Supondo que a afirmagio vale para o caso m, em 7 : R” x R”*! — R” podemos
expressar 7 : R" x R"*! — R” como a composi¢do de m; : R” x R”"T! — R” x R™ composto
com m : R” x R™ — R". Pelo caso base m;(V) é semialgébrico, e pela hipétese de indugao,
m(my (V)) é semialgébrico. O

O Teorema de Tarski-Seidenberg mostra que fungdes semialgébricas se comportam
de forma andloga a homomorfismos de estruturas algébricas no que toca a preservacao de
estruturas por imagem direta, diferente de outras no¢des topologicas ou geométricas. Sabemos
que imagem direta de um grupo por homomorfismos € um subgrupo da imagem, por exemplo,
mas nem sempre uma fung¢do continua entre espagos topoldgicos € aberta, ou a imagem de uma
variedade por uma aplicagdo diferencidvel é uma subvariedade do contradominio.

Além disso, a demonstracdo desse teorema revela um principio recorrente na geome-
tria semialgébrica: Quando temos uma funcdo semialgébrica f : X — Y, e queremos demonstrar

afirmacoes envolvendo a estrutura da sua imagem, pode-se considerar no lugar a projecao

r: graph(f) — f(X).

Proposicao 3.2.1. Sejam X C R" e Y C R conjuntos semialgébricos, e f : X — Y uma bijecao

semialgébrica. Temos que f~! : ¥ — X também é semialgébrica.

Demonstracio: Como f é semialgébrica, graph(f) é semialgébrico. Definimos a
funcdo que permuta coordenadas 7 : R x R" — R” x R™ definida por (x,y) — (y,x). Como
graph(T) = {(x,y,s,t) € R+ x —t =0ey—s=0}, T é semialgébrica. Concluimos a
prova notando que graph(f~!) = T (graph(f)). O

Uma das aplicagdes mais importantes do Teorema de Tarski-Seidenberg € a possibi-

lidade de caracterizacao de conjuntos semialgébricos utilizando 16gica de primeira ordem.

Definicao 3.2.2. Uma linguagem de primeira ordem na lingua de corpos ordenados com
parametros em R ¢ definida da seguinte forma:
1. As férmulas atdmicas sdo dadas por P(x) > 0e Q(x) =0, onde P,Q € R[X,..., X,]-
2. Se ®@ e ¥ sdo féormulas de primeira ordem, entdao @ AW, & V¥, =P sdo linguagens de
primeira ordem

3. Férmulas do tipo 3XP e VX P sdo férmulas de primeira ordem

Note que todo conjunto semialgébrico pode ser escrito dessa forma, por meio das

relagdes
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z€{xeR":P(x)}U{xeR":Q(x)} < P(z)VO(z);
ze{xeR":P)}N{xeR": Q(x)} < P(z) NQ(2);

7€ {xeR": P(x)}¢ <= —P(2).

Provaremos que vale a reciproca do citado:

Teorema 3.2.3. Se ¥ € formula de primeira ordem na linguagem de corpos ordenados com

parimetros em R, entdo {x € R" : ¥(x)} € um conjunto semialgébrico.

Demonstrac¢ao: Procedemos por indugdo na quantidade de constantes légicas (sim-
bolos de conectivos e quantificadores) da férmula.

Inicialmente, para as formulas atdmicas, note que ambas definem conjuntos semial-
gébricos por defini¢do. Portanto, a tese vale para estas.

Hipétese de indugdo: Dada ¥(x), suponha que a tese seja vélida para toda férmula
com nimero de constantes l6gicas menor que o de ¥(x).

1. Para =¥(xy,...,x,), pela hipétese de indugdo, {x € R" : ¥(x)} é semialgébrico. Mas

{xeR": ~W(x1,...5.)} = {x € R" : ¥(x1,...,x,)}C,

que € semialgébrico.

2. Para®d A,

{XeR":PX)AY(x)}={xeR":Px)}N{xeR": ¥(x)},

pela hipétese de inducdo, ambos sdo semialgébricos, logo vale a tese.

3. ParaWVv o,

{xeR": Px)VPx)} ={xeR": d(x)}U{x e R": ¥(x)},

pela hipétese de inducao, ambos sdo semialgébricos, portanto vale a tese.

4. Para 3X € R : W(xy,...,xpn,x), temos

{xeR": I €R|¥(x,x011) Y = ({ (X, %001) € RMT W (o, x,01) ),
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pela hipétese de inducdo, {(x,x,;1) € R™"! : W(x,x,,1)} é semialgébrico, entdo podemos
concluir o desejado.

5. Para 3X € R : W(X), basta notar que 3X € R: ¥(X) <= (VX € R: =¥(X)). Pelos
itens anteriores, a formula da direita define um conjunto semialgébrico. Podemos assim
concluir o teorema. O

Uma consequéncia deste resultado € que vale a eliminacdo de quantificadores nesta
linguagem, isto é, dado um conjunto A descrito por uma férmula de primeira ordem na linguagem
de corpos ordenados com parametros em IR, existe uma férmula sem quantificadores na mesma
linguagem que descreve o mesmo conjunto.

Tarski-Seidenberg também tem consequéncias topoldgicas agradaveis, além de

garantir boas propriedades de estabilidade as funcdes semialgébricas.
Proposic¢ao 3.2.2. Se X C R" ¢ semialgébrico, temos que int(X),X, e dX sdo semialgébricos.

Demonstracao: Note que
X={xeR":Ve>0,IyeX(|ly—x]|<e)}={xeR":Ve>0,Iy e R"[(|ly—x|| <€) AP()]},

onde P(y) é uma férmula de primeira ordem que define X. Como o segundo conjunto é descrito
por uma férmula de primeira ordem, temos que X é semialgébrico.

O bordo dX é semialgébrico pois dX = X NR"\ X.

O interior de X é semialgébrico pois int(X) = R"\ (R"\ X). O

Proposicao 3.2.3. Se X C R" e Y C R sdo conjuntos semialgébricos,e f: X =Y, g: Y —Z
sao funcdes semialgébricas. Entdo:
1. gof:X — Z é semialgébrica.
Se B C Y é semialgébrico, entdo f~!(B) também o é.
S(X)={f:X — R: fé semialgébrica} é um anel comutativo com unidade.
f:X — Y é semialgébrica se, e somente se, cada coordenada f; de f também o é.
h:X —Y é semialgébrica <= goh e S(X),Vge S(Y).
fesX) < }lp € S(X), onde f(x) #0emX.
Se f,g € S(X), entdo min(f, g) e max(f,g) sdo semialgébricas. Em particular, || f(x) 12 ¢

AL

semialgébrica.

d
8. Seja f: U — R semialgébrica, com U aberto semialgébrico. Se existe —f para i €

ax,‘

{1,...,n}, entdo ela é semialgébrica.
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. Se A C R" é ndo-vazio e semialgébrico, entdo a fun¢do d(x,A) = inf{|[x—y| :y € A} é

semialgébrica.

Demonstracao:

. Note que graph(go f) = m((graph(f) x R”) N (R" x graph(g)), onde 7 : R**™"+P — R"*P
é a proje¢do natural. Por Tarski-Seidenberg, graph(go f) é semialgébrico.

. Escrevendo f~!(B) = m(X x BN graph(f)), temos por Tarski-Seidenberg que f~!(B) é
semialgébrico.

. Provaremos que S(X) € um subanel de .% (X;R), logo um anel comutativo com unidade.
Primeiro, note que as fungdes constantes sao semialgébricas, pois se f é constante com
imagem c € R, graph(f) = X x {c}, que é semialgébrico. Portanto as fungdes 0 e 1 sdo

semialgébricas. Temos que as fungdes + : R — Re - : R?> — R sido semialgébricas, pois
graph(+) = {(x,,2) ER* 1 z—x—y =0}
graph(-) = {(x,3,2) € R 1 z—xy =0}

sdao semialgébricos. Por dltimo, note que —f = 0 — f € composi¢ao de fun¢des semial-
gébricas. Portanto, temos que dadas f,g € S(X), f—g € S(X) e f-g € S(X), de onde
podemos concluir o desejado.

. Se f é semialgébrica, entdo cada f; = m; o f € semialgébrica por ser composicao de fungdes
semialgébricas. Reciprocamente, note que f(x) = (f1(x),0,...,0) 4+ ...+ (0, ...,0, fin(x)),
onde (0,...,0, fi(x),0,...,0) = jio fi(x), onde j; é a injegdo x — (0,...,0,x,0,...,0). Note
que j; é semialgébrica, pois graph(j;) = {(x,x1, ..., %) ER™ 1 :x;—x=0ex; =0, para j #
i}. Portanto cada elemento da soma é semialgébrico, e portanto f é semialgébrica.

. Se h:X — Y é semialgébrica, por (1) goh é semialgébrica pra toda g : ¥ — R. Se
gohe S(X),Vg e S(Y), entdo h; = m;o h é semialgébrica e por (4), h é semialgébrica.

. fES(X) <= Vg€ S(R), gof € S(X). Em particular, como Inv : R\ {0} - R, x — 1 ¢
semialgébrica, Invo f também o é.

. Como graph(min) = {(x,y,t) ER*: (t —x <OAt—y=0)V(t—y<OAt—x=0)},a
tese segue da (4) e (1). O caso de max(f,g) é andlogo.

Note que || £(x)|| = sup(f(x), —f(x)) é semialgébrica, entdo || f(x)||> é semialgébrico.

2
<E&

. Podemos escrever o grafico de —— como

8x,~

f(p+te)—f(p)

t

{(x,y) ceUxR:Ve>0,36 >0,Vr € (0,6),||y
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R J , :
e por Tarski-Seidenberg, concluimos que —— é semialgébrica.

8x,~

9. Como A é semialgébrico, podemos escrever A = {z € R" : P(z)} onde P é férmula de

primeira ordem, o gréfico de d(x,A) pode ser escrito como

graph(d(-,A)) = {(x,t) ER" xR : ¢t =inf{||x—y|| : y € A}}

(x,1) ER"XR:Ve>0,3z€A: ||x—z|| <r+e}

{
{(x,) ER"XR: Ve >0, R": (|x—z|| <t+&)AP()}.

Note que o item 8 implica que a propriedade de ser semialgébrica € fechada por

diferenciacdo, mas como veremos mais a frente, nao € fechada por integracao.

Exemplo 3.2.1. Polindmios f : R" — R sdo fun¢des semialgébricas, pois seus graficos sdo os

conjuntos algébricos {(x,y) € R"™ : y— f(x) = 0}.

Exemplo 3.2.2. O exemplo anterior e o item (4) da Proposi¢do 3.2.3. tém como consequéncia
que fungdes polinomiais f : R” — R sdo semialgébricas. Em particular, transformagdes lineares
T : R" — R™ sdo semialgébricas. Este fato, junto do exemplo 3.0.1 e do Teorema de Tarski-
Seidenberg nos permitem concluir que subespagos vetoriais sdo conjuntos semialgébricos, pois
todo subespaco do R" pode ser obtido por meio de um isomorfismo de um subespaco E de
mesma dimensao gerado por vetores da base canoOnica, e este é semialgébrico pois pode ser

descrito como m{x € R" : x; = 0} onde i percorre os indices dos elementos da base candnica

1
que ndo pertencem a E.

Exemplo 3.2.3. Fung¢des racionais f : R™ — R sdo semialgébricas, pois se

flx)= %;g(x),h(x) € R[Xy,...,X,],h(x) # 0,Vx € dom(h)

pelos itens (6) e (1) da Proposicdo 3.2.3., f é semialgébrica.

Proposicao 3.2.4. A familia de conjuntos semialgébricos do R" € a menor familia de subconjun-
tos do R” que contém todos os subconjuntos da forma 7(Y'), onde ¥ é um conjunto algébrico de

Rt e . R"™ — R" € a projecdo natural.

Demonstracdo: Por Tarski-Seidenberg, todo conjunto da forma 7(Y) é semial-
gébrico. E suficiente provarmos que dado X C R”, existe ¥ C R"™" semialgébrico tal que

n(Y) = X. Pela Proposicao 3.0.2., podemos escrever X = UXI" onde X; = {x e R": Pi(x) =

1
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.= P;;l_ (x) =0,0!(x) >0,..., Q}'Ci (x) > 0}. Dessa forma, é suficiente provar a proposic¢éo para
cada X;. SejaX = X;, P; =P, Q' = Qj,m=kie h=h;.

Seja ¥ = {(x,y) € R™™ : P}(x) + ...+ P2(x) + (301 (x) — 1)* + ... + (2,0 (x) —
1)2 = 0}. Note que como

m(Y)={x€R": Iy € R" P}(x) +... + PP (x) + (01 (x) — 1)* 4+ ... + (020 (x) — 1)* = 0}

Como temos uma soma de quadrados na descricdo, cada termo € igual a zero. Dessa
forma, obtemos P;(x) =0 e (y?Qj(x) —1)>=0paratodoic {l,...h} e j€ {1,..,k}. Além
1
disso, (y?Q,-(x) —1)?> =0 implica em Q;(x) = — € logo Qj(x) > 0 o que prova que 7(Y) C X.
: y; :

. 1
Para a reciproca, se x € X entdo cada Q;(x) > 0 e portanto existe y;(x) > 0 com Q;(x) = -——

5

Yj (x)
Logo, (y?Q i(x) —1)2 =0, e como em X vale P:(x) = 0, a soma indicada em ¥ também ¢ 0.
Portanto, 7(Y) = X. O

As funcdes semialgébricas f : R — R em especial possuem uma propriedade em

que seu crescimento pode ser controlado por um polindmio. Para isso, precisamos de um lema:

Lema 3.2.1. Seja P(X) = azX?+ ... +a1X +ag com ay # 0. Se ¢ € C é raiz de P(X), entdo

1
|lc]] £ max (d el > -
i=1,d \_ |aql|

[lai
laall

1
Demonstracio: Se z € C é tal que ||z|| > max (d ) , entdo para todo i,
i=1,...,

lag|lllz]l" /d > llai]-
Portanto, segue que
Had,lzd_l +...+a1z+a0H <lag_1 1214 + ... llao|| < Hadde
e logo P(z) # 0. O

Proposicao 3.2.5. Seja f : (A,+o) — R uma func¢io semialgébrica. Existe C > A e N € R tais
que em (C, +eo), [|f ()] < V.

Demonstracao: Se f : (A, +o) — R é semialgébrica, entdo graph(f) é unido finita

de conjuntos

Gi={xeR": P(x,y) =0,01(x,y) > 0,...,0(x,y) > 0}.
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Temos que deg(P;) > 0, caso contrario, e (xp,yo) € G; como polindmios sdo fung¢des continuas,

e Q;j(x0,y0) > 0, tomando
U=)0;" (x0.y)

temos que {xp} x U C graph(f), o que é absurdo.
Se P= HP,-, entao
i

P(x,y) = ag(x)y" + ...+ a1 (x)y +ao(x).

tome ¢ = max;=1__»{||bil[,A}, com ag(b;) = 0 de forma que ag |(c )7 0.

Pelo Lema 3.2.1, temos que

1
a7

fo) < max | dy ool

a;(x)

como
ao(x)

, 0 comportamento quando x — +oo € determinado dividindo ambos

‘:wwm
lao(o)]

por

xmin{deg(ai) ,deg(ao)}

)

onde todos os termos menos um sdo irrelevantes, logo o quociente equivale a uma

expressio da forma Ax% onde A >0ea € Q. Se B=AN—0 x>B — Ax* <x". Logo,

em (B, +oo)

If@)] < Ax* <V,

]

Teorema 3.2.4. (Desigualdade de Lojasiewicz) Sejam f, g : X — R funcdes semialgébricas, com
X semialgébrico compacto, e suponha que o conjunto dos zeros de f esteja contido no conjunto

dos zeros de g. Entdo existe N € N e ¢ > 0 tais que
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lg I < ellf @I

Demonstracdo: Seja F; = {x € X : r|/g(x)|| = 1}. Como F; é imagem inversa de
1 por ||g(x)||, F; € fechado em X, logo compacto. Suponha que F; # 0. Nesse caso, f ndo

! } Note que 0 é

se anula em F; e 77— tem mdximo em F;. Denotando 6(r) = max{

1
7] E- L&)

semialgébrica pois podemos escrever

graph(0) = {(r,y) eR*: y=0(1)}
={(t,y) eR*:y—6(r) =0}

1
_ 2., _
= ) e Ry mmp ey = o
. 2., o _ 1
=4 (t,y) Ry s—O,s—mPgllXHf(x)“}

1 1

L (ty) R y—s=0,5— —— > 0Vs— —— —0.¥ F,}
{(’”E Y= 0 e OV g — 0 e

Pela proposicio anterior, existe B > 0, e N € N tais que ||0(¢)|| <V, V¢ > B. Mas

isso equivale a dizer que

~ | =

] 1 1
Vx e X, <0< lgC)ll =~ < B £l = Hg(X)HN)

N
Se D = max{ |||‘|g]§?))”” } em {x € X : |g(x)|| > 5} e C = max{1,D}. Obtemos
x
assim ||g(x)|[Y < C||f(x)||,Vx € X. Se F, =0, g =0, e a conclusio segue. O

Observacao 3.2.2. No Teorema anterior, podemos substituir a hipétese sobre a compacidade
de X com “Ve > 0,{x € X : ||g(x)|| > €} é compacto”. Para todo #, existe um € > 0 tal que F;
estd contido em {x € X : ||g(x)|| > €}. Como F; é fechado, e {x € X : ||g(x)|| > €} é compacto,
F; é compacto e segue a mesma demonstracdo. Essa observacio serd importante ao tratarmos do

problema de separacdo de conjuntos semialgébricos fechados por funcdes semialgébricas.

3.3 O Teorema da Estratificacio

A decomposi¢ao dada pelo Teorema da Decomposi¢ao cilindrica tem boas proprie-

dades: Todo conjunto semialgébrico tém uma quantidade finita de componentes conexas, elas
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sdo semialgébricas, e elas tem “formas” bem-definidas: sdo graficos de funcdes ou faixas sobre

conjuntos semialgébricos. Nesta se¢do provaremos que a menos de uma mudanga linear de

coordenadas, os cilindros obtidos podem ser tomados como subvariedades analiticas do R".
Antes de apresentar os conceitos desta secao, relembremos a no¢do de k-subvariedade

analitica do R":

Definicao 3.3.1. (KRANTZ; PARKS, 2002)) Um conjunto S C R" € uma k-subvariedade
analitica se para todo ponto p € S, existe U C R¥ aberto e funcio analitica f : U — R" que
mapeia abertos de U em abertos relativos de S tal que a derivada de f tem posto k em todo ponto

de U.

Definicdo 3.3.2. Seja E um subconjunto de R”. Uma estratificacdo de E € uma parti¢do {E;}ics
de E onde
1. Cada E; é uma subvariedade analitica localmente fechada do R";

2. Se E;NE;j# 0, entdo E; C Ej e dim(E;) < dim(E;).

A estratificacdo € finita se / € finito, e semialgébrica se cada E; é semialgébrico.
O teorema desta se¢do nos permite concluir que € possivel ter estratificacdo do R”

formada por conjuntos semialgébricos. Para isto, precisamos de uma defini¢ao:

Definicdo 3.3.3. Um algoritmo de separacio para R[X|,...,X,| é um algoritmo que estende
qualquer familia finita {P}, ..., P} de polindmios a uma familia {P, ..., Pg} de forma que

1. Os conjuntos da forma
R
X = ﬂ{x e R": Pj(x)s;0},s; € {<,=,>}
j=1

chamados de conjuntos elementares definidos por {Py,..., Pz}, s30 conexos.

2. O fecho de X € obtido relaxando as desigualdades s/, i.e.,
R
X =[{xeR": Pj(x)5;0},5; € {<,=,>}.
j=1

Definicao 3.3.4. Um algoritmo de estratificacao-separac¢ao ¢ um algoritmo de separacdo cujos

conjuntos elementares QA591formam uma estratificacao do R”.

Teorema 3.3.1. (Estratificacao) Para todo n, existe algoritmo de estratificacdo-separacao para

R".
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Demonstracdo: Seja {Py,....,P} C R[Xj,...,X,] uma familia finita. O algoritmo
consiste de trés passos:

1. (A,n) - Faremos uma mudanga de varidveis x; — x; +a;x, parai = 1,....n— 1, e x, = x;,.
Essa mudanca de varidveis existe pelo lema da normalizacdo de Noether, vide (EISENBUD,
2004).

2. (B,n) - Acrescentamos a familia inicial os polindbmios

cp.
3—):;;, c=1,2,..
que ndo sdo nulos, obtendo a familia {Py, ..., P, }.

3. (C,n) - Denotando X = {x e R" : P|(x) =0} U...U{x € R": P,(x) = 0}, aplicamos o
Teorema da Decomposi¢ao Cilindrica a X.

Com o Teorema da decomposicio cilindrica, obtemos uma parti¢io de R"~! em
conjuntos semialgébricos. Tomando todos os polindmios de uma representacdo de cada conjunto,
aplicamos o algoritmo novamente, e assim sucessivamente, até chegar a n = 1.

Denotamos por {Py, ..., P, P[, ..., P.,...} a familia que consiste de todos os polindmios
obtidos ao final de cada aplicacdo dos passos (A, k), (B,k) e (C,k), para k = 1,...,n. Note que
estamos aqui fazendo uma identificacdo: Se [ < n, um polindmio de R[X},...,X;| é visto como
um polindmio de R[X{, ..., X;] escrevendo suas coordenadas em X;; até X, com coeficientes
nulos.

Antes de prosseguir com a prova, da definicdo do algoritmo segue algumas observa-
coes:

1. A decomposi¢ao obtida ao fim do algoritmo € compativel com as proje¢des 7; : R/ — R/,
i.e., se S é estrato de R/, ;(S) € estrato de R/~! ese A é estrato de R/—!, ”]_—]1 (A) é unido
de estratos de IR/.

2. Todo estrato de R/*! é um gréfico ou uma faixa sobre um estrato de R/.

3. Os estratos de R/ sdo conjuntos elementares definidos por uma familia de polindmios com
coeficientes constantes com respeito a X;;.

Afirmacao 1: O algoritmo construido € de separacao.

Demonstracao da Afirmacao 1: Por indugdo em n.

Para n =1, a conclusdo segue do Lema de Thom. Suponha que vale a tese para
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Suponhamos que 2 = {P],...,P,,...} é familia de separagdo para R"*~!. Na prova
do Teorema de Decomposi¢ao Cilindrica, temos que os cilindros da decomposi¢ao de X tem a

forma

({(x,1) €A xR : Pj(x,1)s;0}.
j=1

Como A = ﬂ{y € R 0i(y)s5,0}, onde Q; € 2, podemos escrever

i

.
ﬂ {(x,r) eAXR: P(xt)SJO}—ﬂ{xt )eR":xcAe Pj(x,1)s;0}
j=1 j=1

= ({x € R": Ry(x)5,0}

comR, € {P,....P;,01,...}.

Nos resta provar a segunda propriedade para conjuntos elementares. Neste tre-
cho, serd util denotarmos a familia de polindmios obtida ao final do processo de duas formas
diferentes:

- AP,....P,V1,....,V, }, com Py, ..., P, sendo a familia resultante apés a aplicag¢do do passo
(B,n) e {V1,...,Vu} = @;
- {01,...,0s}, hstando todos os polindmios da mesma forma.

Seja E = ﬂ = {x € R": Q;(x)s;0},e E* = ﬂ{x € R": Qi(x)5;0}. Provaremos que
E=E" .

Note que E = ﬂ{x e R": Qi(x)si0} C ﬂ {x e R": Qi(x)s;0} = ﬂ{x €R": Qi(x)s5;0}.
i=1 i=1 i=1
Para ver que EY C E, seja

A= ﬂ{x e R Vi(x)s5;0}.
i=1

Por inducdo, temos que

A= ﬂ{xER” L Vi(x)50}.
i=1

Sejam fi,..., fi as fungdes que dao as rafzes dos polindmios Py (T),..., Py (T),

onde y € A.



42

Seja @’ € A. Existe uma vizinhanga U de a® e M > 0 tal que
Ifi(x)]| < M,¥x € UNA.

De fato, caso contrario, para toda vizinhanca U de a°, e para todo M > 0, || filx)|| > M.

Em particular, temos que limo fi(x) = 0. De P(x, fi(x)) = 0, temos
X—a

0= lim P(x, fi(x)) = P(d, lim f;(x)).

xX—a xX—a

Porém,

PG (e a))
i) xiao<” fi) *'"*mx)) :

O que € um absurdo.

0

Seja (a,) uma sequéncia de pontos de U NA com a, — a’, e considere o conjunto

compacto
K = {{a"}U{a;}ien} x [-M,M] C R".

Da observagio sobre a limitagdo das f;, segue que K NE ## 0. De fato, note que E ¢
um grafico ou uma faixa sobre A. Caso E seja um grafico, pela observacao sobre a limitagao
das fungdes que ddo os zeros de P, (T) perto do bordo, ENK # @ e logo ENK # 0. Se E for

uma faixa entre dois graficos, pela mesma observagio temos que E N K # 0. Caso E seja uma

A

das faixas determinadas por f64 = —oo 0u Sx

sﬁ 41 = too, 0 grafico da fungado seguinte ff ou
pertence A E e assim E N K # 0.
Portanto existe #, € E para cada a, com (a,,t,) € KNE C E. Como KNE é
compacto, existe 7y com (ay,t,) — (a°,1). Portanto, {{a’} x RYNE # 0, e portanto, {{a"} x
R}NE® #£0.
Aplicando o Lema de Thom & familia {P;(a;,T)}; j, concluimos que
1. {{a®} xRYNE® = (%, 19);
2. {{a"} x R} N E® = um intervalo ndo-trivial.

No segundo caso, se ¢ pertence ao interior do intervalo,
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Pi(a®t)<0 ou Pja®t)>0 para j=1,..,s.

pois cada P; tem coeficiente lider constante. Consequentemente, {{a®} xR}NE® C
E. Como qg é arbitrério, obtemos E° C E.

Afirmacao 2: O algoritmo obtido € de estratificacdo-separacao.

Demonstraciao da afirmacio 2: Por inducdo em n. Caso n = 1, os conjuntos
semialgébricos sdo intervalos abertos (variedades de dimensdo 1) e pontos (variedades de
dimensao 0).

Assumindo que vale a tese para n — 1, suponhamos por indu¢do que os conjuntos
elementares gerados por {Vi,...,V,} formam uma estratificacio de R"~!.

Seja E um desses conjuntos elementares. Como visto anteriormente, £ X R tem
decomposigio cilindrica em conjuntos do tipo .% ou ¢, e os conjuntos elementares definidos por
{01, ...,0s} citados sdo desse tipo. Seja E% um desses conjuntos.

Se EY é do tipo .%, entdo ele é um conjunto aberto na subvariedade analitica lo-
calmente fechada, portanto herda a estrutura de subvariedade analitica. Por ser aberto em um
conjunto localmente fechado, também possui essa propriedade.

Se EV é do tipo ¢, existem f : E — R continua, P € {Q1,...,Q;} tais que

Lo E? = {(xn,y) 1y = f(x)}s
2. P(y,f(y)) =0,Vy € E, com f(y) sendo raiz simples de P(y,X,). Isso segue do se-

oP
guinte: Se f(y) é raiz mdltipla de P(y,X,), entdo podemos escolher ﬁ(y,Xn), pois
n

opP
{01 y(Xn), ..., 0sy(Xn)} é fechada por . Caso f(y) seja raiz multipla de =— (y,X,),
’ ’ X, X,
9*P

tomamos W(y, X,,) e assim sucessivamente até obtermos um polindmio no qual f(y) é
n
raiz simples.

Além disso, pelo passo (A,n), P(y,X,) tem coeficiente lider constante, e logo po-
demos concluir que f € analitica. Como E € subvariedade analitica de R 1 EY também o

é.
N
Para provar a condi¢@o sobre o bordo, sejam E; = ﬂ{x €R": Qi(x)si0} e E; =
i=1

S
ﬂ {x € R": 0;(x)s0}. Se x € E; NEy, vale Q;(x)s;0 e Qi(x)s!0, portanto s; = s} ou s; = =~
i=1

b

i=1,..,s.
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A condi¢io da dimensdo segue também por inducdo. Se n = 1, E; N E, # 0 quando
E{ é um ponto e E; é um intervalo, portanto dimE; < dim E,.

Assumindo a tese para n — 1, se E| e E; s@o estratos, para avaliar o que acontece
com E; N E,, precisamos de 3 informacdes sobre o comportamento de estratos nos seus fechos.

Afirmacdo 3: Se B ¢ estrato do tipo ¢ sobre A = 7;_1(B) e C ¢ estrato contido em
B, entdo C é do tipo & sobre D = ;_(C),e D C A.

Demonstracio da Afirmacdo 3: Se C € estrato e C C B, por defini¢do de estra-

tificacdo CNB = 0 e portanto C C dB. Logo, temos que 7;_1(C) C m;—1(dB) C mj_1(B) =

i (B) =A.

Para provar que C é do tipo ¢4, sejax’ € D, e f: A — R tal que B = graph(f).
Sabemos que existe M > 0 e U C R"~! vizinhanga de x’ com || f(x)|| < M,Vx € UND. Seja
(x,) sequéncia em A convergindo para x’. A sequéncia f(x,) é limitada, e portanto existe
y = limsup f(x,). Consequentemente, (x,y) € B.

Cada ponto da forma (¥,¢) em B satisfaz P(x',¢) = 0, P'(x',1)510, ..., PU) (', )50,
onde P(x, f(x)) =0,Vx € A. Pelo lema de Thom, s6 existe um (x’,7) que satisfaz essas condigdes.
Como x’ é arbitrario, C € o grafico de uma funcio definida em D.

Afirmacio 4: Nas hipéteses da afirmacdo 3, se B = graph(f) e C = graph(g),
podemos estender f continuamente 2 f sobre A com f lp=g.

Demonstraciio da afirmacio 4: Definimos f : A — R por

) = flx) sexe€A
g(x) sexeD.

Dado x’ € D, existe (x,) em A convergindo para x’. Pela demonstragio da afirmagdo
3, f(x) = g(x') = lim f(x,,). Como x’ € D arbitrério, f é continua.

Afirmaciio 5: Seja B como nas afirmacdes 3 e 4, e suponha que A C S, com S estrato
de R/~!. Entiio existe um estrato T sobre S do tipo ¢ tal que B C T.

Demonstraciao da Afirmacao 5: Pelas observacdes na afirmacgdo 2, como B € do
tipo ¢, existe um polindmio P no qual f(x) é raiz simples de P,. Portanto, pelo Teorema da
funcdo implicita, existe um aberto U C R"!, e um aberto V C R uma funcdo r: U — V tal
que Py(r(x)) = 0 para todo x em U. Porém, B ser estrato do tipo grafico sobre A implica, pela
demonstracao da parte 2 do Teorema da Decomposi¢ao Cilindrica, que P faz parte do produto

Qc, e portanto existe um ponto (x,7) em A x R tal que P(x,) # 0; como polindmios sao func¢des
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continuas, numa vizinhanga de (x,7) vale P > 0. Porém esta vizinhanca contém pontos de S x R e
portanto P também faz parte do produto Qc;.e portanto existe /2 : S — R tal que P(x,(x)) =0em
S. Por fim, em U N S, h coincide com r e pela afirmacéo (4), pode ser estendida continuamente a
f- [

Com estas afirmacdes, podemos concluir a demonstracdo. Sejam E; e E, estratos,
com E|NE, Z# (. Temos os casos:

— Se E, é do tipo ¢, temos que da afirmagio 3 e de E; C E», E; é do tipo ¢ sobre T,,_1 (E1) C
m. Da hipétese de indugdo, dimm,_(E;) < dimm,_;(E2). Portanto dimE; <
dimE,.

— Se E; édotipo ¥ e E; é do tipo .Z, entio m,_1 (E;) Nm,_1 (E2) # 0 e portanto ,_; (E;) C
m. Pela afirmacdo 5, temos que existe estrato Eé sobre 7,1 (E>) tal que E} C E_é
Porém, nessa situagdo Ej NE; # 0, 0 que € absurdo. Logo a tinica possibilidade de Ey NE,
ser ndo vazia € se E; for o grafico de uma das fun¢des que determinam E5, onde temos
dimE; < dimE,.

— Se E| e E; sdo do tipo .7, entdo pelo item anterior, as fungdes f>, g» que determinam E;
podem ser estendidas a f}, g; que determinam E;. Portanto, pelo item anterior dim(E}) =
dimm,_|(E,) <dimm,_;(E>) < dimE,.

[

Corolario 3.3.1. Cada estrato de R” de dimensdo d > 1 obtido pelo algoritmo de estratificagio-

separacdo € semialgebricamente homeomorfo a bola aberta de dimensdo d, centro 0 e raio

I.

Demonstracido: Faremos por inducdo em n. Para n = 1, dado um estrato J de
dimensdo 1, existem a,b € RU{—oo, +oo} tais que J = (a,b).

Entao temos o homeomorfismo semialgébrico

Caso b = +oo, temos
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Caso a = —oo, temos

f: (—oo’b) — (071)
16 —1|
L+ ||b—1||

Assumindo a tese para n — 1, temos dois casos a avaliar. Seja A € estrato de R” de

=

dimensdo d. Se A é do tipo ¢, temos que A é semialgebricamente homeomorfo a 7,1 (A), e
pela hipétese de indugdo, 7,1 (E) é semialgebricamente homeomorfo a bola aberta de dimensdo
d centrada em 0 e com raio 1. Se A é estrato de R” de dimensao d do tipo .#

1. SeA={(x,r) eAxR: fi{(x) <t < f;}, podemos definir

F:A—]0,1[

G
" < ’f,;:l(x)—f,f(x))‘

2. Se A= {(x,t) EAxR: fA(x) <t < 4oo}, definimos

F:A—]0,1[¢
t—fir(x)
(x,1) — —1+t—hf;j(x)'

3. Se A= {(x,t) EAxXR: —oo <t < fA(x)}, definimos

F:A—]o,1[*

fax) —1
1+ fi{(x) =t

Como cada funcio envolvida € semialgébrica, as fun¢des descritas sdo semialgébricas.

(x,1) —

Ainda mais, como fg‘ pode ser tomada analitica, elas sdo difeomorfismos analiticos. Como a

Vi Yd d d X
yeers € R comx € R¢ —
1=yl 1—|!de> 1+ |x]]

é um homeomorfismo semialgébrico, |0, 1[¢ é semialgebricamente homeomorfo a B4(0,1). [

composicio de y €]0, 1[%— € B4(0,1)
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Corolario 3.3.2. Todo conjunto semialgébrico X C R” tem uma estratificacdo finita e semialgé-

brica.

Demonstracio: Seja {P, ..., P} uma familia de polindmios de uma representacdo
de X. Pelo Teorema da estratificacdo, essa familia determina uma estratificacdo do R” pelo
algoritmo indicado na demonstracao.

A menos da mudanga de varidveis indicada no teorema, como os estratos sao ele-
mentos de uma decomposicao cilindrica a partir dos polindmios de uma representagdo de X, os

estratos contidos em X formam uma estratificagao de X. [

3.4 Aplicacoes do Teorema da Estratificacao

Um aspecto util do Teorema da Estratificagdo € que podemos utilizar nogdes da
geometria diferencial para auxiliar no estudo de conjuntos semialgébricos.

Comegamos com a nocao de dimensao.

Definicao 3.4.1. Sejam X um conjunto semialgébrico de R"” e . uma estratificagdo de X.

Definimos a dimensao de X como sendo supgc o»dimS.

Note que a dimensao de um conjunto semialgébrico X € bem-definida. De fato, se
< e . sdo duas estratificacdes de X com dim S’ dim supgc - dimS < supg. o dimS’ e sejam
S €. eS8 €. de forma que dimS; = supge » dimS e dimS; = supg o S’. Temos que
como . ¢ estratificacdo de X, S, esta contido numa unifo finita de variedades de dimensao

menor, o que ¢ um absurdo. Portanto a no¢ao de dimensao estd bem definida.

Proposicao 3.4.1. Sejam X, X|,...,X; C R" e Y C R"™ conjuntos semialgébricos. Valem as

seguintes propriedades:
k

(i) dim( JX;= sup dimX;
o1 i=1,...k
(ii) dim(X xY) =dimX -dimY;
(iii) dimX = dimX;
(iv) Se f:X — Y é semialgébrica, entdo dimX > dim f(X).
Demonstracao:

(i) De fato, usando todos os polindmios envolvidos nas representagdes dos X, existe es-

tratificacdo . de R" compativel com cada X;. Seja .¥; o conjunto dos estratos de .



(ii)

(1i1)

(iv)
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k
que estdo contidos em X; e .’ os estratos que estdo contidos em UXi' Por defini¢ao

i=1
k

de dimensao, temos que dimX; = sup dim.#; e dim UXi = sup dim.#. Porém, por
ST, P g

construgdo, .’ = LkJ 7}, portanto dim LkJXi = slup kdimXi.

Seja .7 estratiﬁcacg(l) finita e semialgéblr:iclza de )é,_egﬂz estratificacdo finita e semialgébrica
de Y. Note que o produto .| x .%, define uma estratificagdo de X x Y. De fato, o produto
de variedades analiticas € uma variedade analitica, e dados elementos A x B, C x D de
A xS, se (AxB)N(C x D) #0, entdo (A x B)N(C x D) = (A xB)N(C x D) # 0 se,
e somente se ANC # 0 e BND # 0. Isso implica A C C e B C D, além de dimA < dimC
e dimB < dimD. Portanto, A x B C C x D e dimA x B < dimC x D.

Segue dessa observacdo que a dimensdo de X x Y € igual ao sup das dimensdes dos produ-
tos de estratos de estratificacdes finitas e semialgébricas de X e Y. Porém, a dimensdo do
produto de duas variedades € igual ao produto das suas dimensdes, e como as estratifica-
¢oes sdo finitas, podemos tomar A € .¥] e B € .% com dimX = dimA e dimB = dimY.
Entdo dimX X Y = dimA X dimB = dimA X B =dimX - dimYk

Seja .7 estratificagdo de R” compativel com X. Como X = U Si, com §; estrato de .,

i=1
k

temos X = U S;, onde S; é obtido relaxando as desigualdades. Considerando < (>) por
<ou=(> lo_ul =) e desenvolvendo as interse¢des, obtemos que S; pode ser escrito como
unido de estratos A de .. Pela segunda propriedade de uma estratificagdo, a dimensao
de cada um destes estratos de .’ € menor que a dimensao de S;, portanto os estratos que
aparecem ao desenvolver a intersecdo tém todos dimensao menor do que a de S;, e logo
dimS; = dimS; para cada i = 1,...,k, e portanto dimX = dimX.

Dividiremos a demonstracao em duas etapas:

Afirmaciio 1: Se A C R"% é um conjunto semialgébrico, e 7 : R"** — R" é a projecio
natural, entdo dim(7(A)) < dim(A). Se a restricao de 7 a A € injetiva, entdo dim(7(A)) =
dim(A).

Demonstracao da Afirmacao 1: Faremos indu¢do em k. Se k = 1, dividimos em casos:
Primeiro, se A é um estrato do tipo ¢ ou .7, a conclusio segue do Corolario 3.3.1.. Se A é

um conjunto semialgébrico, entdo como A pode ser escrito como unido finita de estratos

{Ei}i=1....n, e nestes vale dimE; > dim 7(E;), entdo pelo item (i) e o argumento anterior
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vale o resultado.
Suponha agora que temos 7 : R"t*+1 — R” Podemos escrevé-la como a composicdo
de 7y : RPTAH 5 R com 7 : R — R”. Se A € R"*+1 entdo dim 7 (A) < dim(A)
pelo caso inicial da indugédo, e dim (71 (A)) < dim(7;(A)) pela hipétese de indugio.
Afirmacio 2: Seja S C R” semialgébrico e f : S — R¥ uma funcdo semialgébrica. Entio
dim f(S) < dim$, e se f € injetiva, entdo dimS = dim f(S).
Demonstracio da Afirmacfio 2: Seja A = graph(f) C R""X. Como a projecio 7 :
Rk _ R” restrita & A é uma bijecio, da afirmagdo anterior segue que dimA = dim . Se
T R"™* 5 R, entdo dimA > dim mp(A) = dim f(S). Se f é injetiva, 7, é uma bijegio
entre A e S e segue que dimS = dim f(S).

O

Observacao 3.4.1. Uma outra prova do item (iv), utilizando conceitos de topologia diferencial é

a seguinte: Suponha que dimX < dim f(X) e tome M = graph(f). Seja /x) uma estratificacio

de f(X),e N € S x) com dimN = dim f(X). Temos que N = (71 (N) N graph(f)). Como

A = 7, ' (N) Ngraph(f)) é semialgébrico, existe estratificagio .74 = {S;}* ;. Como graph(f)

tem dimensdo dimX, dimA < dimX. Tome {Sij}jzh_“g C %4 com n(LqJ S,-j) = N. Como a

proje¢do € uma submersdo, dimS;, > dim m(S; j), portanto cada 7(S; j) tejr;llmedida nula em N,
q

logo U 7(S;;) = N tem medida nula em N. O
J=1

Em particular, temos pela Proposi¢do 3.4.1. que a dimensao de um conjunto semial-
gébrico € preservada por homeomorfismos semialgébricos.

O Teorema de Estratificagdo também pode ser usado para dar uma caracterizagao
de conjuntos semialgébricos que sao abertos ou fechados em termos de sua representacdo por

polindmios. Mais especificamente, temos

Proposicao 3.4.2. Seja U C R" um subconjunto semialgébrico de um conjunto semialgébrico X.

Temos que U ¢é aberto em X se, e somente se existem Py, ..., P, € R[Xj,...,X,]| tais que

roSj
U=J({xeX:P;>0}
j=li=1
Demonstracido: Se U tem a forma indicada na proposi¢do, entdo ele é aberto.
Reciprocamente, podemos assumir que X = R”, pois um aberto de X € intersecao de um aberto

de R"” com X.
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Pelo Teorema da estratificagdo, se {P,...,P,} é familia de polindmios de uma
representagdo de U, podemos estendé-la a uma familia {Py,..., P} de forma que os conjuntos
elementares formam uma estratificagao do R”.

Entdo temos que U € unido de conjuntos elementares da forma

k
T, = ﬂ{xER”:Pjst}.
j=1

Retirando os P; com s; sendo =, temos

/= () {xeR":P;>0}.

Jsi=">"

Seja

v =1
i

Afirmacao: U =U'.

De fato, temos U C U’ por defini¢do. Para a inclusdo oposta, € suficiente mostrar
que 7/ C U, Vi. Como os polindmios envolvidos na representacdo de 7/ fazem parte da familia
estendida de polindmios, 7/ é unido de conjuntos elementares E; da estratificacdo obtida inicial-
mente. Mas para cada E; desse tipo, temos a mesma desigualdade > presente nos polindmios de
T!, que é a mesma que 7;. Como o T; difere do T/ pelas condi¢des P; = 0, temos E;NT; # 0 e
logo T; C E;, pela segunda propriedade de uma estratificacdo.

Como T; C U e U € aberto, E;NU # 0. Como U e U€ sdo unides de conjuntos

elementares, entdo £; C U, para todo j, logo Ti’ cU. O
Proposicao 3.4.3. Se F' € um conjunto fechado em R”, entdo F tem a representacao

F = U ﬁ{xER”:I’iJ(x)zO}.

i=1j=1

Demonstracio: Como F é fechado semialgébrico, U = FC é aberto semialgébrico,
e pela proposi¢do anterior, podemos escrever

r Sj

U=J({xeR":P;>0}.

j=li=1
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Como F = U€, podemos escrever

rSj
F=U"=J{xeR":P;(x) <0}
j=li=1
S1 Sr
= U{xe R":P1(x) <0}n...N U{xe R": P, (x) <0}
i=1 i=1

= (D{xe R": P 1(x) < O}ﬁ...ﬂsol{xe R":P,1(x) <O0}N{xeR": P »(x) < 0})
i=1 i=1

U [j{xe R": P 1(x) < O}ﬂ...ﬂsol{xe R":P,_1(x) <O}N{xeR": P, ,(x) < 0})

: .<il B
<

S1 Sr—1
U U{xe R":Pi1(x) <0}N...N U{xe R":P i 1(x) <0}Nn{xeR": P ,(x) < O})
i=1 i=1

Desenvolvendo as intersegdes para cada s, fazendo Q; j(x) = —P, j(x) e reordenando
0s polindmios obtemos uma combinag¢do booleana de desigualdades Q; ; > 0, o que conclui o
Teorema. ]
Uma outra aplicacao do Teorema da Estratificacdo € o problema de separacio de
conjuntos semialgébricos fechados:
Dados conjuntos semialgébricos fechados X e Y de R", existe fung¢do semialgébrica
f:R" - Rtaisque f >0em X e f < 0em Y. Tal problema pode ser resolvido por funcdes
mais simples, como mostram os exemplos a seguir.
1. Se f(x) = xx(x) — xv(x), onde x é a fun¢do caracteristica, temos que ) é semialgébrica,
flx=1>0¢ f|y=—1<0, e portanto satisfaz o problema. Note que f ndo é continua.
2. Se f(x) =d(x,Y)—d(x,X), temos que f |[x> 0, f |y< 0, portanto f satisfaz o problema.
Em adicdo, temos que f € continua.
3. Usando a proposi¢do anterior, podemos sempre encontrar uma solu¢do mais regular para
esse problema.
s

Como X é fechado, podemos escrever X = | J (){x € R": P, ;(x) > 0}. Podemos definir
i=1j=1
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gi:R"—ﬂR

HZIIPU )| =i (0,

eg:= fI gi» entdo g é continua, semialgébricae g [x=0e g |R11\X> 0. Podemos definir
h:R" SIR de forma andloga com & [y= 0, e & gy > 0, € definindo f = h — g podemos
resolver o problema.

Iremos mostrar que o problema pode ser resolvido para funcdes ainda mais bem-

comportadas.

Definicdo 3.4.2. Seja B(R") o menor subanel de S(R") composto das fungdes que satisfacam:
1. RXj,...,X,] C B(R")
2. Toda fungdo de B(R") é continua.
3. Se f € B(R") e f(x) # 0,Vx € R", entdo % € B(R").
4. Se f > 0emR", entdo \/f € B(R").

Provaremos que toda fungdo de B(R") € analitica. Note que no anel H das fun-
¢oOes analiticas reais, valem as quatro propriedades. No subanel F das fun¢des semialgébricas
continuas, valem as quatro propriedades, pois 1/x é a inversa da funcio semialgébrica x°.

Como H é subanel de . (R",R), G := HNS(R") é subanel de .7 (R",R). Ge F
sdo subaneis de S(R"), logo GNF ¢é subanel de S(R") contendo B(R"), portanto toda fun¢do em

B(R") ¢ analitica.

Proposicao 3.4.4. Sejam X e Y conjuntos semialgébricos fechados e disjuntos em R". Existe

fe€BR"Ycomf>0emXef<Oem?Y.

s I
Demonstracio: Considere uma representagdo de X = | J [ |{x € R": P, j(x) >
i=1j=1

N
0} = U X;, além das fungdes
i=1

ZHP,J )|| = Poj(),

definidas anteriormente.
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Note que g; |x,=0e g; |[y> 0. Pela desigualdade de Lojasiewicz, temos que existem

meN, ¢c>0

como Im(r) C (0,1),
P(x) < PM(x),Vx €Y.

Nomeando n := m+ 1, temos que g; > cr" em Y. Defina

, Ti 5 c2pan
LV G

Note que k; > g;. De fato, va+b <. /a+ vb. Como gi l[y> 0, existe P ; com

P, j |y< 0, logo a desigualdade segue de +/x ser estritamente crescente em (0, +oo). Além disso

T 2.2n

o 8 (| ) < B ol

Portanto, em X;, k} < cr". Definindo k; := k; — cr", temos k; < 0 em X; e k; > 0 em

Consideremos agora f(x) Z ||ki|| — ki. Temos que f |[y=0¢e f [x> 0. Repetindo

0 processo acima com uma representagao de Y, obtemos uma fun¢do hcom i [x=0e h |[y> 0.
A fungdo g := f — h pertence A B(R") e é tal que g [y < O e g [x> 0. O
Outra consequéncia do Teorema da estratificacdo € a existéncia de versdes do Teo-

rema de Sard para conjuntos semialgébricos.

Teorema 3.4.1. Seja M C R" uma variedade suave que ¢ um conjunto semialgébrico. Se
f M — R uma fung@o semialgébrica suave. Sejam C = {x € M : rank(df,) =0} e S={reR:

t = f(x),x € C}. Entdo S é um conjunto finito.

Antes da demonstragdo, faremos uma observacao sobre o posto de uma matriz A. A
colecdo {rank(A)s;n}, onde s; € {<,=,>} é uma colecdo finita de condigdes polinomiais, pois

: z o A s 2
o determinante € um polindmio det : R — R.
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Se f: R™ — R" é semialgébrica, cada entrada % ¢ semialgébrica e portanto d f, é
semialgébrica. !

Demonstracao: Note que C € semialgébrico pela observacdo anterior. Portanto,
existe estratificacdo {Ci,...,Cy}. Como cada C; é uma subvariedade analitica semialgébrica, e

rank(df,) =0,Vx € C;, entdo df |¢c,= 0, logo f |, é constante e portanto S € finito. O

Teorema 3.4.2. (Teorema de Morse-Sard para funcdes semialgébricas) Seja f : M — N uma
funcdo suave semialgébrica entre duas subvariedades semialgébricas de R" e R respectivamente.

Sejam

C={xeM :rank(df,) <dimN};

S={yeN:y=f(x),xeC}.

Entdo S € semialgébrico e dimS < dimN.

Demonstracdo: Como C é semialgébrico, existe estratificacdo {Cy,...,Cy} de C.
Visto que rank(d f) é localmente constante, e cada C; € conexo, entdo rank(d f |¢;) é constante

paratodoi=1,...,k.

k
Por Tarski-Seidenberg, S = U{ f(Ci)} é semialgébrico, e pelo teorema do posto,

i=1
dim f(C;) < dimN para cadai = 1,...,k, e portanto dimS < dimN. [l

3.5 O Teorema da Triangulacio

Nesta se¢do, estudaremos o comportamento da estratificacdo de um conjunto semial-
gébrico compacto. Mostraremos que essa induz neste a estrutura de uma decomposicdo celular.
Além disso, provaremos que todo conjunto semialgébrico compacto X admite uma triangulacao.

Vamos fixar algumas notagdes: By := {x € RY : ||x|| < 1} é a d-célula fechada

padrdo, ST = {x € R?: ||x|| = 1} = 9By, e By = By \ S~ é a d-célula aberta padrao.

Definicao 3.5.1. Seja X C R" um conjunto com a topologia induzida. Uma decomposicao
celular de X é uma colec¢ao finita de conjuntos fechados {qu. iq=1,...,k, j € J,} satisfazendo:

1. Se J, ={1,...,hy}, definimos
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x1:=0,x9.= {Cf.7 cjedpp<gq}

com X4 sendo o q-esqueleto da decomposi¢do. Além disso, F in = C? Nxes1= {C? N Cf :

ledy,p<q— 1}. Os qu- satisfazem X = UCq.;
q,J
2. (CP\F)N(CINF) =0 < p=gqei=j;

3. Para todo C;{, existe uma fungdo continua
q.
o :B, =X
tal que
q(cq—1\ _ 4.
a) @($777) =Fj;
b) @ |p, induz um homeomorfismo sobre C7 \ F}.
A fungio @ é chamada fungio caracteristica de C/, e C7 \ F; é chamada de g-célula da
decomposicao.
Se X é semialgébrico, todo C;? ¢ semialgébrico, todo CID? ¢ uma fun¢do semialgébrica
e toda CID? |B, € um homeomorfismo semialgébrico, entdo dizemos que a decomposigdo celular €

semialgébrica.

Uma consequéncia importante da defini¢do é que

(By) = (B, US") = (B, Uw(s") = ]

9\ 4 q
=\ =F;
Portanto cada C]q € compacto.
Observacao 3.5.1. 1. Se X tem uma decomposi¢do celular, entdo X é compacto. De fato,

como cada qu- ¢ compacto, X € unido finita de compactos, logo compacto.
2. Os conjuntos C;? \F jq formam uma particao de X em g-células. Note que todo elemento de

UC? \qu pertence a X pois C;!\FJQ C qu.. Por outro lado, se x € X, existe um g € um j

9J

tais que x € C;?. Se além disso x ¢ qu, entdo x € UCJq. \qu. Caso x € F]f], entdo existe [
9:J

tal que x € Cqul. Pela finitude da quantidade de Cy, e como X = UC? podemos repetir a

q.r
andlise anterior at€ obter um r e um £ tais que x € C,.
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3. X é obtido de (X \ C}) UF/ pela identificagdo de B, via @ [g,-1 .

Exemplo 3.5.1. Seja X = B1U{(x,0) :x e [1,2]}.
1. Uma decomposicdo celular para X pode ser obtida tomando C% = B!, Cl1 =S, C% =
{(r0):x e [1,20}. €0 = {(1,0)} e &4 = {(2.0)}.
2. Um contraexemplo de decomposicdo celular € obtido mudando C; para {(x,0) : x € [0,2]}

e CY = {(0,0)} pois C} \ F NCI\ E}' # 0.
Definicao 3.5.2. Um simplexo (aberto) de dimensao k em R” é um conjunto da forma
k k
S = S(xo,...,xk) =<xeR":x= Ztixi,ti > O,Zti =1,
i=0 i=0
onde xy, ..., x; satisfazem a seguinte condi¢do: se £ € um subespaco que contém
X0, -+, Xg, €ntdo dimE > k.
Um simplexo fechado de dimensao k € um conjunto da forma
k k
T = T[X(),...,Xk] =<xeR":x= Zlix,',li >0, Zti =1,
i=0 i=0
onde os pontos {xo, ..., Xx; } satisfazem a mesma propriedade citada anteriormente.
Uma face de um simplexo S(ay, ...,a;) de dimensdo i < k é qualquer simplexo T

com T (b, ...,by) € {bo,...,by} C{ag,...,ar}.

Note que por Tarski-Seidenberg, simplexos sdo conjuntos semialgébricos. A menos

de mengdo explicita, simplexos sdo sempre abertos.

7z

Definicao 3.5.3. Um poliedro (finito) X de R” € um subconjunto X de R" admitindo uma
decomposigio simplicial finita, i.e., uma cole¢ao finita de simplexos disjuntos K = {S;} 1, «
tais que
1. paratodoi=1,...,k, toda face de §; pertence a K;
i=1

Usaremos a notagdo X = |K| para indicar que X é um poliedro.

Definicio 3.5.4. Seja Y C R”. Uma triangulagio de Y € um homeomorfismo F : Y — |K| para
algum poliedro |K| C R™. Se Y é semialgébrico e F é semialgébrica, dizemos que F é uma

triangulacio semialgébrica de Y.



57

Observacdo 3.5.2. 1. Qualquer triangulagdo F : Y — |K| de um conjunto Y induz uma
decomposicao celular do mesmo (e semialgébrica se F o for). Provaremos isto mos-
trando que um poliedro admite uma decomposi¢ao celular onde suas células sdo os
simplexos fechados, e transportando-a para o conjunto pela triangulacdo. Definindo
X4 ={S;,S; é simplexo de |K| de dimensdo < g}. A condigdo (1) da Defini¢do 3.5.1 ¢
imediata. Para a condi¢do (2), note que F,! consiste das faces de S i que por defini¢ao
sdo disjuntas. A construcao das funcdes caracteristicas segue do fato que todo simplexo
fechado é homeomorfo a BY. Provaremos um fato mais geral, de onde resultardo as funcdes

que procuramos.

Lema 3.5.1. Todo conjunto C C R" compacto e convexo com interior ndo-vazio ¢ homeo-

morfo a B”.

Seguiremos a prova de (BREDON, 1993):

Afirmacio 1: Se C C R" é um subconjunto convexo e 0 € int(C), entdo toda semi-reta
partindo do 0 toca dC apenas uma vez. De fato, suponha que R é uma semi-reta saindo da
origem e p,q € RNC, ambos diferentes de 0. Além disso, suponha que ||g|| > ||p||. Como
0 € int(C), existe 6 > 0 com B(0,0) C C. Se S é o cone com vértice em ¢ sobre B(0, ),
como C € conexo, S C C. Por fim, como p pertence a R, p pertence a S. OJ
Afirmacéo 2: Seja C um conjunto compacto e convexo com 0 € int(C). Entdo a fung¢do

X _
f:9C — S dada por x — —— é um homeomorfismo. De fato, como f é a composicio

]

da inclusio dC — R” com a fungio g : R"\ {0} — S"~! dada por x — ”i_H’ ela é continua.
Pela afirmacdo 1, f € injetiva. Afirmamos que f é sobrejetiva. De fato, suponha por
absurdo que ndo seja. Entdo existe a € S"~! que ndo é imagem de nenhum ponto de dC.
A semi-reta I' = {xa : x < 0} intersecta dC, e como 0 € intC, entdo ' C é um segmento
no R”. Como C ¢ limitado, entdo {x > 0:xa € 'NC} tem supremo. Denotamos este
supremo por L. Note que La pertence a dC, por construgdo. Porém, g(La) = a, o que
¢ um absurdo pois assumimos que a ndo pertence a imagem de g. Por fim, como ela é
uma bijecdo continua definida em um conjunto compacto com imagem em um espago de
Hausdorff, ela € homeomorfismo. L]
Afirmacao 3: Um conjunto convexo compacto em R" com interior ndo-vazio é ho-

meomorfo a BY. Além disso, dC é homeomorfo a S"~'. De fato, a menos de uma

translagio podemos assumir que 0 € int(C). Definimos a fungio k : B" — C dada por
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X

x> ||x|| £ < HXH> parax # 0 e k(0) = 0. Se x # 0, k é continua por ser composi¢do de

fun¢des continuas. Afirmamos que k € sobrejetiva. De fato, todo ponto de y de C pertence
ao segmento entre 0 e y, ao qual, pela Afirmacdo 1, se estende ao bordo o intersectando em

apenas um ponto f~!(a). Portanto, podemos escrever y = ¢ f ! (a). Dessa forma, podemos
X

IRER

homeomorfismo e a norma é continua, k é uma fungéo continua em D \ {0}. Para concluir

escolher x € D com ||x| =t ea Como f~! & bijecdo, k é injecio. Como f~! &

a continuidade da func¢do em 0, basta notar que como C é compacto, entao existe M > 0

tal que [[k(x)[| <M ||x

, de onde concluimos que i‘i% k(x) = k(0) = 0. Como k é continua
e tem dominio compacto, ela ¢ homeomorfismo. O
Podemos utilizar as func¢des k obtidas na demonstracdo como fungdes caracteristicas,
pela Afirmagdo 3. Observe que no caso da decomposicao simplicial, como simplexos
sdo conjuntos semialgébricos, as fungdes sdo semialgébricas, e portanto temos uma
decomposig¢do celular semialgébrica de |K|, logo, de X.

. Note que uma decomposic¢do simplicial de um poliedro |K| induz uma estratificagdo no
mesmo. Para ver isto, note que todo simplexo S é uma subvariedade analitica do R”. De
fato, se S = S(vo,...,vq) € d-simplexo no R”", tomemos o d—subespaco afim V gerado
pelos seus vértices, e a funcio inclusio i : V — R". Note que V é isomorfo 2 R* e i é afim,
logo analitica, e como S € aberto em V = RK, S é uma k—subvariedade analitica de R”.
Para a segunda, se S;(xo, ...,X¢) € S;(0, ..., y») sdo simplexos com S; ﬂS_j = () entao como
S; e §; sdo disjuntos, {xo,...,x¢} C {y0,...,ys} de forma que S; é face de S;. Além disso,

dimS; < dimSj.

Proposicao 3.5.1. Seja X C R" um conjunto compacto semialgébrico, e . uma estratificacdo

de X. Entdo . induz uma decomposic¢ao celular de X na qual a fronteira de cada célula € uma

unido finita de células de dimensio inferior.

Demonstracao: Provaremos mais do que isto. Na verdade, a decomposicao celular

de X faz parte de um “sistema” de decomposicdes celulares para X; = w;jo...om,_(X), onde

wi: R/ — R/ —1 ¢ a projecdo natural, e além disso, as fungdes caracteristicas fazem o seguinte

diagrama comutar para todo j
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B, ——— *

o!! -1
By — 2 o

Definimos X9 :={A: A € . e dimA < g}.

Para mostrar que isso nos dd uma decomposic¢do celular, note primeiro que temos por
defini¢do que a unido dos fechos de todos estratos € igual a X, pois uma estratificagdo particiona
X.

Para a segunda condicdo, se A¥ & estrato de dimensio k note que F/ = {A_? ﬁA_‘lD :

A_‘ln,l € Jp,p < g— 1}. Provaremos que

A7\ | J(ATNAD) = A9
pii

Sex € A7\ | J(A7NA?D), entdo x € A9 mas x ¢ A7N AL para todos p < g, i € J,,. Isso
P
implica que x ¢ Af’ paratodo p<geieJ, Sexe dAd, entdo existe um estrato BX com x € BX.

Porém isso implica que BX N A7 # @ e portanto dimB? < dimA? = g, o que é absurdo, pois se
x € B¥N A4 entiio x € B NA4. Portanto, x € AY.

Se x ¢ A7\ U(EOA_f), entdo x ¢ A9 ou x € U(EﬂA_f). No segundo caso, se
P P
x € A1 entdo existem p,i com x € A? ﬂAl’-’ e portanto dimA? < dimAf7 , 0 que € absurdo. Portanto

em ambos os casos x ¢ A7 e a segunda condi¢éio de uma decomposicao celular segue do fato de
estratos serem uma particdo de X.

Nos resta construir as fungdes caracteristicas. Para tal, faremos a construcao induti-
vamente em j.

Para o caso j = 1, note que os estratos de X; serdo intervalos abertos ou pontos.
Logo, para A = (a,b) estrato de dimensdo 1, sabemos que 7 — (1 —¢)a +tb é homeomorfismo
semialgébrico entre (0,1) e A. Podemos estendé-lo para [0, 1] definindo a fung¢éo no 0 e no 1
sendo a e b respectivamente.

Suponha que as fung¢des caracteristicas @ tenham sido definidas para a decomposi¢ao

celular de X;_;. Seja B um estrato de X; de tipo .% sobre A = 7;_1(B). Podemos escrever

B={(x,y) EAxR: fo(x) <y < fi(x)}.
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Sejam f] e f> as extensdes de f; e f> obtidas pela afirmacdo 4 do teorema da
estratificacdo e usaremos Fp é usado para indicar F,Y com C{ = D). Identificando [0, 1]¢ com By,

definimos a funcao

®5: (0,117 x[0,1] - B

(u,v) = (R (u), (1= v) fi(u) +vfa(u))

Se (u,v) € 9]0, 1]¢, entdo temos dois casos:
~ Seu € 9[0,1]971, ®5(u,v) ¢ B pra todo ponto v € [0, 1] pois @5 (u) € F4. Entdo para todo
®5(u,v), seja C um estrato ao qual ele pertence. Como pela afirmagio 3 do Teorema da
Estratificado, f)(u) e f>(u) sdo limites de sequéncias de pontos de graph(f}) e graph(f>),
(1—=v)f1(u) +vf>(u) é limite de pontos de B. Entdo CN B # 0 e portanto BNC # 0, logo
CI)E(M,V) € Fp.
— Casov € {0,1}, entdo ®5(u,v) pertence ao grifico de f; ou f» e logo pertence a Fp.
Portanto ®5(S?~!) = Fp. Além disso, ® |, ¢ homeomorfismo semialgébrico pois
as funcdes coordenadas sdo homeomorfismos semialgébricos.

No caso de B ser um estrato do tipo ¢ sobre A, definimos

®5:[0,11Y =B

u— (Pg(u), f(Px(u))

Se u € 9[0,1]¢, entdio como P4 (u) € JA, f(P;(u)) pertence a fronteira de B pela
afirmacdo 3 do Teorema da estratificacdo. Seja D estrato contendo f(®z(u)). Como DNB # 0,
entdo DNB # 0 e dimD < B. Portanto ®3(S?) = Fp.

Além disso, @z é¢ um homeomorfismo de [0, 1] em B pois @4 € homeomorfismo
entre [0,1]9 e A.

A comutatividade dos diagramas segue da construcdo de ®3. [

Observacao 3.5.3. Podemos obter uma versao do teorema anterior para o caso Y C X, onde Y é
semialgébrico e compacto. Para isto basta estratificarmos o R” utilizando a familia de polindmios
de uma representacdo de X junto com uma familia de polindmios de uma representacdo de Y, e

seguir a prova.
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Demonstraremos agora o Teorema da Triangulagdo. Antes, porém, precisamos da

defini¢do de subdivisdo baricéntrica de um poliedro:

Definicdo 3.5.5. Dado um simplexo S(xo, ..., Xx), 0 seu baricentro ¢ o ponto de S definido pelas

X0+ ... + Xk
coordenadas ——

, ou seja, € o ponto bg de S com todas as coordenadas iguais a % Note
que o baricentro de um 0-simplexo é o préprio O-simplexo. A primeira subdivisao baricéntrica
de S é um poliedro definido pelos vértices {bg,,...,,bs, }, onde bs, € o baricentro de cada uma
das faces de S. A colecdo de vértices {bsil yeen bgik} forma uma face da subdivisdo baricéntrica

se §;, € face de S, ;.

A subdivisdo baricéntrica pode ser estendida para poliedros e iterada indutivamente.

Mais detalhes podem ser encontrados em (CROOM, 1978).

Teorema 3.5.1. (Triangulacdo) Seja X C R” um conjunto semialgébrico compacto, e {Wy,...,W,}
uma particéo finita e semialgébrica de X. Existe uma triangula¢do semialgébrica F : X — |K|
satisfazendo:

1. Cada W; é unido de F~!(S;), com S; € K;

2. {F~! (Sj)}j=1....x € uma estratificacdo de X;

3. Paratodo j, F|: F “I(s ;) — S é isomorfismo de variedades analiticas.

Demonstracao: Procedemos por inducio em n. Aplicamos o algoritmo da estratificacao-
separagdo na familia de polinomios constituida dos polindmios de uma representacdo de X e de
cada W;. Com isso, obtemos uma estratifica¢do . = {E;} i=1,..,- de X na qual cada W; € unido de
estratos.

Pela Proposicao 3.5.1., temos que uma estratificagdo de X induz uma decomposi¢do
celular em X, para todo j = 1,...,n, compativel com as projegoes.

Iremos construir uma triangulacdo Fj : X; — |K;| satisfazendo as seguintes:

1. |K;| C R/ e a triangulagdo induz uma subdivisdo da decomposicdo celular de X ;
2. Satisfaz os itens (2) e (3) do enunciado do Teorema (relativa a X ;);

3. Os F; sdo compativeis com as projecoes, ou seja, o diagrama seguinte comuta:
J

F;:
Xj ——— |K||
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A prova serd por indugdo em j. Para j = 1, o teorema segue da estrutura dos
conjuntos semialgébricos na reta.
Suponha que ja tenhamos construido Fi,...,Fj_i, e seja K1 = {T1,...,Tj,}. Para

todo i, seja T} = F!

_1(T;). Dizemos que 7; ¢ face de T} se T; ¢ face de 7;. Como {7’} induz uma

subdivisdo da decomposi¢do celular de X;_1, podemos assumir que ! (T/)NX; é estratificado
por conjuntos do tipo .Z e ¢ sobre T/. Podemos assumir que vale o seguinte:

Afirmacdo: Seja B, = {(x,y) € T/ xR :y = f,(x)} com u = 1,2 estratos do tipo ¥
sobre T;. Seja fy : Tl’ — R as extensdes dadas pela afirmacéo (4) do Teorema da Estratificagio.
Entdo existe um vértice de 7/ tal que f1(vo) # f2(vo).

Se acontecer de para todo vértice v; de Ti’ , fi(vi) = f2(vi), entdo podemos usar a
primeira subdivisao baricéntrica de 7; no seu lugar. O baricéntro vg de 7; € um vértice de cada
simplexo da subdivisdo, e como ele pertence ao interior de T;, f1(vo) # f2(vo).

Fixe uma ordem nos vértices de X;_; e seja 7 um simplexo de dimensdo d de |K;_]|.

Como X € compacto, podemos escrever

onde E; = {(x,y) e T' xR : fo(x) <y < frr1(x)} onde f, < fr41,Vr € 1,...,k. Para simplificar
a notacdo, escolhamos um E, e denotemos E = E,, g = f, e f = fr41.

Sejam a; = g(v;) e b; = f(v;), paracadai =0, ...,d. Definimos

Fi:E—R/
(x,y) = (Fj—1(x), H(x,y))
| o [ B

H) = | 75
(%) — g(x)

onde os 7;(x) dependem de x da seguinte forma: se x € T/, os 1; sdo as coordenadas de Fj_;(x)

em T;. Esta funcdo leva o segmento entre os pontos [(x,g(x)), (x,y)] onde g(x) <y < f(x) ao

segmento correspondente entre os simplexos determinados pelos gréificos de g e f. Em particular,
d

H(x,y) leva o gréfico de g sobre o simplexo Zt,-(vi,bi) e o grafico de f sobre o simplexo
i=0

Zti(vi,ai). Além disso, ela leva o segmento [(x,g(x)), (x,f(x))] linearmente ao segmento
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d
;)ti(x)(vu th v,,a,].

A inversa de H é dada por uma fungio que leva o segmento [(x, Y~_, #;(x)a;), (x, )]

no segmento correspondente entre os estratos determinados pelos simplexos, ou seja:

k
y—Tm (Z ti(x)bi>
H™'(x,y) =

p p f(x)
) (Z{ fi(x)ai> —-m (Z{ t,~(x)b,~>

onde y estd entre Zk: ti(x)a; e Z ti(x)b;, com m, sendo a projec¢do natural na dltima
coordenada. -

Por fim, subdividimos Fg(E) considerando todos os (d + 1)—simplexos de R/ da
forma (vo,a0),---s (Vim,am), Vs b)), s (Va,ba)) onde (v, am) # (vm,bm) e denotemos Kg o
conjunto dos simplexos de E obtidos. Dessa forma, obtemos uma triangulacdo Fg : E — Kg.

Se repetirmos o processo para E' = {x € T’ xR : fi11 <y < fi12(x)} e definirmos
Fgr de forma anéloga, Fg e Fg coincidem no grafico de fiy1, que € um conjunto fechado, e
portanto podemos estender Fg ao longo da faixa sobre 7’.

Para estendermos a triangulagao para o X; inteiro, basta mostrarmos que podemos

estendé-la para uma face §’ de X;_;. Seguindo a discussdo anterior, 7;_ (") NX; € estratificado

por conjuntos do tipo .% e ¢ sobre S’. Podemos entdo escrever

71';711 (S/) ﬂXj = U D;,
i=0
onde D; = {(x,y) € ' xR : hj(x) <y < hj;1(x)} onde h; < hj1,Vi € 1,...,r. Esco-
lhamos um D; e notemos D; = D, h; = u e hi = h, a. = ii(v;) € b; = h(v;). Definimos G}, (x,y)

de forma andloga a Ff,(x,y), ou seja
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Gp:D—R"
(59) = (Fio (), K (x,9))
[ 0=y Iy rap [ 2740 Ty g
Kixy) = [h<x> —u<x>] L bt [h<x> —u<x>] L

os ! dependem de x € " de forma andloga aos t;.

Note que, se D' = graph(w) é estrato sobre S’, como S’ C dT’, entdo pela Afirmagéo
5 do Teorema da Estratificagdo, existe j' € {1,...,k} com f # |s= w. Temos agora dois casos a
avaliar para fungdes f e g do algoritmo de estratificagcdo-separacdo sobre 7”:

1. Se f(x) # g(x) em &', entdo f e g se estendem continuamente 2 /; e h; distintas e portanto
H (x,y) pode ser estendida continuamente & K (x,y) estendendo f e g na férmula de H(x,y).
Além, disso, note que se x tende ao bordo de Ti’ ,1i(x) — 0, onde #; ndo é indice dos vértices
de §';

2. Se f(x) = g(x) = w(x) em §, seja (x,,y,) sequéncia de E convergindo para (x,w(x)).
Como f(x,) <y, < g(x,) paratodo n, e liinf(x,,) = liing(xn) = w(x), entdo y, — w(x).
Portanto H (x,y) se estende 2 K(x,y) sobre §'.

Por construgdo, todo d—simplexo de X; é face de um (d + 1)—simplexo. Portanto
F; € uma triangulagdo semialgébrica.

Note que por constru¢do H(x,y) é analitica em cada estrato de X, pois podemos
tomar as fungdes obtidas do Teorema da Estratificacdo como analiticas. O mesmo vale para sua
inversa pois simplexos sdo subvariedades analiticas. Segue desse fato que a imagem inversa
de cada simplexo obtido na subdivisdo da imagem por F; é uma subvariedade analitica do R",
e por ser homeomorfismo semialgébrico, os conjuntos obtidos satisfazem a propriedade de
fronteira de uma estratificagéo. Portanto, vale o item (2). Como por indugéo, Fj_; ¢ isomorfismo
de variedades analiticas quando restrito aos simplexos de |Kj_;|, e concluimos que Fj |5, é

1somorfismo de variedades analiticas. O]

Teorema 3.5.2. Seja f: V C R” — Y C R™ uma fun¢do semialgébrica continua sobre Y, onde V
¢ compacto. Considere X = graph(f) C R™ xR". Se s =m+n, seja (x,y) = (X1, ..o, Xm, Y1, --sVn)

com

REODR™'={yeR":y,=0}D... DR™.
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e _1: R/! R/ com j=s—1,...,m as projecdes naturais. Assuma que, para todo
J, 0s polindmios envolvidos numa representagdo de X; = ;0 m;_j o...o 7y (X) tem coeficientes

constantes em relagdo a varidvel Y;. Existem triangulagdes F : V — |K

,G:Y — |H| e uma
aplicacdo simplicial f” : |K| — |H| tal que
1. F e G satisfazem as condicdes do Teorema da Triangulacao;

2. o diagrama abaixo comuta
v —F K|

/ y

Yy — % |H|.

Demonstracdo: Seja X o grafico de f com as coordenadas (x,y) permutadas. Pelo
Teorema da Triangulagdo, existe F : X — |K| triangulagdo compativel com as projegdes 7;.
Como Y = m,(X), Y herda uma triangulagdo |H| = 7, (|K|) de X, na qual pela constru¢do do

Teorema 3.5.2., se x pertence a um simplexo 7 de |K

, T (x) pertence ao simplexo 7, (T), e
portanto 7, é simplicial.

Para obter a triangulacdo de V, note que como X; tem uma representagcdo dada por
polindmios com coeficiente lider constante em Y;, podemos aplicar o algoritmo de estratificacao-
separacdo fazendo a mudanga de varidveis dada pelo ponto (ay,...,am+j—1,am+;) = (0,...,0,1)
em cada j = n—m,...,m. Dessa forma, a projecio m, : R™*/ — R/ induz uma representagio de

V dada pelos polindmios P(x,Y) obtidos pelo processo avaliados em algum x € R™.
k

Dessa forma, V pode ser estratificado por conjuntos do tipo A = ﬂ{y e R":
i=1

k

P;(x,y)s;0} onde P; estd avaliado em x € R™. Porém note que se A" = ﬂ{(x, y) € R™
P;(x,y)s;0}, entdo A = mp(A’), entdo os estratos de X e de V estdo em correslp:(indéncia por ;.

Como 7 € homeomorfismo, os estratos de X e V tem a mesma dimensdo. Além
disso, estratos sdao subvariedades analiticas, e logo 7, restrita a eles € analitica, e portanto um
difeomorfismo analitico. Portanto valem as conclusdes (2) e (3) do Teorema da triangulagio
para a triangulagdo induzida em V.

Por fim, note que o diagrama a seguir € comutativo, pois os diagramas que o compdem

0 S30:
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v 2 x|
f kn’n 71,',/1
Y — % |H|

Observacao 3.5.4. Seja

h:R"™ - R"
X

X—= —.
1+l

h € um homeomorfismo semialgébrico de R™ em B,,. Seja X C R um subconjunto

semialgébrico, e denote X’ = h(X). Pelo Teorema da Triangulagéo, existe uma triangulagdo de

).
X' relativa 2 parti¢do {h(X),n(X)\ h(X)}, onde h(X) é unido de simplexos.

O Teorema da Triangulacao nos permite fazer uma prova simples do seguinte:

Lema 3.5.2 (Lema da Selecao da Curva.). Seja X um subconjunto semialgébrico do R”, e seja
xo € X. Entdo existe uma curva continua e semialgébrica f : [0,1] — R" tal que

(i) f(0) =xo;

(ii) f [j0,1) € andlitica;

Gii) £(0,1]) C X.

Demonstracdo: Seja B(xo, 1) a bola aberta centrada em xo e de raio 1. Como o
resultado do teorema € local, podemos substituir X por X N B(xp,1). Dessa forma, podemos
assumir que X é compacto. Aplicando o teorema da triangulagio para X relativo 2 parti¢io
{x0,X \ (X U{x0}),X \ {x0}}, obtemos uma triangulagdo de X onde cada elemento das parti¢io
¢ unido de simplexos. Dessa forma, existe um simplexo 7 em |K| com F (X \ {xo}) C T e F(xp)
é vértice de T'. Definimos f” : [0,1] — |K| como sendo o segmento ligando F (x) e o baricentro
da subdivisdo baricéntrica de 7. Dessa forma, f’ satisfaz

@) f'(0) = xo;
(ii) f [j0,1) € andlitica;
(i) f(]0,1]) CT.
Por fim, a funcio definida por f := F~! o f’ satisfaz o pedido. [
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4 O TEOREMA DA TRIVIALIDADE LOCAL E APLICACOES

Teorema 4.0.1. Seja f : X — Y uma fungdo continua e semialgébrica entre dois conjuntos
semialgébricos, e {X1,...,X),} uma particao semialgébrica de X.
1. Entdo existem
a) uma estratificacdo {Yi,...,Y; } de Y;
b) uma colecdo de conjuntos semialgébricos {F;} junto com parti¢des {Fj, },, semialgé-
bricas de cada F;j;
¢) e homeomorfismos semialgébricos g; : F/ = f ~1(¥;) — Y; x F; tais que o diagrama a

seguir comuta

ou seja, f & semialgebricamente trivial sobre Y;. Além disso, g;(F/ NX;) =Y; x Fj;
para todos i, j.
2. Em particular, f é semialgebricamente trivial sobre cada componente conexa do conjunto

semialgébrico aberto Y \ Y’, onde Y’ é a unido de estratos Y ; tais que dimY; < dimY.

Note que segue do item (c) que podemos tomar F; como f~!(c), para qualquer ¢ € ¥;.

De fato, se ¢ € ponto de Y;, o diagrama nos da

) —2— {c} xF,

{c}

de forma que f~'(c) = {c} x F; = F;. A mesma anilise feita com outro ponto nos
dd um homeomorfismo de F; com outra fibra. Além disso, pela segunda parte do item (c), temos
gi(f~'(c)NX;) = {c} x F;j, donde podemos assumir que F;; = f~!(c) N X;. Uma demonstragio
para este teorema pode ser encontrada em (BENEDETTTI; RISLER, 1990), ou em (BOCHNAK
etal., 1998).

Uma aplicacdo importante do Teorema da Trivialidade Local € a finitude de tipos
N ri

topologicos de conjuntos semialgébricos. Mais especificamente, seja X = U ﬂ{x e R":
i=1j=1
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P, j(x)s; j0} um conjunto semialgébrico. Denotando uma representagdo por (R), e associando a
cada (R) os nimeros

- P(R) = ir,-;

— C(R) = lsTllp degP, ;.

Lj
Podemos definir o conjunto

S(n,r,s) = {X C R": X é conjunto semialgébrico com P(R) <r,C(R) < s}.

Teorema 4.0.2. (Finitude Topoldgica) Para todo (n,7,s) € N3, existem Wy ,..., W em S(n, r,s) de
forma que
1. W; nao é semialgebricamente homeomorfo a W, para i # j;

2. Todo W € S(n,r,s) é semialgebricamente homeomorfo a algum W; dessa lista.

sz n

Demonstraciio: Nesta prova a idéia é "parametrizar"S(n,r,s) por RY para algum
N € N, e entdo utilizar o teorema da trivialidade local.

Seja R[X1, ..., X,]) C R[X], ..., X,] 0 subconjunto dos polinomios de grau no maximo
s. Podemos identificar R[X],...,X,] com R¥, onde N depende de n e s, de forma andloga a
identificacdo de R, [X]| com R”".

Sejam Z = RN x ... x RN e s ={<,=>}x..x{<,=>}em:R"XZ > %A

rvezes VVEECS
e q:R"xZ — R" as proje¢oes naturais.

Para cada t € ., definimos
Vi={(x,P,....P) e R" x % : Pi(x)t;0}.

Por Tarski-Seidenberg, temos que V; € semialgébrico.

Definimos
¥ ={V :V pode ser escrito como V() U...UV,q), onde t(i) € S}

Como . é finito, ¥ é finito também.

Podemos escrever todo W € S(n,r,s) como g(n~'(vg) NV) paravg € ZeV € 7.

N ri
Para ver isto, seja W = U ﬂ {xeR": P, j(x)s; j0} e vy 0 ponto de % que parametriza os polino-
i=1j=1

ri
mios de uma representagdo de W. Vamos definir, para cada interse¢do ﬂ {xeR": P, j(x)s; 0},
j=1
trés conjuntos da forma V; de forma que a projecdo de sua unido € igual a esse. Seja V,(ll> =
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{( Pty Pyyy) T Pj(x)t 0, = sp jpara j=1,...,ry, e t; j = > para pares (i, j) com i =
lej>re(i,j)com j+#1}. Definimos V,<21) e Vt?n analogamente, trocando > por = no primeiro
conjunto e por < no segundo. Dessa forma, temos que
ri
(N {x € R": P j(x)si,;0} = g((Vyy, UV UV )na! (vo)).
j=1
Repetindo esse processo para os outros conjuntos de condi¢des polinomiais de W
e tomando sua unido, obtemos um conjunto V em ¥ que satisfaz o que desejavamos. Note
que, além disso, ¢ é um homeomorfismo de 7~ !(vg) NV em W. De fato, ¢ é sobrejetiva por
construgio e continua por ser a restricio de uma projegio. Se (x,vo) # (y,vo) em 7~ (vg) NV,
entdo x # y e portanto g(x,vg) # q(y,vo), logo ¢ é injetiva e portanto uma bijecdo. Além disso,
g~ ! é continua porque dada uma sequéncia (x,) convergindo para xp, como ¢! (x) = (x,vp),
entio ¢~ ! (x,) = (xn,vo) converge para g~ ! (xo) = (xo,vo).
Para finalizar a prova, aplicamos o Teorema da Trivialidade Local a projecdo natural

restrita 2 cada V de #. Obtemos assim, para cada V, uma estratificagdo {Y}", ..., ka} de Z e

conjuntos FIV, ...,FkV semialgébricos tais que

RY) — s ¥ X
V3
T
YV

comuta para cada i. Pela prova do Teorema da Trivialidade Local, cada F; é da forma
n~!(vo) NV, para vy € Y. Portanto, pela argumentagio anterior, a colegdo 7 = {F }y, é tal
que todo elemento de S(n, r, s) é semialgebricamente homeomorfo 2 um elemento dela. Para obter
a condic@o (1), quocientamos a colecéo pela relagdo de equivaléncia dada porA ~ B <= A= B.
Como nossa coleg@o inicial € finita, .7/ ~ € finito, e qualquer escolha de representantes das

classes satisfaz as duas condi¢des. Portanto, vale o Teorema. [

Proposicao 4.0.1. (Lema da Estrutura Conica Local) Seja X C R" um conjunto semialgébrico, e
xo €X.SejaB, = E(xo) a bola fechada de centro xg e raio r, e S, = S,(xp) a esfera de centro x
e raio r. Entdo existe ro > 0 tal que para todo r < rg, o par (B,,B,NX) é semialgebricamente

homeomorfo ao cone sobre o par (S,,S,NX) com vértice em xj.
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Demonstracdo: Consideremos a fungio f : R” — R dada por x — ||x —xg||. Apli-
cando o Teorema da Trivialidade Local a f com respeito a particdo {R"”\ X, X}, temos uma
estratificagdo {Y;};—; i de R, e conjuntos semialgébricos {F;};—; . tais que o diagrama

seguinte comuta

F%) ———— YixF

i
onde g;: f -1 (Y;) = Y; x F; ¢ homeomorfismo. Como os estratos sdo subconjuntos
semialgébricos da reta, entdo eles sdo uma colecdo finita de pontos e intervalos, de forma que
existe i com 0 € ¥;. Se ¥; = {0} ou se ¥; é intervalo da forma (a,0] entdo existe ro > 0 tal que o
intervalo |0, rg] C Y;1 1. Caso contrério, ¥; contém um intervalo do tipo [0, ry] e podemos tomar
10,r0] C Y.

“Restringindo” o diagrama a |0, rp|, temos a situacdo seguinte:

£710,ro)) —2—s 10,r0] x £~ (1)
f T
]0,/‘0]

onde r €]0,ry[. Dessa forma, temos um homeomorfismo B,(xq) \ {xo} =]0,rg] x
Sy. Denotando o cone sobre um conjunto X com vértice xo por Cy’, podemos definir um

t —t
homeomorfismo semialgébrico entre |0, rg] x S, e Cy* \ {x0} por h(t,a) = (—) a+ (ro ) Xo.
40 10

Definimos agora uma bijecao

H:E—>C§f

Xp, S€ X = Xy
X

gioh(x), se x # xo.
Como H é homeomorfismo em B, \ {xo} e xo é ponto interior tanto do dominio
quanto da imagem, H € homeomorfismo semialgébrico. Para o segundo espaco, note que pelo
Teorema da Trivialidade Local, B, N X =0,ry] X (S, N X), de forma que o homeomorfismo

semialgébrico entre B, N X e Cy'y segue de forma andloga ao anterior. O
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