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RESUMO

Uma coloracao propria (com k cores) de um grafo G é uma funcao f: V(G) — {1, ..., k}
tal que f(u) # f(v) para todo wv € E(G), e o niumero cromdtico de G é o menor
inteiro k para o qual existe uma coloracdo propria de G com k cores; ele é denotado
por x(G). Uma coloragdo prépria f é dita gulosa se é obtida a partir de uma ordem
(v1, -+ ,v,) dos vértices de G de forma que f(v;) = 1 e, para cada i € {2, ... ,n}, em
ordem crescente, da-se a v; a menor cor que nao aparece nos seus vizinhos que ja foram
coloridos. Finalmente, se a ordem inicial é coneza, ou seja, se N(v;) N{vy, ... ,v0;-1} # 0
para todo i € {2, ... ,n}, entdo dizemos que f é uma colora¢do gulosa conexa. Em 2014,
Benevides et. al. mostraram que, ao contrario das coloragoes gulosas tradicionais, nem
todo grafo possui uma coloragaao gulosa conexa (CGC) que utiliza x(G) cores. Desta
forma, define-se o numero guloso conero de GG como o menor inteiro k para o qual G
possui uma CGC com k cores tal nimero é denotado por x.(G). Interessantemente, foi
mostrado também que sempre é possivel obter uma CGC que utiliza no méximo x(G)+ 1
cores, sendo NP-completo decidir se x)c(G) = x(G) ou se x.(G) = x(G) + 1. Neste
trabalho, foi investigada a dicotomia deste problema de decisao para as classes de grafos
livres de H, com H fixo. Mostramos que o problema é NP-completo quando restrito aos
grafos livres de H, se H nao é uma floresta linear ou se possui um F, como subgrafo
induzido. Além disso, mostramos que sempre haverd igualdade dos parametros para os

grafos livres de P5 e para uma subclasse dos grafos livres de F.

Palavras-chave: grafos; coloracao de grafos; coloragaao gulosa conexa.



ABSTRACT

A proper coloring (with k colors) of a graph G is a function f : V(G) — {1, ..., k} such
that f(u) # f(v) for all v € E(G), and the chromatic number of G is the least integer
k to which there is a proper coloring of G with k colors; and it is indicated by x(G). A
proper coloring f is said greedyif it is obtained from a sorting (vy, - -, v,) of the vertexes
of G so that f(v;) = 1 and for each i € {2, ... ,n}, in this order, v; is assigned the lowest
color not found in its neighbourhood. Finaly, if the starting order is connected, that is,
if N(v;) N {vy, ..., v;i_1} # 0; then it is said that f is a connected greedy coloring. In
2014, Benevides et. al. showed that, opposing to traditional greedy colorings, not every
graph does have a connected greedy coloring (CGC) that requires x(G) colors. That way
the connected greedy number of G is defined as the least such there is a CGC of k colors
to G; and it is indicated by x.(G). Interestingly, also it has been shown it is always
possible to obtain a CGC of at most x(G) + 1 cores, and deciding if x)c(G) = x(G) or
Xc(G) = x(G)+1. is an NP-complete problem. In this work, we investigate the dichotomy
of this decision problem for classes of H-free graphs, being H fixed. We show this problem
is NP-complete when limited to H-free graphs, if H is not a linear forest or if there is a
Py as an induced subgraph. Furthermore, we show there is always equality of parameters

for Ps-free graphs and for a subclass of Ps-free graphs.

Keywords: graphs; graphs coloring; connected greedy colouring.
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1 INTRODUCAO E ESTADO DA ARTE

Um dos problemas mais estudados em teoria dos grafos é o problema de coloragao,
que geralmente aparece nas versoes para vértices e para arestas. Esse é um problema de
extrema importancia e que possui inimeras aplicagoes. Uma coloracdo dos vértices de um
grafo G é uma funcao f : V(G) — N, e uma coloragdo propria dos vértices de G é uma
coloracao de seus vértices tal que se uv € E(G), entao f(u) # f(v). Da mesma forma,
podemos definir uma coloracdo propria das arestas de um grafo G como uma funcao
g : E(G) — N tal que se as arestas a e b compartilham um vértice, entao g(a) # g(b).
Uma coloragao dtima é uma coloragao propria que use o menor nimero possivel de cores.
Dessa forma, o nimero cromdtico de um grafo G, denotado por x(G), é definido como
o numero de cores usadas em uma coloragao 6tima de seus vértice. Da mesma forma o
indice cromdtico de um grafo G, denotado por }'(G), é definido como o nimero de cores

usadas em uma coloragao 6tima de suas arestas.

Disso surgem naturalmente alguns problemas, como por exemplo, determinar os
parametros x(G) e x'(G), bem como determinar coloragoes 6timas de vértices e de arestas
para GG. Uma das abordagens mais classicas para tentar resolver esses problemas ¢é tentar
construir uma coloracao de forma gulosa. Essa abordagem é interessante pois ela é de
simples aplicacao e também hé um resultado bem conhecido que diz que é sempre possivel
construir uma coloragao gulosa dos vértices de um grafo G que use apenas x(G) cores
[5].Como o niimero minimo de cores que se pode usar em uma coloragao gulosa do grafo
G é x(G), porém o niimero méximo de cores que se pode usar em uma tal coloragao pode

ser arbitrariamente maior que x(G), esse valor é conhecido como o nimero de Grundy de
G e é denotado por I'(G).

Dado um grafo conexo GG, uma ordem conexa de seus vértices é uma ordenacao
v < ... <, de V(G) tal que para todo i > 1, existe j < ¢ satisfazendo v;v; € E(G).
Uma coloracao gulosa conera de um grafo conexo G é uma coloracao gulosa obtida através
de uma ordem conexa v < ... < v, de V(G), ou seja, atribui-se sucessivamente para cada
vértice v; a menor cor que nao foi atribuida a algum vizinho de v; com indice menor que
1. Essa é uma forma extremamente rapida de se colorir um grafo, o que é um dos motivos
para se estudar esse tipo de coloragao. Disso surge naturalmente um novo parametro,
introduzido em [4],0 nidmero cromdtico conexo de um grafo G, que é simplesmente o menor
numero de cores que pode ser obtido ao construir uma coloragao conexa gulosa do grafo GG,
e é denotado por x.(G). Da mesma forma, o nimero de Grundy conexo de um grafo conexo
G, denotado por I'.(G), é definido como o maior niimero de cores que se pode obter em
uma coloracdo conexa gulosa de G. Disso temos de imediato que x(G) < x.(G) < T'.(G)

para todo grafo conexo (G. Disso, um problema que surge naturalmente é determinar
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sob quais condigoes um grafo G satisfaz x(G) = x.(G), ou mais formalmente, temos um
problema que tem como instancia um grafo conexo G, e cuja pergunta é x(G) = x.(G)?.
Em 2014, Benevides et. al.[4Jmostraram que x.(G) < x(G) + 1, o que limita bastante os
valores possiveis para x.(G), porém esse resultado, como veremos nos capitulos seguintes,

nao torna o problema de encontrar x.(G) significativamente mais facil.

Neste trabalho propomos investigar o problema acima, restrito a classe de grafos
livres de H, para um grafo H fixo que é chamado de problema H-FREE COLORING, ou
seja, decidir se x(G) < k, dado que o grafo G nao possue o grafo H como subgrafo indu-
zido. Nosso objetivo, que nao foi totalmente atingido, é obter uma dicotomia completa
para essas classes, nos moldes do teorema abaixo sobre coloracao de vértices para classes

de grafos livres de H.

Teorema 1.1 (14). O Problema H-FREE COLORING ¢é soluvel em tempo polinomial se
H ¢ subgrafo induzido de Py ou Py & Ky e NP-completo para qualquer outro H.

Entao nesse trabalho vamos expor alguns avancgos obtidos no estudo dos casos em
que a coloracao conexa gulosa pode atingir resultados 6timos, ou seja, casos em que é
possivel colorir conexa e gulosamente um grafo G usando apenas x(G) cores. Existem
muitos resultados na literatura sobre esse tipo de coloracao para grafos, por exemplo, [2]
e [12]trazem alguns resultados estruturais, tais como o menor grafo em que a coloragao
conexa gulosa nao pode obter resultados 6timos, e algumas propriedades de grafos com
essas caracteristicas. Em [4], sao provados alguns resultados sobre o pior caso da coloragao
conexa gulosa para um grafo G, ou seja, sobre o nimero de Grundy I'(G), e sobre o melhor

caso da coloracao conexa gulosa de um grafo GG, ou seja, sobre o niimero cromatico conexo
Xe(G)-

Ao longo dos Capitulos [3 [ e [f| estao distribuidos os principais resultados que
obtemos sobre o assunto, bem como os resultados preliminares que foram usados como
ferramentas. Nossas principais contribuigoes para o tema sao a prova da NP-completude
do problema de decidir se x.(G) = x(G) para algumas classes de grafos, tais como as clas-
ses dos grafos conexos livres de Py, dos grafos conexos livres de C}, para k suficientemente
grande, e grafos linha. Melhorando assim um resultado provado em [4]. Também prova-
mos que a coloragao conexa gulosa pode obter resultados 6timos para algumas classes de
grafos, como grafos livres de Py, para k pequeno, grafos cordais e grafos criticos. Também
damos exemplos de classes de grafos em que decidir se a coloragao conexa gulosa pode
obter resultados 6timos é um problema polinomial nao constante. Segue entao o nosso
resultado central, que nos da uma caracterizacao parcial da complexidade do problema

de decidir se x(G) = x.(G), que passaremos a chamar de CGC.

Esse resultado sera provado por partes ao longo do texto. Vamos entao estudar o

problema CGC restrito a classe F(H) dos grafos G que nao possuem um certo grafo H
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dado como subgrafo induzido,

Antes de enunciar o préximo teorema, vale ressaltar que estamos usando a notagao
para a soma de dois grafos Gy = (Vi, Ey) e Gy = (Va, E) como G3 = Gy + G2, onde
Gg = (Vi U V2, E1 U EQ)

Teorema 1.2. O Problema CGC é N P-completo em F(H) se H ndo é uma floresta
linear, ou se contem um Py, para k > 9. e é polinomial se H é subgrafo induzido de Ps

ou de Py + K;.

A seguir enunciamos os lemas que juntos tém como consequéncia o teorema an-
terior. Cada um desses lemas nos da a consequéncia sobre a complexidade do problema
CGC, restrito a classe F(H), que tem uma dada restrigao sobre o grafo H. O objetivo é
acrescentar limitacgoes sobre o grafo H de forma a restringir cada vez mais o conjunto dos

grafos H para os quais ndo sabemos a complexidade de CGC para a classe F(H).

Primeiro investigamos o caso em que H contem ciclos. Esse caso nos da uma
limitacao espetacular para o grafo H, pois provada a NP-completude de CGC' para a
familia F(H), onde H contém algum ciclo, precisamos investigar apenas os casos em que
H ¢é uma floresta. Para isso, provamos a NP-completude do problema CGC' restrito a
classe F (Cy), para todo k > 3. Entao aplicando a Proposi¢ao podemos garantir
que o Problema CGC restrito a classe de grafos F(H), onde H contem algum ciclo, é

NPcompleto. A prova do lema a seguir se encontra no Capitulo [3]

Lema 1.3. O Problema CGC é N P-completo para a classe de grafos F (Cy), para todo
k> 3.

Em seguida, tendo em vista tentar limitar o grau maximo de H, provamos que
CGC é NP-completo para grafos livres de garra. Desta forma precisamos investigar
apenas os casos em que H é uma floresta linear. Para isso, investigamos a complexidade

do problema CGCA, , que se trata da versao em arestas do problema CGC.

Lema 1.4. O Problema CGCA é NP-NP-completo quando restrito a classea F (Cs)

Esse lema mostra que CGC' restrito a classe dos grafos linha é NP-completo, e
em particular para as classes F(H) onde H é algum dos grafos proibidos para grafos
linha, gracas a Proposicao 2.10l Disso temos que o problema C'GC é NP-completo para a
classe de grafos livres de garra. Portanto temos a restricao que desejavamos sobre o grau
méaximo de H, ou seja, podemos passar a supor que A(H) < 2. A prova do Lema se
encontra no Capitulo

Finalmente, desejamos limitar o tamanho de cada componente conexa de H, que
no caso, é uma floresta de caminhos. Para isso investigamos a complexidade do problema
CGC restrito a classe F (Py).
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Lema 1.5. O Problema CGC é N P-completo para a classe de grafos F (Py), onde k > 9.

Novamente, aplicando a Proposicao [2.10], concluimos que se H é uma floresta linear
e possui toda componente de tamanho pelo menos 9, entdao o problema CGC em F(H)
é NP-completo. Isso finaliza os resultados de NP-completude apresentados no Teorema
1.2l Com isso, nos resta limitar a quantidade de componentes conexas do grafo H. A

seguir, apresentamos os resultados sobre polinomialidade. Mencionamos que as provas

dos Lemas|[I.5 e [I.6] se encontram no Capitulo

Lema 1.6. Se o grafo conexo G € livre de Py, entio x(G) = x.(G).

Lema 1.7. Se o grafo conexo G ¢é livre de Py + K, entdo x(G) = x.(G).

Na verdade, provamos algo mais forte do que o lema acima no Capitulo[5} provamos
que qualquer grafo G que possua um P; dominante é tal que x(G) = x.(G). Como veremos

mais adiante, isso implica o Lema [I.7]

Observe que o Teorema [1.2f nao nos fornece uma dicotomia completa para o Pro-
blema CGC' em grafos livre de H, uma vez que nao apresenta a complexidade do problema
para as classes F (Pg) com k € {6,7,8}. Somos em um primeiro momento tentados
a acreditar que falta apenas descobrir a complexidade de CGC restrito a F(H) para
H € {Ps, P;, Py} para fechar a dicotomia, o que é um engano. Pode ocorrer, por exemplo,
de H ser um conjunto estavel de cardinalidade maior do que 3. Neste caso, ele nao ¢é
nenhum dos grafos cobertos pelo Teorema[I.2] nem é um caminho. No Capitulo[g], deter-
minamos os menores grafos para os quais ainda nao se sabe a complexidade do Problema
CGC, e para alguns desses casos apresentamos uma prova de que ocorre igualdade dos
parametros. Como tais casos sao muito restritos, decidimos nao enuncia-los no teorema
principal. Daremos também uma lista de problemas que ficam em aberto ao longo do

texto, que podem vir a ser resolvidos em trabalhos futuros.
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2 Definigoes

Esse capitulo tem por objetivo apresentar brevemente os conceitos bésicos da Teo-
ria dos Grafos e de complexidade computacional que usaremos ao longo do texto. Enun-
ciaremos também alguns lemas ferramentas que serao utilizados, ao longo dos demais

capitulos.

Na Secao [2.1 apresentamos as definigoes da teoria dos grafos, na Segao [2.2] as de-
fini¢oes de complexidade computacional. E finalmente, na Se¢ao [2.3] damos os resultados

da teoria dos grafos que utilizaremos.

2.1 Definigoes da Teoria dos Grafos

Um grafo simples é um par ordenado (V, E), onde V' é um conjunto finito nao vazio,
que é chamado de conjunto dos vértices, e E é um subconjunto de (‘2/) que é chamado de
conjunto de arestas. Assim, denotamos G = (V| E), e nos referimos a esse grafo como o
grafo GG. Ao longo do texto, a menos que se mencione o contrario, a palavra grafo sera

usada como sinonimo de grafo simples.

Dado um grafo G, usamos as notagoes V(G) e E(G) para denotar respectivamente
o conjunto dos vértices e o conjunto das arestas de G. Dizemos que a aresta e € F(G)

liga os vértices u e v se e = {u,v}.

Como exemplo de grafo simples, considere o grafo G = (V, E) cujo conjunto de
vértices é V' = {wvy, v9, 3,04, U5} € 0 conjunto de arestas é E = {vy,va}, {v1,v3}, {ve, v3}, {vs,
vs},{v4,v5}. Uma representagdo grafica de um grafo é um desenho onde cada vértice é
representado por uma bolinha e cada aresta {v;,v;} é representada por uma linha ligando
os vértices v; e vj. E muito comum que os vértices de um grafo nao sejam rotulados na

sua representacao grafica.

Figura 1: Exemplo de grafo simples.

U2 A U3 ; Vg

Fonte: elaborado pelo autor

Dado um grafo G, o grafo linha de G, denotado por L(G), é o grafo que tem con-
junto de vértices E(G) e conjunto de arestas {{e;, e} | e;,¢; € E(G) e |e; Ne;| = 1}.
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Um caminho em um grafo G' é uma sequéncia de vértices de G tal que todo par
de vértices seguido dessa sequéncia é ligado por alguma aresta de G. Um caminho é
chamado simples se nenhum dos vértices no caminho se repete. Por exemplo, na Figura ]}
(v1,v3, V4, V5) € (U5, Vg, U3, Vg, U1, Vg, Vg) sA0 dois exemplos de caminhos porém s6 o primeiro
¢ um caminho simples. O comprimento de um caminho é definido como o nimero de
arestas que este possui, contando-se arestas multiplas vezes. Os comprimentos dos dois
caminhos dados no exemplo anterior sao respectivamente 3 e 6 . Um grafo G é dito
conexo se para todo par de vértices de GG, existe um caminho em G que os liga. Dados
dois vértices x e y de um grafo G, definimos a distancia entre os vértices = e y como o
comprimento do menor caminho que comeca em x e termina em y. Se nao existir caminho

ligando esses vértices, dizemos que a distancia entre eles € infinita.

Um ciclo em um grafo G é um caminho de G que comeca e termina no mesmo
vértice. Um ciclo simples é um ciclo que tem um comprimento pelo menos 3 e no qual o
vértice inicial s6 aparece mais uma vez, como vértice final, e os outros vértices aparecem
apenas uma vez. O tamanho de um ciclo é definido como a quantidade de vértices que
pertencem a ele. Por exemplo, no grafo da Figura , (v1, v9,v3,v1) é um ciclo simples de
tamanho 3. Normalmente indicamos um ciclo sem escrever o vértice que se repete, quando
isso nao causar ambiguidade. Por exemplo, podemos indicar o ciclo citado anteriormente

como (vy, Vg, V3).

Um caminho hamiltoniano de um grafo G' é um caminho simples de G que contém
todos os vértices de GG. Da mesma forma, um ciclo hamiltoniano de G é um ciclo simples

de G que contem todos os vértices de G.

Um grafo completo é um grafo GG onde quaisquer dois de seus vértices sao ligados
por uma aresta, ou seja, se G é um grafo completo, entao seu conjunto de arestas é (V(QG))
Um grafo completo com n vértices é denotada por K,. Grafos completos sao exemplos

triviais de grafos conexos.

Dado um vértice v de um grafo G, a vizinhanga deste vértice, denotada por N(v),
é o conjunto dos vértices que se ligam a v por arestas de G. Além disso, se U C V(G),
entdo N(U) ={v € V(G)\U | Ju € U tal que {v,u} € E(G)} é a vizinhanga do conjunto
U. Dado um vértice v de um grafo GG, o grau deste vértice é o nimero de elementos de
N(v) e é denotado por d(v). Denotamos por 6(G) o grau minimo de G, e por A(G) o
grau mdzrimo de G.

Um grafo H ¢é subgrafo de um grafo GV (H) C V(G) e E(H) C E(G). Neste caso
escrevemos H C (G. Dado um subconjunto S dos vértices de um grafo G, o subgrafo de

G induzido por S, denotado por G[S] é o subgrafo de G que tem conjunto de vértices S

e conjunto de arestas E(G) N (g) Dois grafos G e H sao ditos isomorfos se existir uma
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bijecao

f:V(G)—=V(H)
tal que para todo par de vértices (u,v) de G, u e v sao ligados por aresta de G se e somente
se f(u) e f(v) sdo ligados por aresta de H. Um grafo H é subgrafo induzido de um grafo
G se existe um subconjunto S de V(G) tal que H é isomorfo a G[S]. Por exemplo, o
grafo cujo conjunto de vértices é {vy,vs,v4} € 0 conjunto de arestas é {{vy,v3}, {vs,vs}}
é subgrafo induzido do grafo da Figura[2l Um caminho simples induzido com k vértices

é denotado por Py, e um ciclo simples induzido com k vértices é denotado por Cj.

Uma cligue em um grafo G é um subconjunto de V(G) tal que quaisquer dois
vértices desse subconjunto sao ligados por aresta de G. Uma clique de G é um subgrafo

induzido completo de G.

Dizemos que um grafo G é livre de H se G nao possui como subgrafo induzido um
grafo H' que ¢é isomorfo a H. Denotamos o conjunto de todos os grafos livres de H por
F(H).

A figura a seguir nos mostra todos os grafos conexos contendo exatamente 4
vértices, a menos de isomorfismo, assim como os nomes com os quais eles sao frequente-

mente designados.

Figura 2: Grafos conexos com 4 vértices.

A O P

Diamante

e L

Garra

Fonte: elaborado pelo autor

Dados grafos simples G' e H,G ¢é dito livre de H, se H nao é subgrafo induzido
de G. Usaremos a notacao F(H) para o conjunto dos grafos livres de H. Por exemplo,
dizemos que um grafo G ¢ livre de triangulos se nao existe {z,y, 2z} C V(G) tal que zy, xz
e yz pertencem a F(G). Uma componente conexa de um grafo G é um subgrafo induzido
C de G que é conexo e maximal em G. Em outras palavras, se C’ é um subgrafo conexo

de G que contém C' como subgrafo, entao C' = C.

Um subconjunto S do conjunto dos vértices de um grafo G' é um conjunto estdvel

se nenhum par de vértices de S é ligado por aresta de G. Denotamos um conjunto estavel
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com k elementos por S,. Um grafo GG é bipartido se seu conjunto de vértices V' pode ser
visto como a uniao disjunta de dois conjuntos estaveis de G. Um grafo G ¢é bipartido
completo se G é um grafo bipartido, ou seja, V(G) = S'US?, onde S' e S? sdao conjuntos
estdveis de G, e para todo par de vértices (u,v), onde u € S* e v € S? u e v sdo ligados
por aresta de G. Um subconjunto D dos vértices de um grafo G é chamado de conjunto
dominante de G se dado um vértice v de G, ou v € D, ou v esta ligado por aresta a algum

vértice de D.

Uma coloragao prdpria dos vértices de um grafo G é uma fungao ¢ : V(G) — N
tal que para todo {u,v} € E(G) entao ¢(u) # (v). O conjunto imagem da fungao 1 é
chamado conjunto das cores. Uma coloracao propria das arestas de um grafo G' é uma
fungao ¢’ : E(G) — N tal que se as arestas a e b compartilham um vértice de G, entao
Y'(a) # ' (b). Da mesma forma, o conjunto imagem da funcao ¢’ é chamado conjunto
das cores. Uma coloracdo otima dos vértices de um grafo G' é uma coloragao propria de
seus vértices que usa o menor numero possivel de cores. Analogamente, uma coloracdo
otima das arestas de um grafo G é uma coloracao propria de suas arestas que usa o menor
numero possivel de cores. O numero cromdtico de um grafo G é definido como o nimero
de cores usadas em uma coloracao 6étima de seus vértices. Denotamos o niimero cromatico
de G por x(G). Da mesma forma, definimos o 7ndice cromdtico de um grafo G, denotado
por X'(G), como o nimero de cores usadas em uma coloragao 6tima das arestas de G.
Dizemos que um grafo G é k-colorivel, (k arestas-colorivel), se x(G) < k(X' (G) < k).

Vamos sempre assumir que as cores usadas em uma coloracao 6tima dos vértices de um

grafo G sao {1,...,x(G)}. Da mesma forma, as cores usadas em uma coloragao dtima
das arestas de um grafo G sao {1,...,x(G)}. Se ¥ é uma coloracao dos vértices de G
com as cores {1,...,k}, entdo dado i € {1,...,k}, definiremos 1); como o conjunto dos

vértices v € V(G) tais que ¢(v) = i. Esse conjunto também é chamado de classe de cor i.
Dessa forma temos que V(G) = ¢y U ... U Se U C V(G), entdao denotamos por ¢(U)

o conjunto de cores atribuido por ¥ aos vértices pertencentes a U.

Uma coloracao gulosa dos vértices de um grafo G é uma coloracao proépria dos
vértices de G tal que cada vértice colorido com uma cor ¢ > 1 tem algum vizinho colorido
com a cor j para cada inteiro positivo 7 < i. Da mesma forma, é definida a coloracgao
gulosa das arestas de um grafo G. Uma coloragao gulosa das arestas de um grafo G é
uma coloracao propria das arestas de G tal que cada aresta colorido com uma cor ¢ > 1

tem alguma aresta adjacente colorida com a cor j para cada inteiro positivo j < 1.

2.2 Complexidade Computacional

Vamos comecar definindo algumas classes de problemas computacionais que iremos

tratar. Como os problemas que temos interesse neste trabalho sao problemas de decisao,
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vamos comecar definindo os problemas de decisao. Um problema computacional é deno-
minado problema de decisao se cada uma de suas instancias admite apenas resposta do
tipo sim ou nao. Diremos que uma instancia é positiva se tem solucao sim e negativa se

tem solugao nao.

Um exemplo de problema de decisao é o problema de decidir se um ntimero natural
é primo. Esse problema tem como instancia um numero natural n e tem solucao sim se

n for primo, ou nao se n nao for primo.

Assim como no exemplo anterior, a dificuldade de se encontrar uma resposta sim
ou nao pode variar de uma instancia para outra. Intuitivamente, quanto maior for a
instancia, mais dificil serd de se encontrar uma resposta. No caso desse exemplo podemos
definir o tamanho de uma instancia n como o nimero de digitos de n. Nos casos em que
a instancia é um grafo, normalmente se adota como tamanho, ou o niimero de vértices ou
o numero de vértices mais o nimero de arestas. Como estamos interessados em verificar
se existe ou nao um algoritmo polinomial para resolver o problema, entao nao importa

qual das duas formas escolhemos para o tamanho de um grafo.

Um algoritmo resolve um determinado problema de decisao se, para cada instancia
desse problema, o algoritmo retorna sim se essa instancia for positiva ou nao caso contrario.
Dizemos que um algoritmo resolve um problema em tempo polinomial se existe um po-
linomio P : R — R tal que para cada instancia I desse problema, o algoritmo resolve
o problema fazendo menos que P(6(I))) passos, onde 6(I) é o tamanho da instancia I.
Dizemos que um problema é polinomial se existe um algoritmo que o resolva em tempo

polinomial. Nesse caso, dizemos que esse problema pertence a classe P.

Chamamos de algoritmo verificador para um dado problema de decisao a um algo-
ritmo que recebe dois objetos: uma instancia do problema e uma sequéncia de caracteres
que denotamos por certificado. Recebendo esses dois objetos, o algoritmo verificador

responde sim ou nao. Caso responda sim, entao o verificador aceitou o certificado.

Se para cada instancia positiva do problema, existe um certificado que o verificador
aceita em tempo limitado por uma funcao polinomial do tamanho da instancia e para
cada instancia negativa do problema, nao existe certificado que o verificador aceite, esse
verificador é chamado de polinomial. Como consequéncia disso, temos que o certificado

deve ter tamanho limitado polinomialmente pelo tamanho da instancia.

Com isso podemos definir naturalmente a classe NP como a classe dos problemas

de decisao que possuem um algoritmo verificador polinomial.

Observe que P C NP, porém nao se sabe se ocorre ou nao essa igualdade, apesar

de que se espera que essas duas classes sejam diferentes.

Dados dois problemas de decisao, P, e P,, dizemos que P; é redutivel a P, se existe
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um algoritmo que transforma qualquer instancia I de P; em uma instancia f(I) de P, de
forma que I é positivo se e somente se f([) é positiva. A essa transformacao chamamos
de reducao de P; para P,. Uma redugao ¢ dita polinomial se o algoritmo que transforma
I em f(I) é polinomial no tamanho de /. Assim temos de imediato que se P, € P e P; se

reduz polinomialmente a P, entao P, € P.

Dizemos que um problema A € NP é NP-completo se qualquer outro problema de
NP pode ser reduzido polinomialmente para A. A existéncia de problemas NP-completos

¢ garantida pelo Teorema de Cook-Levin[10].

Caso P # NP, o Teorema de Ladner [1] garante que a classe dos problemas que
pertencem a NP mas nao pertencem a P nem sao NP-completos nao é vazia. Tal classe
¢ chamada de classe dos problemas NP-intermediarios ou NPI. Isso implica que P = NP
se e somente se NPI = e o problema da fatoracao de inteiros sao considerados fortes
candidatos a pertencer a classe NPI. Entao mostrar que algum problema pertence a NPI

tem como consequéncia imediata que P # NP.

2.3 Resultados Preliminares

Apresentamos aqui mais algumas defini¢oes necessarias para o desenvolvimento do
trabalho. Seguem alguns resultados que servirao de ferramentas para usarmos ao longo

do texto.

Comecamos definindo coloracao gulosa conexa para grafos. Para isso definimos
antes uma ordem conexa dos vértices de um grafo G como uma ordem (v, v, -+ ,v,) dos
vértices de G tal que para todo j > 1, existe ¢ < j tal que v;v; € E(G). Uma coloragdo
gulosa conezxa, que denotaremos por CGC, de um grafo G é uma fungao ¢ : V(G) - N
tal que existe uma ordem conexa dos vértices de G, (vq,...,v,), onde ¥ (v1) = 1, e para
i > 2,1 (v;) é o menor natural que ndo é cor de nenhum vizinho de v; com indice menor

que %.

Dado um grafo conexo G, o nimero cromdtico conezo de G, denotado por x.(G), é
definido como o menor nimero de cores que se pode usar em uma coloragao gulosa conexa

de G. Disso temos de imediato que para um grafo conexo G, x.(G) > x(G).

Dados um inteiro positivo a e um vértice v € V(G), uma (v,a)-CGC é uma
fungao ¢ : V(G) — N tal que existe uma ordem conexa dos vértices de G, (vq,...,v,),
onde v; = v,1(v) = a e para i > 2,1 (v;) é o menor natural que nao é cor de nenhum

vizinho de v; com indice menor que 1.

Podemos entao fazer definigbes analogas para a coloragao de arestas. Uma co-
loragao gulosa conexa por arestas, (CGCA) de um grafo G é uma fungao ¢ : F(G) — N

tal que existe uma ordem conexa das arestas de G, (eq,...,e,), onde ¥ (e1) = 1, e para
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i > 2,1 (e;) é o menor inteiro positivo que nao é cor de uma aresta vizinha de e; com
indice menor que i. Dado um grafo conexo G, o indice cromdtico conexo de G, denotado
por X.(G), é definido como o menor nimero de cores que se pode usar em uma coloragao

gulosa conexa por arestas de G. Segue diretamente da definicao que para um grafo conexo
G, x.(G) = X'(G).

Dado um grafo GG, com uma coloragao prépria ¢ de seus vértices, e v € V(G) tal
que ¥(v) € {i,7}, a (i, j)-componente de v é a componente conexa contendo v do subgrafo
de GG induzido pelos vértices de ¢; U 1;.

Enunciamos agora um lema que nos permite permutar as cores de uma (i, j)—
componente em uma coloracao gulosa, sem aumentar o valor das cores dos vértices fora

da componente.

Lema 2.1. Seja G = (V, E) um grafo e v uma coloragio gulosa de seus vértices, onde
v e V(G) eC ¢éa (i,j)-componente de v, com i < j. Existe uma coloracio gulosa 1 de
G tal que para todo u € V(G):

i) Seu ¢ V(C), Y(u) < (u);
ii) Seu e V(C) e(u) =1, ﬁ(u) <j;

iii) Seu e V(C) e(u) =7, P(u) <i.

Demonstra¢ao. Podemos permutar as cores de V' (C), ou seja, atribuir a cada vértice x € C
a cor i se ¥(x) = j ou a cor j se ¢(x) = i. Com isso obteremos uma coloragao ' dos
vértices de G que ainda é uma coloragao propria, mas nao necessariamente ¢ uma coloragao
gulosa. Porém, podemos conseguir uma coloracao gulosa de G a partir de ¢’ se mantemos
as cores dos vértices de C tomando uma ordem qualquer vy, vs, ..., v, dos vértices fora
de C e atribuirmos sucessivamente, seguindo essa ordem, a cada vértice v; de V(G)\ V(C)
a menor cor possivel para que a coloracao ainda seja propria, ou seja, se atribuirmos a v
a cor k = min {Z3\{¢(uv) | u € N(v;)}}, percorrendo a sequéncia vy, va, ..., vy, quantas
vezes for necessario até que a cor de nenhum vértice possa ser diminuida. Veja que com
isso cada vértice v; terminard com uma cor menor ou igual a ¥ (v;). Dai, obteremos uma
nova coloracao 1) dos vértices de G, que é uma coloracio gulosa, ja que cada vértice v
possui vizinhos com cada uma das cores {1,...,9(v) — 1}, se ¢(v) > 1. Como apés fazer
a troca das cores de C fazemos apenas operagoes que nao aumentam as cores dos vértices,
temos que ¥(u) < 1(u) se u ¢ C e as cores dos vértices de C podem ou néo diminuir apés

a troca. ]

Uma observacao direta que podemos fazer do lema anterior é que se o par ¢, j for
em alguma 6rdem {1, 2}, entdo as cores de C sdo apenas permutadas, ja que nao hé como

diminui-las.
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O lema a seguir foi provado em [4] serd util nas nossas provas.

Lema 2.2. [//Seja G um grafo conexo e v um vértice de G tal que G — v € k colorivel.
Para um inteiro positivo «, existe uma (v,a) — CGC' tal que nenhum vértice em G — v

recebe uma cor maior que k + 1.

Uma consequéncia imediata do lema anterior é que se GG é um grafo conexo, entao
Xe(G) < x(G) + 1.
Corolario 2.3. Se um grafo conexo G possui um vértice v tal que x(G —v) < x(G),

entao x(G) = x.(G).

Demonstra¢ao. Usando o Lema[2.2) podemos conseguir uma (v, 1)-CGC de G usando no

méximo (portanto exatamente) y(G) cores. O

A reciproca do Coroldrio 2.3 nao é vélida, o grafo da Figura [3 abaixo é um contra
exemplo, ele satisfaz x(G) = x.(G) = 3, e ndo possui um vértice critico, pois G — v nao

é livre de triangulos para qualquer v € V(G).

Figura 3: Contra exemplo para a reciproca da coroléario

Fonte: elaborado pelo autor

Vamos agora enunciar um lema andlogo ao [2.2] para coloragao de arestas:

Lema 2.4. Seja G um grafo conexo, dada uma aresta e de G tal que G — e é k
arestascolorivel. Para um inteiro positivo «, existe uma (e,a) — CGC' tal que nenhuma

aresta em G— e recebe uma cor maior que k + 1.
Demonstracao. Basta aplicar o lema anterior para o grafo L(G). O

Corolério 2.5. Se G é um grafo conexo, entao x.(G) < X' (G) + 1.

Do corolério anterior, e do Teorema de Vizing temos que se G é um grafo conexo
entdao x.(G) < A(G) + 2.

A funcao y, que tem como dominio o conjunto dos grafos simples e como imagem
o conjunto dos numeros naturais, possui a seguinte propriedade: Se v € V(G), entao
X(G) =1 < x(G—v) <x(G). A funcao x., que tem como dominio o conjunto dos grafos
conexos simples e como imagem o conjunto dos niimeros naturais possui uma propriedade

parecida com essa, isso é 0 que mostraremos na proposicao a seguir.

Proposicao 2.6. Se G é um grafo conexo e v nao é um vértice de corte de G, entao

Xc(G - U) 2 Xc(G) — 1.
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Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que x.(G —v) < x.(G)—1, entao temos x.(G—v) <

Xc(G) — 2. Disso temos:

2 3 4

X(G) =1 < X(G = 1) < Xu(G — ) < xelG) — 2 < X(G) — 1

1. vem da continuidade de .

2. é consequéncia da definicao de ..

3. vem da nossa suposi¢ao.

4. vem do fato de que para todo grafo G, vale x.(G) < x(G) + 1.

Entao temos que todas as desigualdades sao na verdade igualidades. O que implica que
Xe(G) = x(G)+1 e x(G—v) = x(G)—1, porém o coroldrio 2.3 garante que x.(G) = x(G)
se X(G —v) = x(G) — 1. O que é um absurdo. O

A proposigao a seguir nos da uma condigao suficiente sobre o grafo G para termos
a igualdade x(G) = x.(G).

Proposicao 2.7. Seja G um grafo e ¥ uma coloragao prépria dos vértices de G que usa
no maximoo £ cores. Se S C V(G) é um conjunto dominante de G tal que G[S] € conezo
e Y restrita a S € uma coloracdo gulosa conexa, entdo existe uma coloracao gulosa conexa

de G que usa no maximo { cores.

Demonstracdao. Sejam S e 1 satisfazendo as condi¢oes do teorema, como existe uma
coloracao gulosa dos vértices de G que usa no maximo ¢ cores, entao podemos supor
sem perda de generalidade que ¢ é uma coloracao gulosa. Podemos assumir que 1(S) =
{1,...,k}, entdo podemos construir uma coloracao gulosa conexa de G' que use no maximo
¢ cores, comegando colorindo o conjunto S usando 1 e entao fazemos uma coloracao gulosa
com os outros vértices de G fora de S usando v, colorindo na sequéncia os vértices v rais
que ¥(v) = k+1, depois os v rais que ¥ (v) = k+2 e assim sucessivamente. Esta coloragao
¢ uma coloracao gulosa conexa de G, ja que como v é coloracao gulosa, cada vértice de

cor ¢ possui vizinhos das cores 1,...,7 — 1. O
Corolario 2.8. Se um grafo G possui uma clique K,, dominante, entio x.(G) = x(G).
Demonstracao. Primeiramente note que G é conexo. A igualdade de parametros ocorre

pois podemos tomar uma cloracao gulosa ¢ de GG, onde v atribui aos vértices de K,, as

cores (1,...,m), e entao aplicamos o Proposicao ]

Teorema 2.9. Se um grafo G possui um conjunto dominante conexo S com no mdximo

3 vértices, entio x.(G) = x(G).

Demonstragao. Seja 1) uma coloragao prépria étima de G. Se |S| < 2, entdo S é uma
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clique, entao o resultado segue da Proposicao 2.7 Se |S| = 3 e G[S] for isomorfo a Cs,

entao temos uma situacao analoga a anterior, e o resultado vale.

Se S é uma clique temos que o resultado segue pelo Corolario [2.8, caso contrario,
temos que G[S] é isomorfo a Ps. Fagamos S = (v, va,v3), onde vy e v nao estao ligados
por aresta. Se [t ({v1,v2,v3})| = 2, entdo podemos supor sem perda de generalidade que

as cores usadas em H sdo 1 e 2, e o resultado segue da Proposicao [2.7]

Suponha entao, sem perda de generalidade, que os vértices vy, vs, v3 sao coloridos
com as cores 1,3, 2, respectivamente. Seja C a (1, 2)-componente contendo vs. Se vy ¢ C,
podemos permutar as cores 1 e 2 em C sem aumentar o nimero de cores, assim, voltamos
ao caso anterior. Se nao, podemos comegar colorindo C (de forma conexa e gulosa),
portanto teremos colorido vy e v, e, finalmente, atribuimos a w3 a cor 3 , e o resultado

novamente segue gragas a Proposigao [2.7] O

Proposigao 2.10. Seja H um grafo qualquer e considere H' C H. As sequintes afirmagoes

sao verdadeiras:

1. Se P é um problema que pertence a classe P quando restrito a classe F(H), entao

P ¢ também polinomial quando restrito a classe F (H').

2. Se P é um problema NP-completo quando restrito & classe F (H'), entao P quando

restrito a classe F(H) também é N P-completo.

Demonstragao. Como H' C H, temos que F (H') C F(H).

1 Se existe um algoritmo que resolve o problema P restrito a classe F(H), entao

esse mesmo algoritmo resolve em tempo polinomial o problema P restrito a classe F (H'),
jd que F(H') C F(H).

2 Dado que P é um problema NP-completo se restrito a classe F (H') e F (H') C
F(H), temos uma redugao natural desse problema ao problema P restrito a classe F(H),
que leva uma instancia G nela mesma. Isso mostra que P restrito a classe F(H) é um

problema NP-completo. O

Vamos definir CGC como o problema de decidir se um grafo conexo G satisfaz
a igualdade de parametros: x(G) = x.(G). Da mesma forma vamos definir CGCA
como o problema de decidir se um grafo conexo G satisfaz a igualdade de parametros:
X' (G) = X.(G). Em [4] os autores provam que CGC ¢é NP-dificil. Mais adiante vamos
melhorar um pouco esse resultado e também provar que CGC'A é NP-completo para grafos

conexos livres de triangulos.

Vamos entao definir formalmente esses problemas:
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COLORACAO GULOSA CONEXA (CGC)

Instancia: Um grafo simples conexo G = (V, E).

Pergunta: O grafo G satisfaz a igualdade x(G) = x.(G) ?

COLORACAO GULOSA CONEXA POR ARESTAS (CGCA)

Instancia: Um grafo simples conexo G = (V, E).

Pergunta: O grafo G satisfaz a igualdade x'(G) = x,(G) 7

Seguimos agora para as demonstracoes dos lemas que levam ao nosso resultado

principal.
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3 GRAFOS LIVRES DE (;

O objetivo desse capitulo é provar o Lemall.3] que diz que o problema CGC restrito
a classe F (C}), para t > 3, é NP-completo. Para provar esse lema vamos fazer uma
reducao polinomial de um problema NP-completo para esse problema. O problema NP-
completo escolhido para fazer a redugao é o problema k-COL PARA GRAFOS CONEXOS
(k + 1)-COLORIVEIS COM UM VERTICE DOMINANTE, apresentado abaixo:

Problema: k-CoL PARA GRAFOS (2k — 1)-COLORIVEIS

Instancia: Um grafo simples conexo G = (V, E) que tenha um vértice dominante d e tal
que x(G) < 2k.

Pergunta: Temos que x(G) < k7

Lema 3.1. O problema (k,k + 1)-CVD é N P-completo para todo k > 4.

Demonstra¢ao. Sabemos que o problema de decidir se x(G) < 3 é NP-completo [11],
mesmo restrito a classe dos grafos planares. Com isso, se tomamos um grafo planar e
adicionamos uma clique dominante de tamanho k — 3, obtemos um grafo H conexo com
vértice dominante, ou seja, H é uma instancia do problema (k, k + 1)-CVD. Além disso,
H é tal que x(H) = x(G) + (k — 3), portanto x(H) < k <= x(G) < 3. O

Em [15]é provado que o problema de k coloragao para grafos com cintura pelo menos
g é NP-dificil para todo par de naturais k,g > 3. A seguir damos uma demonstracao da
NP-completude do mesmo problema com a restricao de que o niimero cromético de cada

instancia é no maximo k + 1.

Problema: k-COL PARA GRAFOS CONEXOS (k+1)-COLORIVEIS DE CIN-
TURA PELO MENOS g

Instancia: Um grafo conexo GG, de cintura pelo menos g e que possui nimero cromatico
no maximo k + 1.

Pergunta: x(G) <k ?

Lema 3.2. Dado um par de inteiros positivos g,k > 3, o problema k-COL PARA GRA-
FOS CONEXOS (k + 1)-COLORIVEIS DE CINTURA MAIOR QUE g é NP-completo.

Demonstracao. Como o problema de k-coloracao pertence a NP, temos que k-COL PARA
GRAFOS CONEXOS (k + 1)-COLORIVEIS DE CINTURA MAIOR QUE ¢ também

pertence a classe NP.

Vamos fazer uma reducao do problema de 3-coloragao para grafos planares que é
provado ser NP-completo em [11]. Um famoso teorema provado por Paul Erdds em [8]
nos diz que para um par de inteiros g,k > 3 dados, existe um grafo & com cintura ao
menos g+ 1 e nimero cromatico ao menos £+ 1. Tomando um tal grafo, podemos retirar

arestas de forma a obter um subgrafo minimal na quantidade de arestas e que ainda
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possua numero cromatico no minimo k£ + 1. Uma das componentes conexas deste grafo
serd um grafo (k+ 1)-critico com cintura ao menos g+ 1, que chamaremos de H, ;7,{. Sendo
zy uma aresta de Hy ,, defina o grafo Hy; como o grafo obtido ao se retirar a aresta xy
de H ;7,6 e adicionar uma folha y a 3. Dessa forma H,; ainda possui cintura maior que g
e possui numero cromatico igual a k, e em toda k-coloracao de seus vértices, os vértices
x e y recebem a mesma cor, logo os vértices x e y' recebem cores diferentes. Note que a

distancia entre os vértices e y em H,j ¢ no minimo g + 1.

Dado um grafo planar GG, ao adicionarmos um vértice universal, obtemos um novo
grafo que possui nimero cromatico x(G) + 1, portanto o nimero cromético desse novo
grafo é no méximo 5. Fazendo esse procedimento (k — 3) vezes obtemos o grafo H' cujo
nimero cromético pertence ao conjunto {k—2, k—1, k, k+1}, pois x (H') = x(G)+(k—3).
Agora para cada aresta ab de H’', tome uma cépia de H,y, identifique os vértices a e =,
e os vértices b e 3/, e elimine a aresta ab. Fazendo isso obtemos um grafo H que possui
cintura maior que g e nimero cromatico no minimo k, ja que o nimero cromatico de Hy
é k. Se os numeros de vértices dos grafos G e & sao respectivamente n e f(g, k), temos

que o nimero de vértices do grafo H ¢ no maximo f(g, k)(}), que ¢ polinomial em n.

Com isso, temos que x(H) = max{k, x (H')} < k+1, pois se x (H') < k, podemos
tomar uma coloracdo de H com k cores a partir de uma coloragao 1) de H' com y (H')
cores, e para cada aresta ab de H’', uma coloracao com k cores da cépia de H,y que
substitui a aresta ab em H, tal que as cores de = e y sdo respectivamente ¢(a) e ¥(b).
Por outro lado, se x (H') > k temos que x(H) > k, pois se existir uma k colorac¢ao ¢ de
H, entao ¢ restrita a H' é ainda uma colorac¢ao propria, logo teremos uma coloracao de
H' com k cores, o que é um absurdo. Entao y(H) > k e como podemos tomar uma k
coloracao de H,, substituir as cores dos vértices x e y pela cor k+ 1 sem que a coloragao
deixe de ser propria, entao podemos dessa forma ter uma coloracao de H com k + 1 cores,

onde todos os vértices de G recebem a cor k + 1.

Agora fica facil ver que x(G) < 3 se e somente se x(H) = k, pois x(H) = k se e
s6 se x (H') < k e isso ocorre se e somente se x(G) + (k —3) < k. O

A seguir definimos o grafo Gy, que é usado em [4] como gadget auxiliar na demons-
tragao de que o Problema C'GC' é NP-completo. Esse gadget também serd importante
na demonstracdo que daremos de que o Problema CGC restrito a classe F (Cy) é NP-
completo. Vamos enunciar sua construgao e apenas citar suas propriedades. A demons-

tragao de que essas propriedades realmente valem encontra-se também em [4].

Tome 3 cépias distintas, X,Y e Z, de K;_1, onde o conjunto Y é dividido em duas
partes disjuntas A e B, com |A| = r, onde r > [%W Tomamos ainda quatro vértices
a,b,c e d. Vamos construir o grafo Gy, ligando os vértices a e b a todos os vértices de X,

os vértices ¢ e d a todos os vértices de Z, os vértices a e ¢ a todos os vértices de A, e os
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vértices b e d a todos os vértices de B (observe a Figura |4)).

Figura 4: Grafo Gy.

9

WY
4
PNAAN

Fonte: elaborado pelo autor

O grafo GG, possui as seguintes propriedades:

ii) Os unicos ciclos induzidos de G}, sao C3 e Cs;

)
)
iii) Em toda k coloragao dos vértices de Gy, os vértices a, b, ¢ e d recebem a mesma cor;
iv) Em toda coloragao gulosa conexa 1) dos vértices de Gy, ¥ (a) < r + 1.
Note que Gy admite uma (a, «)-CGC, para todo o € {1,--- ,r 4+ 1}.

A demonstragdo que consta em [4] da NP-completude de CGC' é feita através
de uma reducdo do Problema k-COL PARA GRAFOS (2k — 1)-COLORIVEIS QUE
POSSUEM UM VERTICE DOMINANTE, que é basicamente tomar uma instancia G
deste problema e identificar a cada vértice v de G o vértice a de uma cépia do grafo
Gog—1, com 7 = k - 1. Obtemos assim um novo grafo H tal que x(H) = x.(H) se e
somente se y(G) < k. Caso tivermos uma forma de eliminar os ciclos de tamanho ¢ desse
grafo H e ainda manter essa ultima propriedade, entao poderiamos usar a mesma ideia
para fazer uma redugao do Problema (k,k + 1)-CVD para o Problema CGC' restrito a
classe F (Cy). Notamos que essa transformagao do grafo G para o grafo H s6 acrescenta
os ciclos que pertencem as copias de Gg_1. Ou seja, se os gadgets Gop_1 fossem livres de
Cy e o grafo G for livre de (Y, entao H também é livre de (. Nossa reducgao ird partir
deste grafo H e substituir algumas arestas de H por gadgets de maneira a eliminar todos

os ciclos de tamanho ¢.

A estratégia que usaremos para eliminar os ciclos de tamanho t do grafo H é tomar
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um gadget de conexao Gyy(u,v) com as seguintes propriedades:
1. Gix(u,v) é livre de Cy;
2. X (Gt7k(u7 U)) = k;

3. Gir(u,v) possui dois vértices especiais u e v com dist(u,v) >t — 1, tais que em toda

k coloragdo prépria dos vértices de Gy x(u, v), os vértices u e v tém cores distintas;

4. Dados dois inteiros a e § pertencentes ao conjunto {1,--- , k}, Gy x(u,v) admite uma

(u, @)-CGC com k cores que atribui cor £ a v.

O gadget Gyi(u,v) sera usado para substituir arestas. Se temos uma aresta ab de um
grafo G, que pertence a algum ciclo C} que pretendemos desfazer, ao retira-la e identificar
o vértice v de uma cépia de Gyi(u,v) ao vértice a, e o vértice v a b, obtemos assim um
novo grafo G’. O ciclo serd desfeito, ou seja, G’ nao possui mais o ciclo C; que continha
a aresta ab. Sendo entao ¢ uma coloracao gulosa conexa de GG, supondo que a vem antes
de b na ordem relacionada a v, podemos usar a (u,¥(a))-CGC ¢, onde ¢'(v) = 1(b),
que a propriedade (4) nos dd, para estender a coloragao gulosa conexa de G para G'.
Vamos por hora apenas assumir a existéncia do grafo Gy (u,v), para todo par t,k > 3.
A demonstracao de que um grafo com essas caracteristicas realmente existe sera dada no

final do capitulo. Podemos agora prosseguir provando o Lema [1.3]

Demonstragao Lema [1.3 Vamos provar que o problema CGC restrito a classe dos
grafos conexos livres de C}; que possuem ntmero cromatico igual a k é NP-completo, para
t>3ek >4 fixos.

Como C'GC pertence a N P, temos que CGC restrito a classe anteriormente citada
também pertence. Resta mostrar que é NP-dificil e como ja dito anteriormente, sera feita
uma reducao do problema (k, k + 1)-CVD.

Seja H o grafo obtido a partir de uma instancia G do Problema (k,k + 1) CVD,
identificando-se a cada vértice de G uma cépia de Gji1, e tomando-se em cada copia
de Gyi1,7 = k — 1. Para cada aresta ab € E(H), tal que ab € E(G) ou ab pertence a
uma das cliques X, Y ou Z de alguma cépia de G, tomamos uma copia de Gy g1 (u, v),
retiramos a aresta ab e identificarmos o vértice a ao vértice u e o vértice b ao vértice v de

uma coépia de Gy g1 (u,v).

Observe que o grafo H' obtido ndo possui ciclos de tamanho ¢, uma vez que todos
os ciclos de tamanho t de H foram desfeitos, e novos ciclos de tamanho ¢ nao foram
criados, pois a distancia dos vértices v e v nos gadgets de conexao ¢ maior que t — 2.
Além disso, H' possui nimero cromatico no maximo k + 1, uma vez que, tendo duas
coloragoes préprias ¢ e 1o de H e Gypy1(u,v) respectivamente, que usem k + 1 cores,
podemos facilmente usé-las para conseguir uma coloracao ¢ de H' que use k + 1 cores.

Como H' possui Gt j+1(u, v) como subgrafo, temos que x (H') = k + 1.
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Temos entao que o grafo H' como foi construido anteriormente, é uma instancia
do problema CGC restrito a classe F (C;). Resta entdo mostrar que x (H') = x. (H') se
e somente se x(G) < k.

Ao substituirmos cada aresta das cliques X,Y e Z do grafo Gp,1 por gadgets de
conexao Gy j41(u,v), como descrito acima, obtemos o grafo G}, ,,. Esse novo grafo ainda
tem nimero cromadtico igual a k + 1. Isso pois ele possui Gyji1(u,v) como subgrafo e
dadas duas coloracoes préprias 11 e g de Gii1 € Gy py1(u, v) respectivamente, que usem
k+1 cores, podemos usé-las para conseguir uma coloragao ¢ de G, que use k41 cores.
Os gadgets Gy +1(u,v) fazem o papel de arestas, ja que em toda (k + 1)-coloragao, seus
vértices u e v precisam receber cores distintas, pelo que foi visto antes. Entao temos
que, assim como Gj41, em toda coloragao prépria dos vértices de Gy, comk + 1 cores,
os vértices a,b,c e d recebem a mesma cor. Com as Propriedades (iv) e (4), podemos
garantir que Y. (G§€+1) =k +1 e que em toda (k + 1) coloracdo gulosa conexa de G,

a cor do vértice a é no maximo k.

Com isso, se x (H') = x. (H'), podemos tomar uma coloragao gulosa conexa 1 de
H' com k + 1 cores. Dai, 9 restrita a cada cépia de G, ¢ ainda uma coloracao gulosa
conexa pois cada gadget G, se conecta ao resto do grafo H' por apenas um vértice,
portanto cada vértice a de cada uma dessas cépias recebe cor no maximo k. Entao
todos os vértices de GG recebem cor no méaximo k, isso nos permite obter, a partir de v,
uma coloragao prépria dos vértices de G que use apenas k cores, pois como os vértices
u e v de Gipi1(u,v) recebem cores diferentes em toda k + 1 coloracdo prépria de seus
vértices, podemos ”desfazer” a transformagao, obtendo de volta o grafo GG, e a coloragao
Y'(v) = 9(v) para todo v € V(@) serda uma coloracao prépria de G que usa k cores.
Portanto x(G) < k.

Por outro lado se x(G) < k, tome uma coloragao prépria ¢ de G que use x(G) cores.
Podemos entao colorir conexa e gulosamente o subgrafo de H' induzido por V(G) junto
com todas as cépias de Gy ji1(u,v) que contém algum desses vértices, usando a (u, «)-
CGC de cada cépia de Gy y41(u, v) (gragas a Propriedade 4), bastando para isso tomar uma
ordem conexa de V(G). Em seguida completamos a coloragao de H’' fazendo para cada
cépia de G, uma (a, a)-CGC com k+1 cores. Dessa forma obtemos uma coloragao gulosa
conexa de H' que usa k+1 cores, ou seja, mostramos que vale a igualdade x (H') = x. (H').

]

Na demonstragao anterior usamos fortemente que o gadget Gy pi1(u,v) é livre de
C;. Se conseguissemos um gadget equivalente, porém com a propriedade adicional de
possuir cintura maior que g, poderfamos mostrar analogamente que C'GC restrito a classe
dos grafos de cintura maior que g e de nimero cromatico k& é NP-completo, para os
inteiros k > 4 e g > 3 fixos. O mesmo resultado poderia ser obtido se conseguissemos um

gadget equivalente a (G, porém com a propriedade adicional de ter a cintura maior que g.
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Neste caso, poderiamos fazer a reducao do problema k-COL PARA GRAFOS CONEXOS
(k 4+ 1)-COLORIVEIS DE CINTURA MAIOR QUE g.

Fica em aberto o caso em que k = 3, ou seja C'GC restrito a classe dos grafos cone-
xos livres de C; que possuem niimero cromatico igual a 3 . J& sabemos que existem grafos
de cintura maior que g, nimero cromatico 3 e que nao cumprem Yy = X.. Um exemplo
de um tal grafo pode ser construido como segue (observe a Figura |5 para acompanhar a

construgao).

Figura 5: Grafo livre de C; com niimero cromético 3 e nimero
cromatico conexo 4

Fonte: elaborado pelo autor

Seja Hj 3 um grafo 4-critico com cintura pelo menos g + 1 como definido na de-

monstracao do Lema 3.2, com parametros g e 3 . Tome quatro cépias C,Cs, C3 e Cy de

!/
Hg,?ﬂ
cores iguais em toda 3-coloracdo. Tomamos ainda dois vértices w e w’ e por fim ligamos

onde os vértices x; e y; da copia C; estao a uma distancia maior que g e recebem

por aresta os pares de vértices (21, x2), (y1,w), (y2,w) , (w, W), (w, x3), (W', x4) € (Y3, ya).
Obtemos assim o grafo da Figura 5| . O ntmero cromatico desse grafo é 3 . Isso pois
ele possui como subgrafo préprio H,3 e podemos tomar coloracoes 1,12, 13 € 14, de
Ch, Cy, Cy e Cy, respectivamente, tais que 11 (1) = ¥y (y1) = 1,12 (22) = 2 (y2) = 2,
s (x3) = 3 (y3) = 1 e ¢y (x4) = 14 (y4) = 3. Por fim atribuimos aos vértices w e w’ as

cores 3 e 2 respectivamente.

Agora para ver que esse grafo possui numero cromatico conexo igual a 4 , suponha
por absurdo que exista uma coloragao gulosa conexa 1) dele que use apenas 3 cores. Note
que um dos vértices w ou w’ recebe de 1 a cor 1 , ja que a aresta ww é uma aresta de
corte. Pela simetria desse grafo, podemos supor sem perda de generalidade que ¥ (w) = 1.
Dai temos duas possibilidades, na primeira, w é o primeiro vértice de C; UCy U{w} a ser
colorido. Nesse caso podemos supor sem perda de generalidade que o proximo vértice de
C1 U Cy a ser colorido por 1 é o vértice y;, dessa forma temos que ¥ (y;) = ¢ (1) =2 e
como ¥ (y2) = ¥ (x2), temos que x3 e Yo obrigatoriamente recebem de 1) a cor 3. Mas isso
¢ um absurdo pois o primeiro vértice dentre x5 e 4o a ser colorido terd exatamente um
vizinho ja colorido imediatamente antes de receber de ¢ uma cor. Logo a cor atribuida a
Ty € Yo serd no maximo 2. Na segunda possibilidade, 1) comeca colorindo algum vértice
de Cy U Cy U {w}, dai ¢ (w') = 2. Sendo x3 o primeiro vértice de C5 U Cy a ser colorido

por v, temos que ¢ (y3) = 2, dai, se o primeiro vértice de Cy a ser colorido por 9 for
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x4, (z4) = 1 0 que implica que ¥ (y4) = 1, gerando um absurdo pois y3y, é uma aresta.
Também temos um absurdo se o primeiro vértice de C); a ser colorido por ¥ for y,, isso

forca a cor de x4 e y4 a ser 2, o que é um absurdo pois wix, é uma aresta.

Resta agora mostrar a existéncia do grafo G (u,v) para todo par de inteiros (¢, k)
com t e k maiores que 2 . Dizemos que um grafo G é um gadget (¢, k,u,v) se G satisfaz as
quatro propriedades que sdo necessdrias para o nosso gadget Gyp(u,v). A seguir daremos
a construcao de um grafo Gyi(u,v) e em seguida daremos a demonstracao de que esse
grafo construido é um gadget (t,k,u,v). Vamos entao dividir o problema em duas partes,

t > 3 et = 3. Resolvemos primeiramente o caso t > 3.

Dada um grafo completo K}, se eliminamos sua aresta zy, obtemos o grafo K_,,

os vértices

que tem numero cromdtico igual a k, e em toda k-coloragao propria de K ,,
x e y possuem a mesma cor. Tome um grafo completo K}, e quatro de seus vértices,
u,v',wy e wy. Entdo elimine as arestas uv’, uw; e v'w,. Como resultado obtemos o grafo
que chamaremos de Aj,.

O leitor pode usar a Figura [f] para acompanhar a construgao do grafo a seguir.
%W copias de K,

Ly, -+, L,,. Entao identifique o vértice v’ de A, ao vértice x de L1, eparai=1,--- ,m—1,

Dados dois inteiros k > 3 e t > 3, tome o grafo Ay e m = ( digamos
identifique o vértice y de L; ao vértice x de L;;;. Obtemos assim o grafo Gy (u,v), onde
0s u e v sao respectivamente o vértice u de A; e o vértice y de L,,. Mostramos com
o lema seguinte que esse grafo é um gadget (t,k,u,v), para os parametros t e k dados,
onde v coincide com o vértice y de L,,. Assim o grafo G;(u,v), para t > 3 possui
n(Grp(u,v)) =k +24 (k+1) [52] < $ED 4 (k4 9) vértices.

Figura 6: Esbogo da construcao de Gy(u,v),comt > 3.

Fonte: elaborado pelo autor

Lema 3.3. O grafo Gyx(u,v) como foi construido é um gadget (t,k,u,v).

Demonstracao. Precisamos mostrar que Gyjr(u,v) cumpre as quatro propriedades ne-
¢ q KU, p q prop

cessdrias para um gadget (t,k,u,v). para isso precisamos antes investigar as propriedades
de K, e Ag. Ja temos que x (Kk+1) = k e que em toda k-coloracao de K, os vértices
r e y tém a mesma cor. Agora dado o € {1,--- ,k}, existe uma (z,a) — CGCy de K,
que usa k cores. Isso ocorre pois podemos comecar colorindo o vértice  com a cor «, em
seguida colorindo todos os vértices do grafo completo K, ;\{z,y} conexa e gulosamente,

em seguida atribuir a y a menor cor possivel, que é exatamente «, ja que esse vértice nao
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possui nenhum vizinho com essa cor. Além disso, note que os Unicos ciclos induzidos de

K., ,s30 os triangulos.

O grafo Ay, possui como subgrafo o grafo completo Ky = Ax\ {u,v'}, entdo x (Ax) >
k. Agora dada uma coloracao de A\ {u,v'} com k cores, podemos estendela para A, ape-
nas dando a u a mesma cor de w; e para v a mesma cor de wy, entao y (Ax) = k. Suponha
uma k coloracao de A, tal que u e v’ tenham a mesma cor 7, entao a cor ¢ é proibida para
N(u)UN (v'),mas N(u) UN (v') = Ky, ou seja, sobram apenas k — 1 cores para colorir
o grafo completo K}, o que é um absurdo. Logo, em toda k-coloracao de Ay, os vértices

u e v’ recebem cores distintas.

Argumentamos adicionalmente que dados a e 8 no conjunto {1,---,k}, existe
uma (u,a) — CGC de Ay com k cores que atribui cor § a v’. Para ver isso, podemos
construir uma (u, )-CGC de Ay, comegando atribuindo cor « a u, depois colorindo o grafo
completo Ai\ {u,v'} com as cores {1,--- ,k} de forma que as cores de w; e wy sejam «
e 3 respectivamente. Por fim atribuimos a v’ a menor cor possivel, que é exatamente (3,

pois v possui vizinhos de todas as cores do conjunto {1,--- ,k}\{G8}.

Os tnicos ciclos induzidos de Ay sao Cj5, pois qualquer ciclo com mais de trés
vértices precisa ter dois de seus vértices nao seguidos em A\ {u,v’'}, que é um grafo

completo, logo esses vértices estao ligados por aresta e o ciclo nao pode ser induzido.

Disso temos que Gy (u,v) nao pode ter um ciclo induzido Cy, com ¢t > 3, pois do

contrério, esse ciclo deveria estar contido em A ou em alguma cépia de K, ,,

um absurdo. Além disso, x (Gii(u,v)) = k, pois dadas duas coloragdes ¢ e ¢y de Ay

o que é

e K, respectivamente que usem k cores, podemos usa-las para construir uma coloragao
Y de Gyi(u,v) que use k cores. Em toda k-coloracao de x (Gix(u,v)), os vértices u e
v’ recebem cores distintas enquanto todos os vértices x e todos os vértices y de todas as
copias de K recebem a mesma cor. Isso implica que os vértices u e v de x (Gyx(u,v))
recebem cores distintas. A distancia entre os vértices u e v’, assim como a distancia entre
os vértices v e y da mesma copia de K, em G;x(u,v) é igual a 2 . Entao a distancia

entre os vértices u e v de Gyi(u,v) éigual a 2 ([F2] +1) >t — 2.

Por fim, dados « e § distintos no conjunto {1,--- .k} e dada uma (u, ) — CGC ¢4
de Ay que use k cores e atribua a v’ cor 3, e uma (z, 3)-CGC ¢, de K, que use k cores,
podemos facilmente usar essas duas coloracoes para fazer uma (u, a)-CGC ¢ de Gy (u,v)
que use k cores e atribua a v cor #. Veja que gracas a simetria dos grafos A, e K,
também podemos garantir a existéncia de uma (v, a)-CGC de Gy x(u,v) que use k cores

e atribua a cor 3 ao vértice u. O

Agora vamos resolver o caso t = 3, ou seja, para todo k > 3 vamos provar
a existéncia de um gadget (3,k,u,v). Como feito anteriormente, dado k£ > 3 vamos

construir um grafo G5 ;(u,v) e provar que esse grafo realmente é um gadget (3,k,u,v).
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Para isso usaremos a construcao definida a seguir. Dados um grafo G' com n vértices
e um inteiro ¢ > 1, vamos definir o grafo u(G,Uy, - ,U;, 1, ,x;), que se asseme-
lha a ¢ copias do Mycielskiano de G e é obtido como segue, acompanhe a a construgao
com o desenho da Figura [7] . Faz-se a unido de G’ com i + 1 conjuntos independentes
Uy,---,U;, X, onde U, = {ull, e ,uﬁl} e X ={z1, -+ ,z;} e também pela adigao das ares-
tas {uivj; 1 <1 <ievww; € E(G)} U {mlué;l <l<iel <j< n}U{xjxjH;j =1,--+,i—1}

Figura 7: Esbogo da construgao de u (G, Uy, -, U, 1, -+, x;).

Fonte: elaborado pelo autor

O grafo u(G, M, z) é o Mycielskiano do grafo G. Os resultados do lema a seguir
sao provados em [16], porém damos aqui uma demonstracdo para que o texto nao perca
sua independeéncia.

Lema 3.4. Se o grafo G € livre de triangulos sem vértices isolados e possui numero
cromdtico k, entao o grafo u(G,M,x) € conezo, livre de triangulos e possui nimero

cromdtico k + 1.

Demonstragao. Vamos fazer M = {mq,--- ,m,} e V(G) = {v1,--- ,v,}, onde n = |V (G)|

e m; é a copia de v; em M.

Para ver que u(G, M, z) é conexo, basta ver que qualquer vértice desse grafo possui

um caminho ligando-o ao vértice x, ja que GG nao tem vértice isolado.

Suponha por absurdo que u(G, M, z) possua um triangulo. Entdo M nao pode
conter dois vértices desse triangulo, ja que M é um conjunto estavel. Isso implica que x
nao pode ser um dos vértices do triangulo, pois do contrario os outros dois vértices teriam
que estar em M. Como os trés vértices do tridngulo ndo podem pertencer a V(G), pois
por hipétese G é livre de triangulos, resta apenas a possibilidade de um dos vértices do
triangulo estar em M e os outros dois em V(G). Entao se temos um triangulo myv;v;

temos que myv;, mpv; € v;v; sdo arestas de p(G, M, ). Mas isso implica, por definigao,
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que vpv; € vpv; sao arestas de G, o que é um absurdo, pois v,v;v; seria um triangulo do

grafo G.

Resta mostrar que x(u(g, M,x)) =k + 1. Temos que x(u(G, M, z)) < k+ 1 pois
podemos tomar uma coloragao de G com as cores {1,--- , k}, atribuir cor k+1 a todos os
vértices de M e cor 1 a z. Dessa forma temos uma coloracao de u(G, M, x) que usa k + 1
cores. Agora suponha por absurdo que existe uma coloragao ¢ de u(G, M, x) que use
apenas k cores. Se ¢(x) = k, entdo nenhum vértice de M recebe cor k. Dai, se um vértice
v; recebe a cor k, podemos atribuir a v; a cor 1 (m;) e a coloracao continuard prépria,
pois Ng (v;) = Ng (m;), e portanto nenhum vértice em N (v;) recebe a cor ¢ (m;). Dessa
forma podemos substituir a cor de cada vértice de G que recebe a cor k por uma cor
menor que k e obter uma coloracao prépria de G que use menos que k cores, o que ¢ um
absurdo. O]

Como consequeéncia do lema anterior temos que se G é um grafo livre de triangulos
e sem vértice isolado, entdo x(G) > 2 e G' = p(G,Uy,--- ,U;,x1,-+- ,2;) é conexo e
livre de triangulos, pois caso haja algum triangulo em G’, esse triangulo deve pertencer
a alguma cépia de pu(G, M, x). Além disso, o nimero cromético de G’ é x(G) + 1 ja que
como G’ possui u(G, M, x) como subgrafo, temos que x (G') > x(G)+1 e podemos colorir
a copia de G com as cores {1,---,x(G)}, os vértices dos conjuntos {Uy,--- ,U;} com a

cor x(G) + 1 e cada vértice x; com a cor 1 se ¢ for impar ou cor 2 se i for par.
Vamos finalmente dar a definicao do grafo G j(u,v) de forma recursiva:
o (39(u,v) = Py, e seus vértices especiais u e v sao os vértices de grau 1 .

e Para k > 3, se V (Gsi(u,v)) = {v1,---,v,}, toma-se M = {my,--- ,m,} e N =
{n1, -+ ,n,}, e se define Gspi1(u,v) = p(Gsp(u,v), M, N, z,y). Observe que os

vértices especiais de G3j41(u, v) s@o os mesmos de Gg i (u, v).

Assim, sendo n; o nimero de vértices do grafo Gsy(u,v), temos que ny = 4, e
para k > 2, temos que ngy; = 3ng + 2. Entao, resolvendo a recorréncia, temos que
ngr1+1=3(nr+1),eny = % Logo n = 2- 31 — 1, para todo k > 1.

Como consequéncias da defini¢ao recursiva de G ;(u,v) e do argumento anterior
temos que x (Gsa(u,v)) = 2 e x (Gsx(u,v)) = k para todo k > 3 ja que Gsji1(u,v) =
p(Gsp(u,v), M, N, z,y), entdo se o resultado vale para k vale também para k + 1, e por
indugao vale para todo k£ > 2. Da mesma forma, como G35 2(u,v) é livre de triangulos, logo
G p(u,v) é livre de triangulos para todo k > 3. Entao G (u,v) possui as propriedades
1 e 2 para todo k£ > 2.

Lema 3.5. Para todo k > 2, o grafo G (u,v), cumpre a Propriedade 3.

Demonstracao. Como t = 3 e os vértices u e v de Gs(u,v) ndo sao ligados por aresta,

temos que dist(u,v) > 2.
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Figura 8: Esbogo da construgao recursiva de Gs j41(u, v).

Fonte: elaborado pelo autor

Agora vamos provar por inducdo que em toda coloracao de G x(u, v), os vértices u
e v recebem cores distintas. Para £ = 2 o resultado é valido pois em toda 2-coloragao de
Py as suas folhas recebem cores distintas. Supondo valido para G x(u,v), mostraremos
que vale para G5 x11(u,v). Dada uma (k + 1)-coloragao ¢ de u(Gsi(u,v), M,x), argu-
mentamos que se ¥(u) = (v) = i, entdo ¥(x) = i. Para ver que isso realmente vale,
suponha, por absurdo, que ¥ (u) = ¥(v) = i mas ¥(x) = j # i. Entao os vértices de M
nao recebem a cor j e podemos recolorir G x(u, v), trocando a cor de todo vértice v; se
Y (vy) = j pela cor ¢ (my). Temos entdo uma nova coloracdo prépria ¢ de Gs i (u,v), com
no maximo k cores (pois nao temos nenhum vértice de G ;(u,v) com a cor j ), onde os
vértices u e v tém mesma cor, o que é um absurdo, pois contraria a nossa hipotese de

inducao.

Agora dada uma (k + 1)-coloragao de Gspi1(u,v) = p(Gsp(u,v), M, N,z,y), se
Y(u) = (v) =i, entdo ¥(x) = ¥ (y) = i, o que é um absurdo, pois = e y sao ligados por
aresta. Entdo temos que ¢ (u) # 9 (v) para toda (k + 1)-coloracao ¢ de Gsxt1(u,v). O

Finalmente ara podermos garantir que Gs (u, v) é um gadget (3, k, u,v) para todo
k > 2, falta apenas mostrar que Gs(u,v) cumpre a Propriedade 4 . Isso é feito no lema
a seguir.
Lema 3.6. Dados um inteiro k > 2 e dois inteiros distintos a e 8 pertencentes ao conjunto
{1,---,k}, existe uma (u, ) — CGC ¢ de G3(u,v) que use k cores e tal que atribua cor

B ao vértice v.

Demonstracao. Vamos provar o resultado por inducao sobre k. Para k = 2 o resultado
¢ trivialmente valido, pois G32(u,v) = P;. Vamos tomar como hipétese que o resultado
vale para k e entao provar que vale também para k+1, construindo uma (u, o) — CGCyp de
G's j+1(u, v) tal que p(v) = B. Vamos considerar que V (Gsx(u,v)) = {v1,--- ,v,}, onde

u = v ev =1, além disso, Gsp1(u,v) = pu(Gsx(u,v), M, N,z,y) onde os conjuntos
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independentes sao M = {my,--- ,my,} e N ={ny, - ,ny}.

Se «a, 8 < k + 1, o resultado vale pois por hipdtese existe uma (v, «)-CGC ¢ de
Gsi(u,v) tal que ¢ (v,) = B. Com isso, faca ¢ (v;) = 9 (v;) para todo i € {1,--- ,n},
¢ (m;) = 1 (v;) para todo i, p(z) =k +1,(y) = 1, e faca ¢ (n;) = min {Z* \¢ (N (v;)) }.
Note que ¢ (n;) < k+ 1, ja que em ¢ (N (n;)) nenhum vértice tem a cor k + 1.

Se B8 = k + 1, temos duas possibilidades. Na primeira, a = 1. Por hipdtese de
indugao, existe uma (vy,1)-CGC ¢ de Gsx(u,v) tal que ¢ (v,) = k. Daremos a seguir
a ordem conexa da coloracao ¢. Faga ¢ (v1) = 1, tome a € Ny (v1), e faga p(a) = 2,
o(x) = 1,9 (m;) = 2 para todo m; € M,p(v;) = 1se ¥ (v;) =1, ou ¢ (v;) = ¥ (v;) + 1
se ¢ (v;) > 1 (dessa forma teremos ¢ (v,) =k + 1). Escolha b € Ny (v1) e faga ¢(b) = 2,
¢(y) = 3, e para os outros vértices de N faca ¢ (n;) = min {Z3\¢) (N (v;))}. Veja que
¢ (n;) < 2, ja que nenhum vértice de N tem vizinho da cor 2 . Agora considere 2 < o < k.
Tome uma (v, — 1)-CGC de Gs(u,v) tal que 9 (v,) = k. Faca ¢ (v1) = a, escolha
a € Ny (v1), e faga p(a) = 1, faga p(z) = 2 e ¢ (m;) = 1 para todos os outros vértices
de M. Finalmente, faga ¢ (v;) = ¢ (v;) + 1 para cada v; € V (Gs(u,v) ) (dessa forma
¢ (v,) = k+ 1), seguindo a ordem da coloragao ¢. Podemos fazer ¢ (n;) = 1 para todo

n; € N, pois nenhum vértice em G5 (u,v) tem cor 1, e por fim faga p(y) = 3.

Finalmente, considere &« = k + 1. Primeiro considere, 2 < f < k e tome uma
(v1,k)-CGC ¢ de G5 x(u,v) tal que ¥ (v,) = B—1. Faca ¢ (v1) = k+1, tome a € Ny (v1)
e faca p(a) = 1,p(x) = 2, (m;) = 1 para todo m; € M, (v;) = ¥ (v;) + 1 para todo
v; € V(G3(u,v)) (seguindo a ordem de ¢ ), dessa forma temos que ¢ (v,) = 8. Faca
¢ (n;) = 1 para todo n; € N, e finalmente ¢(y) = 3. No segundo caso temos [ = 1; tome
uma (vy, k)-CGC ¢ de G3 1 (u, v) tal que ¢ (v,) = 1. Faga ¢ (v1) = k+1, e seja z o proximo
vértice da sequéncia de v); esse vértice recebe de 9 cor 1. Faca entdao ¢(z) = 1. Tome
entdo a € Ny(z) e b € Nn(2), e faga p(a) = p(b) = 2,¢0(z) =1 e p(y) = 3. Em seguida
atribua cor 2 a todos os vértices de M. Posteriormente, faca para cada v; € V (G5 x(u, v)),
seguindo a sequéncia de 1, ¢ (v;) = 1, se ¥ (v;) = 1, ou ¢ (v;) = ¥ (v;) + 1, se ¥ (v;) > 1

(dessa forma temos que ¢ (v,) =1 ). O

Veja que analogamente podemos construir uma (v, «)-CGC ¢ de G3x+1(u,v) que

use k + 1 cores e que atribua cor 5 a w.
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4 GRAFOS LINHA

Este capitulo tem por objetivo provar o Lema Novamente damos a demons-
tragao de um resultado mais forte, mostramos que o problema CGCA restrito a classe
dos grafos conexos livres de triangulos e com indice cromatico igual a s, para s > 7 fixo,
¢ um problema NP-completo. Para provar esse resultado, faremos a construcao de um
grafo cujo indice cromatico é igual a k, dado k > 3, tal que seu indice cromético conexo
é igual a k + 1. Usamos esse grafo como gadget para fazer a redugao que prova o que
queremos. Para a reducao, usamos um resultado que consta em [15], o qual prova que
o problema de coloracao de arestas ¢ NP-completo mesmo se restrito a classe dos grafos

que possuem cintura maior que g, dado g > 3.

Como no Capitulo [3] primeiramente apresentamos a demonstragao, assumindo
a existencia do gadget que precisamos, e depois apresentamos a construgao do gadget.
Usaremos o problema k-CORACAO DE ARESTAS PARA GRAFOS DE CINTURA NO
MINIMO g para fazer a reducao:

Problema: £ - COLORACAO DE ARESTAS PARA GRAFOS DE CINTURA
NO MINIMO g

Instancia: Um grafo simples conexo G que satisfaz g(G) > g.

Pergunta: \'(G) <k ?

Assim como foi feito no capitulo anterior, vamos comecar supondo a existéncia do
grafo Hj, com algumas propriedades que precisaremos para fazer a redugao do problema
de coloragao de arestas para grafos regulares de cintura alta para o problema CGCA. O

grafo Hy que precisamos tem as seguintes propriedades:

1. Hy é conexo e livre de triangulos;

3. Hj possui uma aresta a = tw, onde o vértice ¢ tem grau 1 . Essa aresta ¢é tal que
Hy, possui uma (a,a) — CGCA se e somente se « € {1,...,r+ 1}, onde r é fixo e
pertence a {[gw R 2}.

A demonstracao de que Hj realmente possui as propriedades anteriores sera feita

no Lema[4.3] Por hora vamos apenas assumir sua existéncia.
Vamos entao a demonstracao do Lema 1.4

Demonstragdo do Lema [1.J} Vamos mostrar que o problema de decidir se
X.(G) = X'(G), onde G é conexo, livre de triangulos e possui indice cromadtico igual a s,
para s > 7 fixo, é um problema NP-completo. Esse problema pertence a NP pois um
certificado seria uma coloragao das arestas de (¢, juntamente com uma ordem conexa que

a gera. A reducao sera feita para do problema de coloracao de arestas para grafos de
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cintura maior que g que é provado sem NP-completo em [15], tomando-se g = 3, ou seja,

vamos usar a versao para grafos livres de triangulos.

Dado k& > 3, vamos construir o grafo H, como segue. Dada uma instancia G do
problema k-COLORACAo de ARESTAS PARA GRAFOS DE CINTURA NO Minimo
g, podemos assumir que A(G) = k, caso contrario o problema é trivial pois o Teorema
de Vizing nos garante que que x'(G) € {A(G),A(G) + 1}, A cada vértice v € V(G),
identifique os k vértices t de k copias distintas do grafo Hoyyq, com r = k. Apds a

descrigao do grafo Ho1, ficard claro que essa reducao realmente é polinomial.

Pela Propriedade |2 e pelo fato de que x'(G) < k + 1, segue que x'(H) = 2k + 1.
Além disso, temos que H é conexo e livre de triangulos, ja que G é conexo e nem G
nem Hsp,q possuem triangulos. Logo H ¢ uma instancia do nosso problema. Resta agora
provar que X'(G) = k se e somente se x.(H) = x'(H) = 2k + 1. Note que essa construgao
nos fornece uma instancia que possui indice cromatico impar, posterirmente trataremos

0 caso par.

Sendo x.(H) = 2k + 1, suponhamos por absurdo que x'(G) = k + 1. Logo, nao é
possivel colorir as arestas de G apenas com as cores {k + 2,...,2k + 1}, ou seja, alguma
aresta de G recebe obrigatoriamente uma cor que pertence ao conjunto {1,...,k+ 1} em
qualquer (2k + 1)-coloracao das arestas de H. Dai se 1, é uma coloragao gulosa conexa
das arestas de H que usa 2k + 1 cores, 1), restrita a G é uma coloragao proépria, logo
hd uma aresta xy de G a qual 1), atribui a cor ¢ < k + 2. Sejam d, e d, os graus dos
vértices = e y respectivamente, em G. Agora sejam Uy, ..., U, e Vi,...,V, as copias de
Hs 14 ligadas a z e a y respectivamente. Dai, como as arestas a de Uy, ..., U, possuem
cores distintas, pelo principio das casas dos pombos, alguma delas, digamos U;, recebe
cor fora do conjunto {1,...,k+ 1}\{c}. Da mesma forma, existe j tal que a aresta a de
V; recebe cor maior que k + 1. Sendo e a primeira aresta colorida por ., entao e nao
pode pertencer ao mesmo tempo a U; e a V. Suponha sem perda de generalidade que e
nao pertenca a U;. Mas estamos em uma coloracao gulosa conexa, a qual ao ser restrita
a U;, serd uma coloracao gulosa conexa por arestas com U; cores, que comega colorindo
a aresta a de X' (U;) com uma cor a > (k + 1), o que contradiz a Propriedade [3| do grafo
Hojy1. Portanto temos que x/'(G) = k.

Agora suponha x'(G) = k e tome uma ordem conexa {vy,...,v,} dos vértices
de G e uma coloracdo 1 das arestas de G com as cores {k + 2,...,2k + 1}. Com isso,
descreveremos a seguir como construir uma coloracao gulosa conexa das arestas do grafo

H que usa 2k + 1 cores.

Comece colorindo as copias de Hopyq que estao ligadas ao vértice vy, conexa e
gulosamente, comecando sempre por suas arestas a, de forma que estas recebam as cores

{1,...,k+ 1}. Dali, atribua as cores {k +2,...,2k + 1} as arestas de G ligadas a vy, de
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acordo com a coloracao ¥ e na ordem de suas cores, isto é, primeiramente a aresta de
cor k + 1, em diante. Entao seguidamente, para ¢ = 2,...,n - 1, faca o mesmo processo
com v;. Com esse procedimento terminamos por colorir totalmente as arestas do grafo H

conexa e gulosamente com 2k + 1 cores.

Com isso resolvemos o caso em que s > 7 é impar. Para resolver o caso em que s é
um par maior ou igual a 8, podemos fazer a mesma construgao, tomando gadgets Hog. o,
com r = k + 1. Entao para cada vértice v € V(G), identificamos k vértices t de k copias
distintas de Hoiio, € obtemos um grafo H de indice cromético 2k + 2, que é conexo e
livre de triangulos, ou seja, é uma instancia do nosso problema. A demonstracao de que

X'(G) = k se e somente se xL(H) = x'(H) é andloga ao que foi feito antes.
[

Fica em aberto a complexidade do problema CGC' restrito a classe dos grafos
conexos livre de triangulos e com indice cromatico igual a k, para k fixo pertencente ao
conjunto {3,4,5,6}.

Colorir as arestas de um grafo GG conexa e gulosamente é equivalente a colorir os
vértices de seu grafo linha L(G) conexa e gulosamente. Dessa forma, o resultado anterior
mostra que C'GC restrito a classe dos grafos linha conexos é um problema NP-completo.
Como o grafo K 3 (garra) ¢ um dos grafos proibidos para L(G), gracas a Proposicao
temos que CGC restrito a F (K, 3) é um problema NP-completo. Disso temos o corolario
a seguir.

Corolério 4.1. Se H contem uma garra, entao decidir x.(G) = x(G) é NP-completo,
para todo G € F(H).

Analogamente, podemos dizer que o mesmo resultado também é valido para grafos
conexos G que pertencem a F(H) onde H é qualquer um dos nove grafos proibidos para

grafos linha.

Mencionamos que o grafo Hj construido a seguir possui cintura igual a 4. Se
tivéssemos um gadget com as mesmas propriedades de Hj, porém com cintura no minimo
g, poderiamos mostrar analogamente que CGCA é NP-completo restrito a classe dos

grafos conexos de cintura no minimo g.

Vamos entao a construgao do grafo Hy. Comegamos com um exemplo, para dar

uma prévia da ideia que vamos usar para a construcao.

O grafo Hs da Figura [0]¢é tal que x’ (H3) = 3, pois ele possui triangulos e podemos
construir uma coloragao prépria de suas arestas atribuindo as arestas a,d,e e h a cor 1,
as arestas b, f, e j a cor 2 e as arestas ¢,g e ¢ a cor 3 . Além disso, em toda 3-coloracao
das arestas de Hj, as duas cores usadas nas arestas f e ¢ sao as mesmas usadas nas arestas

g e j, caso contrario nao haveria uma cor disponivel para a aresta h. Isso faz com que as
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arestas d e e tenham a mesma cor da aresta h. Consequentemente, b e ¢ recebem cores
diferentes da cor de h e, finalmente, concluimos que a também possui a mesma cor da
aresta h. Observe que isso implica que uma (a,3) — CGCA de Hj usa mais de 3 cores,
pois se estamos em uma coloracao com 3 cores, a cor da aresta a € igual a das arestas d e
e. Mas estamos em uma coloracao gulosa conexa comecando por a, assim a cor atribuida
as arestas d e e ¢ no maximo 2 , pois a primeira destas arestas a ser colorida possui apenas

uma aresta adjacente ja colorida.

Figura 9: Grafo com indice cromatico igual a 3 e tal que as arestas
a,d,e e h tém a mesma cor em toda 3-coloracao de suas arestas.

1%

e()

Fonte: elaborado pelo autor

Vamos agora construir o grafo I, que tem algumas propriedades importantes.
Acompanhe a construgao observando a Figura [I0] Tomemos dois conjuntos estéveis A e
B,onde A ={zy,...,2,1} e B={y1,...,yp—1}. A partir desses conjuntos de vértices
construimos o grafo bipartido completo de partes A e B. Tomemos em seguida dois
vértices x e y, e liguemos o vértice z a cada um dos vértices x; e o vértice y a cada um
dos vértices y;. Por ultimo tomemos dois vértices u e v, liguemos u a x e v. Chamamos
a aresta ux de a e a aresta vy de b.

Proposicao 4.2. O grafo I, possui indice cromdtico k e, em toda k colora¢do de suas
arestas, as arestas a e b recebem a mesma cor. Além disso, dado o € {1,...,k}, existe
uma(a, o) — CGCA de Ij.

Demonstra¢ao. Primeiro note que [ é um grafo bipartido e tem grau maximo igual a
k. Aplicando o Teorema da Coloracao de Arestas de Konig, garantimos que o grafo
bipartido possui indice cromatico igual ao seu grau maximo. Agora suponhamos, sem
perda de generalidade, que a aresta a receba cor k e que a aresta zx;, para cada ¢, receba
a cor i. Dai, para cadai € {1,...,k—1}, hd uma aresta do grafo bipartido ligada a x; que
recebe a cor k, pois estamos em uma k-coloragao. Como tais arestas devem ocorrer entre

A e B e como devem formar um emparelhamento cobrindo A, tem-se que y; é incidente
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Figura 10: Grafo Ij.

A B

Fonte: elaborado pelo autor

em uma aresta x;y; de cor k para todo 7. Logo, a cor de yy; é diferente de k£ para todo ¢

e segue que a cor de b é k.

Para a segunda parte da prova tome o caminho hamiltoniano do grafo I entre os
vérticesuev: P =u,x,21,Y1,. .., %51, Yj—1,Y, v Agora tome uma coloracao ¢’ das arestas
de Ij, com k cores, “percorrendo” P, tal que as arestas a e b recebem a cor o € {1,...,k}
e as outras arestas de P recebe alternadamente as cores 1 e 2 , de forma que a aresta
zz; tenha a cor 1 . Como todo vértice v € V (I;) \{u,v} tem grau k, temos que para
cada j € {1,...,k},v tem uma aresta incidente da cor j. Dai, podemos construir uma
(a,a) — CGCA de I comecando por atribuir a aresta a a cor «, e as outras arestas de
P, exceto b, suas respectivas cores em ¢’. Dessa forma, cada vértice w € V (Ii) \{v} terd
uma aresta incidente colorida e podemos completar a coloragao gulosa conexa atribuindo
a cada aresta de e € ¢}, com e # b, a cor i, para i = 3,4,...,k, e por fim atribuimos a
aresta b a cor ¢'(b) = . O

Agora podemos construir o grafo Hy da Figura [L1] Fazemos isso generalizando a

ideia do grafo da Figura[d] da seguinte forma.

Tome k cépias distintas I, ..., I* do grafo I e identifique os k — 1 vértices u de
k — 1 dessas copias em um mesmo vértice que denotaremos por w. Seja k—1 > r > %
Identifique todos os vértices v de I',...,I" em um vértice que denotamos por z, e todos
os vértices v de I"™1, ..., I*~! em um vértice que vamos chamar de y. Agora identifique
os vértices u e v da ultima copia de [, com os vértices x e y respectivamente. Finalmente,
adicione uma folha pendente em w e seja a a aresta correspondente. Denotamos o grafo

assim obtido por Hy.

Cada cépia do grafo I possui (k—1)? + 2k + 2 arestas. Como o grafo Hy possui k
cépias de Iy e ainda uma aresta extra a, temos que Hy possui k ((k —1)2 + 2k +2)+1 =
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Figura 11: Grafo Hy.

Fonte: elaborado pelo autor

k3 +3k+1 arestas. Além disso, como I, possui 2(k—1)+2 vértices, sem contar os vértices
u e v, entao o grafo Hy, possui k(2(k — 1) +2) + 4 = 2k? + 4 vértices.
Lema 4.3. O grafo Hy obedece as Propriedades 1,2 e 3 .

Demonstragao. E imediato da construcao de Hy que esse grafo é conexo, livre de triangulos
e que A (Hy) = k. Para ver que x' (Hy) = k, basta construir uma k-coloracgao prépria das
suas arestas. Podemos fazer isso primeiro atribuindo a aresta a a cor 1 , e colorindo as
arestas de cada cépia I* de forma que I tenha suas folhas coloridas com a cor i + 1 se

i1<koucomacorlsei=E%k.

Agora resta apenas mostrar a Propriedade 3 . Primeiro, mostramos que em toda
k coloracao propria das arestas de Hy, as arestas a, b e ¢ recebem a mesma cor. Para ver
isso, suponha por absurdo que, em uma k coloragao prépria das arestas de Hy, a aresta a
receba a cor i enquanto as arestas b e ¢ recebam a cor j # i. Dal sobram k — 2 cores para
colorir as outras arestas incidentes a w, pois em cada copia de I, as suas folhas recebem

a mesma cor. Temos entao um absurdo pois o grau do vértice w é k.

Note que se uma coloracao gulosa conexa das arestas de Hy comeca atribuindo cor
«a a aresta a, entao a primeira aresta dentre b e ¢ a ser colorida recebe cor no maximo
r + 1. Isso se deve aos graus de = e y, que sao respectivamente r e (k — 1) — r, e como
k—1>r> %, temos que r > (k — 1) — r. Dali, b e ¢ recebem dessa coloragao cor no
maximo r + 1, e 0 mesmo ocorre com a gragas ao argumento dado no paragrafo anterior.

Entao temos que a < r + 1.
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Por fim vamos mostrar que dado o € {1,...,r + 1}, existe uma (a,a) — CGCA
de Hj que use k cores. Como mostrado em 4.2, dado o € {1,...,r + 1}, existe uma
(a,a)-CGCA de I;. Vamos definir o multigrafo H}, como o grafo obtido ao se substituir
cada cépia de I, em Hjy por uma aresta. Assim podemos construir uma (a,a)-CGCA de
H,. atribuindo a aresta a a cor a, em seguida as outras arestas incidentes ao vértice w
as cores {1,...,k}\{a} em ordem crescente e por fim atribuimos a cor a a aresta que
liga os vértices x e y. Com isso, podemos obter uma coloracao gulosa conexa de Hy,
considerando para cada cor j € {1,...,k} uma (a, j)-CGCA 97 de I}, e substituindo no
procedimento anterior o passo que consiste de colorir uma aresta (diferente da aresta a

de Hj, ) com a cor j pela sequéncia de atribuigoes de cores de 1. O
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5 GRAFOS LIVRES DE CAMINHOS

Neste capitulo, abordamos o problema CGC para a classe de grafos F (Fy), onde k
é um inteiro fixo. Damos aqui duas abordagens; a primeira é para caminhos curtos,onde
provamos que o problema é polinomial; a segunda abordagem é para caminhos longos,
onde provamos a problema é NP-completo. Nosso objetivo é encontrar um valor de k
tal que CGC é polinomial a classe F (Py41). Embora ainda néo tenhamos atingido esse
objetivo, podemos garantir que se tal valor de k existe, entdo k € {5, 6,7, 8}, pois sabemos
que para k = 5 o problema ¢é polinomial, portanto também o é para k£ < 5, e que para
k = 9 o problema é NP-completo, e portanto também o é para k£ > 9. Temos entao
que a complexidade do problema CGC' é ainda desconhecida para as classes F (P), com
k € {6,7,8}. Fica em aberto se para algum valor de k € {6,7,8}, o problema CGC
restrito a classe F (Fs) é NP-intermediario. Ao longo desse capitulo provamos os fatos

acima citados, e também calculamos a complexidade de CGC' para algumas subclasses de
F (Fs).

5.1 Grafos Livres de Caminhos Curtos

Nesta segao, vamos abordar o problema CGC restrito a classe F (Fy), onde k €
{5,6}. Comegamos provando que grafos conexos livres de P5 possuem nimero cromético
conexo igual ao nimero cromético; portanto o problema CGC' é polinomial para F (Ps).
Em seguida abordamos o problema para subclasses de F (F). BASCO e TUZA provaram
em [3] que um grafo conexo que é livre de P5 possui como subgrafo dominante uma clique
ou um P3. O Teorema ¢ uma generalizacdo desse resultado que foi provada em [6],e a

usamos para abordar também algumas subclasses de F (Fg).

Antes de enunciar o proximo teorema precisamos definir conjunto dominante co-
nexo minimal. Dizemos que X C V(G) é um conjunto dominante conexo minimal de G
se X é dominante de G e G[X] é conexo e além disso, nao existe X’ & X com essas duas
propriedades.
Teorema 5.1. Se G é um grafo conexo livre de P;, entao G possui como subgrafo domi-
nante conexo minimal um subgrafo induzido X que ou € isomorfo a P_s, ou é um grafo

livre de Pi_o.
Com esse resultado vamos ser capazes de provar o Teorema [5.2f

Teorema 5.2. Se G é um grafo conezo livre de Ps, entio x(G) = x.(G).

Demonstracao. Pelo teorema anterior, temos duas possibilidades. Na primeira o grafo G

possui uma clique dominante; esse caso ja esta provado no Corolario No segundo
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caso, G possui como subgrafo dominante um Ps. Dali, aplicando o Teorema temos que

G cumpre igualdade de parametros. O

Disso temos que o Problema C'GC é polinomial para F (Fy), com k < 5, uma vez

que sempre hé igualdade de parametros, ou seja, a resposta é sempre “sim”.

Vamos investigar agora a igualdade de parametros para alguns grafos livres de F.
Tomando t = 6 no Teorema 5.1, temos que se GG é um grafo conexo livre de Fg, entao G
possui como subgrafo minimal conexo dominante um grafo X que ou é um P, ou é livre
de P4.

Vamos provar que, no caso em que o grafo é livre de FPs e possui um P, dominante,
ocorre igualdade de parametros. A estratégia é tomar um conjunto dominante X e uma
coloracao ¥ de G que use x(G) cores, e exibir uma forma de construir uma coloragao
conexa gulosa ¥ de um conjunto de vértices Y O X de forma que W restrita a Y coincida
com 1.

Teorema 5.3. Se o grafo G possui como subgrafo dominante conero minimal um Py,

entio X(G) = x.(G).

Antes de provar o Teorema [5.3] precisamos fazer uma observacao. Se X é um
conjunto dominante conexo minimal de um grafo G e v € X, diz-se que u é um vizinho

exclusivo de v se uv € E(G) e uv’ ¢ E(G), para qualquer outro vértice v' de X.

E interessante notar que se um conjunto X é dominante conexo minimal de G,
entao cada vértice v de X é vértice de corte de X ou possui um vizinho exclusivo. Vamos
enunciar e provar uma proposicao que sera ttil na demonstracao do Teorema [5.3
Proposicao 5.4. Se G é um grafo livre de P; que possut um conjunto dominante conezxo
minimal X = {vy,--+ , 02}, que € isomorfo a P,_y nessa ordem, entdo vy e v;_o possuem
vivinhos exclusivos e, sendo vy um vizinho exclusivo de vy e v;_1 um vizinho exclusivo de

Vi_g, entao vovi_1 € E(Q).

Demonstra¢ao. Como os vértices vy e v;_s ndo podem ser vértices de corte de G[X], entao
cada um possui um vizinho exclusivo. Se vovi—1 ¢ E(G), entao (vo, vy, ,Vi—9,v-1) €

um P, induzido de G, o que é um absurdo. O]
Agora prosseguimos provando o Teorema [5.3]

Demonstracao. do Teorema|5.5 Tome uma coloracao gulosa i dos vértices de G que use
X(G) cores. Durante a demonstragdo usaremos em varios momentos o artificio de tomar
uma (1,2)-componente C e permutar as cores de seus vértices. Esse procedimento gera
uma nova coloracao ¢ de G que ainda é prépria, mas pode nao ser gulosa. Para resolver
esse problema, aplicamos o Lema [2.1] porém por questao de simplicidade, continuamos

chamando de 1 a coloracao obtida. As (1,2)-componentes sao importantes pois podem
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ser coloridas conexa e gulosamente preservando ainda sua coloracao inicial. Adotaremos

a estratégia de colorir um conjunto dominante do grafo G conexa e gulosamente, para

depois completar a coloracao conexa gulosa de G aplicando a Proposicao

Seja X = (v1,v9,v3,v4) um Py que domina (. Através de trocas bicromaticas,

podemos supor que as cores atribuidas por ¥ a X sao as menores possiveis. Analisamos

0S Casos a seguir.

i)

ii)

iii)

Se [(X)| = 2, temos duas coloragdes possiveis de X, mas apenas uma se des-
considerarmos coloracoes que sao simétricas. Podemos entao supor sem perda de
generalidade que as cores usadas em X sdao 1 e 2, e que ¢ (vy) = ¥ (v3) = 1e
Y (vy) = ¢ (vg) = 2. Entado podemos colorir os vértices vy, v, v3, v, alternadamente
com as cores 1 e 2 e, aplicando a Proposicao 2.7, podemos em seguida colorir os

outros vértices de G' com suas respectivas cores em ).

Se [(X)| = 3 temos, ja desconsiderando coloragoes simétricas, 9 possibilidades de
coloracao. Porém, aplicando-se o Lema 2.1, podemos reduzir a apenas duas, pois
exatamente uma cor se repete dai, pode repetir nas pontas de G[X], ou em uma
ponta e um vértice central, ou seja, os vértices de mesma cor estao a distancia 2
ou 3 um do outro em X. Se eles estao a distancia 3 , vamos supor que vq, vg, U3, Uy
recebem de 1 as cores 1, 2, 3 e 1, respectivamente. Dai, se a (1,2)-componente C de
vy contiver v (o que implica que também contem vy ), podemos usa-la para colorir
gulosa e conexamente os vértices de X com suas respectivas cores, colorindo C, e
por fim o vértice v3. Se C nao contiver vy, podemos permutar as cores 1 e 2 de C
de forma que a coloragao continue prépria e X tenha dois vértices de mesma cor a

distancia 2, caso analisado a seguir.

No caso em que X tem dois vértices de mesma cor a distancia 2, vamos supor,
sem perda de generalidade, que vy, vy, v3,v4 sao coloridos com as cores 1,2,1,3
respectivamente. Entao necessariamente vy possui algum vizinho de cor 2 fora de
X, pois estamos em uma coloragao gulosa. Seja entao C' C V(G) o conjunto nao
vazio tal que u € C se e 86 se uvy € E(G) e ¥(u) = 2. Se existir algum vértice
u € C tal que a (1,2)-componente de u contenha vy, vy e v3, podemos colorir essa
componente e por fim colorir o vértice vy com a cor 3. Caso contrario, podemos
permutar as cores da (1,2)-componente de u para cada vértice u € C. Dessa forma,
a cada passo o conjunto C' perde ao menos um vértice, até se tornar vazio, e 1 deixa
de ser coloragao gulosa, pois vy fica sem vizinho da cor 2. Entao podemos atribuir

a vy a cor 2 e retornamos ao caso (1).

No caso em que [1(X)| = 4, a menos de rerotulacdo das cores, existe apenas uma
possibilidade de coloragao para X. Vamos supor que vy, vs, v3, v4 tém as cores 4,3 ,

1 e 2, respectivamente. Primeiro vamos mostrar como colorir os vértices vq, v3 € vy
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com suas respectivas cores em v, e depois mostraremos como colorir v;. Note que v,
tem algum vizinho fora de X da cor 2. Assim como antes, vamos definir o conjunto
C' como o conjunto nao vazio dos vértices de cor 2 ligados a vy. Se existe u € C
tal que a (1,2)-componente C de u contem um vizinho u' de vq tal que ¥ (u') = 1,
entao podemos usar essa componente para colorir conexa e gulosamente os vértices
Ug, U3 € Uy, bastando para isso colorir conexa e gulosamente C,vs,v3 € v4, se esses
vértices nao pertencerem a C, nessa ordem. Caso contrario podemos permutar a cor
da (1,2)-componente de u, para cada u € C, e por fim, vy fica sem vizinhos da cor
2. Dai podemos atribuir a vy a cor 2 , fazendo com que X passe a ter menos de 4
cores e voltando ao caso anterior. Ja conseguimos entao colorir vy, v3 € v4 com as

cores 3, 1 e 2, respectivamente. Vamos continuar a coloracao desse ponto.

Agora, o vértice vy, por ter a cor 4 , possui vizinhos com as cores 1 e 2 fora de
X. Entao, vamos definir C; e (' como os conjuntos nao vazios de vizinhos de v,
fora de X com as cores 1 e 2 , respectivamente. Primeiro, observe que podemos
supor que algum s € Cy é tal que a (1,2)-componente contendo s intersecta Cf,
caso contrario obter uma colora¢do onde 2 nao aparece em N (vy), recaindo no caso

anterior. Considere entao que w é um tal vértice.

Se algum vértice de u € C} é vizinho exclusivo de vy, entao, com a Proposicao 5.4,
podemos garantir que uv,vov3 € um Py dominante que recebe de ¥ apenas 3 cores,
entao retornamos ao caso anterior. Dai podemos supor que nenhum vértice de C é
vizinho exclusivo de v;. Disso, temos que todo vértice de C possui algum vizinho
ja colorido com uma cor diferente de 1. Entao podemos atribuir aos vértices de C a
cor 1, conexa e gulosamente. Agora para terminar basta colorir a (1, 2)-componente
w e, por fim, colorir v4 com a cor 4. precisamos apenas colorir algum vértice de Cs

com a cor 2 e por fim v4 com cor 4.

Figura 12: X colorido com 4 cores.
Vg Uz U3 Uy

Fonte: elaborado pelo autor

Por fim fazemos uma coloragao conexa gulosa de GG usando a Proposicao

Finalmente, provar o Lema
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Demonstragao. do Lema [I.7] Se um grafo G é conexo e livre de P, + K, entao temos
duas possibilidades: ou G possui como subgrafo induzido um P,, neste caso esse Py é
dominante de G, j& que G é livre de Py + K1, assim temos que y(G) = x.(G) gracas ao
Teorema [5.3) ou G nao possui um P, como subgrafo induzido. e neste caso temos que

X(G) = x.(G) gragas ao Teorema [5.2]
[

Gragas & caracteriza¢ao dada no Teoremalp.1]com relagao a classe F (Fs), fica ainda
em aberto apenas o caso em que GG possui como subgrafo dominante conexo minimal
um grafo X que é livre de Py, ou seja, X é um cografo conexo. Provada a igualdade

de parametros nesse caso, entdao teremos que x(G) = x.(G) para todo grafo conexo
G e F (D).

5.2 Grafos Livres de Caminhos Longos

Nesta secao abordamos o caso em que o grafo G é livre de caminhos longos. O
principal resultado obtido é que o Problema CGC restrito a classe F (Pg), com k > 9
fixo, ¢ NP-completo. Mencionamos que decidir se x(G) < 4 restrito a classe F (FPy) ¢
um problema NP-completo [13]. Desta forma, decidir se x(G) < 5 para grafos conexos
livres de Py que possuem um vértice d dominante é um problema NP-completo. Isso pois
podemos fazer um reducao simples do problema anterior para esse apenas adicionando,
para cada instancia I, um vértice universal, obtendo assim uma instancia I’ do novo
problema tal que x(I) < 4 se e s6 se x (I') < 5. Assim, o problema NP-completo que

reduziremos para o problema CGC restrito a classe F (Py) é o seguinte:

Problema: 5-COL- F,
Instancia: Um grafo conexo G livre de Py e possuindo um vértice dominante d.
Pergunta: x(G) <57

Para fazer a reducao, precisamos transformar cada instancia do Problema 5COL-
Py em uma instancia do problema CGC restrito a F (FPy). Para isso usamos como auxiliar

um grafo H com as seguintes propriedades:

i) H é conexo, x(H) =5 e nao existe uma (v,a)-CGC de H que use apenas 5 cores,
para todov € V(H) e « € {1,--- ,5};

ii) H é livre de Py;
iii) Existe v € V(H) tal que nao existe um Py induzido comegando por v.

A ideia que usaremos é, para cada instancia G' de 5-COL- Py, identificar um vértice

de H ao vértice d de GG, obtendo o grafo G’. Assim, usando as propriedades acima,
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provamos que G’ possui x (G') = x. (G’) se e somente se x(G) < 5, e que G’ realmente é
uma instancia de CGC restrito a F (Fy).

E interessante mencionar que se conseguissemos um grafo H* com as mesmas
propriedades de H, porém substituindo Py por Py na Propriedade (b) e Py por Pr na (c),
poderiamos mostrar de forma anédloga a feita no teorema a seguir que CGC' é NP-completo
mesmo restrito a classe dos grafos conexos livres de Fs. Ou seja, para generalizar a prova,

sO precisamos do gadget H menor.

Por hora assumiremos a existéncia de um tal grafo H com essas proprieda- des, para
que possamos fazer a reducao que desejamos. Posteriormente daremos uma construcao
explicita de H. Vamos entao ao resultado principal da secao.

Teorema 5.5. O Problema CGC' restrito d classe F (Py) € um problema N P-completo.

Demonstracao. Mostremos que o Problema 5-Col- Py, para grafos conexos livres de Py, se
reduz polinomialmente ao Problema CGC restrito a classe F (Py). Como CGC pertence a
NP, CGC restrito a classe F (Py) também pertence. Vamos entdo fazer a redu¢ao. Tome
um grafo G conexo, livre de Py e contendo um vértice universal d. Identifique os vértices
ved, onde v € V(H). Sejam entdo w o vértice obtido pela identificacdo e G’ o grafo

gerado. Entao G’ tem as seguintes propriedades:
1. G’ é livre de Py
2. X (G") = xc(G") se e somente se x(G) > 5.

O item (1) segue da Propriedade (iii) do grafo H e do fato de que qualquer ca-
minho induzido de G’ contendo o vértice w s6 pode conter no maximo mais um vértice

originalmente de G, ja que w é dominante.

Agora mostramos que (2) vale. Como x(H) =5, se x(G) = k > 5, entao x (G') =
k. Como G tem um vértice dominante d, temos que existe uma (d, «)-CGC de G que use
apenas as cores {1,---,x(G)} U {a}, para todo a € N, aproveitando-se uma coloragao
de G’ com k cores, onde a cor de w é a se @ < k. Dai temos que x (G') = x.(G).
Inversamente se x (G') = x. (G'), vamos supor por absurdo que x(G) < 5. Dal, x (G') = 5,
ja que G’ contem H como subgrafo. Mas toda coloracao conexa gulosa de G’ restrita a
H ainda é uma (v, «)-CGC de H para algum v € V(H), e pela Propriedade (i), ndo pode

usar apenas b cores. Temos entao um absurdo. O

Agora vamos ver como construir um grafo H com as propriedades desejadas. Para
isso precisamos de um gadget G, com algumas propriedades convenientes, que sera usado

como auxiliar na construcao do grafo H.

Construa o grafo Gy da seguinte forma (observe a Figura : Tome duas cépias

distintas X e Y de Kj_1, e trés vértices a, b e c. Ligamos a a todos os vértices de X e b e
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¢ a todos os vértices de Y. Daf vamos dividir X em duas partes, U e V, com |U| = (%w

Ligue b a todos os vértices de U e ¢ a todos os vértices de V.

Mencionamos que esse grafo se assemelha ao da figura 4 no capitulo 3 , porém,
vamos apresentar a demonstracao de que valem as propriedades a seguir.

Proposicao 5.6. O grafo Gy, possui as sequintes propriedades:
1. x(Gk) = k;
2. Em toda k-coloracdo dos vértices de Gy, os vértices a, b e ¢ recebem a mesma cor;

Figura 13: Grafo G

a

Fonte: elaborado pelo autor

4. G € livre de Py;

5 Setl e {l,--- k} e éuma (v,{)-coloragio conexa gulosa dos vértices de Gy, que
usa k cores, onde v € X U{a}, entdo ¢(a) < [E] +1.

Demonstragao. Para mostrar o Item 1, basta mostrar que x (Gr) < k, uma vez que
X (Gx) > w (Gx) = k. Para isso, basta observar que a seguinte coloragdo é uma coloragao

propria de G : atribua aos vértices a, b e ¢ a cor 1 e aos vértices de X e Y as cores
(2, k).
Para ver que (2) vale, note que como b e ¢ dominam Y e estamos em uma k

coloracao, entao b e ¢ recebem a mesma cor ¢, que deve ser a mesma cor de a, pois a cor

de a é a unica das k cores usadas que nao aparece em X.

Agora mostramos que (3) vale. Seja P um caminho induzido de tamanho maximo
do grafo G; entao P nao pode possuir 3 vértices de X ou 3 vértices de Y, pois assim
P possuiria um triangulo. Além disso, se P contém b ou ¢ entao P s6 pode conter no
maximo um vértice de Y, do contrario P possuiria um triangulo. Se P possui o vértice
a entdao P possui apenas um vértice de X. Além disso, P nao pode ter dois vértices de
X, pois estes teriam que estar em partes distintas, um em U e outro em V e dessa forma
P teria apenas 4 vértices. Disso temos que P possui 5 vértices, e que todo caminho de
tamanho maximo de G, é da forma aubyc, onde u € U, ou avcyb onde v € V.

Finalmente para (4), note que em uma (v, £)-CGC dos vértices de Gy com k cores,

se x é o primeiro dentre os vértices (b, c) a ser colorido, entdo, z tem no méaximo (%w
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vizinhos ja coloridos antes de receber uma cor. Logo, x recebe cor no maximo (%w +1,

e por (2),a recebe a mesma cor que x. O

Dado k > 3, vamos definir agora o grafo Hy que é conexo, livre de Py e que satisfaz
Xe (Hy) > x (Hy) = 2k — 1. Esse grafo é uma generalizagdo do grafo H que usamos na

demonstracao anterior.

Tome um grafo completo K = Ky, e escolha k+2 de seus vértices {aq, -, ari2}-
Note que para podermos escolher k+ 2 vértices dentre 2k — 1, devemos ter 2k —1 > k+2;
por isso definimos Hj apenas para k > 3. Para cada i € {1,---,k + 2} construa uma
copia C; de Gop_1, sendo a = a; e X; = K\ {a;}. Denotamos, para cadai € {1,--- , k+2},
os vértices b e ¢ de C; por b; e ¢;, respectivamente, e o grafo completo Y de C; por Y.
Denotamos o grafo resultante como Hy,.

Lema 5.7. O grafo Hy satisfaz as sequintes propriedades:

a) Hy € conexo, x (Hy) = 2k —1 e nao existe uma (v,a) — CGC de Hy que use apenas
2k — 1 cores, para todov € V (Hg) ea € {1,--- ,2k — 1}

b) Hy é livre de Py;

c¢) Eziste v € V (Hy) tal que ndo existe um Py induzido comegando por v.

Demonstra¢ao. Vamos comegar provando o item (a). Como Hy contém subgrafos que sao
isomorfos a Goi,_1, segue que x (Hg) > x (Gogr—1) = 2k — 1. Sejam entao Cy,- - ,Cyyo as
copias de Gop_1 de Hjy. Podemos construir uma coloracao de Hj, comecando pela clique
K com as cores 1, --- ,2k—1, de forma que a; receba a cor i. Para cadai € {1,---  k+2},
damos para b; e ¢; a cor de i, e para a clique Y; as cores {1,---,2k — 1}\{i}. Disso segue
a igualdade x (Hy) = 2k — 1.

Agora, suponha por absurdo que existe uma (v, «)-CGC ¢ de Hy que use apenas as
cores {1,---,2k—1}. Pelo principio das casas dos pombos, existem i e j em {1,--- , k+2}
tais que ¢ (a;) e ¢ (a;) sdo maiores que k. Com isso temos que v ¢ Y; U {a;,b;} ou
v ¢ Y;U{a;,b;}. Supondo sem perda de generalidade que v ¢ Y; U {a;,b;}, temos entao
que 9 restrita a C; é uma (v, a)-CGC que nao comega em Y;U{a;, b;} dai, pela Propriedade
(4) de Gax_1, temos que 9 (a;) < k, Contradigao.

Agora vamos provar os itens (b) e (¢). Seja P um caminho induzido de tamanho
maximo em Hy. Observe que P nao pode possuir 3 vértices de nenhuma das cliques de
Hy e, se possuir dois vértices de alguma clique, esses devem ser vértices consecutivos de
P. Observe ainda que P nao pode conter vértices de Y; para mais que 2 valores de 1.
Isso ocorre pois se, para 3 valores de 7, tem-se que P contem vértice de Y;, entao em
algum deles o caminho P teria que conter os vértices b; e ¢;, e dois vértices de X;, o que
implicaria que P conteria um ciclo, absurdo. Da mesma forma, se P contem vértices de

Y; para dois valores distintos de 7, entao P nao tem nenhum de seus vértices de grau 1



o4

pertencentes a V (K).

Para cada i, P possui no maximo 3 vértices de Y;U{b;, ¢;}. Do que foi dito anterior-
mente, temos que P possui no maximo 3+ 2+3 = 8 vértices de Hy, sendo 3 de Y;U{b;, ¢;},
para algum 7,3 de Y; U{b;, ¢;}, para algum j, e 2 de K, isso prova o item (b). Finalmente
para o item (c) observe que um caminho induzido de Hj que comece ou termine em K

estd totalmente contido em algum Cj, logo contém no maximo 5 vértices. O

Na Figura [14] temos um esbogo de um caminho induzido de tamanho 8 do grafo Hy,
mostrando assim que Hj possui caminhos induzidos de tamanho 8 , mas nao de tamanho
9.

Figura 14: Desenho de um caminho induzido de tamanho 8
contido no grafo Hy,.

Y, , K Y,
i Cj
J”'---- .‘."'h
\“‘. _-_"-‘
C.i b_;

Fonte: elaborado pelo autor

Na demonstracao do Teorema [5.5, tomamos H = Hj.
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6 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

A coloracao conexa gulosa, que é assunto central desse trabalho, possui algumas
caracteristicas peculiares, como por exemplo o fato de nao ser monotonica, ou seja, existem
grafos G tais que x.(G) < x.(G —v), para algum vértice v € V(G). Por ser uma variagao
da coloracao gulosa, é esperado que elas possuam algumas caracteristicas em comum.
Uma propriedade bem interessante da coloracao gulosa é a sua continuidade, ou seja,
dado um natural k£ no intervalo [y(G),['(G)], existe uma coloragdo gulosa de G' que usa
exatamente k cores [7].Uma pergunta interessante que fica em aberto é se a coloragao
conexa gulosa possui uma propriedade como essa, enunciamos mais precisamente como o
nosso primeiro problema deixado em aberto.

Problema 6.1. Dado um grafo conezo G e um inteiro k € [x.(G), I'.(G)], existe uma

coloracao conexa gulosa de G que use exatamente k cores?

Nos capitulos anteriores encontramos apenas classes de grafos I' onde x(G) =
X¢(G) para todo grafo G € I', ou CGC' é um problema NP-completo se restrito a I'. Faz
sentido entao perguntar se existem classes de grafos onde nao ocorre a igualdade para
todos os grafos, mas onde seja polinomial e nao imediato decidir se a igualdade ocorre
para um dado grafo na classe. Apresentamos agora uma classe de grafos I' com esta

propriedade.

Dado um inteiro k£ > 3, seja [' a classe de grafos obtida identificando-se o vértice
a de uma copia de Go;_1 a cada vértice de cada grafo cordal conexo. Entao se H € I" e

H ¢ obtido a partir de um grafo cordal GG, temos 3 possibilidades excludentes:

1. Se x(GQ) < k, temos que x.(H) = x(H) = 2k — 1. Isso ocorre pois podemos colorir
conexa e gulosamente os vértices de G com x(G) cores, e depois colorir conexa
e gulosamente cada uma das cépias de Gar_1 comecando por seus vértices a ja

coloridos. Assim obtemos uma coloragao conexa gulosa de H com 2k — 1 cores.

2. Sek+1 < x(G) <2k —1, entao temos que x(H) < x.(H). De k+1 < x(G), temos
que em toda coloracao propria de H, o vértice a de alguma cépia de Gg_1 recebera
cor maior que k. Assim, se temos uma coloracao conexa gulosa v de H, 1 restrita
a essa copia de Goi_1 usara mais que 2k — 1 cores, entao temos que v atribui mais
que 2k — 1 cores aos vértices de H. Como x(G) < 2k —1, temos que x(H) = 2k —1,
logo X(H) < Xc(H).

3. Se x(G) > 2k, temos que x(H) = x.(H) = x(G). Como no item 1 , comegamos
colorindo conexa e gulosamente os vértices do grafo G usando x(G) cores. Agora,
como x(G) > 2k, Temos que x(H) = x(G), pois x (Gax—1) = 2k — 1. Dai, como
estamos usando mais que 2k — 1 cores, podemos prosseguir colorindo conexa e gulo-

samente as copias de Go,_1 (mesmo as que tém seus vértices a recebendo cor maior
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que k). Obtemos assim uma coloragao conexa gulosa de H com x(H) cores.

Disso temos que decidir se x(H) = x.(H) para H € T" é polinomial, apesar de nao ser
valido para todo H € T'.

Observe porém que o problema de coloragao é também polinomial na classe esco-
lhida. Desta forma, uma pergunta natural é se existem classes de grafos onde o problema
de coloragao é NP-completo, enquanto que CGC é polinomial. A resposta é sim, devido
a classe F (Ps). Porém, ocorre igualdade dos parametros x e x. para todo grafo dessa

classe. Dai pode-se ainda perguntar se existe uma classe de grafos I tal que:
i Existem infinitos H € T tais que x(H) < x.(H) e infinitos H tais que x(H) = x.(H);
ii B NP-completo decidir se y(H) < k;
iii E polinomial decidir se x(H) = x.(H)

Provaremos que a resposta é sim, dando a construcao de uma classe de grafos com

essa propriedade.

Temos que para grafos livres de Py, 3-coloragao é polinomial e k-coloragao, com
k > 5 é NP-completo [13]. Seja I'* a classe de grafos que obtemos pondo um vértice
universal em cada grafo G' que seja livre de Fs. Desta forma temos que para a classe ',
4-coloracao é polinomial e k-coloracao, com k > 6 é NP-completo. Além disso, se G € I'*,
entdao x(G) = x.(G).

Seja H' o grafo obtido quando tomamos um K3 e identificamos a cada um de seus
vértices o vértice a de uma cépia de G4. Dessa forma temos que x (H') =4 e x.(H') = 5,
ja que em toda coloracao prépria, o vértice a de uma das cépias de G4 recebe cor maior
ou igual a 3 , logo essa coloracao ou usa mais que 4 cores, ou nao é conexa gulosa. Note
que dado um inteiro positivo « e v € V (H'), existe uma (v,a) — CGC de H' que use as
cores {1,---,5} U {a}.

Agora vamos construir a classe I' : para cada G € I'*, identifique um vértice de
uma copia de H' a um dos vértices de G, obtendo assim um grafo H. Definimos I" como a
classe dos grafos obtidos dessa forma. Note que decidir se x(H) < k ainda é um problema
NP-completo para & > 6 e H € I', jA que a validade dessa desigualdade depende da
validade da desigualdade x(G) < k, onde G € I'™* é o grafo que deu origem a H.
Proposicao 6.2. O problema CGC restrito a I' é polinomial.

Demonstragao. Ja temos que x(G) = x.(G) para G € ", x (H') = 4 e x.(H') = 5.
Entao decidir se x(H) = x.(H), para H € I', é o mesmo que decidir se x(G) < 4, onde

H foi obtido de G identificando-se um de seus vértices a um vértice de H'. Isso ocorre
pois se x(G) < 4, entao x(H) =4, e x.(H) = x.(H') = 5, ou seja, x(H) < x.(H). E
se X(G) > 5, entao x(H) = x(G), e x.(H) = x(H), pois podemos obter uma coloragao
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conexa gulosa de H primeiro tomando uma coloracao conexa gulosa 1 de (G, e prosseguir
fazendo uma (v, (v))-CGC de H' com as cores {1,---,4} U {¢(v)} da cépia de H' que
teve seu vértice v identificado a um vértice de G. Com isso temos que CGC restrito a I'

¢ polinomial nao constante. O

Temos entao a classe de grafos I' onde o problema de k-coloracao é NPcompleto,
e as duas subclasses {G' € I'; x (G') = x. (G")} e {G' € I'; x (G') < x¢(G")} s@o infinitas.
Essa resposta afirmativa apesar de interessante, nao nos da um resultado que possa ser
usado para estudar o problema C'GC' para outras classes de grafos. Um questionamento
que podemos fazer agora é se a adicao de alguma hipotese pode tornar a resposta negativa.
Uma hipétese interessante para ser adicionada ¢ a hipotese de hereditariedade, ou seja, se
G € T e G’ é um subgrafo induzido conexo e GG, entao G’ € I'. Entao encerramos o capitulo
com uma pergunta a qual ainda nao sabemos a resposta: Se o problema de k-coloragao
restrito a uma classe hereditaria I' é um problema NP-completo, entao o problema CGC

restrito a I' pode ser polinomial nao constante?

Como dito na introducao, o nosso objetivo principal nesse trabalho é encontrar um
resultado que dé uma dicotomia para a complexidade do problema CGC restrito as classes
F(H). Esse objetivo é atingido apenas parcialmente com o Teorema , restam alguns
casos onde nao se sabe a complexidade de CGC. Para fechar a dicotomia seria necessario
encontrar os menores grafos H para os quais nao se sabe a complexidade de CGC restrito
a classe F(H) e descobrir essa complexidade para cada um deles. O Teorema cobre

apenas os seguintes casos:
1. H nao é uma floresta linear;

2. H é subgrafo induzido de Ps;

w

. H é subgrafo induzido de P, + Ki;

S

. Py é subgrafo induzido de H.

O conjunto G dos menores grafos H que ndo cumprem as propriedades (1) a (4) e
nao sabemos a complexidade do problema CGC restrito a classe F(H) é exatamente G =
{S4,2K5 + Ky, Py + Sy, Ps + Ky, Ps + Ky, Ps}. Podemos ver isso analisando a quantidade

de componentes conexas de H.

Supondo H com 4 componentes conexas, temos que a menor possibilidade para H
¢ H = S;. Realmente nao sabemos a complexidade do problema CGC restrito a classe

F (Sk), entao vamos incluir Sy na classe G.

Vamos entao encontrar os elementos de G que possuem 3 componentes conexas.
Afirmamos que esses sao exatamente 2Ky + K; e Py + S5, Isso ocorre pois, tendo 3
componentes, esse grafo possui como subgrafo induzido um Ss, digamos {z,y,z}. Mas

S3 ¢ G, pois S3 cumpre a Propriedade 1. Dai, se apenas uma dessas componentes nao
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for apenas um vértice, temos que essa componente tem de ter ao menos 3 vértices, pois
K5 + S5 cumpre a Propriedade 2. Por outro lado, P; + S3, nao cumpre nenhuma das 3
propriedades. Agora se temos duas das componentes com mais de 1 vértice, temos que
2K5 + K; é um sub grafo induzido. Além disso, 2K5 + K; nao cumpre nenhuma das 3

propriedades.

Agora supondo um membro de G com apenas duas componentes conexas, afir-
mamos que esse grafo s6 pode ser P3 + Ky ou Ps 4+ K. Isso ocorre pois se uma das
componentes do grafo consiste de apenas um vértice, entao a outra deve ter ao menos 5
, para que ele nao cumpra a Propriedade 2 . Além disso, P5 + K7 nao cumpre nenhuma
das 3 propriedades. Agora se a menor das duas componentes possui ao menos 2 vértices,
a outra deve possuir ao menos 3, para que o grafo nao cumpra a Propriedade 1 . Além

disso, P; + K5 nao cumpre nenhuma das 3 propriedades.

O menor caminho conexo que nao cumpre nenhuma das 3 propriedades é o Fg,

log,, esse é o unico grafo conexo de G.

Isso nos leva a nosso segundo problema que pode vir a ser resolvido em publicacoes
futuras:
Problema 6.3. Qual a complexidade do problema CGC restrito a classe F(H), para cada
H € {S4,2Ks + K1, Ps + Sa, Ps + Ky, Ps + Ky, Fs} .

Ao longo do Capitulo [3| provamos que CGC restrito a classe dos grafos conexos
livres de C; é NP-completo mesmo restrito aos grafos que possuem ntimero cromético k,
para k > 4 fixo. Entao fica em aberto o caso em que k = 3 :
Problema 6.4. Qual a complexidade do problema CGC' restrito a classe dos grafos co-

nezos livres de Cy e que possuem niumero cromdtico igual a 37

Se tomamos k = 2 o problema se torna polinomial. Uma generalizacao possivel do
resultado provado no Capitulo [3]| seria calcular a complexidade de CGC restrito a grafos
de cintura maior que g e com numero cromatico k. O que nos leva a pergunta:
Problema 6.5. Dados inteiros positivos g > 3 e k > 3, qual a complexidade do problema
CGC restrito a classe dos grafos conexos com cintura no minimo g e que possuem nimero

cromdtico igual a 3¢
O caso em que g =4 e k > 3 é justamente o resultado Capitulo [3] .

Na demonstracao do Lema que foi feita no Capitulo |3, é fortemente usado que
o gadget Gy y1(u,v) é livre de C;. Nota-se que a mesma técnica poderia ser usada para
provar um caso mais geral caso fosse utilizado um gadget com propriedades melhores. Caso
exista um gadget com as mesmas propriedades de Gy 1(u, v), porém com a propriedade
adicional de ter cintura maior que g, poderiamos mostrar de forma analoga que o Problema
CGC restrito a classe dos grafos conexos de cintura maior que g e de nimero cromatico

k é um problema NP-completo, para todo k > 4 e todo g > 3 fixos. Fica entao em aberto
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se um tal gadget existe ou nao:
Problema 6.6. Dizer se existe um gadget com as mesmas propriedades de Gy j1(u,v),

porém com a propriedade adicional de ter cintura maior que g para g > 3 dado.

Ao longo do Capitulo [] estudamos a complexidade de CGCA. Mostramos que esse
problema é NP-completo mesmo restrito a classe dos grafos conexos livres de triangulos.
E fato conhecido que o conjunto dos grafos de classe 2 é pequeno em relagao ao conjunto
dos grafos de classe 1 [5]. A nossa experiéncia em tentar encontrar grafos G que nao
cumpram igualdade de parametros x(G) = x.(G) ou X'(G) = x.(G) nos diz que tais
grafos sao raros. Entao uma pergunta que surge naturalmente é:

Problema 6.7. Ezistem grafos G de classe 2 que nao cumprem igualdade de parametros
X(G) = x(G) ?

A dificuldade de se encontrar grafos grafos G que nao cumpram alguma das igual-
dades x(G) = x.(G) ou ' (G) = x.(G) nos lema a desconfiar que assim como o resultado
de [5], grafos que ndo cumprem essas igualdades sao realmente muito “raros”. Isso nos
leva a seguinte pergunta:

Problema 6.8. Quase todo grafo G cumpre a igualdade x(G) = x.(G) ¢ E quanto a
igualdade X'(G) = xL(G) ?

Fica em aberto ainda no Capitulo [4] a complexidade de CGC A restrito a classe
dos grafos conexos livre de triangulos e com indice cromatico igual a k, (para k fixo
pertencente ao conjunto {3,4,5,6}. Esse é um problema interessante para se resolver em
publicagoes futuras.

Problema 6.9. Determinar a complezidade de CGC A restrito a classe dos grafos conexos
livre de triangulos e com indice cromdtico igual a k, para k fixo pertencente ao conjunto
{3,4,5,6}.

No Capitulo 5| ¢ investigada a complexidade de CGC restrito a classe F (FPy), com k
fixo. Nesse capitulo muitos problemas sao deixados em aberto, alguns deles especialmente
interessantes. E provado que para k = 5 ocorre igualdade de parametros, entao o problema
é polinomial. J& para k =9, o problema é NP-completo. Para k € {6,7,8}, nao se sabe
a complexidade de CGC, entao esse é um problema que nos surge de imediato.
Problema 6.10. Determinar a complezidade de CGC restrito a classe F (Py), com k €
{6,7,8}.

Fica em aberto ainda a possibilidade de para algum desses valores de k,0 pro-
blema CGC restrito a F (Fy) ser NPI. Esse problema pode ser traduzido na seguinte
pergunta:

Problema 6.11. Eziste algum valor inteiro de T para o qual CGC restrito a classe F (Py)
seja polinomial se k <T e NP-completo de k > T ?

Gragas aos resultados provados no Capitulo 5 , tal T, se existir, pertence ao con-
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junto {5,6,7,8}.

Ainda no Capitulo 5 é mostrado que se um grafo GG possui como subgrafo dominante
conexo minimal um Py, entdao x(G) = x.(G). Gragas a caracterizagao dada pelo Teorema
b.1] calcular a complexidade de CGC restrito a classe F (P) se resume a calcular a
complexidade de CGC restrito a classe dos grafos que possuem como subgrafo dominante
conexo minimal um cografo.

Problema 6.12. Calcular a complexidade de CGC restrito a classe dos grafos que pos-

suem como subgrafo dominante conexo minimal um cografo.

Na demonstracao de que CGC restrito a F (Py) é um problema NP-completo,

usamos o gadget Hy, para k > 3, que possui as seguintes propriedades:

a) Hj é conexo, x (Hy) = 2k — 1 e ndo existe uma (v, a)-CGC de Hy que use apenas
2k — 1 cores, para todov € V (Hy) e v € {1,--+ , 2k — 1};

b) Hj é livre de Py;
c) Existe v € V (Hy) tal que nado existe um Py induzido comegando por wv.

Podemos notar que a mesma técnica usada para fazer a demonstragao funcionaria
para provar algo mais forte se o gadget tivesse propriedades um pouco melhores. A
existéncia de um grafo H} que possui as propriedades a, b e ¢, porem substituindo Py
por P na propriedade (b) e Py por Pr na (c) seria o suficiente para provarmos que CGC
restrito a F (Ps) é np-completo. Entao mais um problema interessante que fica em aberto
no Capitulo 5 é a existéncia de um tal gadget.
Problema 6.13. Eziste um gadget H}, que possua as mesmas propriedades a, b e c de

Hy, porém substituindo-se Py por Py na propriedade (b) e Py por P; na (¢)?

Pretendemos em trabalhos futuros resolver de forma total ou parcial alguns desses
problemas deixados em aberto, visando obter uma dicotomia completa para a complexi-
dade do problema CGC restrito a classe F(H).
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