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RESUMO

O estudo das transi¢des de fase e a busca por novas fases da matéria continua, até os dias atuais,
sendo de grande interesse para a fisica da matérica condesanda. Dentre essas fases, temos
o condensado de Bose-Einstein, obtido quando bdsons sob determinadas circunstancias sao
resfriados a temperaturas extremamente baixas. Neste trabalho, nos focamos em estudar um
sistema que vem sendo investigado em diversas plataformas, que sdo condensados de éxcitons.
Nesses sistemas, estudamos o comportamento no estado fundamental do BEC de éxcitons quando
o sistema apresenta um minimo de roton (excitacdes elementares). Com isso, a partir de uma
abordagem de campo médio, e por meio de solu¢des numéricas, estudamos quais condi¢cdes
sd0 necessarias para que o sistema apresente uma transicdo para a fase supersolida, isto €&,
possuindo tanto uma ordem cristalina de longo alcance quanto a propriedade de fluir sem friccao.
Introduzindo o potencial apresentando um minimo de roton na equacado de Gross-Pitaevskii e
deixando que a func¢io de onda propague no tempo imaginario, obtemos o perfil do sistema no

estado fundamental.

Palavras-chave: condensado de Bose-Einstein; éxcitons; supersélidos.



ABSTRACT

The study of phase transitions and the search for new phases of matter continues, until the present
day, has been a topic of great interest for the physics of condensed matter. Among these phases,
we have the Bose-Einstein condensate, obtained when bosons under certain circumstances are
cooled to extremely low temperatures. In this work, we focus on studying a system that has been
investigated in several platforms, which are exciton condensates. In these systems, we study the
behavior in the ground state of the BEC of excitons when the system presents a minimum of roton
(elementary excitations). Thus, from a mean field approach, and through numerical solutions,
we study the necessary conditions for the system to present a transition to the supersolid phase,
that is, having both a long-range crystalline order and the property of flowing without friction.
Introducing the potential presenting a roton minimum in the Gross-Pitaevskii equation and letting
the wave function propagate in imaginary time, we obtain the profile of the system in the ground

state.

Keywords: Bose-Einstein condensate; excitons; supersolid.
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1 INTRODUCAO
1.1 Condensado de Bose-Einstein

No ano de 1995, ganha forca uma das mais promissoras dreas de pesquisa na Fisica
da atualidade, a drea dos sistemas ultrafrios. Nesse ano, foram feitas as primeiras observacoes
experimentais de um novo estado da matéria. O condensado de Bose-Einstein (BEC, do inglés,
Bose-Einstein condensate) [1, 2, 3], previsto teoricamente 70 anos antes pelos fisicos Satyendra
Nath Bose e Albert Einstein.

Em 1924, o fisico indiano Bose apresentou uma deducdo alternativa a estatistica de
um gds de fotons [4] e a férmula do espectro de radiagdo do corpo negro, deduzida previamente
pelo fisico alemao Max Planck. Tendo seu trabalho sido recusado para publicacao pela Philo-
sophical Magazine, Bose buscou a ajuda do fisico alemao Albert Einstein para que solicitasse
a publicagdo no periddico Zeitschrift fiir Physik. Einstein, portanto, julgando a importincia
do trabalho, considera o pedido e efetua algumas consideracOes finais. O modelo estatistico
foi estendido por Einstein de forma a incluir sistemas com o nimero de particulas com massa
conservado [5], associando ondas a matéria, ideia recente de de Broglie, sendo os bdsons as
particulas que obedecem a essa estatisitica. O nimero de ocupacdo média dessas particulas em

um determinado estado ¢ € escrito como (ver apéndice A),

1

(ni) = E—mT _ 1’ (L.1)
em que kg € a constante de Boltzmann, 7" a temperatura, ¢; a energia de uma particula no estado
1 € 1 o potencial quimico. Einstein previu que abaixo de uma certa temperatura, o nimero
de ocupacdo de particulas no estado fundametal do gds aumentaria rapidamente conforme a
temperatura tendesse a zero, de modo que em 7" = 0, todas as particulas contituintes do gés se
condensariam nesse estado. Na perspectiva da mecancia quantica, esse estado condensado €
visto como uma onda de matéria coerente proveniente da superposi¢do das ondas de de Broglie,
semelhante ao que ocorre em um laser [6].

Os experimentos iniciais para a obtencao dos primeiros condensados foram realizados
pelo grupo do Joint Institute for Laboratory Astrophysics (JILA) de onde estavam a frente os
fisicos norte-americanos Eric Allin Cornell e Carl Wieman. O sistema investigado tinha cerca de
2.5 x 102 dtomos/cm? de rubidio ®Rb, aprisionados em uma armadilha magnética e resfriados,

por técnicas a laser e evaporativamente, até a ordem de 170 nano Kelvins [1], onde o sistema
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passou a ter um cardter macroscopico, podendo ser considerado como um "dtomo gigante".
Alguns meses depois, o grupo do Massachusetts Institute of Tecnology (MIT), liderado pelo
fisico alemdo Wolfgang Ketterle, obteve a condensacio de dtomos de sédio >*Na, a qual tinha
uma densidade da ordem de 10'* 4tomos/cm? na temperatura de 2K [3]. A assinatura da
condensacdo foi obtida por meio de uma imagem de absor¢do gerada apds a liberagdo dos dtomos

da armadilha. Essa imagem representa o perfil de densidade da nuvem de dtomos. Na Fig. 1,

Figura 1 — Imagens em cores falsas que exibem a distribui¢do de velocidades em
uma nuvem de dtomos de 8"Rb. A primeira imagem representa a nuvem pouco antes
da condensacdo. A segunda imagem, o exato momento da condensagao, e a ultima,
o0 momento apds a evaporagdo, onde obtém-se um condensado quase puro.
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Fonte: Retirada de [7] -

vemos na distribui¢ao mostrada a esquerda da imagem que acima de uma certa temperatura,
a nuvem se torna esférica depois de um tempo suficientemente longo. Isso se deve ao fato
da distribuicdo do momento isotrépico de um gas ser governada pela distribuicdo classica de
Boltzmann. Abaixo dessa temperatura critica, € observada uma mudanca nas imagens, onde é
visto um pico emergir. Na distribui¢do intermedidria da imagem mostrada na Fig. 1, é possivel
perceber que esse pico € mais estreito que a nuvem térmica, pois ele caracteriza a contribuicio dos
atomos condensados no estado fundamental do potencial confinador. Uma fracdo macroscépica
dos dtomos se condensa, onde esses dtomos condensados passam a ser descritos pela funcdo de
onda de particula tinica. Na auséncia de interagdes, essa fungcdo de onda é o estado fundamental
da armadilha.

E possivel estimar a ordem de grandeza da temperatura critica para se obter um BEC
a partir de argumentos dimensionais. Para um gas uniforme de particulas livres, as quantidades
relevantes sd@o a massa M da particula, o nimero de particulas por unidade de volume n, e a

constante de Planck /. A quantidade com dimensdo de energia que pode ser formada a partir de
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h, M e n é h*>n*3 /M. Com isso, dividindo essa energia pela constante de Boltzmann k, obtemos
a estimativa para a temperatura dada por

B2n2/3

Mkg "’

T.=C (1.2)

onde C' é um fator numérico que depende do tipo de armadilha utilizada para o confinamento.
Quando avaliamos a Eq. (1.2) em termos da massa e densidade apropriada ao Hélio “He a pressdo
de vapor saturado, obtemos uma temperatura de transi¢cao de aproximadamente 3.13K, que é
préxima a temperatura abaixo da qual os fendmenos da superfluidez sdo observados, o chamado
ponto A (73 = 2.17K). Com essa propriedade superfluida, observamos um escoamento em que
ndo ha perda de energia por viscosidade. Ainda hoje, esse fendOmeno mexe com a curiosidade
dos cientistas, muito embora tenhamos evidéncias da relacdo desse fendmeno com BEC [8].

Alguns obstdculos costumam ser encontrados ao se tentar verificar teoria com a
pratica experimental. Um desses obstaculos, no que diz respeito ao fendmeno de condensagao,
aparece quando as interacdes entre os dtomos exercem um papel ndo desprezivel [9], fazendo
com que a distribuicdo de Bose-Einstein nado retrate com exata precisao o que € observado
experimentalmente. Para contornar esse problema, conforme temos uma grande parte das parti-
culas encontrando-se no estado fundamental, desprezamos os efeitos da parcela nao condensada
de particulas, mantendo uma teoria exata da fracdo condensada. A teoria utilizada para isso
sintetiza a chamada equacao de Gross-Pitaevskii (eGP), obtida em 1961, por E. P. Gross [10] e L.
Pitaevskii [11]. Essa € uma das principais equagdes no estudo de BEC.

A eGP foi obtida via aproximacdo de campo médio, e possui uma certa semelhanga
com a equacdo de Schrodinger, diferenciando-se por um termo nao-linear, que aparece devido a
interacdo entre os dtomos. Ela € utilizada para o estudo das propriedades estdticas e dindmicas
da fun¢do de onda que descreve um BEC. Alguns procedimentos numéricos [12, 13, 14, 15, 16]
e métodos analiticos por meio de um ansatz gaussiano [17] costumam ser utilizados para a

resolugdo da eGP.
1.1.1 A equacdo de Gross-Pitaevskii

Podemos derivar a eGP a partir de um principio de acdo minima, utilizando uma

lagrangeana adequada para sistemas dependentes do tempo. Dessa forma, partimos escrevendo

SAT, T*) =0, (1.3)
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em que a agdo A [V, U*| tem a forma

)
AV, U] = /d?’r/ dt U*(r,t) {ih% — H(r,t)] U(r,t). (1.4)
t1

O Hamiltoniano H (r,t) é decomposto da forma
H(r,t) = Ho(r,t) + Hi(r, 1), (1.5)

onde no primeiro termo a direita da igualdade estd inclusa a energia de uma particula, correspon-

dente as energias cinética e de aprisionamento devido a um potencial externo Viy:

h*V?
Hy(r,t) = VAR Vex(r), (1.6)

em que M € a massa das particulas do sistema estudado. J4 a interacdo entre duas particulas é
dada pelo Hamiltoniano

1
Hiy(r,t) = 5 /dgr’ U (' ) Vi (r — )W (r', 1), (1.7)

com uma interagao geral Vi, entre dois bésons com coordenada relativa r.

Sendo o Lagrangeano (£) o integrando da a¢do (1.4), a funcdo ¥ — 0 quando
lr| — oo ao integrarmos L, e satisfazendo a condi¢do 0V (r',¢;) = dV(r/,¢2) para qualquer
ponto r no espacgo, obtemos a equacao de Euler-Lagrange, considerando que a massa M do

sistema € constante,

oL or 0 oL
55~V (av\p*) 595 =" (1.8)

em que o Lagrangeano tem a seguinte forma, considerando os Hamiltonianos expressos pelas

Egs. (1.5)-(1.7)

L= bV o — VUV — UV (1)U — U Hig (1, D). (1.9)

Assim, das equagoes (1.8)-(1.9) obtemos a eGP dependente do tempo

0 Y
zha\lf(r,t) all ey

+ Vi (1) +/d3r’ U (0 ) Vi(r — YU (', 1) | U(r,t). (1.10)

Esta equacdo se tornou a principal ferramenta para o estudo da teoria de BEC por descrever com
grande efici€ncia fenomenos observados nesses sistemas. Foi derivada independentemente por E.
P. Gross [10] e L.P. Pitaevskii [11] em 1961 e utilizada pela primeira vez para estudar a presenga

de vortices em BEC fracamente interagentes.
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1.2 Materiais bidimensionais

Em uma anélise cronolégica, podemos ver como, no passar das décadas, dispositivos
tecnoldgicos tém atingido niveis cada vez mais sofisticados. Ha pouco mais de sete décadas, o
mundo observava o funcionamento do primeiro computador digital de grande escala, o ENIAC
[18]. Apds isso, cientistas intensificaram seus esfor¢os para corresponder a necessidade de
se obter dispositivos eletronicos menores e mais eficientes. Nessa perspectiva, os materiais
semicondutores passaram a ter grande interesse por parte dos cientistas, resultando num salto
para o segmento da eletronica.

A sintese de novos materias que apresentem propriedades otimizadas consiste numa
area em constante estudo na ciéncia dos materiais. Atualmente, materiais como o grafeno e
dicalcogeneto de metais de transi¢do (TMD, do inglés, Transition Metal Dichalcogenides) repre-
sentam promissoras alternativas para a industria [19, 20], podendo vir a substituir eventualmente
materiais como o silicio, que hoje ¢ um material utilizado na fabricacdo de transistores, porém,
suas propriedades elétricas ja estdo no limite do que elas podem oferecer, tendo em vista a
demanda da industria por materiais cada vez mais robustos em dimensdes de poucos 4tomos.

O grafeno se categoriza como um material bidimensional (2D), ou seja, possui
uma unica camada de dtomos. Porém, essa concepcdo de material 2D foi por muito tempo
considerado inconsistente, isso porque Peierls [21] e independentemente Landau [22] mostraram
que cristais perfeitamente 2D eram termicamente instdveis. Nesses cristais, as flutuagdes
térmicas causariam deslocacdes atdmicas na ordem da constante da rede, promovendo um
arranjo tridimensional a estrutura. No ano de 2004, no entanto, o grafeno [23] foi sintetizado
por meio de esfoliacdo mecanica de camadas de grafite (ver Fig. 2), rendendo um Nobel para os
fisicos Andre Geim e Konstantin Novoselov em 2010. Caracteristicas como resisténcia mecanica
[25], alta condutividade elétrica e mobilidade térmica do grafeno [26, 27] o tornaram centro das
atencdes dos cientistas e da industria devido ao seu grande potencial tecnolégico no ramo da
optoeletronica.

Além do grafeno, existem muitos outros materiais 2D, que podem ser obtidos
pelas mesmas técnicas utilizadas para isolar o grafeno, apresentando uma grande variedade de
propriedades fisicas e representando potenciais aplica¢ds [28, 29], como os, j4 mencionados,
TMD’s, podendo citar o dissulfeto de molibdénio (MoS-) [30], nitreto de boro hexagonal (hBN)
[31], fosforeno [32], entre outros.

Os TMD’s representam uma subclasse de materiais produzidos a partir de um metal
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Figura 2 — Estrutura do grafite (a esquerda) e do grafeno (a direita). O grafeno é um
material 2D al6tropo (substancias diferentes formadas pelo mesmo elemento) do
carbono na forma de um favo de mel.

Grafite Grafeno

Fonte: Adaptado de [24].

de transi¢do, usualmente, do grupo IV (Ti, Zr, Hf), V(V, Nb, Ta) ou VI(Mo, W) e dois calcogénios
(S, Se, Te), podendo assim serem representados pela formula MX,. As monocamadas de TMD’s
sdo formadas pela sobreposicao de trés camadas intercaladas e fracamente acopladas X-M-X,

como mostra a Fig. 3, onde observamos a estrutura em diferentes perspectivas. Além de tudo,

Figura 3 —Estrutura cristalina de uma monocamada de TMD, mostrando uma camada
de um metal de transi¢do (em azul) entre duas camadas de 4tomos de calcogénios
(em amarelo).

>
IR WA [V
X X y

Fonte: Adaptado de [33].
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novas propriedades podem ser alcancadas a partir do empilhamento de varias camadas desses
materiais, dando origem as chamadas heteroestruturas da van der Waals [35].

As monocamadas de TMD’s sdo estdveis o suficiente em temperatura ambiente, e
nesses materiais, a interacao coulombiana é extremamente alta devido ao forte confinamento
quantico em conjunto com a fraca blindagem dielétrica. Como resultado dessa forte interacao,
esses sistemas sdo uma Otima plataforma para se investigar fendmenos relacionados a fotdnica e
optoeletronica, promovida pela elevada energia de ligacio entre os portadores de cargas (elétrons
e buracos), fornecendo oportunidades tinicas para manipular opticamente os estados de spin e
vale. Em sua estrutura eletronica, apresentam um gap (esse conceito ficard mais claro quando
falarmos de estruturas de banda) indireto quando estdo em bulk e no limite de uma camada, o

gap se torna direto [34].

1.3 Estrutura bandas de energia

Atualmente, os dispositivos eletronicos estdo profundamente inseridos no nosso
cotidiano: nos aparelhos telefonicos, notebooks, TV’s, pen-drive e etc. A maioria dos materias
que sdo utilizados para a fabricac@o desses dispositivos t€ém a estrutura de sélidos cristalinos. Um
cristal perfeito € caracterizado por um arranjo regular e periédico de dtomos ou ions, produzido
por sucessivas translagdes de uma célula unitdria, definida por trés vetores unitarios a, bec Os
atomos se ordenam dessa forma por ser essa configuracao que minimiza a energia eletrostdtica
total do conjunto. A Fig. 4a) apresenta a estrutura de um cristal de cloreto de césio, onde
observamos como o par de fons de Cs™ e ClI~, relativo a cada ponto da rede cristalina formam a
base do cristal. A rede cristalina € uma concepcao matemaética composta de pontos da celula
unitéria transladada.

Vamos brevemente investigar como elétrons se comportam ao transitarem por es-
truturas cristalinas. Por isso, recapitulemos alguns conceitos. Para dtomos isolados, existem
niveis energéticos discretos que podem ser ocupados pelos elétrons, organizados em camadas
(1,2,3,---) e subcamadas (s, p, d, f). Para um atomo com varios elétrons, o estado fundamental
€ obtido distribuindo os pares de elétrons de spins opostos, conforme exige o principio de
exclusdo de Pauli. Dessa forma, a configuracdo eletronica de um dtomo isolado representa o
arranjo dos elétrons no interior dos estados permitidos.

Podemos estudar esses conceitos voltando nossos interesses para materiais solidos,

que por usa vez, consiste em um grande nimero de dtomos agrupados, formando um arranjo
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Figura 4 — A base € constituida de um fon Cs™ na posi¢éo 000 e um fon C1~ em %%%
a) Ilustracdo de um cristal de cloreto de césio, CsCl. b) Célula untéria do CsCl.
a) b)
Cl~

Fonte:aProduzida pelo autor.
atomico ordenado observado em um sélido cristalino. Quando as distancias de separagdo sao
relativamente grandes entre os atomos, podemos considerar que cada atomo independe dos
demais, tendo os niveis de energia e configuracao eletronica que teria caso estivesse isolado. No
entanto, conforme os 4tomos estdo proximos uns dos outros, os elétrons de um atomo passam
a sentir a acdo dos elétrons e nucleos dos demais dtomos, acrescentando uma dificuldade a
mais no calculo exato dos estados eletronicos nesses sistemas. Contudo, algumas aproximacoes
podem ser feitas para iniciar uma investigacao sobre os estados eletronicos em solidos cristalinos.
Assim, como mostra a Fig 5, podemos considerar que os nticleos atdmicos estdo fixos, de modo

que suas posi¢des sdo bem definidas na rede cristalina e que um tnico elétron transita na rede.

Figura 5 — Representacdo do cristal. Cada ponto em azul na rede representa um
nucleo atdmico, periodicamente espagado.

8

Fonte: Produzida pelo autor.

Suponhamos incialmente que os ions regularmente espagados formem um potencial

periddico unidimensional V' (z £+ a) = V(x), onde a corresponde o espacamento da rede. Para
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o caso onde esse potencial € infinitamente alto entre dois sitios vizinhos, é natural esperar
que o estado fundamental desse sistema € aquele para o qual a particula esteja completamente
localizada em um dos sitios da rede, por exemplo, no n-ésimo sitio cujo ket correspondente seja
denotado por |n). Sabemos que a energia para esse autoestado é Ey, ja que H |n) = Eg|n).
Entretanto, observe que teremos estados similares localizados em outros sitios, resultando no
mesmo valor de energia. Dessa forma, teremos n cOpias do estado fundamental, em que n varia
de —oo a oo, todos degenerados. Na investigacdo desse problema, podemos considerar um
operador de translagdo na rede, 7(1), de modo que quando [ coincide com o espagamento da rede,
teremos

™ (a)V(x)r(a) = V(z £a) = V(). (1.11)

Pode-se mostrar que 7(a) é unitdrio, porém ndo hermitiano, e sendo a parcela da energia
cinética do Hamiltoniano / invariante por translacdes para qualquer deslocamento, é vélido
[H,7(a)] = 0, podendo portanto H e 7 serem diagonalizados simultaneamente. No entanto,
temos que 7(1) |2') = |2’ + ), e certamente o ket |n) ndo é autoestado do operador de translagdo

da rede, ja que se aplicarmos esse operador 7(a) a |n), teremos
T(a)|n) = n+1), (1.12)

e assim, embora 7(a) comute com o Hamiltoniano, |n) ndo é um autoestado de 7(a) assim como
ele é de H. Entretando, da relagdo de comutacao entre H e 7, devemos ter estados que sejam

autoestados desses dois operadores. Podemos escrever esses estados como sendo

o0

0) = ) exp(ind) |n), (1.13)

n=-—00
onde # é um pardmetro real e que varia no intervalo (—, 7). E fdcil ver que |6) é um autoestado

de H, uma vez que |n) é autoestado do Hamiltoniano com autovalor de energia £. Para verificar

que |#) é um autoestado do operador de translagdo na rede, basta aplicar 7(a) a Eq. (1.13)

T(a)|0) = > exp(inf)7(a)|n) = > exp(inb)|n+1) (1.14)
= ) exp(inf —if)|n)
= exp(ib)|0) .

Observe que o autovalor de energia independe da varidvel § neste caso.
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No caso mais realistico, ocorre que o potencial entre sitios vizinhos ndo € infinita-
mente alto, o que leva a um efeito de tunelamento quantico, isto €, a funcdo de onda da particula
no autoestado n se estende para além do n-ésimo sitio. Nesse caso, ainda podemos construir um
ket |n) com a propriedade da Eq. (1.12), e embora os elementos da diagonal de H ainda sejam
iguais devido a invaridncia translacional, em que teremos (n| H |n) = Ej, independente de n,
ndo podemos mais assegurar que o Hamiltoniano seja completamente diagonal nessa base, em
decorréncia dos efeitos de tunelamento.

Vamos supor, portanto, que as barreiras entre sitios vizinhos sejam altas, porém nao
infinitas. Ocorre que podemos desprezar os esfeitos que sitios distantes tém sobre determinado
sitio da rede, de modo que os Unicos elementos de matriz de H de relevancia conectam vizinhos

/

imediatos, isto é, (n'| H |n) # 0 somente se n’ = n oun’ = n + 1. Essa aproximagio é

conhecida, do inglés, como tight-binding. Definimos
(n+ 1| H |n)y = —A. (1.15)

Observe que devido a invariancia de translacdo do Hamiltoniano, A ndo depende de n. Assim,

aplicando H a fungdo |#) apresentada na Eq. (1.13), considerando os primeiros vizinhos, obtemos

H|0) = H Y  exp(inf)|n) (1.16)
= Ey Z exp(inf) [n) — A Z exp(ind) In +1) — A Z exp(inf) |n — 1)
= Ey Y exp(inf)|n) — A Y exp(ind)[exp(—if) + exp(if)] [n)

= (Eo—2Acos?)|0),

e nesse caso, o autovalor de energia depende da varidvel 6. A Fig. 6a) mostra como os autovalores
de energia comecam a formar uma banda continua de energia a medida que A aumenta. Essa
distribui¢@o de autovalores ocorre entre £y — 2A e Ey + 2A. O significado de 6 pode ser obtido
ao projetarmos |¢) no espago da posi¢des, onde temos esse pardmetro dado por 6§ = ka, onde k é

o vetor de onda do elétron e a o pardmetro de rede. Assim, ficamos com
E(k) = Ey — 2A cos(ka), (1.17)

onde k varia de —7/a a w/a. Essa regido é conhecida como primeira zona de Brillouin. A Egq.

(1.17) define a curva de dispercao representado na Fig. 6b).
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Figura 6 —a) Niveis de energia formando uma banda a medida que A aumenta. b)
Curva de disper¢do E(k) em fungdo k na zona de Brillouin.

a) b)

E+2A

E-2A

—7/a +7/a k

Fonte: Produzida pelo autor.

Com as aproximagdes realizadas, isto €, considerando os nicleos atomicos fixos e
periodicamente espacados e que apenas um elétron transita na rede, bem como considerando
somente os efeitos dos primeiros vizinhos para cada sitio do arranjo periddico, pudemos investigar
as propriedades dos sélidos cristalinos, tal como o fato de que potencias periddicos formam
bandas de energia, caracteristica importante dos solidos cristalinos. Até aqui consideramos
apenas um elétron se movendo na rede, mas em situacdes mais realistas, muitos elétrons se
movem em um potencial como o estudado aqui. Esses elétrons, obedecendo o principio de
exclusdo de Pauli, comecam a preencher a banda, e dai passamos a enxergar com mais clareza o
que caracterizam os metais, semicondutores e isolantes.

Os solidos apresentam uma notavel faixa de condutividade elétrica o, estendendo-se
numa faixa de varia¢do de 27 ordens de grandeza [36]. De fato, uma das formas possiveis
para classificar os materiais sdlidos é quanto a facilidade com a qual eles conduzem corrente
elétrica, isto €, a facilidade que os portadores de carga t€ém de se movimentar no s6lido. Nesse
contexto, os soélidos sao classificados como materiais condutores, semicondutores e isolantes.
Os metais sdo exemplos de materiais bons condutores, possuindo uma condutividade tipica de
107(Qm)~!, ao contrdrio dos isolantes que possuem uma condutividade elétrica entre 10710 e
10*20(Qm)*1. Alguns materiais, no entanto, possuem uma condutividade intermedidria, entre
1075 e 10*(2m) 1, e estes sdo conhecidos como semicondutores.

Os materiais semicondutores sdao definidos como materiais em que para 7" = 0
K, suas bandas de energia estdo completamente preenchidas por elétrons até a ultima banda
de energia, chamada de banda de valéncia, enquanto a banda seguinte, chamada de banda de
condugdo, estd completamente vazia. Também sdo caracterizados por um gap (intervalo de

energia entre a banda de valéncia e a banda de conducao em que os elétrons sdo proibidos
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de preencher) de energia pequeno, em comparac¢do ao que se tem em um material isolante.
Como esse gap ¢ relativamente pequeno, € possivel facilmente excitar (por meio da absorcao
de foéton, por exemplo) um elétron da banda de valéncia para a banda de conducgao, desde que
seja fornecida pelo menos a energia minima para que o elétron sofra essa transi¢do para a banda
seguinte. Nesse processo, a passagem de elétrons para a banda de condugdo deixa na banda de
valéncia estados que se comportam como portadores de cargas positivos, também chamados
de buracos. Assim, quanto menor a energia do gap L, entre as bandas, menos energia sera
necessdrio para o elétron saltar para a banda de condugdo. A Fig. 7 ilustra o preenchimento das
bandas de valéncia e conducdo paraa) 7' = 0 e b) 7' > 0, bem como a energia do gap que as
separam. Para semicondutores, a uma temperatura ambiente, o valor de F, € da ordem de 1 eV,
o que faz com que tenham uma condutividade elétrica significativa.

Figura 7 —Bandas de valéncia e condu¢do em um semicondutor. a) Em 7' = 0K a

banda de valéncia estd completamente preenchida. b) Preenchimento das bandas

em um semicondutor quando 7' > 0 K. Aqui elétrons podem saltar para a banda de

conducdo devido a excitacio térmica.

a) b)

Fonte: Produzida pelo autor.

1.4 Massa efetiva

Para o entendimento das propriedades eletronicas em materias semicondutores, €
fundamental que tenhamos conhecimento sobre o conceito de massa efetiva, quantidade essa
ultilizada para modelar o comportamento dos portadores de carga como forma de simplificar a
estruturas de bandas. Nesse contexto, chamamos de massa efetiva a massa que uma particula
aparenta ter ao responder a determinada forca. Vamos inicialmente investigar o comportamento
dos elétrons e buracos quando submetidos a essas forcas.

Podemos descrever o movimento de um eletrén como um pacote de onda que se

propaga com a velocidade de grupo v, = dw/0k. Como a energia do elétron é dada por £ = hw,
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temos que
oF

= = vy (1.18)

Se uma forca F' atua sobre o elétron, a sua energia varia obedecendo dE = F'dx. Sendo ainda

dx = vydt, chegamos em

dk
F=h—. 1.19
7 (1.19)

Sendo p = hk o momento do elétron, fica claro que a Eq. (1.19) é exatamente a segunda lei de
Newton, em que observamos que a rede ndo influencia na variagdo do momento com o tempo,
mas a energia em fun¢do do momento. Podemos ainda obter uma expressao para a aceleracao,

sabendo que a = dv,/dt, temos

1*E 10*Edk

“T hokot ~ h ok dt (120
Substituindo essa expressao na Eq. (1.19), chegamos em
72
F= 82E—/8k2a' (1.21)

Lembrando que da segunda lei de Newton, F' = ma, observamos que um elétrons em um cristal
quando submetido a uma forga externa, comporta-se como um elétron livre, no entanto, com
uma massa efetiva dada por ,
. h
m* = 82E—/8k2 (1.22)
Perceba que utilizando a relagdo de dispersdo para o elétron livre £ = h*k?/2m na dltima
equagdo, obtemos m* = m, isto €, a massa efetiva € a propria massa do elétron.
Consideramos para obtecao da Eq. (1.22) que a energia s6 depende do mddulo de k.
No entanto, para o caso mais geral, o problema requer que levemos em conta a anisotropia do
sistema, o0 que em outras palavras, significa dizer que a energia depende de k., k,, k. [37, 38].
Dessa forma, a massa efetiva nao atua mais como uma quantidade escalar e sim tensorial, escrita
da forma
72
Mg 5 = m, (1.23)
sendo k,(g)y componentes de k.

A massa efetiva € usualmente associada as propriedades do material, uma vez que

podemos observar, pela Eq. (1.22), que a energia E esté relacionada com k e a sua dependéncia
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em estruturas cristalinas pode ser investigada observando a concavidade das bandas, o que sugere
que a massa efetiva na banda de conducao € diferente na banda de valéncia, e que se diferencia
de um material para outro.
A Fig. 8a) ilustra a configuracdo para um semicontudor em 7' = 0 quando a banda
de valéncia do material estd completamente preenchida por elétrons. Conforme aumentamos a
temperatura no sistema, elétrons podem ganhar a energia minima para saltarem para a banda
seguinte, como vemos na Fig. 8b). O vazio deixado pelo elétron apds saltar para banda de
Figura 8 —Representacdo de bandas de valéncia e condu¢@o em um semicondutor. a)
Em 7" = 0 a banda de valéncia estd completamente preenchida por elétrons e a banda
de condugdo completamente vazia. b) Para 7" > 0 o elétron pode ganhar energia

suficiente para transitar para banda de conducao, deixando na banda de valéncia um
estado vazio.

a) b)
NV
- al

CB
E

Fonte: Produzido pelo autor.

condug¢do € comumente chamado de lacuna ou buraco. Na Fig. 9 observamos como esse estado
vazio se comporta na presenga de um campo elétrico E aplicado. Perceba que a medida que
o tempo decorre, os elétrons passam a ocupar esse estado vazio, deixando outro buraco que
posteriormente serd preenchido por outro elétron, o que acaba promovendo o deslocando desse
estado vazio no mesmo sentido do campo elétrico, fazendo com que na pratica, o sistema se
comporte como se fosse apenas um buraco, com carga positiva.

Quando a banda de valéncia estd completamente preenchida o somatdrio sobre todos

os autovetores de estado € zero

k= kitke=0, (1.24)

kiF#ke

onde k. diz respeito ao vetor de onda de um elétron. Considerando a situacdo em que o elétron é
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Figura 9 —Representacdo do deslocamento do buraco para diferentes instantes ao ser
aplicado um campo elétrico E.

t 9O0900® o
t: 9000900 —
t: 9O0009O®

Fonte: Produzida pelo autor.

excitado e sofre uma transi¢do para a banda de conducgio, temos

> ki =—k. (1.25)

ki?éke
E interessante notar que o elétron esta ausente no estado k. € 0 momento associado ao buraco
estd em —k,, de modo que a posicdo do buraco € descrita, portanto, como a do elétron ausente.

Assim,

ky = —k,. (1.26)

onde k;, € o vetor de onda do buraco. Da Eq. (1.22) vemos que a massa efetiva do elétron na

banda de valéncia € negativa, o que se mostra na curvatura na banda, mas como o momento

associado ao buraco nessa banda é, como vimos na Eq. (1.26) k, = —k., chegamos que massa
efetiva do buraco é dada por
h2
= 1.27
my, 82 E/akQ 9 ( )

mostrando que a massa efetiva para os buracos € positiva, resultado coerente com o fato de que,
ao aplicarmos um campo elétrico, observamos o buraco se deslocar no sentido em que aponta o
campo elétrico aplicado.

A Fig. 10 mostra a estrura de bandas do GaAs. Duas bandas de valéncia sio
mostradas neste material, além disso, a energia mais baixa da banda de conducdo e a energia
mais alta da banda de valéncia estdo no mesmo eixo, tendo assim um gap direto. Da Eq. (1.27),
podemos notar que a massa efetiva do buraco é tanto maior quanto menor for a curvatura da
banda. Para estes, é dado o nome de buraco pesado, ou do inglés, heavy hole. Para o buraco que
ndo estd nessa banda de menor curvatura, chamamos de buraco leve, ou do inglés, light hole.

Podemos também observar a presenca das bandas de buraco pesado e buraco leves observando a
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Figura 10 —Diagrama do GaAs em 7" = 0 K. Observamos no diagrama do GaAs
as diferentes curvaturas de banda, e consequentemente, buracos com massa efetiva
maior que de outros.
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Fonte: Adaptado de [39].

curvatura da £(k). Outros materiais como InAs e InP apresentam semelhanga com a estrutura

de banda do GaAs.

1.5 Excitons

Vimos que um elétron pode ser excitado e sofrer uma transicao da banda de valéncia
para a banda de condug¢do, deixando um estado vazio, também chamado de buraco, na banda de
valéncia. Esse buraco se comporta como uma particula de carga positiva. Chamamos de exciton
esse par elétron-buraco ligados pela interagdo coulombiana. Um fator marcante para a formagao
dessa quasi-particula é que a velocidade do grupo do par elétron-buraco sejam iguais [40].

O conceito de exciton foi inicialmente introduzido pelo fisico Yakove Frenkel [41],
onde a natureza dos chamados "éxcitons de Frenkel"¢ caracterizada por uma forte ligacao elétron-
buraco em um sitio da rede. Esses éxcitons sdo geralmente encontrados em materiais organicos e
em haletos alcalinos. Posteriormente surgiu um outro modelo de exciton, proposto por Wannier
em 1937 [42] que serd o que ultilizaremos nesse trabalho. No modelo de Wannier, por outro lado,
os éxcitons sdo formados em materiais inorganicos como o silicio (Si) ou o arseneto de galio

(GaAs). Aqui a peridiocidade da rede desempenha um papel crucial, uma vez que de acordo
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com o teorema de Bloch, os estados eletronicos formam bandas de energia. Como vimos no
modelo da massa efeitva, na qual utilizamos para investigar as propriedades excitonicas, essas
bandas no estado fundamental do semicondutor estdo totalmente ocupadas ou desocupadas,
caracterizando a banda de valéncia e a banda de conducao, respectivamente. Nos éxcitons de
Wannier, ao contrario do que ocorre para os éxcitons de Frenkel, a interagdo coulombiana é
fortemente blindada devido a constante dielétrica do material, ocasionando uma fraca interacao
entre elétrons e buracos, a qual estdo espacialmente separadas na rede cristalina.

Os éxcitons de Wannier sdo fenologicamente descritos pelo par elétron-buraco
correlacionados pela atragdo coulombiana. Os eletrons tém carga negativa —|e| e massa positiva
m,. geralmente menor do que a massa do elétron livre mg devido a interagdo com os ions da rede.
Os buracos, como jd visto, possuem carga positiva |e| e massa positiva m;,. A interacdo entre
elétron situado na banda de conducdo e o buraco na banda de valéncia € fraca devido a constante
dielétrica do semicondutor e o problema se assemelha muito com o que temos no dtomo de

hidrogénio (problema entre um préton e um elétron).
1.5.1 Modelo de uma banda

No modelo de uma banda, calculamos a energia de liga¢dao do exciton por meio da
aproximacao da massa efetiva [43] de modo que assumimos que as bandas tanto do elétron quanto
do buraco sao isotrépicas e com comportamento parabdlico. Assim, a descri¢do matematica do
exiton € idéntica a que temos para o problema do dtomo de hidrogénio. O Hamiltoniano desse

sistema é escrito como

h? h?
H = ——V?— — V7~ V(r, — 1)), (1.28)

2m. ©  2my

sendo os sub-indices e e b correspondentes ao elétron e ao buraco, respectivamente. Facilita

reescrever a ultima equacao em termos das coordenadas do centro de massa. Dessa forma,
M =m¢+ my, (1.29)

€ massa total do par elétron-buraco, e a posicao do centro de massa € escrita como

Mele + MY
R=—""2 = yr, + 1y, (1.30)
Me + My

com~, = 1 —~, = m./(me + my). O momento do centro de massa € escrito em termos dos

momentos do elétron e do buraco

P = MR = m.fe + myfy = Pe + Pb. (1.31)
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onde p. € o momento do elétron e p, do buraco. Observando o movimento relativo entre o par
elétron-buraco podemos escrever a massa reduzida p como p~! = m_ 1 + m,jl enquanto que a
coordenada espacial relativa entre as duas particulas é r = r. — r;,. Dessa forma, o momento

relativo do par é dado por

meMmy

p=ur= = MPe — VePb- (1.32)

Mme + My

Das Eqgs. (1.31) e (1.32) é facil checar a relacao entre os momentum do elétron e buraco com
do centro de massa e 0 momentum relativo entre o par elétron-buraco. Dessas substitui¢des, o
Hamiltoniano da Eq. (1.28) pode ser escrito de modo que a equacdo de Schrodinger fica escrita

como
2 2

p
—+—+V U(R,r) = E:V(R,r). 1.33
37y V)| WR) = Bk (R. ) (133)
A forma do potencial é V (r) = e?/4ner e podemos resolver o problema para duas dimensdes,
notando que podemos aplicar o método de separagdo de varidveis na Eq. (1.33) e escrever a
funcao de onda como
1 )
TU(R,r) = ——e ERp(p), (1.34)
(R.1) = e ()

onde V' € o volume do cristal e ¢(r) satisfaz a equagdo

p2 62 B
] e = st (139

A solucio analitica desse problema € andlogo a do d&tomo de hidrogénio [44]. Em duas dimensdes,

os autovalores de (1.35) sdo dados por [45]

R
Ey=——24 1.36
(=137 (130

onde R, € a energia de Rydberg:

4

e
R, = ——————. 1.37
Y 2(4me)2h2 (1.37)

Assim, em materiais onde ndo ha potencial externo de aprisionamento, o buraco estd situado no
topo da banda de valéncia, como mostra a Fig. 11a), e a energia de ligacdo do exciton € calculada

como

E“ = B, — | Ewl, (1.38)



30

Figura 11 — Representacdo de elétrons e buracos em um material bulk (Iado esquerdo)
e confinados em pog¢os quanticos (lado direito).

a) b)

.\ IEe

\.’ 1 Ep

Fonte: Produzido pelo autor.

onde I, € a energia do gap entre as bandas de valéncia e conducdo do material e F,,, € a energia
de ligacdo do exciton. Porém, se tratando de heteroestrturas semicondutoras, éxcitons também
podem ser produzidos em pocos, fios e pontos quanticos. Esses materiais desempenham um
importante papel para o avanco da ci€ncia por permitir um aumento considerdavel na energia de
ligacdo dos éxcitons, isso devido a presenga de um potencial de confinamento para os portadores
de carga, como mostra a Fig. 11. Nessas heteroestruturas, o elétron e o buraco nao ficam situados
na borda da banda por conta do potencial de confinamento, pois eles t€ém uma energia minima F,
e L, respectivamente, devido ao confinanamento. Nesse caso, a energia do exciton € calculada
como

E“=E,+ E.+ Ey — |Epnl, (1.39)

onde as energias do elétron e do buraco sdo obtidas resolvendo a equacdo de Schrodinger para o

respectivo potencial.

1.6 Condensado de Excitons

Em temperaturas extremamente baixas (em torno de nanokelvins), amostras cons-
tituidas de 4tomos bosdnicos podem condensar em um dnico estado, resultando no fendmeno
conhecido como BEC. Antes mesmo de sua primeira observagcao experimental com atomos
de 8Rb, o fendmeno de BEC j4 era utilizado para tentar explicar as peculiaridades do com-

portamento do hélio liquido, ja4 que nesse estado as particulas podem ganhar propriedades de
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superfluidez, isto €, fluirem sem nenhuma fric¢io. Muito foi discutido nas dltimas décadas
também sobre a possibilidade de estados excitados ndo localizados, como as quasi-particulas
compostas eletricamentes neutras chamadas éxcitons, de satisfazerem as condi¢Oes necessdarias
para se obter um BEC de altas temperaturas em semicontudores [46].

Como ja comentado, € facilmente possivel criar um exciton apenas forncendo a
energia minima para o elétron sofrer transi¢do para a banda de condu¢do, de modo que o elétron
excitado e o estado desocupado simulado como sendo uma particula de carga postiva chamada
de buraco tenha uma interacdo coulombiana entre si. Embora quando vistos separadamente
elétrons e buracos sejam férmions, esperamos que o exciton tenha o comportamento de uma
particula bosonica devido a soma de spins. Possuindo essa natureza, € natural prever que éxcitons
possam condensar, com a vantagem deles possuirem uma massa efetiva bem menor do que a
massa atdmica, resultando em uma possivel condensacao em temperaturas bem mais altas do
que aquelas necessdrias para dtomos alcalinos.

Uma das dificuldades que surgem no processo de tentar se obter um BEC de éxcitons
estd relacionado com o fendmeno de recombinacio entre elétron e buraco, isto é, o sistema libera
energia em forma de luz, num processo chamado de eletroluminescéncia. A dificuldade esta
justamente em conseguir resfriar o sistema antes que essa recombinacdo ocorra. Uma forma
de tentar contornar esse problema é separando elétrons e buracos em camadas semicondutoras
proximas. Nos anos 70 [47], foi apresentado a ideia de colocar os éxcitons em dois pocos
quanticos separados, mantendo uma distancia suficiente para que ainda houvesse uma energia de
interagdo coulombiana eficiente entre elétrons e buracos [48]. Como consequéncia, o tempo de
vida 1til do exciton aumentava. Esses éxcitons produzidos dessa forma sdo comumente chamado
de éxcitons indiretos, ou éxcitons dipolares. A separagdo espacial entre os elétrons e os buracos
em sistemas de po¢os quanticos fornece uma fisica tnica para o BEC produzido a partir dessas
particulas, devido a interacdo repulsiva exciton-exciton dipolar [49], refor¢ada pela separacdo
espacial dos pogos quanticos. Experimentos utilizando um gés de éxcitons quasi-bidimensional
em pocos quanticos acoplados de GaAs foram produzidos em 2002 [50] e posteriormente em
pocos quanticos semicondutores acoplados de grafeno [51, 52, 53, 54], porém a fraca ligag¢do do
exciton nesses sistemas, limita a temperatura de condensagdo para em torno de 1K, o que ja é
uma temperatura bem elevada se comparar com os nanokelvins necessario no caso dos 4&tomos
alcalinos.

Outra plataforma que possibilita a existéncia de éxcitons formados por elétrons e bu-
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racos espacialmente separados é aquela formada por semicondutores 2D de TMD’s (MXy, M =
Mo, W; X = S, Se). Com isso, evidéncias experimentais de condensacdo de éxcitons intercama-
das de altas temperaturas em camadas duplas 2D de MoSe, — WSe, foram relatadas recentemente
[55]. O dispositivo utilizado consistiu em dois cristais de monocamada TMD alinhados sepa-
rados por uma barreira de tinel de nitreto de boro hexagonal (hBN) de duas a trés camadas,
conforme mostra a Fig. 12. A barreira interrompe a recombinag¢do do par elétron-buraco entre

Figura 12 —Ilustrag@o do dispositivo constituido por dois cristais de TMD alinhados
em angulo e separados por barreiras de nitreto de boro hexagonal (hBN).

G
hBN

MoSe,
@ @ WSe,
hBN
G

Fonte: Adaptado de [55].

as camadas, resultando em uma maior densidade de €xcitons. Nas duas extremidades foram
colocados gates simétricos feitos de eletrodos de grafeno, que servem para controlar a densidade
de elétrons e buracos na camadas do dispositvo. Com isso, observaram uma grande corrente
elétrica proveniente do tunelamento dos portadores de carga entre as camadas, onde essa corrente
estd relacionada apenas com a densidade de éxcitons. Combinando mensuragdes de tunelamento
e eletroluminescéncia, pode-se observar que a eletroluminescéncia mostra uma dependéncia do
limiar da densidade do éxciton, uma dependéncia sensivel do desequilibrio de carga e flutuacdes

criticas consistentes com a condensagao do éxciton. Estas observacdes persistiram até cerca de

100 K.

1.7 Supersélidos em condensados de Excitons
1.7.1 Um pouco de historia

Em nossa visao cldssica do mundo, entendemos s6lidos como objetos rigidos, en-

quanto que a capacidade de fluir estd relacionada com os liquidos. Apesar dessa visdo poder
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serguramente ser empregada em nosso cotidiano, essa distingdo é rompida em baixas tempe-
raturas, quando os efeitos quanticos se tornam cada vez mais predominantes, possibilitando
inusitadas formas da matéria, como € o caso do supersélido. O supersdlido é um estado da
matéria com caracteristica peculiar, onde as particulas formam uma estrutura ordenada no espago,
tais como os cristais, porém simultaneamente, possuem propriedades de um superfluido, isso €,
ndo possuem qualquer viscosidade, caracterizando uma fisica exotica e que até os dias atuais,
continua atraindo interesse da comunidade cientifica.

Embora as condi¢des que levam a transi¢do para uma fase supersolida esteja atual-
mente sendo alvo de intensa pesquisa em varias plataformas experimentais, ndo podemos dizer
que a busca por este estado seja propriamente atual. Os debates que guiaram os cientistas até
as atuais evidéncias experimentais do supersélido se iniciaram hd pelo menos cinco décadas
[56], com o ponto inicial para tais pesquisas no campo podendo ser atribuido aos experimentos
com o *He, onde muito se discutia sobre a conexido do BEC e comportamentos contra-intuitivos
observados nesses sistemas. Dai em diante, fascinados com a nova fisica apresentada, cientis-
tas se dedicaram a encontrar um ambiente onde pudesse ser observados as caracteristicas de
supersoélidos.

Evidéncias de supersolidez foram encontradas em BEC’s de 4tomos manipulados por
luz, produzidos pelo grupo do professor do Massachussets Institute of Technology , Wolfgang
Ketterle [57], onde partiram de um BEC de dtomos de sédio, dotado de propriedades superfluidas.
Em seguida, por meio de técnicas de laser, manipularam o movimento dos dtomos do condensado,
introduzindo acoplamento spin-6rbita. Com um sistema inicial de lasers, alteraram o nimero
de spin de metade dos dtomos, resultando em uma mistura de dois BEC’s, simultaneamente.
Observaram com isso a densidade do sélido se apresentar em faixas, e quando jogaram luz no
sistema, perceberam uma deflexao, sugerindo o surgimento de um novo material. Um outro
experimento realizado no mesmo ano pelo grupo do professor Tilman Esslinger ETH Institute
for Quantum Electronics, [58], também partiu de um sistema de BEC, mas dessa vez, de dtomos
de rubidio. Com os dtomos em camaras de ressonancia dptica que se cruzam, cada uma sendo
constituida de dois pequenos espelhos opostos, incidiram sobre o condensado uma luz laser que
se espalhou em ambas as camaras, com isso, foi adotado um padrao regular, semelhante a um
cristal. Embora as assinaturas de supersolidez tenham sido registradas nesses dois experimentos,
a fraca interacd@o entre os bosons em um BEC de gds atdmico e o fato dos 4tomos serem muito

diluidos nao apresentam, a primeira vista, a possibilidade de uma modulacdo de densidade
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nesses sistemas. No entanto, um possivel caminho para encontrar um supersélido surgiu quando
foi proposta uma maneira de se obter a interacdo necessaria entre 4tomos na forma de uma
interacdo dipolar de longo alcance [59, 60], isso porque nesse sistema, as interacdes dipolares
entre os dtomos induzem o chamado minimo de roton, que serd abordado com mais detalhes
logo a frente. Ainda em sistemas ultrafrios, peculiares comportamentos da matéria em escala
macroscépica, como a formacdo de goticulas quanticas dipolares a partir de BEC’s de %Dy [61].
Experimentos produzidos nesses sistemas confirmaram a presenga de supersolidez [62, 63, 64],
embora supersdlidos dessas goticulas quanticas ainda estejam envolto de muitas dividas, como
por exemplo, a influéncia de uma orientacao arbitraria do campo polarizador externo, uma
vez que os experimentos foram realizados com esse campo externo apontando em uma das
trés direcdes de simetria da armadilha que aprisiona o sistema. Desde entdo, BECs de atomos
com grande momentos de dipolos magnéticos se tornaram um dos melhores ambientes para se
procurar propriedades de um supersélido.
A Fig. (13) ilustra trés fases distintas de um gés de Bose dipolar.
Figura 13 —Exemplo de trés fases diferentes para BECs dipolar em que as particulas
estdo confinadas em uma armadilha em geometria de panqueca. Essas imagens

representam o perfil do estado fundamental do sistema, obtida a partir da solucio da
equacao de Gross-Pitaevskii.

Superfluido Supersolido Cristal

@oew

Fonte: Adaptado de [65].

Todavia, evidéncias do fendmeno de supersolidez ndo se concentram apenas em
sistemas de BECs atdmicos. O fendmeno de BEC oferece uma notdria relagdo entre a mecanica
e a estatistica de particulas, e sob certas circustancias [66] foi previsto que os estados ligados
chamados de éxcitons também viriam a sofrer um BEC em semicondutores. Considerando um
sistema de bicamadas, espera-se que o BEC de éxcitons seja uniforme e apresente caracteristica

superfluida quando a distincia entre as duas camadas € muito menor do que a distincia entre as
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particulas [67]. Resultados tedricos foram alcangados nesses sistemas, onde baseando-se nos
principios gerais, uma fase supersoélida foi obtida para uma baixa densidade de elétron-buraco
[68]. No entanto, toda a discussdo para obten¢ado do supersoélido foi feita na auséncia de desordem
no sistema, isto é, considerando a temperatura critica para um BEC em duas dimensdes 1" = 0.
Uma das indicagdes que estd atrelada ao surgimento de uma fase com ordem cristalina e de longo
alcance tanto no espago real quanto no espago reciproco e que venha sustentar um fluxo sem
friccdo é que o sistema apresente uma instabilidade de roton. Com isso, foi previsto teoricamente
que um sistema hibrido de um condensado de éxcitons em pogos quanticos na presenca de um
gas de elétrons 2D fornece as condi¢des para a transi¢do para a fase supersélida [69]. Para
esse trabalho, baseamos nossos estudos das condicdes de supersolidez a partir de condensados
de éxcitons em semicondutores considerando esse sistema hibrido mencionado, embora mais
recentemente tracos de supersdlidos em heteroestruturas semicondutoras mais simples tenham

também sido previstas [70].
1.7.2 Rotons e supersolidez

Rotons sdo essencialmente um tipo especial de excitagdes coletivas, bem como
fonons, semelhante as particulas (isso porque elas carregam momento e energia bem definidas,
sendo assim referidas como quasi-particulas) e que estdo presentes nos conceitos usados para
descrever as propriedades de superfluidez do *He [71] bem como surgem em sistemas de BECs
onde a interagcdo dipolar entre as componentes do sistema desempenham um papel relevante
[60] (BECs de atomos com alto momento de dipolo magnético). O que caracteriza essa quasi-
particula chamada roton € a sua relacdo de dispersdo, que pode ser visto na Fig. 14, ja que
essa excitacao apresenta um minimo de energia com um momento finito (também chamado de
momento de roton), em contraste com a relagdo de dispersdao dos fonons, onde temos que sua
energia geralmente aumenta com 0 momento.

O inverso do momento estabelece um comprimento de onda correspondente ao
periodo da modulagdo espacial associada a excitacdo. Assim, no caso do roton, que exibe um
minimo de energia, o sistema € preferencialmente excitado com uma modulac¢do de comprimento
de onda correspondente a esse minimo de energia, o comprimento de onda do roton. O com-
portamento atipico dos rotons exprime a predisposicdo dos fluidos de produzir uma modulagao
de densidade de comprimento de onda curto no espacgo, precedente de uma instabilidade de

cristalizagdo. Isso estd relacionado com a significativa correlagdo entre as particulas, em fungdo
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Figura 14 — Representacdo do espectro de excitacdes elementares de “He superfluido.
Na figura, A representa a energia do minimo de roton com momento p = hk.
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Fonte: Adaptado de [72].

da alta densidade do fluido.

As fronteiras para o estudo de novas fases da matéria foram expandidas com os
avangos tedricos e experimentais em sistemas ultrafrios [57, 58]. Com isso, outras plataformas
foram sendo exploradas, e métodos para reproduzir as condi¢des que levam BECs de atomos
dipolares a apresentarem tracos de supersolidez foram desenvolvidos [62, 63, 64]. BECs de
éxcitons em semicondutores se tornaram candidatos promissores para isso (ver [73, 74]), e
um dos fatores que pode ser de antemao mencionado, é fato da massa efetiva dos éxcitons ser
consideravelmente menor que a de dtomos frios, promovendo a possibilidade de BEC com
temperaturas mais altas. Porém, o tempo de vida dos éxcitons costuma ndo ser longo o suficiente
para chegar na fase condensada e o par elétron-buraco acabam recombinando e emitindo a
energia. Contudo, éxcitons com elétrons e buracos separados espacialmente foram usados para
contornar essa dificuldade [47, 48], e assim, o processo de recombinacdo é suprimido resultando

num tempo de vida maior dos éxcitons.
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1.8 Escopo da Dissertacao

Neste trabalho estudamos sistemas formados por condensados de éxcitons que
apresentem condicdes para que ocorra uma transi¢do para uma fase supersélida. Para isso, o
Capitulo 2 desta dissertacdo se dedica a descrever a técnica matematica utilizada como ferramenta
para resolver numericamente o problema abordado. O método adotado para tal objetivo sintetiza
a técnica da propagacao no tempo imaginario, onde a partir da implementacao de um cédigo
computacional, podemos avaliar o estado fundamental do sistema.

No Capitulo 3, apresentamos os resultados obtidos baseados em um sistema particular
onde um gas de elétrons 2D interage remotamente com um sistema de é€xcitons condensados.
Esse sistema inspirou a construcao de uma fungdo matematica aproximada para o potencial. A
partir dela, foi possivel investigar o efeito da interacdo entre os éxcitons para varios valores dos
parametros da funcdo de interagao.

Finalmente, apresentamos nossas conclusdes a respeito do tema abordado e sugeri-
mos a possibilidade de estudar as condi¢des e efeitos para a transicdo para uma fase supersélida

uma outra plataforma, chamada de superredes de moiré.
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2 TECNICA SPLIT OPERATOR

A técnica Split operator corresponde a uma técnica numérica que nos permite
resolver a equagdo de Schrodinger em uma situagdo arbitraria por meio da implementagdo do
operador de evolugdo temporal. Essa técnica € amplamente util para o estudo das propriedades
eletronicas em baixa dimensao. Pode ser utilizada, por exemplo, para investigar a dindmica de
pacotes de ondas de espinores [75] e em estudos de caos quantico [76].

Aqui, construimos duas formas de aplicar a técnica Split operator: a primeira consiste
em utilizar a forma de Cayley para a exponencial. Esse tratamento possibilita a aplicagdo do
método em sistemas em que hd uma quebra da invariincia translacional, por exemplo, devido
a potenciais externos [77]. A segunda forma € por meio de uma transformada de Fourier, fato
que obriga as condicdes de contorno serem periddicas. Ao final, descrevemos o processo de
evolucao no tempo imagindrio, que nos permite investigar como a fun¢ao de onda se comporta

no decorrer do tempo.

2.1 Operador evolucao temporal

Seja um ket no estado |«). Em um tempo posterior ndo necessariamente o sistema
permanecerd nesse estado. Entdo, em um tempo decorrente, tomemos que o ket de estado do
sistema é

|CY,t0;t> , (t > to) (2.1)

onde t, € o instante em que o sistema se encontra. Considerando que o tempo € um parametro
continuo, temos que

tligt |, to; t) = |, tos to) = |, to) (2.2)

Queremos estudar como o sistema se comporta ao evoluir no tempo de ¢y at. O
ket de estado |, tg) e 0 ket de estado |a, to; ) estdo relacionados por um operador chamado de

operador evolu¢do temporal, de modo que
|Oé,t0;t> :u(t,to) |Oé,t0> (23)

Esse operador evolucao temporal obedece a algumas propriedades. Uma das funda-

mentais € a propriedade de unitariedade que surge da conservacao da probabilidade,

UT(t, to)U(t, to) = 1. (2.4)
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Outra propriedade de U/ € a propriedade de composi¢ao,
Z/{(tg, to) = Z/{(tg, t1>Z/{(t1, to), (tg >t > to) (2.5)

que significa que se quisermos estudar a evolucio temporal do sistema de ¢, a t5 obtemos o
mesmo resultado se consideramos uma evolugdo de ¢, a t; e depois de ¢; a t,.

E pertinente que escrevamos o operador evolugio temporal infinitesimal, desse modo,
|Oé,t0;t() +dt> ZU(tO—f-dt,to) |a,t0> (26)

onde temos

C}tlg%M(to +dt,tg) =1 (2.7)

Esperando que a diferenca entre U (to + dt, to) e 1 seja de primeira ordem em d¢ e o hamiltoniano
seja responsavel por gerar evolugcdo temporal, todos as condi¢gdes sdo satisfeitas por

vHdt
h

Uty + dt,tg) =1 — (2.8)

em que supomos o operador hamiltoniano H sendo hermitiano.

2.2 A equacao de Schrodinger

Considerando a propriedade de composicao de U/, temos, com base nas eqs. (2.5,

2.8), que
1Hdt

U(E+ dt o) = Ut + dt, U to) = |1 = —— | Ut o) (2.9)

dai, temos
 Hdt
UL+ dt, to) — UL, tg) = —- Ut to) (2.10)
ou ainda, escrevendo na forma diferencial,
L0

ot

que € a equagdo de Schrodinger para o operador evolugdo temporal. Escrevamos agora a equacao

de Schrodinger dependente do tempo

ih%\ll(r, t) = HU(r,1). (2.12)
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sendo U (r,t) a solugdo da eq. (2.12), temos
W(r,t) = Ult, )T (r, t), (2.13)

onde ¥(r, ty) retrata a condig@o inicial.
Para obter as solucdes formais da equacao de Schrodinger para o operador evolucdo
temporal, devemos considerar trés casos, cada um resultando em uma forma possivel para U (t, t)
a depender da Hamiltoniano especifico para cada caso.
— Caso 1: O operador Hamiltoniano € independente do tempo, isto é, V' = V(r). Desta
forma,

(2.14)

utt,t0) = exp | -1

h

— Caso 2: O Hamiltoniano depende do tempo e [H (t), H(t')] = 0p/ ¥V t,t'. Assim,

U(t,ty) = exp {— (%) /t: dt’H(t’)] : (2.15)

— Caso 3: O Hamiltoniano depende do tempo, porém [H (t), H(t')] # 0. Neste caso,

oo . t t1 tn—1
Uttg) =1+ (—%)/ﬁ dtl/t dtg---/t dtn H(t)H(ts) --- H(t,). (2.16)
n=1 0 0 0

O passo a passo das demonstragdes pode ser acompanhado nos capitulos 2 e 4 de
[81].

Nosso interesse pratico corresponde ao caso 1, onde o Hamiltoniano niao depende
explicitamente do tempo. Assim, executamos a eq. (2.13) com U(t,ty) dado pela eq. (2.14),

sendo esse nosso problema numérico, trabalhado a partir da chamada técnica Split Operator.

2.3 Construcao da técnica Split Operator

No estudo aqui abordado, estamos trabalhando com o problema em que o sistema é

conservado, isto €, o Hamiltoniano independe explicitamente do tempo,

H=2" v 2.17)

2m
e portanto, para o cdlculo da evolugdo temporal da fun¢cdo de onda, executamos a Eq. (2.13) com
base na Eq. (2.14), que apresenta a forma do operador evolucdo temporal U (t, to) para o caso

em que V' = V(r), de modo que

U(r, ¢+ At) = exp [—%HAt} U(r, t). (2.18)
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Como € possivel observar na Eq. (2.17), a Hamiltoniana € a soma da energia cinética,
T = p?/2m, com a energia potencial V' = V(r). Porém, um problema surge ao querer separar a
exponencial de um operador que € constituido pela soma de dois operadores que ndo comutam.

Para o caso em que dois operadores A e B comutam, temos a relagao,
exp|A + B] = exp|Alexp[B] < [A, B] = 0. (2.19)

Como a exponencial da Hamiltoniana // = 1" 4 V' ndo pode ser separada dessa forma, ja que 7'
e V' nao comutam, podemos nos apoiar em uma solu¢@o que faz uso de uma forma aproximada,

chamada aproximacao de Suzuki [78] para o calculo da exponencial

exp [a D Al = fu{A} + O, (2.20)
i=1
onde € definido um aproximante f,,(A;, Ay, -+, 4,) e O(a™"!) representa um erro da ordem

de o™ "1, Para nosso interesse prético, utilizaremos o aproximante f»(A;, As), onde m = 2 foi

escolhida para assegurar um erro maximo de At3. A forma de fo(A;, As) é
o Q
fQ(Al,Az) = exXp |:§A1} exp[aAg]exp [§A1:| . (221)

Com isso, foi possivel achar uma solucdo para o problema que surge ao querer
separar a exponencial da soma de operadores que ndo comutam, como € o caso de 7'+ V', uma
vez que temos uma forma de escrever exp[a ) | A;| como aplicagdes sequenciais de exponenciais
que carregam a dependéncia de somente um dos operadores.

Podemos entdo escrever a Eq. (2.14), como

Cexp i (2 At
L{(t+At,t)—exp[ z(2m+V(r)) h}’ (2.22)

onde r = (z,y, z). Tendo em vista as Egs. (2.20) e (2.21), ficamos com
iV At o _apPAt o VAL
on | P | 2mn | P on

Ut + At,t) = exp {— } + O(AF?), (2.23)

e entdo obtemos a forma para ¥(r, ¢ + At),

U(r,t+At) = Ut + At 1)T(r,¢) (2.24)
_ iV At ip? At iV At 3
= exp {— o7 ] exp {— zmh] exp {— R ] U(r,t) + O(At),

que para um At suficientemente pequeno, pode ser aproximado para

VAL
U(z,y,z,t+ At) = exp {—%} exp [

z'pQAtl [ iV At

v .2
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Repare que agora calcular V(x, y, z, t + At) corresponde a trés sucessivas aplicacoes
de operadores exponenciais. Na primeira etapa, nés apenas multiplicamos a fun¢do de onda pelo
operador exponencial mais a direita da eq. (2.25), obtendo

VAL
2h

&(x,y, 2, t + At) = exp [— } U(z,y,z,t) (2.26)

0 que resulta em

VAt 02 At
VU(z,y,2,t+ At) = exp [—ZV ] Xp[ g

57 o } E(x,y, 2, t + At). (2.27)

No préximo passo, multiplicamos £ pelo operador exponencial que carrega o termo
da energia cinética. Para isso, podemos resolver permanecendo no espago real, e utilizar a forma
de Cayley da exponencial. Outra forma de realizar essa multiplicacdo € a partir da transformada

de Fourier de £, onde agora trabalhamos com ela no espago reciproco, e as exponenciais da parte

cinética também sdo escritas no espaco reciproco. Detalhamos a primeira forma a seguir.
2.3.1 Método de Cayley

Para resolver a partir do método de Cayley, consideramos a aplicagdao do operador
exponencial da parte cinética com &, de modo que podemos escrever, com base na Eq. (2.27),
ip? At

2mh

n(x,y, z,t + At) = exp [— } E(z,y, 2, t + At) (2.28)

e como [p;, p;] = 0, podemos fazer a separagio

i(p? + p? + p?) At
n(x,y,z,t+ At) = exp {— (s gleh P) ]f(:c,y,z,t+At) (2.29)
9 2 9
ip2 At ip, At ip? At
— _ e — 2z t+ A
exp{ 2mh}ex [ 5 | % ST E(x,y, 2, t+ At)

Para resolver a eq. (2.29), devemos fazer as aplicacdes das exponencias, onde da
primeira aplicacdo da exponencial, mais a direita, temos

ihAt 02

aW(z,y, z,t + At) = exp [

e assim seguimos aplicando, onde para a segunda exponencial,

hAt 9
a@(z,y, z,t + At) = exp [ZZm 8_y2] aM(z,y, 2, t + Ab), (2.31)
e entdo, obtemos 7 fazendo
hAL 02
p(y. 2.t + AF) = exp {sz @] a®(z,y, 2.t + A1), (232)
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Podemos resolver a Eq. (2.30) fazendo uso de uma transformada de Fourier, no
entanto, aqui partiremos para a solucao utilizando a forma aproximada da exponencial
aA
[1+ 4]
A
-]

de modo que ficamos, considerando um intervalo At pequeno,

exp[aA] = + O(a?) (2.33)

4 ihAt 02
a(l)(;p7y,z,t—|—At): 1;‘#%@ E(x,y, 2, t + At), (2.34)
T dm 922
dessa forma, chegamos em,
ihAt 0* ihAt 0?
1— — | a® t+At) = |1 t+ At 2.35
- e a0 = 1+ B dane a0, @
E portanto, obtemos a equacgao diferencial,
hAt 0 hAt 0?
a2, A== (g, 2, AL = €y, 2, A+ oS,y 2, A
(2.36)

Para resolver a eq. (2.36), estabelecemos que o sistema que estamos lidando esta

contido dentro de uma caixa de dimensoes L., L,, L., de modo que os intervalos,

0<z< Ly, (2.37)
0<y <Ly,
0<z< L,

sdo discretizados em IV, IV, N, pontos, respectivamente. A distincia de um ponto a seu vizinho

é, portanto,
Az = L,/N,, (2.38)
Ay =L,/N,
Az=L,/N,.

Sendo f; ; » uma funcdo definida no intervalo discretizado (2.37), onde ¢ = 1,2, - -+ | N,
j=12,--- ,Nyek=1,2--- N, podemos escrever a forma de diferenca finita das derivadas
[79],

d Jigkr1 — fijre—1 )
—f g = D > A 2.
8zf’”’k N + O(Az%) (2.39)
e
i 2fi; i k—
fzgk f Jk+1 T f,j,k + f,j,k 1 + O(Azz), (240)

Az?
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de modo que podemos escrever a eq . (2.36) na forma,

_Wzagylj),kfl + (1 + 2’72)a§,1]),k - 7za£,1j),k+1 - ’ngi,j,k—l + (1 - 2’72)61’,]‘,]6 + ’yzgi,j,k—i-l (241)

onde v, = thAt/4mAz*. Considerando condi¢des de contorno finita, temos

U(z<0)=¥(z>L,)=0 (2.42)
onde ag}}o = agj{Nﬁl = 0 bem como &; ;0 = & jn.+1 = 0. Com base nessas condicdes,
chegamos a

Ay Ay 0 0 Al A, 0 0
A2 A1 AQ 0 cee (Ig’lj)’kil AIQ All AIQ 0 gi,j,k—l
0 Ay A Ay - alls 1= 0 A, A 4 Eii
0 0 Ay A . a’g}j{k-y-l 0 0 A A " §ijih+1
0 0 0 A : 0 0 0 A :
(2.43)
onde os elementos de matriz sio,
A1 =1+ 2”}/2 A2 = =7 (244)
e
Al=1-2y, A,=r, (2.45)

A matriz apresentada na Eq. (2.43) é uma matriz tridiagonal. E possivel determinar
a®) resolvendo NV, x N, sistemas, cada um contendo NV, equacdes € N, incognitas. Repare ainda
podemos simplesmente multiplicar o lado direito de (2.43) ja que conhecemos &(z, y, z, t + At).
Usando subrotinas computacionais [80], podemos resolver numericamente a equag¢do da matriz
tridiagonal para a") (x, 5, z,t + At). Podemos determinar tanto a® quanto 7, apresentados nas
egs. (2.31) e (2.32), seguindo os passos que fizemos para a'!), apresentado na eq. (2.30).

Obtido n(x, y, z,t + At), temos condi¢des de determinar a fun¢ao de onda no tempo

t + At, fazendo a aplicacdo

VAL
U(z,y,z,t+ At) = exp {—%1 n(x,y, z,t + At) (2.46)

Portanto, conseguimos resolver a equacdo de Schrodinger dependente do tempo a
partir do cdlculo de sistemas de matrizes tridiagonais, de modo que a evolug¢do temporal da

funcdo de onda € obtido repetindo o processo em um loop.
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2.3.2 Método da transformada de Fourier

Podemos, ao invés de trabalhar com as exponenciais de derivadas, como feito na

subsecdo anterior, realizar a multiplicacao,

(p2 + py, + p2)At
Mg,z t+ A = exp {—Z(p By t 7o) }f(x,y,z,wm) @47)
T2 im2 2
B _ipp At B ip, At _ipzAt

tomando a transformada de Fourier (TF) de £.Portanto, ficamos com uma simples multiplicacio
de £ com a exponencial da parte cinética, que pode ser expressa no espago reciproco, lembrando

da férmula de de Broglie, p = hk. Dessa forma, sabendo que a transformada de Fourier € escrita

como

- 3 )

) = F{fr)} = / (;iT;e—’k*ﬂr), (2.48)
€ sua inversa,

) = F IR} = / 0k e (k). (2.49)

a eq. (2.47) pode ser reescrita como,

hk2AL hk2 At hk2 At
N(ky, ky, k., t + At) = exp [—Z - 1 exp [—Z Y } exp [—Z =

} E(ky, oy, kot + AL).

2m
(2.50)
Agora o que nos resta € multiplicar, comec¢ando da terceira exponencial,
hEZALT -
b (k,, ky, k., t + At) = exp {—Z 2Z } E(ky, Ky, kot + AL). (2.51)
m
Realizando a segunda multiplicacdo, temos
@ ihk2At]
b (ky, ky, kot + At) = exp | — b (ky, ky, ko, t + A). (2.52)
E por fim, para determinar 7), fazemos
hk2At
ii(ky, ky, Koyt + At) = exp [—Z z } b (ky, ky, ko, t + A). (2.53)

Para que determinemos a fun¢do de onda da eq. (2.27), precisamos agora tomar a

transformada inversa (TFI) de 7(k),

n(r) = / 3k e®ri(k), (2.54)



46

e entdo, finalmente obtemos,

VAL
2h

U(z,y,z,t+ At) = exp [— } n(x,y, z,t + At). (2.55)

Uma forma condensada de descrever os passos que fizemos pode ser apresentada na
esquematizacio da Fig. 15. O processo consistiu em multiplicarmos a fun¢do de onda no espago
real com o operador exponencial do espacgo real. Para driblar as derivadas que apareceriam,
passamos a trabalhar no espaco reciproco através de uma transformada de Fourier, onde ap6s
mudarmos para esse espaco, multiplicamos a funcdo de onda pelo operador energia cinética,
também representado no espago reciproco. Por fim, retornamos para o espago real e por meios
de uma transformada inversa e fizemos outra aplicagdo do operador exponencial retratado na eq.
(2.55).

Figura 15 — Representacdo esquematica do processo para obtencao da funcao de
onda no tempo t + At.

U(r,t) —l
VAt TF
x € 2h
_ikkZAt
X @ 2m
_iVAt T
x € 2h

U(r,t+ At)

Fonte: Produzida pelo autor.

Por meio do método de transformada de Fourier, estamos necessariamente assumindo
que nossas condi¢des de contorno sdo periddicas, ao contrdrio de como fizemos na subsecao
anterior. No entanto, € vélido ressaltar que poderiamos também considerar as condicdes de

contorno periddicas e obter relacdes matriciais da forma semelhante ao que € apresentada na eq.
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(2.43).

2.4 Evolucao no tempo imaginario

Se tivéssemos todos os autoestados do sistema, poderiamos obter o estado funda-
mental propagando uma funcdo de onda arbitraria no tempo imaginario. Como os autoestados de
um operador hermitiano formam uma base ortonormal completa, podemos escrever qualquer

funcao arbitraria como combinagao linear desses autoestados,

U(r,t) = ;cm(r) exp {—ii"t} |

(2.56)

em que os v, sdo as autofungdes e o £, a autoenergia no n-ésimo autoestado. Dessa forma,

fazendo t = —i7, a eq. (2.56) pode ser reescrita como,

M] (2.57)

\I/(I', t) = &Xp [_%] CO¢O + Z quvbnexp |:_ h

Como n > 0 o que faz com que E,, — Ey > 0, dessa forma, ao fazermos 7 — 0o, o termo que
representa o estado fundamental passa a ter cada vez mais relevancia quando comparado com os
demais termos. A medida que o tempo imagindrio evolui, devemos ir normalizando a fungo de
onda de instante em instante, de modo que observaremos a fun¢do de onda inicial propagada no
tempo imagindrio convergindo para a fun¢do de onda do estado fundamental.

Mas poderiamos nao ter conhecimento a respeito dos autoestados do sistema, o que se
tornaria um problema ao tentarmos resolver através de uma combinacao linear conforme mostra
a Eq. (2.56). No entanto, devemos ainda assim, obter a funcdo de onda do estado fundamental
ao deixar que a uma onda incial arbitraria se propague no tempo imaginério. Podemos partir de
outro método de propagacdes para estudar o problema, por exemplo, consideremos a evolugao

no tempo mostrada na Eq. (2.13), que por conveniéncia reescrevemos a seguir
U(r,t) = U(t, to)V(r,to), (2.58)

onde mantemos nosso interesse em sistemas cujo Hamiltoniana independe do tempo, o que nos
faz trabalhar com a expresséo para U (t, to) apresentada na eq. (2.14). Assim, fazendo novamente

t = —i1, temos que
HAT

U(r, 7+ A7) = exp [— } U(r, 7). (2.59)

Para resolver a Eq. (2.59), mais uma vez podemos usar a expansao de Suzuki como

feito na Secdo 2.3.1. Apods o decorrer de um tempo suficientemente longo, a funcido de onda
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inicial ¥(r, 7) evoluird para a fun¢éo de onda do estado fundamental v, do sistema. Para obter a

energia do estado fundamental resta entdo calcular

E, = / d>r b Hag. (2.60)
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3 RESULTADOS

Neste capitulo, discutimos sobre uma configuracao que possibilita observar uma
transicao de fase em um sistema de condensado de éxcitons onde nessa configuracao ha um
minimo de roton na relacao de dispersao na energia do éxciton. A partir da teoria de Gross-
Pitaevskii, utilizada para o estudo das propriedades dindmicas de um BEC, investigamos como
esse sistema se comporta no estado fundamental, resolvendo a equacdo de Gross-Pitaevskii
numericamente, por meio do método de propagacdo no tempo imagindrio, desenvolvido no
Capitulo 2 desta dissertagdo. Com isso, observamos o perfil da fun¢do no estado de menor
energia e procuramos por configuragdes onde a solugcdo do estado fundamental apresente uma

ordem cristalina e que apresente a0 mesmo tempo uma natureza superfluida.

3.1 Supersolidez em sistemas de Bose-Fermi

Condensados em semicondutores ganharam a aten¢@o dos cientistas com o propdsito
de testestumunhar comportamentos andmalos nesses sistemas, e em vista do progresso relatado
[50, 82], um intenso trabalho se iniciou para alcancar as condi¢cdes que levam esses sistemas
a sofrerem uma transicdo para uma fase supersélida. Embora o surgimento de um minimo de
roton na maioria dos casos estudados experimentalmente ndo aconteca provavelmente devido a
caracteristica da interacdo éxciton-éxciton, um minimo de roton e até mesmo uma instabilidade
de roton foi prevista para um sistema hibrido, como mostrado na Fig. 16. Esse sistema ¢é

Figura 16 — Um condensado de éxcitons interagindo remotamente com um gas de
elétrons 2D situado em uma fina camada metélica.

Camada metalica

—— 999
b

Fonte: Produzido pelo autor.

constituido de pocos quanticos semicondutores acoplados contendo um condensado de éxcitons

espacialmente indiretos 2D interagindo (sem sobreposi¢do) com um gas de elétrons livre 2D
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localizados em uma fina camada metélica crescida no topo da estrutura semicondutora [83].
O sistema € polarizado de forma que os momentos de dipolo dos éxcitons estdo orientandos
para a fina camada metélica, 1sso porque essa configuracdo impede a formagdo de trions e a
recombinacdo rdpida [69]. O fato dos éxcitons se espalharem devido a interacdo com os elétrons
remotamente livres, faz com que os éxcitons com momento diferente de zero atraiam um aos
outros, levando a uma formacao de roton na dispersao do éxciton, como pode ser visto na Fig.
17a). O minimo de roton nesse sistema € controlado pela distancia entre o gas de elétrons 2D e o
condensado de éxcitons, de modo que quanto menor a distancia entre esses dois componentes
do sistema (Fig. 16b)), mais atrativo se torna a interacdo entre os éxcitons do condensado,
ocasionado um minimo de roton com valores cada vez mais negativos. A deducdo do potencial
de interacdo éxciton-éxciton efetivo e a obtengdo de rotons no sistema hibrido de Bose-Fermi
pode ser acompanhada em [83].
Figura 17 — a) Gréfico do espectro de excitacdo e b) potencial de interacdo éxciton-

éxciton efetivo para trés valores da distancia de separacdo L entre a camada do
éxciton e elétron.

x10*
10
L=14nm
.......... L=18 nm
LI S [—— L=30nm
&
>
(]
&
3
o
~
05 5 5 y i
0 2 4 6 8 0 05 1 15
q (x107m—Y) g (x10%m=1)

Fonte: Adaptado de [69].

Nesse sistema, como retrata a Fig. 18, trés diferentes regimes foram obtidos pelo
procedimento de minimizacdo numérica. Quando o espectro de excitacio se encontra apenas na
regido positiva de energia, corrrespondendo a uma distancia de 30 nm do gés de elétrons 2D e o
condensado de éxcitons, a solu¢do do estado fundamental € um superfluido, representado na Fig.
18a). No espaco reciproco, essa soluciao € um pico, como pode ser visto na Fig. 18b). Conforme
a distancia € reduzida, uma notdvel mudanca ocorre no perfil do condensado para o estado de
menor enegia. Em uma distancia de 18 nm, o sistema passa a apresentar um padrao trinagular

no seu estado fundamental devido a quebra espontanea de simetria (ver Fig. 18c)). No estado
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Figura 18 — Perfil de densidade de um BEC de éxcitons no espaco real e no espaco
reciproco. a) Para uma separacao de 30 nm o estado fundamental € um superfluido
homogéneo. b) No espaco reciproco, o estado superfluido é representado por um
ponto. ¢) Para uma separacdo de 18 nm, um arranjo triangular passa a se formar
no estado de menor energia do sistema. d) Um arranjo periédico também surge no
espaco reciproco. e) Ainda para uma distantica de 18 nm, ruidos no sistema podem
levar a uma fase metaestavel. e) A fase metaestavel se apresenta no espaco reciproco
como anéis concéntricos em torno de k£ = 0.

H I 1 I 1 I H M I T I T I B H | 1 I 1 | H
— 100+ 4k 4 .
) 1 [ 1[0 _
= 100 4 F 4 F .
PO I BT PR I T N TR A PR T I A

—100 O 100 —100 O 100 —100 O 100

ko (pm™1) (o™ 1) ko (pem ™)

Fonte: Adaptado de [69].

reciproco (Fig. 18d)), o surgimento do arranjo cristalino € indicada pela aparicao de picos que
correspondentes ao vetores da rede, e a constante de rede desse padrdo € definida pelo valor do
vetor de onda dos minimos de roton [69]. Ainda pode acontecer da solu¢do numérica apresentar
um arranjo cristalino desregular, apresentado na Fig. 18e). Essas solucdes ndo correspondem ao
estado fundamental do sistema, no entanto, constituem minimos locais da energia. No espaco
reciproco, essa assinatura de cristalicdo surge como aneis concéntricos em torno de k£ = 0 (Fig.
18f)). A uma distancia de 14 nm entre o gas de elétrons 2D e o condensado, o procedimento de
minimizacgdo leva ao colapso da fun¢@o de onda, uma vez que a abordagem de campo médio é
quebrada.

Assim, baseamos-nos nesse sistema para os estudos a respeito de supersolidos em
semicondutores 2D, tendo em vista que esse ambiente hibrido possibilita a obtencdo de uma

transicdo para a fase supersélida [69]. Procuramos construir matematicamente um potencial de
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interacao funcionalmente igual ao potencial deduzido em [83] que foi 0 mesmo utilizado em
[69] para observar os tragos de supersolidez.

Para esse sistema, investigamos a transi¢do para fase supersélida de éxcitons por
meio de uma abordagem de campo médio, de onde temos a chamada eGP dependente do tempo
e estudamos o potencial matemadtico construido, checando a possibilidade de coexisténcia entre
uma fase superfluida e uma ordem cristalina por meio de uma minimizacdo numérica da energia

do sistema usando o propagador no tempo imagindrio.

3.2 Teoria de Gross-Pitaevskii

A base tedrica para teoria de Gross-Pitaevskii foi desenvolvida no Capitulo 1 desta
dissertacdo. Embora a eGP tenha sido originalmente utilizada para lidar com BEC de atomos
fracamente interagente, podemos seguramente utilizd-la no nosso problema. A diferenca que
surge € quanto ao potencial de aprisionamento, que no caso dos experimentos envolvendo
atomos alcalinos, utiliza-se uma armadilha, tipicamente parabdlica, para aprisionar as particulas,
enquanto que no problema desenvolvido aqui o potencial existente € apenas devido a interagdao
éxciton-éxciton.

Assim, para um condensado de éxcitons, consideramos o método aproximativo
para determinar a funcdo de onda para sistemas de muitos corpos, chamada de descricdo de

Hartree-Fock, na qual escrevemos o ansatz,
Wa(r,t) = [ [ velrit) 3.1)

onde no limite mdximo do nimero de particulas N chegamos a energia de campo médio com

um potencial de intera¢do ndo local

2
By — Ny / dr 7 (r, 1) (— 27’; v+ % / i (V. (2 — 1), 1) + a%(r',t))) e (r,1),
(3.2)

em que £ representa o estado spin +1 e —1 do éxciton, o remete a constante de interagao
entre dois componentes de spin do éxciton, ny(r,t) = n, (r,t) + n_(r,t) = N, (r,t)> +
N_[¢p_(r,t)|? e VT (r) é o potencial de interagdo éxciton-éxciton. Vale ressaltar ainda que 71
¢ a massa do éxciton, que € diferente da massa dessas mesmas quasi-particulas formadas em
monocamadas de semicondutores. Para esse caso, temos que a eGP nos da

h?V?
2Mex

z’h%lbi(r,t) = - Pi(r,t) + / dr' VT (2 — ¥ or (¢, s (1, ) + ame (2, £) b (1, ).

(3.3)
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O trabalho que motivou esse estudo envolve sistemas mediados por um gas de elétrons, e
comumente, a interagdo éxciton-éxciton € uma interacdo retardada no tempo, de modo que para
obter a eGP ndo retardada, € calculado a média do potencial de interagcdo em uma faixa de
frequéncia limitada pela frequéncia de dissociacdo do éxciton.

Neste trabalho, consideramos um potencial no espaco reciproco que apresenta um

minimo, escrito como

b c-107°
vell (kY= {a-10* — R 3.4
el k) (“ (kjao + 0022 (k/a0+0.02)4)/ v GH

onde a( € o raio de bohr, Ry a energia de Rydberg e os pardmetros a, b e ¢ desempenham o
papel de controlar o comportamento da curva do potencial de interacdo (em [69], 0 que exerce
esse papel é exatamente a distancia entre o gés de elétrons 2D e o condensado de éxcitons). O
potencial escrito na Eq. (3.4) ndo corresponde a um resultado obtido a partir de determinada
descri¢do tedrica para um problema, mas sim foi construido a partir de um fitting de um potencial
do tipo Lenard-Jones, com o intuito de investigar a influéncia de um minimo no potencial e como
este afeta o perfil do sistema no estado fundamental. Esse estudo pode ser realizado através da
variacdo dos parametros a, b e ¢, que nos fornecem diferentes aspectos da curva, o que do ponto
de vista fisico, nos d4 informacao a respeito da interag¢do entre os éxcitons, podendo possuir uma
natureza mais ou menos atrativa. A Fig. 19 mostra o comportamento do potencial matematico
construido, com um minimo no espaco dos momentum.

Considerando os diferentes comportamentos de VT podemos a partir do tra-
tamento de Gross-Pitaevskii apresentada na Eq. (3.3), procurar por uma situacdo onde seja
observada uma transi¢do para a fase supersolida. Para isto, resolvemos numericamente a eGP
para diferentes comportamentos do potencial de interagdo por meio da técnica formulada no
Capitulo 2. Aqui, consideramos « = 0, que siginifica dizer que ndo existe interacdo entre as
componentes do spin dos éxcitons, e assim, trabalhamos com um condensado com apenas uma
componente do éxciton. Do ponto de vista experimental isso € perfeitamente vidvel, uma vez que
€ possivel produzir éxcitons de spin +1 ou —1, como por exemplo, os TMD’s, s6 controlando
a polarizacdo da luz. Os diferentes potenciais de interacao efetivo correspondentes aos varios
éxcitons resultaram em diferentes perfis para o sistema no estado fundamental conforme mostra
a Fig. 20.

Em vista de recuperar os resultados obtidos pelo trabalho original [69], tomamos
incialmente o potencial inteiramente na regiao positiva da energia. Nesse regime, a solucao

numérica da eGP fornece um regime onde o estado fundamental do sistema é um superfluido
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Figura 19 — Gréfico do potencial da Eq. (3.4). As diferentes curvas correspondem a
interacdo entre os é€xcitons, de modo que a interacdo € tanto maior quanto maior for
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homogéneo, assim como na Fig. 18a). No entanto, para grafico da Fig. 20a), observamos faixas
verticais, e isso se deve ao fato de que no processo de elaboragdo do cédigo, precisamos ajustar
a constru¢do dos eixos de modo que o progama diferencie os eixos x e y. Conforme vamos
tornando a interagdo entre os éxcitons mais forte, o que implica dizer que estamos tornando o
minimo do potencial mais negativo, mudancas na densidade do sistema no estado fundamental
passam a ocorrer. Embora ainda ndo seja nitido, a Fig. 20b) mostra a apari¢do de certos picos.
Na Fig. 20 c¢), notamos uma mudanga no perfil de densidade, e um estado caracterizado por um
padriao triangular torna-se o estado fundamental do sistema. A orientacdo da rede € escolhida
aleatoriamente em um processo de quebra espontanea de simetria, conforme as flutuagdes iniciais
no processo de minimiza¢gdo numérica em complemento com a quebra de simetria relativa a
fase determinada arbitrariamente da fun¢do do condensado. Nas Figs. 20 d-f), observamos
um distanciamento dos picos de densidade conforme o minimo do potencial atinge valores
mais negativos de VT . Outro aspecto que pode ser discutido é o desordenamento dos picos
para certos parametros do potencial. Na Fig. 20 d) notamos esses padrdes desarranjados com
estruturas poli-cristalinas, que decorre de distor¢des inciais, a partir das quais o processo de
minimizag¢ao produz essas solugdes. Para valores muito negativos do minimo do potencial, o
procedimento numérico leva ao colapso da fun¢@o de onda, apontando que o estado fundamental

nao pode ser estabelecido devido a quebra do modelo de campo médio [69].



Figura 20 —Gréficos dos diferentes perfis de densidade do condensado de éxcitons no
espaco real. Em a) ndo observamos nenhum padrao formado no estado fundamental
do sistema. Conforme o potencial ultrapassa para o dominio negativo, uma mudanga
no perfil da densidade passa a acontecer, até que em c) podemos ver um padrio
triangular se formar. A partir dai, d-f) observamos picos da densidade distribuidos.
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho apresentamos a base tedrica para um estudo a respeito da transi¢cao
para a fase supersdlida em sistemas constituidos de BECs de éxcitons em semicondutores. Para
18so, introduzimos a fisica utilizada em BECs de atomos alcalinos bem como a teoria sobre as
quasi-particulas chamadas éxcitons. Com isso pudemos entender o processo realizado para se
obter BECs desses éxcitons.

Toda essa bagagem nos preparou para investigar as condi¢des que levam esses
sistemas a sofrerem uma transi¢ao para uma fase supersélida. Uma dessas condic¢des € que a
interacdo entre as componentes do sistema promovam o surgimento de uma instabilidade de
roton, isto é, excitacdes elementares que apresentam um minimo de energia com um momento
finito. Sendo assim, construimos um potencial funcionalmente semelhante ao utilizado pelo
trabalho que motivou esse estudo para investigarmos o surgimento de uma fase que apresentasse
uma ordem cristalina e superfluida a0 mesmo tempo. Introduzindo o potencial construido na
equacao de Gross-Pitaevskii, obtivemos por meio da propagacao no tempo imagindrio o perfil
da funcdo de onda no estado fundamental, onde os resultados mostram um padrdo triangular,
indicando que o sistema de fato cristalizou. O trabalho desenvolvido mostra quais caracteristicas
e parametros esse potencial deve possuir, na pratica, para que se possa obter e controlar a fase
supersolida de éxcitons.

Pretendemos agora expandir nossos estudos agora para sistemas constituidos de
camadas atomicamente finas empilhadas, onde o alinhamento atdmico entre as redes exibem
variagdes periddicas determinado pelo descasamento da constante de rede e o angulo de tor¢ao
entre as camadas, dando origem a chamada super rede de moiré. Essas plataformas fornecem uma
boa base para investigar os efeitos de muitos corpos dos bdsons, uma vez que as propriedades
Opticas nesses materiais sdo governadas por bosons compostos por pares de elétrons e buracos
ligados, também conhecidos como éxcitons de moiré. O éxciton neste caso estd em uma rede de
potenciais periddicos, passando a possuir uma nova estrutura de bandas, a estrutura de bandas de
moiré. Dessa estrutura de bandas, podemos finalmente extrair uma nova massa efetiva, ou seja, a
massa efetiva do éxciton de moiré, que € fortemente ajustavel por angulos de rotagdo e campos
externos, trazendo assim a possibilidade de se varrer uma grande quantidade de valores possiveis
para massas de éxcitons, em busca de uma situag¢do onde a equacdo de Gross-Pitaevskii levaria a

uma fase supersdlida como estado de menor energia.
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APENDICE A - ESTATISTICA DE UM GAS IDEAL

Em um gés quantico ideal ndo h4 interacdes entre as particulas do sistema, podendo

ser definido pelo conjunto de nimeros
{n17n27"' anj7"'}E{nj}a (Al)

onde o subscrito j corresponde ao estado quantico de um orbital e 7; o nimero de ocupagio
desse orbital. No caso dos férmions, como eles obedecem ao principio de exlusdo de Paulin, o
numero de ocupagdo n; s6 poderd ser 0 ou 1 para qualquer 7, isso por conta que dois férmions
ideénticos ndo podem ocupar o mesmo estado quantico simultaneamente. Para os bdsons,
entretanto, podemos ter de 0 a NV particulas ocupando um mesmo orbital, sendo N o nimero
total de particulas que compde o sistema.

Para determinado estado {n;} a energia do sistema é dada por
E=) ¢em; (A.2)
J
em que a ¢; corresponde a energia do orbital 5. O nimero de total de particulas €
N=> n, (A.3)
J

Segundo a fisica estatistica, no ensemble grande candnico, a fun¢do de parti¢do é

definida como,

=T,V =]] {Z exp[—B(e; — u)n]} : (A4)
i n

onde ¢; € a energia de uma particula no estado j e § = 1/kgT, sendo kp a constante de

Boltzmann e 7" a temperatura. O valor esperado para o nimero de particulas (n;) em cada estado

¢ obitido por meio da relagdo

(n;) = “Foe InZ, (A.5)

e o valor esperado para a energia €

0. . wo
<€j> ——a—ﬁln_+ga—ﬂ n

Agora vamos discutir a estatistica para cada tipo de particula.

=. (A.6)
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A.1 Estatitica de Bose-Eintein

O comportamento de bésons nao interagentes em equilibrio termodindmco pode
ser estudado a partir do mecanismo do ensemble grande candnico, de modo que temos um
viculo com o potencial quimico x, na qual estd relacionado a energia necessdria para inserir uma
particula no sistema.

Observemos que o somatorio na varidvel muda n apresentada na eq. (A.4) varia de
0 até o nimero total de particulas N do sistema, logo, se tivermos N — oo, e tendo em vista
que para a soma convergir devemos ter exp[—/(e; — pt)] < 1 para qualquer valor de j, podemos

recorrer as prorpriedades da série geométrica e reescrever a funcio de particdo como
In=(T,V, pn) = —Zln{l —exp[—p(e; — p)]}- (A.7)
J

Como o menor valor para a energia ¢; é zero, para que exp[—/(s; — p)] < 1, temos que
exp[Su] < 1, ou seja, o potencial quimico ;. deve ser estritamente negativo. Portanto, o nimero

médio de ocupacdo em um determinado estado j, com base nas eqgs. (A.5) e (A.7) é dado por

1
ol = ol — ] -1 (A8

E assim, vemos que a condi¢do de 4 < 0 para o caso dos bdsons esta de acordo com a
exigéncia de que (n;); > 0. A eq. (A.8) é chamada de funcdo de distribui¢do de Bose-
Einstein. E conventinte, para um andlise da influéncia do potencial qdimico, adotar a quantidade

z = exp|fu], também conhecida como fugacidade.

A.2 Estatitica de Fermi-Dirac

Como ja mencionado, os bésons possuem um nimero inteiro de spins (ex: fotons,
glions, etc.), os férmions possuem um nimero semi-inteiro de spin (ex: elétrons, neutrons, etc.).
Equanto os bésons tendem a se aglomerarem no estado de menor energia, os férmions obedecem
ao principio de exclusdo de Pauli, que afirma que dois férmions idénticos ndo podem ocupar o
mesmo estado quantico simultanemente, e isso se deve ao fato da func¢do de onda total do sistema
ser antissimétrica com relacdo a permuta de duas particulas. Assim, como n s6 pode ser 0 ou 1,

temos que

> exp[—B(e; — p)n] = 1+ exp[-B(g; — p), (A.9)

n=0,1
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de onde segue que

InZ = In{l +exp[—f(e; — p)]}. (A.10)

J

Da eq. (A.5), chegamos a func¢do de distribui¢do de Fermi-Dirac,

1
il = exp[B(e; — )] +1 (A1D

onde 0 > (n;)., > 0, satisfazendo o principio de exclusao de Pauli.

Em relacdo a funcdo de distribuicdo de Bose-Einstein apresentada na eq. (A.8), para
altos valores da temperatura, o potencial quimico deve ser negativo ;. < 0. Dentro do contexto
quantico, com o numero de particulas fixo, a medida que a temperatura diminui, o potencial
quimico do bdésons aumenta, atingindo um limite 4 — 0~ , isto é, = — 1, para determinada
temperatura critica 7, e permanece no valor de © = 0 para valores abaixo dessa temperatura
T < T.. Porém, i ndo excede esse limite, caso contrdrio, a fungdo de distribui¢do para esse
estado de particula seria negativo, e portanto, nao fisico. A partir da Fig. 21a), podemos
observar que a ocupagdo média do estado fundamental aumenta conforme a temperatura diminui,
implicando em valores cada vez menos negativos para o potencial quimicos, seguindo o limite

deque 0 < z < 1.

a) 4T b)2.0

—————— —_——
— 2z =0.25 — Bose-Einstein
— z =050 ] — Fermi-Dirac
3k z=10 ] 1.5F Boltzmann
= —
S 2r S 10F i
£ <

\ 4

0- : : =S 0.0 - ‘ ‘

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 -4 -2 0 2
Beo Beo

Figura 21 — Produzida pelo autor. a) O grafico mostra o aumento do valor médio de ocupagdo do

estado fundamental (j = 0) para fun¢do de distribuicao de Bose-Eintein conforme z — 1. b)

Comparagdo entre as fungdes de distribuicao de Bose-Einstein, Fermi-Dirac e Boltzmann. Para

altas temperaturas as trés fun¢des apresentam o mesmo comportamento.

Em altas temperaturas, os efeitos da estatistica quantica tornam-se despreziveis, €
nessa situacao cldssica, nao diferenciamos as particulas em bdsons ou férmions. Nesse regime
devemos ter que exp[f(e; — p)] > 1, para qualquer j, ou seja, z = exp[fu] < 1. Dessa forma,

conforme apresenta a Fig. 21b, no limite cldssico, temos que tanto a fungdo de distribuicdo de
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Bose-Einstein (A.8) quanto a de Fermi-Dirac (A.11) se aproximam da fun¢do de distribui¢cdo de

Boltzmann

(n;)g = exp[—B(e; — )] (A.12)
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