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RESUMO

Nesta monografia é  discutida a  impedância de um circuito RC em paralelo e  sua aplicação na 
espectroscopia de impedância. Após discutir a impedância de uma forma geral e para os com-
ponentes discretos, calculamos a impedância de um circuito constituído por um resistor e um 
capacitor em paralelo. São apresentadas as respostas de Bode e Nyquist desse circuito e dis-
cutimos como sua impedância está relacionada a outras grandezas elétricas. Depois, aplicamos 
esse circuito como modelo para determinar as propriedades dielétricas de um monocristal de 
KH2PO4.

Palavras-chave: impedância; circuito RC; propriedades elétricas.



ABSTRACT

This monograph discusses the impedance of a parallel RC circuit and its application in impe-
dance spectroscopy. After discussing impedance in general and for discrete components, we 
calculate the impedance of a circuit consisting of a resistor and a capacitor in parallel. The 
Bode and Nyquist responses of this circuit are presented and we discuss how its impedance is 
related to other electrical quantities. We then apply this circuit as a model to determine the 
dielectric properties of a single crystal of KH2PO4.

Keywords: impedance; RC circuit; electrical properties.
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1 INTRODUÇÃO

A espectroscopia de impedância é uma técnica muito empregada na investigação
das propriedades elétricas de materiais, tais como condução e propriedades dielétricas; mas
que também pode ser aplicada para investigar transporte de massa, taxas de reação química,
corrosão, defeitos, e microestruturas, entre outras propriedades dos materiais [1–6].

Basicamente, na espectroscopia de impedância, aplicamos um sinal de tensão de
entrada no sistema e medimos a corrente elétrica oriunda da resposta do sistema. Usualmente,
essa tensão é senoidal, o que implica em uma corrente também senoidal, mas cuja fase e mag-
nitude carrega a informação do sistema. A Figura (1) mostra o princípio da espectroscopia de
impedância.

Figura 1 – Princípio básico da espectroscopia de impedância.

Fonte: Autor.

Assim, no limite de baixas amplitudes de tensões, a impedância Z(ω) de um sistema
é definida como sendo a relação entre a tensão aplicada ao sistema e a corrente que circula por
ele devido à aplicação da tensão, ou seja

V (ω) = Z(ω)I(ω) (1.1)

onde V (ω) e I(ω) são a tensão harmônica aplicada e a corrente devido a essa, respectivamente,
e ω é a freqüência angular da tensão/corrente. Portanto, quando variamos a frequência da
tensão de entrada, variamos a corrente-resposta de acordo com os constituintes microscópicos
do sistema. Observe que a impedância tem a mesma unidade que resistência, o Ω.

Além de efeitos condutivos ou resistivos do sistema, a impedância envolve também
efeitos de acumulo de cargas ou correntes. Assim, a modelagem mais comum em espectros-
copia de materiais envolve o uso de circuitos elétricos baseados em elementos discretos como
resistores, indutivos e capacitivos. Observe que tanto capacitores quanto indutores induzem
uma defasagem entre a corrente e a tensão aplicada, sendo representadas por reatâncias pura-
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mente imaginárias. Portanto, a impedância pode ser escrita em uma forma complexa, tal que na
forma cartesiana para números complexos, a impedância de um sistema pode ser escrita como

Z(ω) = Z′(ω)+ jZ′′(ω) (1.2)

onde j =
√
−1 é o imaginário complexo puro. Ou na forma polar, obtida através da relação de

Euler, e jθ = cosθ + jsenθ , tal que [1]:

Z = |Z|e jθ (1.3)

O termo espectroscopia, então, advém do fato de investigarmos a resposta do sis-
tema em função da frequência da tensão de entrada. Como são números complexos, usualmente
estudamos o comportamento das partes real e imaginária da impedância em função da frequên-
cia. É a representação mais simples, sendo bastante útil na análise dos tempos de relaxação,
como pode ser visto na Figura(2)

Figura 2 – Exemplo de Representações de Bode para as partes real e imaginária da
impedância.R é a resistência e X é a reatância.

Fonte: Retirada da Referência [7]

Podemos estudar a impedância e qualquer uma de suas funções oriundas em função
da frequência. Este tipo de representação é chamada de gráfico de Bode. A principal vantagem
dessa representação é que a dependência da frequência é visível e nenhuma informação é per-
dida. A principal desvantagem é a pouca sensibilidade à mudanças no sistema. A Figura (3)
mostra um exemplo de um gráfico de Bode.

Entretanto, na Impedância de Espectroscopia é muito comum investigarmos a de-
pendência da parte imaginária com a parte real, ou seja, tratando a frequência como uma variá-
vel paramétrica. Esse tipo de representação é chamada de gráfico de Nyquist. É o gráfico com
eixos Z’ e -Z". Muito mais rebuscado que a Representação de Bode, tem como vantagem, por
exemplo, a maior sensibilidade à mudança de frequência. A Figura (4) mostra um exemplo de
gráfico de Nyquist.

Nesta monografia teremos o estudo da impedância de um circuito RC em paralelo
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Figura 3 – Exemplo de Representações de Bode para impedância.No gráfico abaixo,devido ser
de outra fonte bibliográfica, o ângulo de fase está denotado por φ .

Fonte: Retirada da Referência [8]

Figura 4 – Exemplo de Representações de Nyquist para impedância.

Fonte: Retirada da Referência [9]

e como são suas representações (resposta elétrica) de Bode e Nyquist para sua impedância.
Também correlacionamos sua impedância com outras grandezas elétricas, como admitância,
constante dielétrica e módulo elétrico, com suas respectivas representações. Finalmente, apli-
camos esse modelo para estudar a impedância de um monocristal.
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2 RELAÇÕES DA IMPEDÂNCIA COM OUTRAS GRANDEZAS ELÉTRICAS

Ao estudarmos Espectroscopia de Impedância nos deparamos com inúmeras fun-
ções derivadas da natureza dos componentes do circuito analisado. Devido ao uso recorrente
dessas funções, convém nomear as mais recorrentes. A admitância é o inverso da impedância.
Heaviside cunhou esse termo em 1887 [1], e nesta monografia será denotada por Y . Logo

Y =
1
Z

(2.1)

A unidade do SI da Admitância é o Siemens (S). Como a impedência Z é um número complexo,
a admitância também o é, ou seja, podemos escrever Y como sendo

Y = Y ′+ jY ′′ (2.2)

onde, normalmente, Y ′ é chamada de condutância e Y ′′ de susceptância, e assim como a admi-
tância são medidas em Siemens

A capacitância de um capacitor ”vazio” (com vácuo entre suas placas) é multipli-
cada por um fator ao se inserir um dielétrico entre as placas. Esse fator depende do dielétrico em
questão e é denominado de constante dielétrica, usualmente denotada por εr. A relação entre a
constante dielétrica e a impedância é dada por:

εr =
1

jωZCo
(2.3)

onde Co é a capacitância de um capacitor vazio. A constante dielétrica é, portanto, um número
complexo, tal que

εr = ε
′
r − jε ′′r (2.4)

Usamos o sinal negativo para evitar trabalhar com valores negativos.Em textos voltados para
outras áreas pode-se encontrar com o sinal positivo.

Outra grandeza elétrica interessante é a função módulo elétrico, definida como o
inverso da constante dielétrica, ou seja

M =
1
εr

(2.5)

tal que

M =
1
εr

= M′+ jM′′ (2.6)

A função módulo oferece uma abordagem alternativa na análise da resposta elétrica de materiais
e é bastante útil ao lidar com os efeitos da granulação de materiais em altas temperaturas.

As várias relações entre essas grandezas elétricas é sumarizada na Tabela (1) [1].
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Tabela 1 – Relações entre as quatro grandezas elétricas básicas.
M Z Y εr

M M µZ µY−1 ε−1
r

Z µ−1M Z Y−1 µ−1εr
−1

Y µM−1 Z−1 Y µεr
εr M−1 µ−1Z−1 µ−1Y εr
µ≡iωCo, onde Co é a capacitância da célula vazia

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3 IMPEDÂNCIA DE UM CIRCUITO RC PARALELO E OUTRAS GRANDEZAS
ELÉTRICAS

Como discutimos antes, é comum em espectroscopia de impedância usarmos um
circuito elétrico constituído de componentes discretos. O componente elétrico mais básico é
o resistor. A corrente em um resistor de resistência R é calculada a partir da tensão em seus
terminais através da Lei da Resistência V = IR, tal que, comparando com a Eq. (1.1), temos
que a impedância de um resistor é justamente sua própria resistência, sendo também chamada
de impedância resistiva, ou seja:

Zr = R (3.1)

Veja assim que, como a impedância resistiva é puramente real, não há modificação da fase
da corrente em relação à tensão. Logo, por definição, assumimos que o ângulo de fase nos
resistores é nulo, ou seja, a corrente está em fase com a diferença de potencial.

Entretanto, capacitores e indutores tendem a defasar/adiantar a corrente em relação
à tensão que chega em seus terminais. Assim, como em um capacitor ideal de capacitância C

temos que
q =CV (3.2)

onde q é a carga no capacitor e V a tensão em seus terminais. Assumindo uma tensão complexa
da forma V = Voe jθ , diferenciando ambos os lados da equação acima, temos que a corrente Ic

no capacitor será
dq
dt

= Ic =
d
dt
(CV ) =C

dV
dt

= jωCV (3.3)

ou, de forma mais detalhada, a impedância do capacitor ideal ou, como é comumente chamada,
a reatância capacitiva Zc é dada por

Zc =
V
I
=

− j
ωC

=
e−π j/2

ωC
(3.4)

Com isso, temos que

|ZC|=
1

ωC
(3.5)

θC = π/2 (3.6)

onde θC é a fase da corrente no capacitor. Assim, a corrente é adiantada de 90o no capacitor,
ou que em um capacitor a fase da voltagem está atrasada em um quarto de ciclo em relação à
corrente.

Por outro lado, em um indutor ideal de indutância L, a diferença de potencial entre
os terminais devido uma corrente IL é dada por

V = L
dIL

dt
(3.7)
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Integrando ambos os lados em relação ao tempo, e considerando novamente uma tensão com-
plexa, obtemos

IL =
1
L

∫
V dt =

1
jωL

V (3.8)

Tal que, comparando novamente com a Eq. (1.1), obtemos para a impedância indutiva ZL (ou
reatância indutiva)

|ZL|= ωL (3.9)

θL =−π/2 (3.10)

Ou seja, a fase da voltagem está um quarto de ciclo adiantada em relação à corrente.
Como os materiais são constituídos de moléculas, íons e elétrons, com cada res-

pondendo de forma diferente a um campo elétrico (devido à tensão elétrica aplicada), temos
usualmente uma impedância cuja fase indica uma associação de componentes discretos, visto
que a defasagem da corrente, usualmente, não é 90o.

Em materiais não metálicos, usualmente não temos indução, logo as respostas são
resistivas e capacitivas. Assim, os circuitos RC em série e paralelo são muito empregados para
análise da resposta elétrica de materiais. Como discutimos antes, o objetivo desta monografia é
explorar o circuito RC em paralelo. Para isso, precisamos discutir a impedância da associação
de diferentes componentes elétricos.

Novamente, temos outra similaridade entre os conceitos de impedância e resistên-
cia, ou seja, em circuitos com combinação de várias impedâncias devemos aplicar as leis de
Kirchoff, tal que a impedância resultante é similar aquela da combinação de resistores, respei-
tadas as defasagens.

3.1 Análise do Circuito RC paralelo

Consideremos então um circuito RC em paralelo composto por um resistor de re-
sistência R e um capacitor de capacitância C como o da Figura (5).

Figura 5 – Circuito RC em Paralelo.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Considerando então as leis de Kirchoff, temos que a impedância Z é:

1
Z
=

1
ZR

+
1

ZC
(3.11)

Tal que, substituindo os valores de impedância resistiva e capacitiva temos

1
Z
=

1
R
+

1
1

jωC

(3.12)

de onde obtemos
Z =

R
1+ jωRC

(3.13)

Tomando o produto pelo conjugado do denominador complexo obtemos

Z =
R

1+ω2R2C2 − j
ωR2C

1+ω2R2C2 (3.14)

Logo, as partes real e imaginária da impedância de um circuito RC são

Z′ =
R

1+ω2R2C2 (3.15)

Z′′ =− ωR2C
1+ω2R2C2 (3.16)

A Figura (6) mostra os gráficos de Bode para as partes real e imaginária da impe-
dância de um circuito RC em parelelo. Vamos então interpretar a resposta em frequência das
partes real e imaginária da impedância. Das equações acima, temos que para baixas frequências
a parte real da impedância é constante com valor ZR = R, enquanto a parte imaginária é nula
no limite quando ω → 0. Isso era esperado visto que para baixas frequências o circuito RC age
como um resistor, visto que a reatância capacitiva é muito alta. Para altas frequências(ω → ∞) a
parte real da impedância se anula e a parte imaginária também. Isso também era esperado, visto
que para altas frequências o valor da reatância capacitiva se anula, tal que o capacitor funciona
como um curto-circuito, implicando que a impedância se aproxima de zero.

É importante observar também que a parte imaginária (de fato, o negativo dela)
apresenta um máximo. Derivando a parte imaginária e igualando a zero, percebemos que a
frequência para o qual ocorre o máximo é dada pela relação

ωo =
1

RC
(3.17)

O fator RC é chamado de tempo de relaxação ou ainda constante do circuito RC e será denotado
por τ . O valor da parte imaginária para ωo é Z′′ = R/2. Observe que

ωoτ = 1 (3.18)

Para obtermos o gráfico de Nyquist da impedância de um circuito RC em paralelo,
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Figura 6 – Gráfico de Bode para as partes real e imaginária da impedância de um circuito RC
em paralelo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

vamos manipulando as expressões de Z′ e Z′′ para obtermos a dependência de Z′′ em função de
Z′. Em outras palavras, vamos eliminar a variável paramétrica ω . Assim, tomando o quadrado
da parte real

Z′2 =
R2

(1+ω2τ2)
2 (3.19)

e da parte imaginária

Z′′2 =
R2ω2τ2

(1+ω2τ2)
2 (3.20)

temos que

Z′2 +Z′′2 =
R2(1+ω2τ2)

(1+ω2τ2)
2 (3.21)

ou

Z′2 +Z′′2 =
R2

1+ω2τ2 (3.22)
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Tal que

Z′2 +Z′′2 = R
R

1+ω2τ2 = RZ′ (3.23)

ou, de forma mais elegante (
Z′− R

2

)2

+Z′′2 =

(
R
2

)2

(3.24)

Portanto, o gráfico de Nyquist para a impedância de um circuito RC em paralelo é uma semi-
circunferência centrada em no ponto (R/2,0) e de raio igual a R/2 como mostra a Figura (7).
O máximo da circunferência ocorre em Z′ = R/2 e implica em ωoτ = 1.

Figura 7 – Gráfico de Nyquist para impedância de um circuito RC em paralelo.
−Z”

Z′
R/2

ωτ0 = 1

→ →

ω = ∞ ω = 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir das relações sumarizadas na Tabela (1) podemos obter as demais grandezas
elétricas para o circuito RC em paralelo. Quanto à admitância, temos que

Y =
1
Z
=

1
R
+ jωC (3.25)

Tal que as partes real e imaginária da admitância são

Y ′ =
1
R

(3.26)

Y ” = ωC (3.27)

Assim, as respostas em frequência da admitância são dadas na Figura (8).
Por outro lado constante dielétrica é dada por

εr =
1

jωC
Y =

1
jωC

(
1
R
+ jωC) (3.28)

tal que

εr = 1− j
ωτ0

= ε
′
r − jε ′′r (3.29)
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Figura 8 – Gráfico das funções elétricas relacionadas à Admitância.Perceba que,devido ao fato
de Y’ ser constante, os gráficos de Y’ são retas ”sem inclinação” . Y" tem comportamento
linear com a frequência.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, as partes real e imaginária da constante dielétrica são:

ε
′ = 1 (3.30)

ε
′′ =

1
ωτ0

(3.31)

Assim, as respostas em frequência da constante dielétrica são como as mostradas
na Figura (9).

Figura 9 – Gráficos de ε ′r e ε”r . Note que ε ′ = 1 , ou seja,ao usá-lo como parâmetro em
gráficos teremos retas sem inclinação.Perceba que no gráfico ε ′r vs ε”r a curva coincide com o
eixo ε”r

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente a função módulo é dada por

M =
1
ε
=

1

1− j
ωτ0

(3.32)
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tal que

M =
(ωτ0)

2

1+(ωτ0)
2 + j

ωτ0

1+(ωτ0)
2 (3.33)

Assim, as partes real e imaginária da função módulo são

M′ =
(ωτ0)

2

1+(ωτ0)
2 (3.34)

M” =
ωτ0

1+(ωτ0)
2 (3.35)

Analogamente à impedância, a função módulo tem nas suas partes real e imaginá-
ria um vínculo parecido com a Equação (3.24). Podemos explicitar esse comportamento da
seguinte forma

M” =
ωτ0

1+(ωτ0)
2 =

M′

ωτ0
(3.36)

ou seja

M′2 +M”2 = M′2
(
1+ω2τ2

0
)

ω2τ2
0

(3.37)

tal que
M′2 +M”2 = M′ (3.38)

ou de forma mais elegante (
M′− 1

2

)2

+M”2 =

(
1
2

)2

(3.39)

ou seja, uma semicircunferência centrada em (1/2,0) de raio 1/2. O comportamento da função
módulo é dada na Figura (10).

Figura 10 – Gráficos -M"vs M’,M’ e M"vs frequência .Ao calcular os pontos críticos de
M"temos que esta função tem valor máximo M"= 0,5 e mínimo M"=0 ,por isso o semicírculo
está "virado".

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4 APLICAÇÃO DO MODELO A UM MONOCRISTAL

Neste capítulo aplicaremos a análise da impedância de um monocristal de KH2PO4.
As medidas foram realizadas ao longo do eixo principal do cristal na forma de capacitor de
placas paralelas, e foram gentilmente cedidas pelo Prof. Waldeci Paraguassu da Universidade
Federal do Pará.

O fosfato de monopotássio, de fórmula KH2PO4, é um composto inorgânico usado
como fertilizante, aditivo alimentar, fungicida e agente tamponador. Neste artigo será denotado
pela sigla KDP. Na forma de cristal tem propriedades ópticas não-lineares, sendo incorporado a
sistemas de laser para geração de segundos harmônicos e mudança optoelétrica. É viável para
uso de lasers de alta abertura devido ao crescimento de cristais de largo tamanho.

Existem vários polimorfos do KDP [10]. Em temperaturas menores que −150oC
são ferroelétricos e tem estrutura ortorrômbica, e em temperaturas ligeiramente acima desta
passam por uma transição de fase e se torna material paraelétrico (comportamento padrão à
temperatura ambiente) com estrutura tetragonal (ver Figura (11) [11][12][13][14][15].

Figura 11 – Estrutura cristalina do KDP a temperatura ambiente.

Fonte: Adaptada do site htt ps : //commons.wikimedia.org/

Quando submetido a temperaturas acima de 180oC sofre outra mudança de fase,
passando a ter estrutura monoclínica e alteração considerável na medida da constante diéletrica.
Essa mudança de fase foi objeto de estudo por várias técnicas, como Raio-X por exemplo [12].

A Figura (12) mostra o diagrama de Nyquist obtido para o KDP para diferentes
temperaturas acima da temperatura ambiente. Como podemos ver, o espectro é um semicírculo,
tal que podemos ajustá-lo através de um circuito RC. Nesse caso, obteremos as resistência e
capacitância resultantes do ajuste.Os valores iniciais para obter os ajustes foram palpites oriun-
dos de experimentos prévios. Fazendo isso para cada curva em cada temperatura, podemos
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Figura 12 – Diagrama de Nyquist para varias temperaturas obtidos para o KDP.

Fonte: Elaborada pelo autor.

então observar o comportamento dessa resistência e capacitância em função da temperatura(por
simplicidade,focaremos somente nessas duas grandezas). Esse comportamento é mostrado nas
Figuras (13) e (14).

Como podemos ver, a resistência exibe o comportamento esperado de um dielé-
trico, cuja resistência cai com a temperatura. No caso, ela segue uma lei tipo Arrhenius, ou
seja, em escala logaritmica, a resistência cai linearmente com a temperatura,algo compatível
com materiais dielétricos, como mostra os dados de um fit linear exibido no inset da Figura.
Esse comportamento segue até 450 K, aproximadamente, quando a reta muda de inclinação.
Para essa temperatura, observamos uma anomalia na capacitância, que fica aproximadamente
constante até 450 K, quando cresce abruptamente. Esse resultado mostra que conseguimos ob-
servar a transição de fase estrutural que o KDP exibe em 450 K, visto que usualmente transições
de fase estruturais levam a anomalias nas propriedades elétricas.
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Figura 13 – Resistência do KDP em função da temperatura obtida pelo ajuste do gráfico de
Nyquist pelo modelo RC. Inset: Fit linear mostrando comportamento de Ahrrenius.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 14 – Capapcitância do KDP em função da temperatura obtida pelo ajuste do gráfico de
Nyquist pelo modelo RC.

Fonte: Elaborada pelo autor.



26

5 CONCLUSÕES

Nesta monografia discutimos a impedância de um circuito RC e como aplicar tal
modelo em espectroscopia de impedância. Também relacionamos a impedância desse circuito
a outras grandezas elétricas, nominalmente, a admitância, a constante dielétrica e o módulo
elétrico. Discutimos como as propriedades elétricas dos sistemas podem ser analisadas em
termos das representações de Nyquist e de Bode.

Como discutimos, para esse circuito, o diagrama de Nyquist é um semicírculo, cen-
trado sobre o eixo real da impedância, com centro em (R/2,0). O arco tem raio R/2 e seu
máximo ocorre quando a frequência é igual a ωo = (RC)−1. O termo τ = RC é chamado de
tempo de relaxação. Para essa frequência, a parte imaginária apresenta um máximo pronunci-
ado. Finalmente, em termos da frequência, a parte real da impedância é constante, decaindo e
indo zero para altas frequências. Para esse modelo, o módulo elétrico també é representado por
um semicírculo, enquanto a constante dielétrica e admitância são retas. Esse modelo é aplicado
quando temos sistemas que possui um único tempo de relaxação.

Esse modelo foi aplicado para estudar as propriedades elétricas de um cristal de
KDP em função da temperatura. Um ajuste simples pelo modelo RC conseguiu mostrar o po-
derio da técnica de espectroscopia de impedância, sendo capaz de identificar o comportamento
da resistencia e capacitância do cristal em funcção da temperatura, mas também identificar uma
transição de fase estrutural que esse composto exibe em 450 K.
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