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“es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln
reell sind.”

Bernhard Riemann



RESUMO

Em sua memoria historica de 1859 Riemann deu duas provas da equacao funcional da
funcao zeta. Em 1932 Siegel publicou uma descricao do trabalho relacionado a funcao
zeta e teoria analitica dos nimeros descoberto nos trabalhos privados de Riemann, onde
ele mostra o que podemos chamar de a terceira prova da equacgao funcional deduzida a
partir da denominada férmula integral de Riemann-Siegel. A ponte entre a segunda e a
terceira prova da equacao funcional é sugerida pela prova de Kusmin, em 1934, da férmula
integral de Riemann-Siegel. Como consequéncia das trés provas dadas deduzimos, de cada
uma delas, um tipo especifico de equacao funcional,viz., respectivamente, a equacao fun-
cional simétrica, a equacao funcional aproximada e a equacao funcional paramétrica. As
trés sao “totalmente equivalentes”entre si. Como aplicacao da equagao simétrica obtida
pelas trés provas dadas junto com os métodos utilizados, mostramos o teorema de Hardy
que ¢ (% —l—ti) tém infinitos zeros para t € R comparando-o com o modo usado por Landau

para deducao do mesmo. Por fim, apresentamos trés equivaléncias a hipétese de Riemann.

Palavras-chave: fun¢ao zeta de Riemann; equacao funcional; zeros.



ABSTRACT

In his epoch-making memoir of 1859 Riemann given two proofs of the functional equation
of the zeta function. In 1932 Siegel published an account of the work relating to the zeta
function and analytic number theory found in Riemann’s private papers, where he shows
that we may call of third proof of functional equation deduced starting of the so-called
the Riemann-Siegel integral formula. The bridge between the second and the third proofs
of the functional equation is hinted by Kusmin’s proof, in 1934, of the Riemann-Siegel
integral formula. As consequence of the three proofs given we deduced, of each them, a
specific kind of the functional equation, viz., respectively, the symmetric functional equa-
tion, the approximated functional equation and the parametric functional equation. The
three are “totally equivalents”each other. As application of the symmetric equation ac-
quired by the third proofs given along the methods used we showed the Hardy’s theorem
that ¢ (% + ti) has infinitely many zeroes for t € R comparing it with the way used in
Landau to deduction of the same. Finally, we present three equivalences to the Riemann

hypothesis.

Keywords: Riemann’s zeta function; functional equation; zeroes.
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1 INTRODUCAO

Ao nos basearmos em evidéncias histéricas, é muito provavel que Leonard

Euler tenha sido o primeiro matemético a considerar a fungao zeta. O trabalho de Euler

sobre ((s) comegou por volta de 1730 com aproximagoes para o valor de ((2), continuou

com o calculo de ((2n), onde n € N, e resultou, por volta de 1749, na descoberta da
equagao funcional quase 110 anos antes de Bernhard Riemann.

Em seu resumé histérico de 1859 (seu tinico trabalho sobre teoria dos ntimeros)

Riemann provou que ((s) satisfaz a equacao funcional

wir(3) e = T r(f 5 -9

vélida para todo s € C — {0,1}. Esta forma simétrica foi obtida primeiramente por

manipulagoes, através das propriedades da funcao gama I'(s); e logo apds, utilizando uma
identidade das fungoes elipticas teta.

Em 1926 Bessel-Hagen descobriu, de acordo com Siegel, nos trabalhos de Rie-
mann, uma nova representacao da funcao zeta em termos de integrais definidas. Natural-
mente Siegel incluiu uma exposicao desta formula em sua descricao de 1932 das porcoes
do trabalho de Riemann relacionado a teoria dos nimeros. Como afirmada por Siegel, a

formula é

—s mix?
2 2 o167 e
. s—1,—mix?
+ 71-(155)1—\(1 S)/ :frm : — T dx
2 g & e

— p(s) + (1 —3),

onde o simbolo 0 1 significa que a integracao se extende sobre a reta x = cu 4+ a com
, . i . )
a um numero real dado satisfazendo 0 < a < 1, ¢ = €1 e u variando através dos valores

reais de +00 a —o0; e 7° estd definida no plano cortado (C — (—o00,0]) no modo usual

s —slnz

ao tomar In x para ser real no eixo real positivo e denotar 7% = e

Uma prova alternativa interessante da férmula integral de Riemann-Siegel (a
férmula acima) foi dada por Kuzmin em 1934. A prova de Kuzmin ¢é bastante diferente
da prova de Siegel, e mostra uma notavel conexao entre as férmulas anteriormente obti-

das estabelecendo, possivelmente, o modo pelo qual Riemann vislumbrou e esbogou sua
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formula integral. Essencialmente, no amago da prova que daremos, para s fixado com

Re(s) <0, n € Z, mostraremos que a integral

o\ 1

pode ser calculada por descobrimos a continuacao analitica da funcao abaixo ao a-eixo

imagindrio positivo e por a = ¢7, mantidas as condigoes acima mencionadas; a funcao é

—100 _ 2
ZL’l 80

E possivel extrair muita informacao da equacao funcional da funcao zeta de
Riemann, manipulando-a de maneira conveniente. Talvez a propriedade mais notoéria
ja provada extraida dela seja o teorema de Hardy, que em 1914 mostrou que existem
infinitos zeros da funcao zeta cuja parte real é % A bem conhecida hipdtese de Riemann,
problema ainda nao resolvido, afirma que todas os zeros nao triviais tém parte real %;
sera proveitoso, portanto, como tema coadjuvante, falarmos ao longo do trabalho sobre
os zeros da funcao zeta.

Nos preliminares apresentaremos os fatos basicos necessarios para que o leitor
possa prosseguir sua leitura com maior comodidade. Mostraremos varios resultados e
propriedades tteis para o melhor entendimento do trabalho e provaremos apenas alguns
deles.

No capitulo 3 provaremos a equacao funcional segundo Riemann, Riemann-
Siegel e Kuzmin; portanto trés provas.

Nas aplicacoes provaremos o teorema de Hardy na abordagem de Landau,
contrastando suas provas. Ademais, provaremos trés equivaléncias a hipotese de Riemann:
uma relacionada a funcao eta de Dirichlet, a outra é o critério de Dixon-Schoenfeld-Spira,

e a ultima é o critério de monotonicidade de Sondow-Dumitrescu.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos aqui os fatos basicos necessarios para que o leitor possa pros-
seguir sua leitura sem precisar consultar outras fontes. Muitos deles nao provaremos,

porém indicaremos ao leitor a varias fontes nas quais se pode descobri-las.

2.1 Notagao

A letra C denotard o corpo dos nimeros complexos, R o corpo dos reais, Q
o corpo dos racionais, Z o anél dos inteiros, N o conjunto de todos os inteiros positivos,
P o conjunto de todos os niimeros primos, Z<y = —N U {0} e S!(r) como o conjunto dos
nimeros complexos cujo médulo é precisamente r. Geralmente s = o + it denotard uma
variavel complexa, enquanto p = 8+ ¢y denotard um zero complexo nao trivial da funcao
zeta. Lembre-se que args = arctan .

Se f, g sao duas funcoes definidas sobre um conjunto S, entao escreveremos

I(s)
g(s)

se 0 quociente ‘% é limitado Vs € S. Se o quociente tender a zero para s — Sg

(que pode ser infinito) entao escreveremos

2.2 Definigoes e conceitos de analise complexa e de Fourier

Seja U um aberto de C. Uma fungao complexa é dita analitica (também
holomorfa ou regular) em U se ela é diferencidvel em todo ponto de U. Para uma funcao
f, um ponto c tal que f(s) nao tenha limite finito quando s — ¢ é chamado singularidade.
Se existe n € N tal que (s — ¢)"f(s) tenha limite finito quando s — ¢, diremos que a
singularidade é um pdlo. A ordem do pélo é o menor valor de n para o qual lim(s—c)" f(s)
¢ finito. Pdlos de ordem 1, 2 e 3 sao chamados, respectivamente, simples, Sd—lacplo e triplo.
Se f é uma funcao analitica em U exceto possivelmente pelos pdlos, diremos que f ¢é
meromorfa em U; se a excessao for somente o oo chamaremos f de funcao inteira.

Um contorno em C é uma curva fechada, simples e suave por partes. Exceto
se especificarmos o contrario, assumiremos que contornos serao atravessados na direcao

positiva (sentido anti-horario).(HOWIE] 2003)

Teorema 2.1 (Integral de Cauchy ED Seja G um dominio simplesmente conexo, e seja

LCauchy, Augustin (1789-1857), Professor em Paris.
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f uma funcao analitica em G. Entao

Kﬂ$%=&

onde \ € qualquer contorno contido em G.
(MARKUSHEVICH] |1965) O residuo de f na singularidade ¢, denotado por

res(f,c), serd
res(fe) = limlts = )f(5)

quando ¢ for um pdlo de ordem 1. Se a ordem do pdlo for £ > 1 entao

1 d!

T@S(f, C) = (k _ 1)! l,l_rg dsk—1 [<3 o C)kf<5)]

Teorema 2.2 (Residuos). Seja G um dominio simplesmente conezo e \ qualquer contorno
contido em G. Se [ € uma fun¢ao meromorfa em G com n pélos contidos no interior do

contorno \, entao
n

/)\f(s) ds = QWiZTGS(f, Ck)

k=1
Seja A(s) uma fungao de s que é analitica em uma regidao R;. Suponha

que podemos descobrir uma fungdo B(s) que é analitica em uma regiao Ry e é tal que
A(s) = B(s) Vs€ RiNRy (RiNRy#0).

R1 R>

Entao diremos que B(s) é uma continuagao analitica de A(s). Isto significa que existe
uma fungao analitica F'(s) tal que F‘Rl =Ae F‘Rz = B. Na verdade basta que R; N Ry

seja um arco a de pequeno comprimento.
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Ry Ro

Pela continuacao analitica as regides R3, Ry,etc., podemos estender a regiao
original de definigao a outras partes do plano complexo. As fungoes A(s), B(s), C(s), ...,
definidas em R;, Ry, Rs, ... respectivamente, sao as vezes chamadas de fungoes elementos
ou, mais concisamente, elementos. Existem situacoes nas quais é impossivel estender uma
funcao analiticamente além do bordo de uma regiao. Chamamos entao o bordo de bordo
natural.

Se uma fungao A(s) definida em R; é analiticamente continuada a uma regiao
R, ao longo de dois “caminhos” diferentes, entao as duas continuagoes analiticas serao
identicas se nao houver singularidades entre os caminhos. Este é o teorema de unicidade

para continuag¢do analitica. (SPIEGEL| [1981)

Caminho 1

Caminho 2

Suponha que F'(s) é analitica na regiao R; da préxima pagina e que F(s)
assume valores reais sobre o segmento K LM do eixo real. Entao o principio de reflexao
de Schwcmﬂ afirma que a continuacao analitica de F'(s) a regidao Ry (considerada como

uma imagem no interior do espelho ou reflexdo de Ry com K LM como espelho) é dada

2Schwarz, Hermann Amandus (1843-1921), Professor em Berlin.



por

G(s) = F(3)
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O resultado pode ser estendido aos casos onde K LM é uma curva ao invés de um segmento

de reta. (AHLFORS] 1979)

O teorema de thgmérﬁ—Lmdeldﬂ ¢ uma generalizacao do principio do médulo

maximo para regioes ilimitadas de tipo topoldgico simples, tais como regices angulares ou

faixas. (NARKIEWICZ, 2000))

Teorema 2.3 (Phragmen-Lindel6f). Seja Q um dangulo de abertura 7 /o (o > 0) e vértice

w e seja f uma funcdo continua em 2 e analitica em seu interior. Assuma que no bordo

0%) de Q) tenhamos
If(s)] < C

com alguma constante C' e denote por

M = .
(r) = max 1f(s)]
Se
Inln M
B = limsupL(r) < «
r—00 Inr
entao Vs € §) tem-se
f(s)] < C.

3Phragmén, Lars Edvard (1863-1937), Professor em Stockholm.

4Lindelsf, Ernst (1870-1946), Professor em Helsinki.

(2.1)
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Corolario 2.1. Seja 2 um dominio conexo contido na faiza vertical {s; a < Res < b}
e [ continua em Q e analitica em seu interior. Se |f(s)| < C wvale no bordo 092 de Q e,

em seu interior, f satisfaz (2.1) com a = w/b— a entio |f(s)| < C vale Vs € Q.

Seja A = [—c¢, ], ou R" onde ¢ € (0, 00). Definiremos L*(A) como o espaco de

funcoés para as quais

/ﬁﬂwwy<m.
A

Se f € LY([—¢,c]) en € Z, definiremos o n-ésimo coeficiente de Fourietﬂ de f por

1 ¢ TIiNS
an, = %/_C f(s)e” = ds.

A série de Fourier de f é entao formalmente

Tins
g ape © .

nez

Teorema 2.4. A série de Fourier de uma func¢ao f(s), continua e suave por partes, de
periodo 2¢, converge para f(s) absoluta e uniformemente.
Seja f € LY(R"). Definiremos a transformada de Fourier em L*(R™) por

~

fle) = [ flsemtas,

(A2

que claramente estd bem definida. Aqui em “s-&” representa o produto interno

canonico do R".
Lema 2.1 (RiemannﬁLebesgu. Para uma fun¢io f em LY(R™) temos |f(€)] — 0
quando || — oo.

(GRAFAKOS, 2008)

2.3 As funcoes gama, teta e zeta
2.3.1 A fung¢ao gama

A definicao usual da funcdo gama se faz através da integral de Eulerﬁ:

I'(s) :/ t5 et dt,
0

SFourier, Joseph (1768-1830).

SRiemann, Bernhard (1826-1866), Professor em Gottingen.

"Lebesgue, Henri (1875-1941).

8Euler, Leonard (1707-1783), Professor nas Academias de Ciéncias em Sao Petesburgo (1730-1741 e
de 1766-1783) e Berlin (1741-1766).
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porém esta aplica-se somente para ¢ > 0. A férmula de Weierstrassﬂ
1 S s
— = se’”’ 1+ —J)en,
o I
neN

onde 7 é a constante de Fuler, definida como

n—oo

. 1 1
=lm(l+=-+...4+4 — —Ilnn|,
2 n

¢ valida Vs € C, e mostra que I'(s) é uma funcdo meromorfa que nao tém zeros e tém
polos simples em s € Zy.

Entre as relagdes funcionais satisfeitas por I'(s) estao

L(s+1) = sI'(s)
Pl =s) = sirz:rs
I(s)D (s + %) = 21"%73[(2s),

a ultima sendo a férmula de duplicacao de Legendrelﬂ Da primeira deduz-se que o residuo

em s = —k é

res(l', —k) = (_kl') :

Para |s| grande, I'(s) pode ser estimada pela férmula de Stirling™}

1 1
Inl'(s) = (s — 5) Ins —s + §ln27r + O(ls|™) (|s| = o0)
uniformemente no angulo —7 +0 < args <7 —49, 9 >0 (InI'(s) pode ser definida como
uma fungao de valor simples nesta regiao, desde que I'(s) nao tem zeros). Pondo s = o +ti

na relacao acima, vemos que
D(o +ti)] = V2re 5 [t 3(1+0(1))  (|t| — o)

uniformemente para a < ¢ < b. Em particular, para o fixo |I'(c + ti)| tende a zero para
|t| — oo. Esta é uma caracteristica essencial pois permite justificar o deslocamento de

contornos de integracdo. A propriedade acima é conhecida como teorema de Pmcherldﬂ—
Mellinf™] (CAMPBELL), [1966))

9Weierstrass, Karl (1815-1897), Professor em Berlin.

101 egendre, Adrien Marie (1752-1833), Professor na ’Ecole Militaire e I'Ecole Normale em Paris (1798).

HStirling, James (1692-1770).

12Pincherle, Salvatore (1853-1936), Professor em Napolis e Bologna.

13Mellin, Robert Hjalmar (1854-1933), Professor em Helsinki, um dos fundadores da Academia Finlan-
desa de Ciéncias.
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2.3.2 A funcao gama incompleta

A funcao gama incompleta seré definida inicialmente, como é usual, por

[(s,z) = / t5~te t dt, Rex > 0.

Pela mudanca de varidvel ¢ = z(1 4+ u) temos entdo a seguinte nova repre-
sentacao
[(s,z) = e “z° / (14 u)*te ™ du
0
o0 t s—1
= e gt / (1 + —) e tdt

0 x

onde a mudanga de varidvel na segunda igualdade foi ¢ = zu. A funcdo I'(s,z), nas

condigoes acima citadas, é inteira em s e analitica em x.(NIELSEN] |1906)

2.3.3 Uma funcao teta de Jacobi

Faremos uso de uma das fungoes elipticas teta de Jacob{ﬂ a saber

w(z) = Ze’”Qm Rex > 0.

nez

O uso da varidvel complexa x aqui posteriormente se tornard claro. Observe que

wx) = 142 Z e

neN
= 1+ 2p(x),

onde esta claro que p(z) é vélida para Rex > 0. Também

Plz) = w(@?)
0(z) = ¢(r)-1
. N

14 Jacobi, Carl Gustav Jacob (1804-1851), Professor em Konigsberg e Berlin.
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Provaremos agora uma equacao funcional satisfeita por w, que sera essencial posteri-
ormente. Apesar de existirem provas mais simples para ela, é nosso desejo, desde ja,
acostumar o leitor com a principal ferramenta utilizada neste trabalho, i.e., o teorema
integral de Cauchy e o teorema dos residuos aplicados a contornos nao tao usuais. Para
ser preciso provaremos um pouco mais, ou seja, (LANDSBERG] [1893) (LANDAU]| 1909)

Proposicao 2.1. Para todo x > 0 e todo « real

Z e~ (mHa)imz Z e” % cos(2mna), (2.2)

nez nGZ

onde \/x denota naturalmente o valor positivo. A convergéncia (absoluta) de ambos os
lados de (2.2) estd clara.

Demonstragao. Podemos reescrever (2.2) como:

2 67n27rxf27rnax —

nez nEZ

foQTrnaz (23)

pois a soma adicionada a direita, a saber

n27r
Z e = isin(2mna)

nez

desaparece naturalmente, porque ela é uma funcao impar de n.

Quando s = ¢ + ti é uma variavel complexa,

e*ﬂxs 2 _orzas

¢ uma funcao inteira de s, portanto

e~ TS 2 _2rras

e27ris -1

¢ uma fungdo meromorfa de s, que tém pdélos em todos os nimeros inteiros s = n (e

somente estes), sendo eles pdlos simples com residuo

1
271

—men?—2wxan

A aplicagao do teorema integral dos residuos ao retangulo com vértices + (

N + ) +i, onde N é um numero inteiro positivo, resulta portanto, por integragao no

N |+



20

sentido positivo,

e—szQ—szas n=N )
— : ds = § e~ TN —2mxan
e —

-N-1—N-3 -N N N+3 N1

O lado direito da igualdade acima converge, com N — oo, para o lado esquerdo de
(2.3). Observe que as integrais sobre cada lado vertical do retangulo tém limite 0 indivi-
dualmente e que cada lado horizontal pode ser individualmente integrado de infinito até
infinito. De fato, temos primeiro em cada trecho vertical o comprimento 2, e por causa
de

. : 1
e271'15 _ €:|:27”(N+ 5)—271'25 _ _6—27rt

em cada trecho vertical (3 =+ (N + %) +tr,—1 <t < 1)

6—7rx52_27rxa5 e—mcRe { [:I:(N—i— %) +ti} 2} F2nax (N + %)

627”'3 -1 1 + 6727rt

e—ﬂx(N+ %)2 + wat? +27ro¢:r;(N+ %)

—ma N2+ mz +2 N+3
< ™ T 7T|a\x( 2)7
que ¢ independente de t e tende para 0 quando N tende para +oo, de modo que o
integrando converge uniformemente para 0, portanto as integrais verticais convergem para

0. Segundo a integral sobre as retas t = +1 de 0 = —o0 até 0 = 400 sao convergentes



(até absolutamente), pois 14

—rza? 4+ na + 27 |a|z|o|

e .
< 1—e—2m I t - 17
e~ LS 2 _orzas
627ris -1 ,
e—mra’ + 7wz + 2n|alz|o|
< i L ot= —1.
Dai, resulta nas retas que
00 —1 co+1
) e~ TS 2 _2rzas e~ TS 2 _2rzas
E e " rr—2mnar. T omis 1 ds — T omis 1 ds.
=, ems_l 67”3—1
n
—o0—1 —o0+1
Na primeira integral [e*™$| = 2™ > 1, portanto
—00
]' . e2n7ris
27is 1 o Z )
6 —
n=-—1
e~ TS 2 _orzas —x
— § e—7r3352—27rzas+2n7ris
e2mis _ | :
n=-—1
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(2.4)

A integracao termo a termo daquela série geométrica sobre a reta infinita é permitida,

desde que a soma dos valores absolutos é,

— TS —27rxo¢s‘

— 2_9 2 _
Z |€ TTS Wxas‘e ™ e

n=-—1

€—7er¢2 + 7z + 27| a|z|o]|

1

<

portanto pode ser integrada de 0 = —o0 até o = 400. Por isso

00 — 1 0o — 1
—rxs?—2nzos

627rzs —1

e —o0
. ds = § e~ TwS 2 27(ax —ni)s ds.
n—

—00 —1 —00 —1

Também resulta para a segunda integral em (2.4), desde que 14 |e

portanto

00
§ nms
e27rzs _ —

o0+ 00 +1
—rrs2—2nzas

e 0o
— ds = § e~ Tws 2_on(ax —ni)s ds.
esms —
n=0

—00+1 —0co+1

27ris‘
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Assim, resumidamente

co*ti

2 g2 i
E e T 2mnoz E e~ TS 2 (ax —ni)s dS,

nez nez
—ocot1

onde para n < 0 o sinal da parte imagindria no caminho de integracao ¢é o inferior, e para

n > 0 o sinal da parte imaginaria no caminho de integragao é o superior, portanto

coti
Y errimeaman = §7 el %) / emelsra-2) g (2:5)
nez nez
—ocot1

Note que todas as integrais que surgem em (2.5) tém o mesmo valor. De fato temos,
pondo em cada uma,
ni
s+a——=u
x

a forma

/ e du, (2.6)

onde u sao retas horizontais infinitas do u-plano da esquerda para a direita. A integral
(2.6) é independente das ordenadas destas retas; porque, quando é aplicado o teorema de
Cauchy ao retangulo com vértices tw + t1i,+w + toi, onde w > 0, entdao temos para
t1 ,ty fixados, quando w ¢ infinito, que o integrando, em cada um dos dois lados verticais
do retangulo com abcissas +w de comprimento finito (|t; — ¢3|) uniforme para w = oo,

tende para o limite 0, por causa de

— )2 _ 2 2 _ 2 2
’6 w(twti) ’ — e TaW + Tt <e mrw? + memax(|t1], |t2]) )

Portanto cada uma das integrais em (2.6) é igual a integral real

to

t1
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o0 1 o0
/;OO e*ﬂ'qu du _ ﬁ/;oo 671)2 d’(}
2 [®
- = v q

Dai (2.6) produz

2 2 1 ( M)Q €a [ n27r 2 .
E e—n TLX—2TTNAOT — § 671—:13 o — P — E G_T_ 7T77/OC’L‘

nes nez nez
O
Corolario 2.2. .
2 n2n
e Ly
nes \/EnEZ
Demonstragao. Faga o = 0 em (2.2). ]

Em particular, decorre do corolario que

—n2nz 1 _n’x
14+2) e :ﬁ<1+226 ) Va > 0. (2.7)

neN

2.3.4 A funcao zeta

O “sobrenome” dessa funcao deveria ser Euler-Riemann, porém, como é co-

mumente conhecida, se chama funcao zeta de Riemann a

o) =y -

ns
neN
Como esta série é convergente absoluta e uniformemente para Res > 149,06 > 0,|s| < R,
onde ¢ é arbitrariamente pequeno e R arbitrariamente grande, a fungao ((s) é analitica
no semiplano Re s > 1. Para prolongar analiticamente ((s) a esquerda da reta Res = 1,

daremos outra expressao a esta funcao. Suponha primeiro que Res > 2. Examinemos a
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funcao

1 /Oo 2 dt = 1 /mts—lze—”tdt
F(S) o e —1 B F(S) 0

neN

1 /°° 1 —nt
= — t e dt
F(S)%o

1 I'(s
- T

neN

=: ((s),

donde os sinais de soma e da integral podem ser trocados entre si, posto que a série

>~ t77le™™ converge uniformemente no eixo (0,00) para ¢ > 2. O primeiro a obter
neN
uma representacao integral da funcao zeta, como vista acima, foi Abel.ﬁ.(HOLMBOE,

1839)) Note que a fungao
t

et — 1

()" o

para t — oo, onde (k) denota a k-ésima derivada em relagao a ¢. Portanto, integrando

¢é analitica em R e

por partes n vezes, obtemos que

I U S
C(S):F(s)s—l/o et—ldt 1

- our ), e

_ (—1)k ok " s
= (s—l)F(S)s(s+1)...(s+k—1)/0 ﬁ{m]t dt
= (_1)k > dk t s+k—1

(s =DI(s+ k:)/o Atk Ltj]t k=1 qt.

Esta relagdo mostra que, com excessao de s = 1, a funcao ((s) ndo pode ter singularidades,

posto que a tltima integral acima é convergente para Re s > —k, e k sendo arbitrariamente

grande. Por outro lado,

(s = 1)C(s) = %/ t%[ L 1] it.

15 Abel, Niels Henrik (1802-1829).
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Quando s — 1 a ultima integral tende a integral

Al ot
- = dt = 1
/0 dt[et—l]

lim (s — 1){(s) = 1.

s—1

pelo qual

Por conseguinte (s — 1){(s) é uma fungao inteira e (s) tém no ponto s = 1 um pdlo
1.

simples com res((,1) =

Para a teoria dos ntimeros tém grande significado a seguinte féormula (identi-
dade de Euler):
Proposicao 2.2. Se Res > 1 entao

o103

peP

Demonstracao. Quando x > 1, Res > 1, como consequéncia da convergéncia absoluta

das séries
1 1
1+ —S+z+"'
p b

e da decomposi¢ao unica dos niimeros naturais em fatores primos, temos

I6-3) I3+

psx p<<T

= Z% + R(s,z),

n<x

onde

1

nS

R(s,2)| < )

n>x

1

ne
n>x

ou seja, R(s,z) — 0 quando z — 400, de onde se deduz a férmula de Euler.
(KARATSUBA, |1979) ]
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Da férmula demonstrada quando Re s = o > 1 obtemos

cole ‘H(l )
ST

peP

1
< _
nO'

neN

o—1

>0,

() >

i.e., ((s) nao tém zeros quando Res > 1. Na verdade é possivel afirmar mais ainda:

Proposicao 2.3. Se o > 1 temos
C(o)¢(o + ti)['[¢ (o +2ti)] > 1

Demonstracao. Tome o In de ambos os lados na identidade de Euler e use a série

Descobrimos que

In¢(s) = Z[Zn;] o1

peP LneN

Desde que a série dupla na direita é absolutamente convergente para o > 1, a ordem de

soma nao é importante e a soma pode ser escrita simplesmente

In¢(s) = Zzn;n

peP neN

Logo

((s) = exp{z Zn;}

peEP neN

{ e—intlnp }
= ey DD >
npno

peEP neN
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onde exp denota o valor principal de e®; entao

(o)) = eXp{ZZCOS nt In p) }

eP neN

Aplicamos esta férmula repetidamente com s =0, s =0 + ti e s = o + 2ti, e obtemos

C(o)|¢(o + )] '[¢(o + 2t)| = eXp{Z § 3t deostnting) + cos<2nt1np>}

np'rw'
peEP neN

Mas, utilizando a desigualdade trigonométrica
3 + 4cos(f) + cos(20) =0
que segue da identidade

3 + 4cos() + cos(20) = 3 + 4cos(f) + 2cos(6)” — 1
= 2(1 + cos(6))?,

observamos que cada termo na ultima série infinita é nao negativo; concluimos pois o que

fora afirmado. [

Como aplicacao da ultima proposi¢ao temos o seguinte
Teorema 2.5. ((1+ti) # 0, Vt € R.

Demonstracao. Basta considerar o caso t # 0. Decorre da proposicao anterior que

M (o +2ti)]2L.
g — ag

{0 = 1) —

A desigualdade acima é vélida se 0 > 1. Agora faca 0 — 17 nela. O primeiro fator
aproxima-se de 1 desde que ((s) tém residuo 1 no pélo s = 1. O terceiro fator tende para

|C(1 4 2t7)|. Se ¢(1 + ti) for igual a 0 o fator do meio podeia ser escrito como

Clo+ti) — C(A+t)|*
o—1

— A+t o1

Portanto, se para algum ¢ # 0 tivermos ((1+ti) = 0 0 membro esquerdo da desigualdade
acima aproximaria-se do limite |¢’(1 4 #)]*|¢(1 + 2ti)| quando o — 17. Porém o membro

direito tenderia para +oo quando o — 17 e disto obtemos uma contradicao. 2010 O

Outra propriedade 1util, que decorre do teorema de Phragmén-Lindeldf, é a

seguinte:

((s) = (o +ti) = O(lt]")
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uniformemente, onde k = k(a,b), com a < 0 < be a,b € R fixos. Esta, semelhante

a funcao gama, é uma caracteristica essencial pois permite justificar o deslocamento de
contornos de integragao. (NARKIEWICZ, |2000)

Em muitas situacoes convém considerar a seguinte funcao ao invés da zeta:

n(s) = Z(_;—):_l

neN

Ela converge se 0 > 0 e esta relacionada a zeta pela seguinte identidade (cuja prova é
simples):

n(s) = (1=27)¢(s).

Dito de outra forma, n(s) é a continuagao analitica de ((s) no semiplano o > 0.

2.4 Vislumbres da Teoria da Somabilidade

Apesar de varios matematicos eminentes terem feito uso de séries divergentes,
como Euler, em conexao com a equacao funcional da funcao zeta, foi apenas em 1890,
quando Cesard™ publicou um trabalho sobre multiplicacdo de séries, que uma “teoria das
séries divergentes” foi formulada explicitamente. O nome moderno da mesma é teoria da
somabilidade, devido aos diferentes métodos de soma existentes. (HARDY] [1949)

Utilizaremos neste trabalho, ainda que apenas em carater informativo, somente

as médias de Cesaro. Passemos as defini¢coes pertinentes.

A série
Zan:a0+a1+a2+...
neNU{0}

é chamada convergente, para uma soma s, se as ‘somas parciais’
S, = ag + a1 + azx + ... + ay,

tendem para um limite finito s quando n — 00; e uma série que nao é convergente é

chamada divergente. Assim as séries

1—-1+1-1+ ...
1+1+14+1+ ...

sao divergentes.

16Cesaro, Ernesto (1859-1916), Professor em Népolis.
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Considere a seguinte relagao:

. So + S1 + SS9 + ... + s,
lim

(2.8)

Cesaro propos adotar o limite (2.8), se ele existe, como a defini¢do da soma de uma série
divergente; ou, mais geralmente, ele define a soma como
S(T)
n

0

, (2.9)

onde

A0 — <r+n> (r+ D(r+2)...(r4n)

Claro, o limite (2.8) é o caso particular de (2.9), obtido pondo r = 1. Ele considera apenas
r € N, porém, como ja é conhecido, é valido, e.g., para r € (0,00). No caso em que o
limite (2.9) exista e seja finito, a série serd chamada Cesaro somével de ordem r, ou, mais
concisamente, (C,7) soméavel. (BROMWICH, 1908) (HARDY and RIESZ, |1915])

Note que o caso r = 0 ocorre exatamente quando a série converge. Porém,
neste caso, a série também ¢é (C, 1) somével como provado por Cauchy na seguinte

Proposicao 2.4. Se s,, — s entao

. So +S1 + S92+ ... + S,
lim =5

Na verdade, se uma série é (C,r) somével entao ela é (C,r’) somével V¢’ > r.
Concluimos, portanto, que a definicao de Cesaro consistentemente generaliza a con-
vergéncia. Mais precisamente vai além provendo um modo de manusear séries divergentes.

Desde que na primeira série divergente considerada nos exemplos, temos, como
¢é simples calcular,

So + 81+ SS9+ ... + s,

. 1
lim = =

entao

(C,1)

1
77(0):1—1+1—+...:5
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E possivel mostrar que 7(s) é (C,r) somével se, e somente se o > —r. (CHAP-
MAN| |1910) Esta informagcao serd crucial posteriormente. Da soma acima e da relagao

entre 17 e ( descobrimos o valor da segunda série, no senso da somabilidade,

1
C0)=1+1+1+...=—5.
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3 A EQUACAO FUNCIONAL

Nesse capitulo provaremos a equacao funcional segundo Riemann, Riemann-

Siegel| e Kusmin[™]

3.1 A equacgao funcional segundo Riemann.

Riemann deu duas provas da equagao funcional no seu tnico trabalho (publi-
cado) sobre teoria dos nimeros. Apresentaremos a segunda que, num sentido amplo, é
o amago deste trabalho. Na verdade, seguindo Landau[T_g], mostraremos um pouco mais.

(LANDAU, [1909)

Teorema 3.1. A funcao

1 S > S
—F<£>7T_2 :/ 25 e (3.1)
ns \2 0

Quando s > 1, a soma do lado esquerdo de (3.1) sobre n = 1, 2, ... é convergente, por-
tanto também a soma do lado direito. Como todos os elementos sao positivos, na direita

a soma e a integracao podem ser trocados entre si, (outra justificativa: a possibilidade de

17Siegel, Carl Ludwig (1896-1981), Professor em Frankfurt, Géttingen e Princeton.
18Kusmin, Rodion Osievich (1891-1949), Professor em Sao Petesburgo.
YT andau, Edmund (1877-1938), Professor em Géttingen (1909-1933).



trocar a ordem da somatoria e da integracao se deduz do fato de que

Z e—n27rm _ O(e—N27rx)7 T > 1

n>N

| 5ol

neN

quando 0 < x < 1.) e produzir para s > 1

W;F(§><(S> = / z2! (Z 6”2”> dx,
2 0 neN

logo quando ¢ posto

p(x) = %@(%) - % + %

logo, quando ela ¢ introduzida na integral cujo contorno é (0, 1],

W_SF(§>C(3) - /le;_l(%w(i) _

consequentemente, desde que as integrais

N[ —

o\
A
&
[N
L
QL
&
I
» | N

+1d+oos
2\/51‘ 1[[‘

2

p(r)dz,

32
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existem,
s 1 1
21 = - =
g (Q)C(S> s s—1
1 1 oo
+/$§_3ap<—) dx +/ 2 () dr
0 r 1
YT (L
- s(s—1) o \T 4 x?
—|—/ 22 Lo(x) do
1
Portanto,

W_;P<§>€(S) - 3(3—1—1) = /1 (xg_l yg! ) o(z) dz. (3.2)

Isto vale para s > 1 real. Na realidade, o lado direito de (3.2) é convergente para todo s
complexo e representa uma funcgao inteira; isto significa, em particular, como ja mostrado
usando um método diferente, que ((s) pode ser continuada ao s-plano inteiro.

Inicialmente esta claro que, para cada n > 1 finito fixado, a integral

/ (227 + gzl ) o(z)dz (3.3)

¢ uma funcao inteira de s; porque ela é o integrando da funcao inteira

17571 1 1

(z2 422 1) p(x) = e2™"  p(x) + e 2 2 2¢(x)

-y [(me)n;:lgp(x) + (_m;)%@w} ,

meNU{0}

e a integracdo em relagao a x, a qual (por causa da convergéncia uniforme para 1 <z < 7

) é permitida termo a termo, resultando como coeficientes de s™

) e (5 o
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de maneira que, quando A é um limite superior tomado arbitrariamente para ¢(x) no

designado intervalo (1,7), o coeficiente de s™ ¢é majorado por

2 m
- nA(Inn)
m!

)

portanto arbitrariamente pequeno como é consistente a um coeficiente numa série de
poténcias convergente.

Por outro lado em cada dominio finito do s-plano a integral em (3.2) é o limite
uniforme da integral (3.3) para n = oo, desde que é verdade que em cada dominio finito

para todo = > 1

2 < 2° (a constante)

é convergente por causa de

f@) < e

neN

= p(x) = O(e™™) quando x — oo.

Dai o lado direito de (3.2) é uma fungao inteira de s, logo também o lado

esquerdo

w-ir(g)as) - (3.49)

desde que agora o lado direito de (3.2) evidentemente permanece inalterado, quando
substituido s por 1 — s, entdo ocorre o mesmo com a fungao (3.4), assim, desde que

s(s—1) = —s(1 — s), a funcao inteira

£(s) = Mr(f)ﬁc(s)

2 2

tém a propriedade requerida, da qual o teorema esta provado. O



3.2 A equagao funcional segundo Riemann-Siegel.
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Riemann dera ainda uma terceira prova da equagao funcional; esta, pérem,

sé viria a luz pelas maos de Siegel. Apresentaremos agora tal prova. (SIEGEL, |1966])

Seja u uma variavel complexa. Considere a integral

e—Tria:2+27riuac
(I)(U) - TiT —miT dl’,
e — €

0x1

(3.5)

onde o simbolo 0 N1 significa que a integracao se extende sobre a reta r = ev 4+ a com

a um numero real dado satisfazendo 0 < a < 1, e = e 1 e v variando através dos valores

reais de —oo a +o0.

~ ;. . 2 . . .
A fungao ®(u) é inteira. (Porque e~™*" aproxima-se de zero muito rapidamente

quando |z| — oo ao longo de qualquer reta da forma 0 X 1, esta integral converge para

todo u e define uma fungao inteira da varidvel complexa wu.)
627ri(u-|—1)ac — e2miux

Lema 3.1. A sequinte identidade € vdlida: =e

271 (u—i—%) T
eTiT _ o—miT '

Demonstracao.
627rz(u+1)ac _ 627rzua: _ 627riux 627rw: -1 _ 627riux e 627rzx -1
ewix _ e*ﬂ"L.QE ewi:v _ efm'a: ewiz ewiz _ efwix
€2m'm -1
— 627riuw+7rias :eQWiU$+7TiLE
62m':c —1
_ 627riux+—2’;” _ 62m’<u+%)x'
i ~ . .
Observe que se € = e+ entdao 2 =i e ee = —1. Tome o = ca — eu —

sera utilizado apenas como uma abreviagao.

Lema 3.2. A fun¢ao f(u) = / e ™@=u=3) 4z ndo depende de u.

0\1
Demonstracao.
a+eco
il 142 il 142
f(U) — e mi(z—u—3) dr — e mi(z—u—3) dr
N1 a—eoco
—+ecxo “+00
. 142 . 182
— / e mi(y+a—u—73) dy _ e mi(et+a—u—3) e dt
—€eoo —o0
—+oo “+00
_ o EN2 o 2
_ / e m(est+ea—eu—7g) edt _ e m(—t+a) edt
—o0o —o0

“+o0o
2
:/ e =) e gt

£
2

]

, que
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onde o caminho de integracao na segunda integral da primeira linha vem da definicao e

as substituicoes de varidveis sao claras. Assim, diferenciando sob o sinal da integral e

abusando da notacao pelo uso da identidade entre a e u, temos

+oo
() = / — 2me(t — oz)e_”(t_o‘)Q-f dt

oo

= /+002\/7_r(t — a)e VTP e gl /7 (t — a)]

o
= — (-’ = 0.
Hoo 2 3mi
Portanto, f(u) = / e ™edt =€ =e1 .
e—Tria:2+27riua:
Lema 3.3. A sequinte identidade é valida: / ——
=1 € — €

1

e—m'ac2+27riuac
T — ——dx =
_1R0 emiT _ p—Tix

Demonstracao. Basta utilizar o teorema dos residuos. De fato, sejam

—1 < a <0< b < 1, nimeros fixados. Fixe também u. Agora considere o seguinte

contorno:

Pela parametrizagao do contorno nos trechos de segmentos de reta paralelos ao eixo real,

cujos respectivos comprimentos sao finitos, resulta, apds cdlculos extensos, a seguinte ma-

joracao para o integrando, onde ¢ denota t = I'm x segundo aplicado na parametrizacao,

_ . 2 .
e~ T +2miux

6—7rt2+ [%+\Re(u)|+max{—a,b}] TV/2|t| 421 [max{—a,b}-l—%} [Tm(u)]|
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Logo, nestes trechos, quando [t| — oo, as integrais horizontais tendem a zero. Por fim,

—miz?+2miue

] . Xz . 2 .
imr— = lim— lime ™* +2miux
10 eTiT _ p—miz 10 eTiT _ =iz 14
= lim L lim e_mx2+27riuac
2—=0 TIE™T 4 TieT ™ =0
1
2mi

mostrando quanto vale o residuo no pélo simples x = 0. Portanto, por aplicacao direta

do teorema dos residuos, segue o resultado. O]

Segundo Riemann (e Siegel) ® pode ser expressa de modo elementar através
da fungao exponencial. Estamos em posicao de provar a seguinte

Proposicao 3.1. A sequinte identidade € vdlida:

02

—miz?+2miue iU
e d 1 e 36
T _ p,—Tix T = 1 — e—2miu T mir _ p—mix ( ' )

ox © e e e e

Demonstracao. Para provar isto, deduziremos duas equagoes de diferenca com o auxilio

do teorema dos residuos. Por um lado

2wi(u+1)x _ 2miux

—miz? € €
Ou+1)—P(u) = e — ————dx
Or\l e — €

:/ 6—7ri12+27ri(u+%)zdl_

N

:/ omilz2(utd)or (wrd) Jomi(urd)” 4,
N

_ (o))’ / erilt2(ord)er (14)]
o~1

_ ewi(u—l—é)z/ e—ﬂ'i(ac—u—%)z dx
o1

_ 67ri(u+;)2/ 6—71'@'3;2 dr
o1

onde a justificativa para a segunda igualdade vem do lema 3.1 e da pentltima para a

ultima do lema 3.2. Assim,

O(u) = d(u+1) — oriutd)’ / e dy (3.7)
o1
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Por outro lado, por causa de
e—ﬂ'ix2+27riux e—ﬂi(z—1)2+27riu(x—1)
eIt _ o—mix emi(z—1) _ g—mi(z—1)
—1)0 N
) e—wix2+27ri(u+1)a:
- 6727”“ T —Tix dx
g € e

associado ao lema 3.3, é fornecida a férmula

O(u) = e D(u+1) + 1 (3.8)

Temos assim o seguinte sistema

2 b .
Blu) = Blut1) — emilwrd) +7F
Plu) = e ?™P(u+1) + 1

e entdo, através da eliminacao de ®(u + 1), segue o resultado procurado. O

Lema 3.4. Para todo s € C—{1}, e para todo x € C—{0} a sequinte identidade € vdlida:

E0Q
/ u”Se?™NE qy = e%(l_s)(Zw)s_le_lF(l —3).
0

€00 00
/ u—se2ﬂ'iux du = gl—s/ ,U—se27rexv dv
0 0
00
_ 81_8/ U—se—(—27rea:)v dv
0

el T(1—s)

(—2mex)'

Demonstracao.



= 2927 15 ID(1 — )

E0O —8
u

Lema 3.5. Se Res =0 < 0 entao lim — _e?miNugy = (.
N—too [ 1 — e—2miu

Demonstracao. Pela continuidade da norma, basta mostrar que
EO0O —S
Uu )
lim ——— TN gy | = 0.
N-+o0 1 — e—2miu

Observe que

EO —S8 (o) —S
/ u — 627riNu dU, — 51—5/ v —— 627reNU dU
e desde que
—5 —0,—7V2Nv
v 2weNv v €
1 — 6—27‘(’61} ‘1 _ e—27rev‘

descobrimos

EOQ —S o0 —S
/ U e27riNu du — / v 627reNv dU
__ p—2mu __ p—2mev
o l—e o 1l—e

[ee) ,U—S
< / m627reNv dv
o [1—e

39



1 ~ —o _—m/2Nv
< ;;:ET:TIU/P v € dv
0

- R ()

que claramente implica o resultado.

—sewhﬂ
Lema 3.6. Se Res =0 <0 entao limu—— = 0.
U*)O eﬂ'lu — e*ﬂ"LU
Demonstracao.
-2
T 1—s
. 1—s € . Uu . P02
llmy "——————— = lim ——— . lim ™
u—0 e _ o= u—0 T — =T 40
1—sjul™ »
= lim ( . ) —  lim ™
u—0 2™ + me T u—0
0
= —1=0
271

Proposicao 3.2. A sequinte identidade € vdlida:

2 2

€00 u—sem'u 1 u—sem'u
/ e ——7 du = (emis — 1)/ R ——7Y du
0 01

onde 0 /1 denota o conjulgado complexo de um caminho 0 1.

Demonstracao. Com efeito, considere o seguinte contorno:

9

40
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Observe que ele ¢, a menos da translacao de uma aresta, o conjulgado complexo do con-
torno considerado no lema 4; dai, pelo uso das desigualdades ja obtidas, com as devidas
modificacoes e introducao de termos, o integrando é majorado em ambos os segmentos de

reta horizontais por

—S mu2

u €

€f7rt2+7r\/§b|t|faln |t]
em’u _ e—m’u

— 0, |t| — oo,

onde t denota t = I'm u segundo aplicado na parametrizagao; o que justifica mover o con-
torno de b+ €R para eR. Logo, utilizando o lema 8 e o teorema de Cauchy, e considerando

a orientacao na aplicacao deste ultimo, vemos que

u—sem'u2 €00 u—seﬂ'iuQ
o TU __ p—TU du = TU __ p—TU du
01 € € —£00 € €

2

—S ’ﬂ'Z’LL
- / emu —e 7TZU du
—E0
€00 —8 7T7,U2
+ / —— du
e?T’lU —e 7TZU

m( —u)?

- d(~u)

—MU __ iU
00 6 e
ZU

[See} 7T
+ — du
emiu _ p—Tiu
.
(—U) S]Qﬂm ;
o eTiu _ o—Tiu u

2
—u sems]emu

e?TZU I e—mu

du

‘ €00 U 8671'7/(1,2
== T e

onde a justificativa para a passagem da antepenultima para a ultima igualdade vem da

identidade In(—u) = Inu — 7i pois u pertence a reta

Imnu = %, o que significa que (—u)™° = u%e "™ = %™ portanto segue o

resultado. O

Estamos agora em posicao de provar o seguinte
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Teorema 3.2 (Férmula integral de Riemann-Siegel). Para todo s € C —{0,1} € vdlida

a sequinte formula:

s 1— s —s  mix?
7T_12 F( S) C(l—S) :7T_2F(f)/ %dfﬁ
2 2 2 L
_ s—1,—mix?
+ ’/T_% F(l S)/ —ﬁm ¢ ——dx,
2 & e

S

Demonstracao. Lembre-se que s = o + ti e u=° é o valor principal desta no wu-plano
cortado C — (—o00,0]. Utilizaremos primeiramente o < 0. E oportuno dizer desde ja que
o principio de continucao analitica se encarregera do outro caso.

S

Multiplique (3.6) por u~* e integre em relagao a u de 0 em dire¢ao a 0o ao

longo da bissetriz do primeiro quadrante, e observe que

€00 —mix?+2miux —mix? €00
—S € € —s 2miux
u o o |du= | o | weT du Jde
0 o€ € o6 7€ 0

porque o integrando é analitico no dominio de integracao respeitadas as condi¢oes impos-
tas (o < 0), viabilizando o uso do teorema de Fubz’nﬂ. Em particular, a integral dupla é
absolutamente convergentelﬂ

Pelo uso do lema 3.4, podemos reescrever o lado direito da igualdade acima de

e—wixZ €oo
—s  2miux
€7l'iflf _e—wim u e du dl’
oN1 0

s—1,—mix?

= (2m)* T -9 (1 — S)/ SRR
671'7/.1’ — e—ﬂ—lm

o1
20Fubini, Guido (1879-1943), Professor em Pisa e Turin.

21Faca as seguintes mudancas de varidvel: z = %—i— e (—oo <y <o) eu=ed (0<v< o).

Agora considere o médulo do integrando.

outro modo, a saber
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Com a mesma razao, consoante mudancas apropriadas

/EOO u—S E0O
— 2minu
——du = —/ u E e du
—2
0 1 —e TIU 0

neN
e
_ _Z/ u—se27rinu du
neN 0
mi S—1
= —I'(1- s)Z(ane‘T)
neN

= —(27)" ' eF 0TI — 5)((1 — 5)

Uma justificativa para a permutacao entre o sinal da integral e a soma no integrando
é usar o lema de Riemann-Lebesgue, isto, entretanto, é exatamente o resultado do lema
3.5. Assim, utilizando concomitantemente a tltima igualdade dos dois ultimos paragrafos,

descobrimos

) s—1 ,—miz?
(27" F (1 - s>{<<1 —5) + / e dx}
0,\16 — €

€00 u—sem'u2
—+ ——du =0
0 €7TZU _ e_ﬂ-lu

Substituindo o resultado da proposicao 3.2 na identidade acima e, em seguida, multipli-
cando a nova expressao por
1—s

s} F ﬂ
217513 62(31)% (Res < 0)

observamos que

s—1,—mix?
7T125F(1—S){<(1—S) +/ %d(lﬁ}
0,\16 — €




s—1,—miz?
WlQSF(l—S){C(l—S) —|—/ %dm}
0\16 — €

27572 5T (152) / usem
n 2
01

Tis . -
emu —e iU

(e — e )D(1 — s)

s—1,—mix?
0)\16 — €

_ _ . =0
sin FI'(1 — s) e — e
Desde que
2 sre [ (L2 s
sin FI'(1 — s) 2
€
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obtemos

_a-s [1—35 i le—mie’
+ 7T 2 F T —— d!L‘,
2 eTT _ o~ T
o\ 1

formula valida no s-plano inteiro por continuacao analitica, exceto nos pontos 0 e 1, que
sao polos simples, respectivamente, das funcoes gama e zeta. Esta é a formula integral de

Riemann-Siegel. O]

Agora a equagao funcional deduz-se dela por simples consideragoes. Lembre-se

da notagao definida na introducao:

m(g) () = p(s) + A =7)

onde ,

u(s) = W’SF(§>/ T dr.
2 0/16 —e

Para efeito de apreciagao do leitor, isto significa, em particular, que 0 .,/ 1 = 0N 1.

Proposicao 3.3. Para todo s € C —{0,1} € vdlida a sequinte identidade:

_s /S o9 1 —s
T 2F(§)C(s) =7 =z I( 5 )¢(1=s).
Demonstra¢ao. Suponha que o = %, na formula integral de Riemann-Siegel. Entao,

VteR

u(s) = u<%+tz’

1 tz'> / y 3 ttieTiy? ]
A 9 —Th T Y
4 2 ox € Y — ™y
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) ; — L4t —miy?
— gats F(l_t_z)/ y: e ei — dy
4 2 or1 © Y —e ™
y +t Trzy2
:7T411+§F<1_t_2>/ y : 6_ — dy
4 2 o © Y — e

Logo, quando o = %, as duas integrais na formula integral de Riemann-Siegel sao complexo

' F(%) ¢(s)

¢ real nesta faixa. Perceba que quando s € R, com ¢ > 1 tal expressao é claramente

conjulgadas; isto significa que

um nudmero real. Portanto, segundo o principio de reflexdo de Schwarz vale a equagao

funcional 1
s s (1-s) -5
2= |((s) =7 2z T (1 —ys)
2 2
em o = % e, por continuacao analitica, segue-se em geral para s arbitrario, exceto nos
pontos 0 e 1, que sao polos simples, respectivamente, das funcoes gama e zeta. ]

3.3 A equacgao funcional segundo Kusmin.

Como Riemann vislumbrou a férmla de Riemann-Siegel? Do modo como feito
por Siegel? E possivel partir da segunda prova de Riemann, com as devidas modificacoes,
e concluir a formula ora citada? A prova de Kusmin da féormula de Riemann-Siegel traz
luz, ainda que parcial em termos de possibilidades, sobre todas estas questoes. Apesar de
baseados nela, nossa prova serd um pouco diferente. (KUSMIN| |1930) (KUSMIN} 1934)
(EDWARDS;, [1974))

Desempenhard papel importante o seguinte (SEELEY), [1966) (TOLSTOV| 1962)
1 1 —-1)"
Lema 3.7. = (D) Ve e C - Z.

emiT _ o—mixz - 271 T2 — n2’
ne”Z

11
202
expandindo f em série de Fourier na forma complexa encontramos o seguinte coeficiente:

1
2 2
a, = / €2mxt727mnt dt :/ 627”(1711)7& dt
_1 —

1
2 2

Demonstracao. Defina f :[ ]—> C por f(t) = €*™*' para z apropriados. Entao,

€2m't(a:—n)

N
—
—_
N
3
®
3
~.
S
ml
3
~.
S

~ 2mi(z —n)

N
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Assim, f(t) = Z ane®™. Fazendo t = 0 descobrimos que
neZ

1 (— )
emir _ o—miz 271-22 T —

ne

o

1 <« (=1)"
4_ = T;Oern

- Z:(c 2 _ 2

]

Consideraremos agora a segunda prova de Riemann por outro angulo, generalizando-
a convenientemente. Lembrando-se da definicao de 0 e v e propriedades correlatas apre-
sentadas nas preliminares, e de todo o processo para obter (3.2), concluimos, por repetigao

dos mesmos argumentos, e.g., que

(5o - / ) o s

vélida inicialmente para Res > 1 e entdo por continuagdo analitica Vs € C — {0,1},
exceto nos pontos 0 e 1, que sao polos simples, respectivamente, das fungoes gama e
zeta. O numero 1 do contorno de integragao na integral acima, tanto quanto em (3.2),
foi escolhido pela sua simetria em relagao a inversoes e conjugacao complexa. Poérem,
podemos escolher outro niimero complexo u = k, digamos, no lugar de u = 1 e novamente

efetuar o processo acima com as devidas modificagoes. Obteremos

W_%F / 1Y (u _K
s
o0 ks—l
+ / u*0(u + ;
s—1

pur(s) =/ u* M (u) du
k

e definindo

para Re s < 0 (num primeiro instante) e observando que

we(s) = / w1 O(u) du — % Vs e C—{0},
k
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podemos reescreve-la do seguinte modo:

w-ir(g)as) — fa(5) + e (1-5) (3.9)

A segunda prova de Riemann da equacdo funcional é simplesmente o caso k = k™1 =1
aplicado a (3.9).

Nao podemos utilizar qualquer valor para k por causa do dominio do inte-
grando; de fato, p(s) esta definida precisamente para os valores complexos de k para os

quais 1 estd definida, a saber no conjunto {|I/mlInk| < m/4}. Isto significa que

1k (3) =/ u' T (u) du
k+RY

i.e., o contorno é apenas uma translacao do eixo real positivo por k£ unidades complexas.

Observe ainda que i (s) = pz(5); dai se k~! = k, entdo (3.9) toma a forma

wzr(g)c@ N Wi (3.10)

onde k € S'N{|ImInk| < w/4}. Intrigantemente, comparando notagoes, (3.10) se parece
com a férmula integral de Riemann-Siegel. Somos entao forgados a perguntar: existe
alguma relagao entre ambas? Como veremos a resposta é afirmativa.

Lema 3.8. Suponha que k € S'N{|[ImInk| < 7/4}. Entao, Vs # 0

oo
. _ _ 2,2
lim i (s) = E wt e ™ duy
k—e
nez v ¢

Demonstracao. O que temos que fazer, essencialmente, é provar a validez da integracao

termo a termo. Suponha inicialmente que Re s < 0. Observe que

/°° Lo n72[ (%,Wn2k2>
K 2(n?)?

6—7rn2k2(k2)§—1 00 .
2mn? 0 mn2k?

N~
(NI}
|
—
®
LY
U
\S‘F
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com k = €% onde 0| < /4. Logo, Rek > 0 e 0 < cos 20 < 1. Entdo,

00 —mn?cos20 oo |Res| 4
1 2,2 6 t 2 t
e ™Y duy| L ———— 1+ — e dt
k 0

2mn? mn?

—mn? cos 26 00
e |Res|_1 ¢
™ 0

6177m2 005201—‘ (M 1)

2
= , Vn € Z — {0
2mn? {0}

/A

O cason = 0 é tratavel diretamente pela integral. Portanto esta assegurada a convergéncia
uniforme da série para p(s), para k como acima e s fixado. Assim, é vélida a integragao
termo a termo para Re s < 0 e, em seguida, Vs € C — {0} por continuagao analitica. Em

particular, segue o resultado. O

Inicialmente devemos ter Re s < 0 para justificar a seguinte identidade

72l (%,WanQ) ks

)
z : 2,,2 z :
us—le—wn vy = - —,
ns $

nez vk neN

onde o termo n = 0 é precisamente o termo independente do lado direito acima.
Lema 3.9. E vdlida, Vs € C — {0}, a sequinte férmula

s s (_1)" xlfserriIQ

o1 r

Demonstrac¢ao. Suponha inicialmente que Re s < 0. Pela proposicao 3.2 e pelo lema 3.7,

é suficiente mostrar que

du = 0.

lim

£00 u—sem'u2+27riNu
N—+oco

e?TZU — e—ﬂ'ZU

Isto, porém, esta praticamente feito, pois podemos reduzi-la, apos algumas modificagoes,

ao caso ja considerado. De fato,

du

€00 u—sem'uQ—I—Zm'Nu €00 u—seﬁiu2+2m'u (N—%)
d
0 0

em’u _ e—m'u 1 — e—2m'u

dv.

—s, —TU> 42 (N—l)
L oov 56 TUT42mev 5
g
0

1 — 6727%1)
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Como

_367771;2+27reU(N—%) _ fU—UG*?T\/éU(Nf%)
~

(%

1 — e—2mev ewx@ —1 (7 < LVv e R)

notamos que

B o . e 0?49 (N—l)
00 0 S Tl +2miNu ©ly=Se TUe2mev 5
du
0 0

em'u _ e—m'u S 1 — e—27rev dv
1 OO o —mV/2u(N=1
< f2—1/ v 7% w2 2)dv
eTve —
0
l1—0o

1 T(l-o0)( 2
671'\/5 —1 (7.(\/5>1_0 2N —1

Passando o limite com N — oo mostramos a suficiéncia e justificamos a integragao
termo a termo quando Res < 0. Entao, pelo principio de continuacao analitica, aquela
representagao de pu(s) permanece valida Vs € C — {0}, — e em particular, a integragao

termo a termo obtida — de onde segue o resultado. O

Proposigao 3.4. Sao vdlidas as sequintes identidades Vs € C — {0}, Vn € Z :
xl—seﬂ'ix2 00 ml—seﬂ'ix2
- / S p dr = gl
o1 T oo U7 T
s s -1 n xl—sewixQ o0
7T2F(—>< ) / 5 dr = / w e ™ du,
2) 2mi o1 TN .

Demonstracao. Estas duas identidades estao intimamente relacionadas. De fato, conclui-

remos ambas simultaneamente. A prova da primeira essencialmente é uma continuagao
analitica para a variavel s. A prova da segunda, além de fazer uso da primeira, essencial-
mente ¢ uma continuagao analitica para outra variavel definida logo mais abaixo. Suponha

que Res=c<0ea€ A ={z€C; Rea>0, Ima > 0}. Agora considere a fungao

@00 xl—seax2
—— 5 dr
x?—n
—100
nas condicoes acima. FEsta integral converge. Para ver isso, basta efetuar a mudanca
de variavel x = iu e algumas majoragoes simples. Para mostrar a primeira identidade,

inclinaremos o caminho de integracao apropriadamente pelo uso do teorema de Cauchy.

Considere o seguinte caminho de integragao:
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Esta claro que ele nao é um contorno porque nao é simples; ele é, porém, uma soma
wedge LEE (2011) de contornos. Este tltimo fato propicia a aplicagdo do teorema de
Cauchy em cada conjunto da soma, i.e., ele serd aplicado em cada triangulo. Para de-
duzir o que queremos ¢é suficiente mostrar que o integrando, avaliado nos segmentos de
reta horizontais, tende uniformemente a zero. Com efeito, fixando n € Z, parametrizando
os segmentos de reta horizontais, onde ¢ denota t = I'm x segundo aplicado na parame-

trizacao, e substituindo no integrando, descobrimos, para t suficientemente grande que

1—s a0z
3| < (462)1 0 elRearimapRli=(mmatd) i o ) 4o,

r“ —n

Entao, aplicando o teorema de Cauchy como do modo ja descrito, mostramos a identidade
para Res < 0. Mais ainda: a inclinacao da reta complexa 0 /' 1 para o eixo imaginario
puro mostra o que realmente ocorreu: continuamos analiticamente nossa funcao definida
acima. Em particular, ela é valida Vs € C — {0} e Va € A. O que ainda resta para con-
cluirmos a prova da primeira identidade, viz., por o = 7i,(e a cristalinidade do processo
de continuagao analitica acima afirmado) vird apenas no termino da segunda, deixando

clara a simutaneidade afirmada no inicio da demonstracao.

A prova da segunda identidade é o a-prolongamento (ou a-continuagao) analitico(a) da
fungao acima definida. Na verdade, ela permanece valida Va € C — (—o00, 0] — 0 a-plano

cortado. Novamente suponha que Res = o < 0 e observe que



52

1+2
ooul—se—ocu2
— —S _ A\ S d
67 - () 1/0 e
o 1—s,—a(u?+n?)
= —2¢sin S—Weo‘"2 ve . - du
2 0 u2 + n?

= —2isin 8—7T€an2/ / e—v(u2+n2) dv ul—s du

2

0 o

— —9jsin X o’ / e / e du | do

2 . ;

> R R
= —2isin %eo‘"Q / ety M dv
e’ . d
— —2i(sin2Z (1= 2 ) e’ -vn2, 3-1 4V
2 2 ) 5
= -0 (sin %)F (1 _ 3) eanQﬂ_ / usfleiﬂ.nQUQ du’
Ve

onde as mudancas de variavel acima sao razoavelmente simples e a troca de ordem de

[\]

Nln

integracao decorre do teorema de Fubini. A igualdade acima é valida, num primeiro
instante, para a € A, e.g., e entao, pelo uso do ramo positivo da raiz quadrada combi-
nado com as propriedades da funcao gama incompleta, continuamos analiticamente nossa
fungao doravante valida Va € C — (—o00,0]. Em particular, se « = i, por um lado fi-

nalmente concluimos a prova da primeira identidade, e, por outro lado, relembrando que
v
12 = e1 = ¢,

1
100 1—s mix? o0
xr e . . ST S .2 1 2,2
/ 5 5 de = —21 (sm 7)1—‘(1 — 5) e u® 16 e du,
—100 re=n 5

(acima escolhemos o ramo principal), de onde, mediante o uso da primeira identidade

[S110)
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transforma-se, com os devidos fatores multiplicativos, em
s [s\ (=1)" pl-semia?
7T_§F (-) u/ ﬁ d.’L’
2/ 2m o1 TN
ST s s\ (=)™ [T .

— It Irf1==2) == s—1 _—mnu d
(o a(r-2) U [

— / us—le—ﬂ'TLQ”LLQ du,
1>

para Re s < 0. Desde que a tultima integral do lado direito da igualdade acima se exprime
em termos da funcao gama incompleta, uma fungao inteira, concluimos a prova da segunda

identidade nas condigoes da proposicao, o que encerra a demonstragao da mesma. O

Finalmente, podemos agora afirmar e provar o resultado de Kusmin, viz., o
seguinte

Teorema 3.3. Para s # 0 e k — £ ao longo do circulo unitdrio, temos }Cim pi(s) = u(s).
—e

Demonstracao. Basta combinar os lemas 3.8, 3.9 e a proposicao 3.4 para obter o resultado.

]

A aplicacdo do teorema acima a (3.10) é conhecida como a prova de Kusmin
da férmula integral de Riemann-Siegel. Podemos ainda deduzir da prova de Kusmin,
mediante uma identidade fornecida em consequéncia do lema 3.8, o seguinte

Coroldrio 3.1. Se |argk| < 7/2 entdo
(1-9)

e[S\ . N\ D (3 mkn?) kS e (5, ) kT
" 2F(§>C(S)_Z ns _?+Z nl=s 1

neN neN

Demonstragao. Basta aplicar o teorema acima em (3.9) e utilizar a identidade fornecida

logo abaixo do lema 3.8. O

A identidade no coroldrio acima é conhecida como equacao funcional parame-
trica da funcdo zeta. Ela recebe este titulo por fornecer claramente outra prova da equacao
funcional. Com efeito, basta observar que, Vs € C — {0, 1}, o lado direito da identidade
no corolario permanece inalterado pela substitui¢ao s — 1 —s. Caso o leitor faca isso e se
sinta desconfortavel com o resultado, observe, adicionalmente, que ela também permanece

inalterada pela substituicao k — k!, respeitada a hipdtese.

Por fim, porém nao menos importante, como consequéncia dos resultados fi-
nais das preliminares aplicados a equacao funcional, mais precisamente por causa de sua

simetria, podemos concluir alguns resultados sobre as raizes da fungao zeta.
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Proposicao 3.5. Se ((s) = 0, entdo ou 0 < Res < 1 ou s = —2n, para algum n € N.
De fato, “((—2N) =07". Ademais, ((0) = —1.

2

Demonstracao. Pela equacao funcional, Vn € N

lim anG)g(s) - w“f’“r(ﬁ %)§(2n+ 1) 0.

s——2n

Desde que I'(s) tém polos simples nos pontos —n, ((s) tém zeros simples nos pontos

—2n, Vn € N. Novamente pelo uso da equagao funcional,

T T A P G S () I
i3 )i - )

['(s) tem um zero simples em 0 com residuo 1, de modo que

lim fr<f) — 1.
s~>02 2

I 2 = im; = —
L= ¢l s = 20(0) i s = —2(0)

Como fora provado, nas preliminares, para Res > 1 ((s) # 0. Suponha agora que

Portanto,

Res <0, s¢27Z«. Se ((s) fosse igual a zero, entdo, pela equacdo funcional

W_%S)F(1;S>C(1 —s) =0,

o que é impossivel pois Re (1 — s) > 1. ]

Apesar da prova acima ser incontestavel, realmente existem raizes na faixa
0< Res< 17
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4 APLICACOES

Presentemente provaremos alguns fatos adicionais que podem ser deduzidos a
partir da equacao funcional, particularmente duas das tais representac¢oes, manipulando-

as de forma conveniente.

4.1 A faixa 0 <o < 1.

Muita informacao pode ser deduzida da férmula integral de Riemann-Siegel.
Antes, porém, precisamos mergulhar mais profundamente na mesma.

Por um lado, talvez o leitor tenha achado muito permissivo o caminho de
integracao, i.e., a arbitrariedade do parametro 0 < a < 1. De fato, tais integrais sao
independentes dele. Com efeito, basta observar que, fixados 0 < a < b < 1, podemos
aplicar todo o processo efetuado no Lema 3.3 com as devidas modificacoes, sempre que
se fizerem necessarias.

Por outro lado, o que acontece se movermos o contorno de modo conveniente

na féormula considerada? Consideremos inicialmente o seguinte

) (.CIZ' o n)xke:l:m'a:
Lema 4.1. Temos que lim . —— = o, para todo k € C, e para todon € N.
r—n eﬂll’ _ e*ﬂ'll‘ T
Demonstracao.
k +miz?
r—n)re xr—nmn .2
lim ( . ) . = lim # lim xkeimm
z—n ML _ o~ ML a—n @TIT _ =TT zn
2
:c—m 77267”-1' _|_ 7726 —mx x—m
2
_ M (=D)”
©2mi(—1)"
_ (=)
- 2mi(—1)"
2mi

[]

Entao, usando o lema acima e o comentario do segundo paragrafo também

acima para responder a questao, descobrimos que

)
rSemiT —s mﬂc
/ e _ o—mix dr = e _ o—mix dl’, (41)
01 ky k1

2 )

s—1_ —mix —Tix
xT e
/ eTiT _ o—miT dl’, = : :nl s eTiT _ p—mixw dl‘, (42)
0N\1

n<b INd+1
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onde k,l e N, k<a<k+1el <b< I+ 1. Posteriormente a notagao empregada
nas somas finitas se tornara clara. Assim, a formula integral de Riemann-Siegel pode ser

reescrita como

W—§F(§>C(s) wr(g)zni “”r(lgs)znfs

n<b

/ ——————dx (4.3)
k1€ T €

—1,—mix?
_a-9 (1—s x¥ e
+ 7 2 I —dx
2 eﬂzx _ e—wzz
INJ+1

A partir de (4.3) vérios caminhos podem ser tomados; pode-se provar, e.g., a equa¢do fun-

l\DICo

cional aprozimada tanto na representacio de HardyP?} Littlewood™|quanto na de Riemann-

Siegel. A diferenca entre ambas as representagoes é notoria, sendo a ultima muitissimo
mais reveladora que a primeira. (SIEGEL, |1966) (SIEGEL, |1943) (GABCKE;, [1979)

Seja s = o + 2 uma variavel complexa. Quando se estd considerando a funcao
((s) o conjunto {0 < o < 1,t € R} é denominado faiza critica. Doravante nos restringi-
remos a ela.

Lema 4.2. Temos que ((s) < 0, para todo nimero real s satisfazendo 0 < s < 1.

Demonstracao. Seguindo os passos dos preliminares, quando da continuabilidade analitica
de {(s) ao s-plano inteiro, deduzimos (simplesmente por uma mudanca de sinal no deno-

minador) que

(0= -2) - o [ 2

s)=(1-— s) = T.

7 I'(s) J, e +1

Como I'(s) > 0, Vs > 0, e o integrando acima é positivo, entao n(s) > 0, Vs > 0. (mesmo
n(s) sendo também representada como uma série alternadal) Desde que o fator (1 —

217%) < 0, se 0 < s < 1, concluimos, pois, o resultado. O

Quando, em particular, escolhemos o = 1/2 ja sabemos que o lado esquerdo
de (4.3) é um nimero real, portanto o lado direito, independente da escolha das variaveis
a,b,k el.Porém, alguns fatores multiplicativos do lado esquerdo de (4.3) sdo irrelevantes

para propositos praticos, i.e., para aproximacoes numéricas. Entao, o que temos de fazer

2Hardy, Godfrey Harold (1877-1947), Professor em Oxford (1919-1931) e Cambridge (1931-1947).
ZLittlewood, Jonh Edensor (1885-1977), Professor em Cambridge.
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é extrair o que realmente é tutil. Para isso, observe que
(3+%) FG + %2) C(% + ti)
= e litmrrr (o) (L)
— e—(%-ﬁ-%) ln7r+ln‘f‘(%+%) ‘ +i.argr(%+%i) C(% 4 tZ)

1 1 ti —Ynr+iar F(lthl) 1 .
= F — — 2 9 4172 — t
T (4 + 2> e ¢ 5 +t
L N tmrtargr(24) (L
e F — — 2 9 4 "2 — t
T <4 + 2) e ¢ 5 +t
1 1t , 1
T = Y DRTTCO D i
oA (4 + 2) e\ (¢ 5 + i

Z(t).

I

>]I

W=

=
Y
B~ =

+
N S
N————

Na passagem da segunda para a terceira linha escolhemos o ramo principal do logaritmo.
Esta claro que o fator T4 | F( }1 + t—QZ ) | é positivo e diferente de zero Vi € R, i.e.,
podemos desconsidera-lo. Também é imediato que Z(t) € R, ¥t € R. Vejamos algumas
propriedades de 9(t) e Z(t).

Lema 4.3. A funcdo v € impar.

Demonstragio. Fixet € R.Se' (3+%)= a(t) +b(t)i entao I (1 —%) = a(t) — b(t),

em decorréncia do principio de reflexao de Schwarz. Assim,

ar (1) & won 50T~ wa20) & a2,

Portanto,
I(—t) = argf(i —%) + %lnw
= —argl“(i—l—%i) + élnﬂ
= —{argf(}l+%i> — %IHW]
= —9(1).
Logo, segue o resultado V¢t € R. O

Por um lado, escolhendo o ramo principal do logaritmo, e, por outro lado, a

sua defini¢ao, concluimos que argl’ ( }1%—% ): Im InT ( i+% ) vVt € R. Esta



identidade, junta a expansao assintética de Stirling, traz a luz o seguinte

Lema 4.4. Valem as sequintes identidades:

1t t ot -
9t = argT (= 4+ =) —Zlnm = -In— — — + O(t™H).
() = argD (3+35) —ghhr =gy — o+ 00™)
Demonstracao.
1t t
— ImInhD[(=-+=) - 21
V(t) m In (4+2) 5w
ti1 1t 1t 1
-7 )+ =)=+ = )
mKQ 4)n(4+2) (4 2>+2n”
N 1 1 1 tl
; — i3 .. — —IN7T
20D () 2
1t 1t t —1i
= —Reln[ -+ =) — ~ImIn([ -+ = | — = 2
2 en(4+2) 4mn(4+2) 2 (i
Im(} - 4)? t
- "”(j 32)3+ ~ Sl
360( & + %)
t t\? 1\]12 1[«x 1t t
——Inl(=) [1+—= — |2 —arctan( =/~ )| = =
QDKQ (+4t2)] 4[2 arcan(4/2)] 2
3 2
R R 1 10
1 2\3
6t(1+g52)  360(2)° (14 %) 2
tlt—i-tl 1+1 7T—f—lacta 1 !
=—-In-+-In — | — = + —arctan| —| — =
272 " 4 412 8 4 ot 9
! 1+ L\ ! 1+1 -
6t 412 45¢3 At2
+1 +1 _3+ by
6015 412 g T
t t+t 1 1/ 1 2+
=-In—+-|-—5 — = — .
2 o 44z 2\ 42
7r+1 1 1/1 3+ t 1 1+
8 4|\ 2t 3\ 2t ' 2 6t 412

Assim, finalmente

() = <1

t s
n —_— J— —
2 2me 8

1

+ — +

48t

576088 + ..
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Desde que os termos decrescem muito rapidamente para t absolutamente grande e o erro
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é comparavel ao primeiro termo omitido, o erro na aproximacgao

t t s 1
I() ~ “ln— — T 4
(=g -3+ o
é despresivel. Em particular, J(t) = £Inz- — Z 4+ O(t™!), completando a prova. [

Temos ainda o

Lema 4.5. A funcdo Z ¢ par.

Demonstracao. Fixet € R. Entao,

Z(—t) = ei“—t)g(% —tz‘)

Il

|

=

<

=

N
e
DN | —

|

~
~.
~_

= Z(t)

= Z(t).
Logo, segue o resultado V¢t € R. O
Utilizando todo o acima feito, e escolhendo k£ = [, a = b por motivo de

simetria, (4.3) transforma-se em

F(i + %Z) ‘ 2(t) = = (+8) T

1 t2> / :L'(_%_ti) eﬂ'i12
YRRy TT —TmiT dl’
4 2 e €€
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= 2 Re {7r_411

1
rl=+=
(73)

(*l*ti) mix?
2
+/ Imi fm'w dm]}
kok1 €0 T €
1 ti 6i(ﬁ(t)ftlnn)
r(-+2)|r S —
(03

n<a

1 4 ;.2
1) SC( 2 “) em J
€ emiT _ o—mix T
ky k+1

—itlnn
i0(t) €
¢ [Z \/ﬁ

n<a

_1
= 27T 4

Portanto,

9(t) —t1 . (=3-11) gria?
Z(t) = 22‘308( (t) —thn) o pe o - gy (4.4)
\/ﬁ bkl emiT _ =TT
n<a

Esta férmula é util para cdlculos numericos. A sua efetividade se baseia em obter uma

expansao assintotica do segundo termo do lado direito.

Riemann, de fato, efetuou todo o processo acima — inclusive o calculo da ex-
pansao assintotica, como mostrado por Siegel. Contudo, para nossos propdsitos, bem
menos é necessario. Basta que provemos a seguinte (TTTCHMARCH, [1951))
Proposicao 4.1. Seja a como em (4.4). Entao

ORI

n<a

- al—a N 2a1—a
Sl —s]  2ma— |t

VoeR eVt € R* tal que |t| < 2ma.

Demonstracao. Suponha primeiro que ¢ > 1. Entao uma aplicacao simples do teorema

dos residuos mostra que

a+1i00
1 1 1 cotmz
) =D =D = —z/ ks

n<a n>a
_ _i * (cotmz — i) Qs — l T (cot mz + 4) Qs — al=* .
2 . 28 20 ), 28 1—s

A férmula final é vélida, por continuagao analitica, Vs € C — {1}, pois as duas tltimas

integrais sao uniformemente convergentes em qualquer regiao finita. Na segunda integral

ponhamos z = a + ir de modo que

|cotmz +i] = ——— <27
1 +€27rr



|z—s| — |Z—U|6targz < a—ae|t| arctan(%) < a_ae|t|T/a,

Assim, o médulo deste termo nao excede

o0 al—a
a° 6—27r7"+\t|r/a dr =
0 2ma — |t|

Um resultado similar vale para a outra integral, donde segue o resultado.

E imediato, entao, o seguinte

Corolario 4.1. Nas condicoes da proposicao 4.1 temos

cos(¥(t) — tlnn) az 2a2
Z(t) — < = -
70 - Y ST T 2ra—Ti
n<a
Demonstracdo. Desde que |[e?®| = 1, Vt € R, descobrimos que
—tlnn) 1 1
2a2
I(t) t @z
045 i) - N < it g
n<a

—tlnn) 1 1

(=) ¢ az 2a>
() - Z | < ey
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Reescrevendo as desigualdades acima em termos de Z(t) e usando sua paridade e a de

Y(t) obtemos

Z i(9(t)—tlnn) Cl% 2(1%
< -
ST 2ra—
n<a
Z —i(9(t)—tlnn) _ a3 %203
ST Y ey
n<a

Agora, pelo uso da desigualdade triangular, decorre que

(1)t Inn) )—tInn)
sl - S 20 - S

n<a n<a
1 1(19 t)—tlnn) 71(19 t)—tlnn)
<3|z z i D
n<a n<a
az 2a2
<
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N|=

cos(J(t) — tlnn) az 2a
Z(t) — L = 4+ —.
‘ 0= = i 2ra— 11

n<a

]

Comparando (4.4) e o Corolério 4.1, talvez a primeira pergunta que lhe venha
a mente é: onde estd o fator 2 que multiplica a soma finita? Como se pode periscultar, o
Corolario 4.1 esta totalmente correto. O ponto a se destacar aqui é que a aproximacao nu-
merica provida por (4.4) é tao boa que a falta do fator 2 no Corolario 4.1 ainda possibilita
saber corretamente qual o sinal de Z(t); isto é exatamente o que queremos.

Lembrando da defini¢ao de Z(t), localizada logo abaixo do Lema 4.2, e que
esta é real para valores reais de ¢, de modo que, se Z(t1) e Z(t3) tiverem sinais opostos,
Z(t) terd pelo menos um zero entre t; e ty, i.e., ((s) terd pelo menos um zero na reta
o= % entre %+it1 e %—l—itQ.

Decorre dos Lemas 4.2, 4.3 e da defini¢ao que Z(0) = ((1/2) < 0. Agora, desde
que a € R — N, escolhamos a = 9/2 e t = 67. Assim, o lado direito da desigualdade
do Corolério 4.1 é, aproximadamente, 0,5626767 com toda a parte fracionaria correta.
Utilizando o Lema 4.4 temos ¥(67) = 0, 5366998 novamente com toda a parte fraciondria

correta. Desde que

cos(¥(6m)) = 0,8594007 ...
cos(¥(6m) — 67 In 2)

7
cos(J(6m) — 6mIn 3)

0,7066082. ..

(\V]

= 0,1421104. ..

w

temos

3
cos(J(t) —tlnn)
=1 1194.
E NG , 708119

Assim, pelo corolario 4.1,

Z(67) > 1,1454424 > 0.

Portanto, existe pelo menos um zero entre t =0 e t = 67 com o = 1/2. O que acabamos
de fazer foi responder a pergunta final da secao anterior, i.e., a funcao zeta possui zeros
tais que 0 < o < 1. Continuando o processo acima vemos que Z(t) troca de sinal muitas
vezes; de fato, quantas estivermos dispostos a calcular. Isto motiva a seguinte pergunta:
Z(t) troca de sinal infinitas vezes? Esta pergunta, refraseada em termos da fungao zeta,

lé-se assim: ((1/2 + ti) possui infinitos zeros?
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4.2 A faixa o0 =1

[\

A reta o = % ¢ denominada reta critica. Para responder a pergunta anterior,

que ¢ essencialmente uma, precisamos de alguns Lemas e Proposigoes. (LANDAU] 1915)

Lema 4.6. Suponha que |argy| < 5. Entdo

IGD

Demonstracao. Desde que o integrando é uma funcgao par de ¢, como deduz-se da relacao

/1
eltllaray| gy — 2/ ‘F(——Hz’)
. 2

)

ctllargyl gy

converge.

dos complementos, temos

[ 1)

Observe que, Vt € Ry, a € (—%,

1
()

cllargyl gy

S

2
e*ﬂt(e%rt + 1)
_ lamg)e_ver

\ /627rt + 1

- 1
< e(aff)t\/ 2T sup ———
teR4 V 627rt + 1

= ﬁe(a_g)t'

eat at

Assim,
/1 2
/ 'F(—+ti) eltllargyl g < Wl < 00.
I \2 5 —largy]
]
O lema acima permite a prova do seguinte

1 —q+ico

Lema 4.7. Suponha que |argy| < 5. Entao lim [(s)y*ds = 0.

q—00

1 .
5—q—100

Demonstracao. Com efeito, fixado vy,

F( +t') T (5+ti)
—_ 1 =
21 (2+ti—1)(3+ti—2) - (3 +ti—q)’
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para q € N, pela equagao funcional da funcao gama. Logo, no caminho de integracao,

—s I (l +t7’) -1 ar
IT(s)y™*| < ﬁhﬂq zeltllargy],
2°2° T2

e dai

%—q—&-ioo )

r =5 d < |y’q_E - T 1 ; [t|largy | d
2°2° 2 —00
%—q—ioo

" 2vm
B 2T —argy|

N
N |—

— 0, ¢ = +o0.

Temos entao o seguinte

Lema 4.8. Sejam x > 0, Rey > 0. Tome os ramos principais como Iny = In |y|+iargy,
com largy| <7/2, ey * =e MY, Entdo

x+100

1
v = — [D(s)yd
0= g Py s

T—100

Demonstracao. Seja ¢ € N. Por integragao sobre o retangulo com vértices % —q—Ui, x—
Ui, 2+ Ti, 5 —q+Ti (T>0,U>0)

1 —q+Ti T z+Ti

N
|
LS
8

1 q-Ui -u z-Ui
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N ’ . ’ -1 "
produz-se, desde que I'(s) tém pdlos simples em —n (n € NU{0}) com residuo %,

x+T1 g—1 %*(I*Ui
1 . —y)" 1
Q—M/F(s)y ds = Z—( n!) +2—m/ I'(s
e—Ui n=0 e—Ui
$—q+Ti a+Ti
+ L [(s)y~*ds +L/ L(s)y—*ds.
271 211
%—q—Ui %—q—&-Ti

Observe que as integrais horizontais tendem a zero uniformemente com 7T, U — +oo.
Isto decorre precisa e imediatamente do teorema de Pincherle-Mellin. De fato, por ele,

em cada faixa de largura finita o7 < 0 < 09
I(s) = (o +ti) = O(e’%|t‘|t|c) (¢ = c(oy,09))
uniformemente; também, em cada uma das tais faixas

ly | = |e” 0+t1)(1n|y|+wrgy)| — eolhlyl+targy Cl@|t|<%‘5)

(c1 = ci(o1,00,9), € = €(y) > 0).

Assim, para %— o<z

D(s)y™ = O(e"|t[)

uniformemente, o que permite tomar o limite em U, T — oo (0 que conclui a justificativa

da observagao) e obter

x+ioco 5 —q+ioco
1 —(—y)" 1
— D)y =ds — > 2 = — [ D(s)y*ds
g T s = A= o [ ra
. n=0 1 )
r—100 é—q—zoo

O resultado segue imediatamente da aplicagao do lema 9 e da definicao via série infinita

da funcao exponencial. m

A partir do lema acima deduzimos uma notavel relagao através da

Proposicao 4.2. Suponha que Res >0 e Rey > 0. Entao

1 +zoo

S [T / (3)srctspas

nez
*—’LOO
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Demonstracao. Segundo o Lema 10, para z > 0, Rey >0, e cadan € N

x+100

1
—n2y _ r —5,,—2s ds.
e - (s)y~°n s

Isto pode ser somado sob o sinal da integral sobre todos os n € N para x > 1/2, desde
que

ZIF(S)y‘Sn‘QSI = |D(a + i)y “+2)¢(22) = O(e™Me[%)

neN
para ¢ > 0, onde a justificativa para a tltima igualdade advem da combinagao dos

teoremas de Pincherle-Mellin e Phragmén—Lindelof. Por isso, pondo z = 1

1+i00
E e = L L(s)y~°C(2s)ds.
2mi
nel 1—ico

Agora, para transladar o caminho de integragao de Res = 1 para Res = 1/4, aplicamos
o teorema dos residuos ao retangulo com vértices
YU, 1-Ui,1+Ti, 2 +Ti (T,U >0).

N
N|—=
Ju—

Veja que o integrando tém um pélo simples em s = 1/2 cujo residuo é

Lm( - %)F(s)y—sc@s) = F(%)y—% liy (s - %)ws)

2

1 1
- 5y Tlim(s = 1000) = 3/

Além disso as integrais horizontais sao zero para T ,U — oco. De fato, em cada faixa
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fixa oy < 0 < 09
¢(2s) = O(t[") (b = blo1,02)),

e assim
L(s)y~*¢(2s) = O(e™M), (6>0)
onde a justificativa para as ordens de crescimento advem, respectivamente, do teorema

de Phragmén—Lindel6f e, novamente, da combinacao deste com o de Pincherle-Mellin.

Consequentemente,
nez neN
i+ioo
T 1 s
=1+ \/j+ —_/F(s)y ¢(2s)ds
Y 0y
1 oo
4
%—i—z’oo
T 1 S s
=1 — — [Tl =)y 2 ds.
- \/;jL zm'/ (2)y *((s)ds
%—ioo
O

Ainda no intento de respondermos a questao proposta no final da secao ante-

rior, é necessario fazermos mudancas apropriadas de varidvel. Por isso, considere especi-

ficamente s = % 4+ t7. Assim

szr@)c(s) = €£(s) = 5(% +tz‘) = 20

2
A introdugao de Z(¢) no lugar de ((s) na ultima integral resulta
1 tico 1tico 00
0 ARENET)
T(2)y3¢(s)ds = Ty 259 g = —9i (X =t
2 y) s(s—1) Y 2+
1 oo %—ioo —00
por isso
—nZy

Entao, pondo
2ai
= Te
Y ) 1
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teremos
- 00
. 6_% E t [e% at
1 4+ e @ — /eat : ( )1 dt = E €—n27r62 =1+ 2§ e—'r127re2 )
T t + 1
oo nez neN

Logo, apds manipulagoes simples, utilizando a propriedade =(t) = Z(—t),
vVt € R, obtemos

/0 cosh(at)# dt = 7 cos (%) — 7re2 267"2“2 (4.5)

|

Desde que
=(t) —zlth d
1 = Ol [t[")
1 )
241

podemos diferenciar (4.5) e (4.6) sob o sinal da integral 2p vezes em relacdo ao parametro

- t
t* cosh(at) T
/0 43

converge uniformemente para cada p € Z>( no intervalo

«. Em particular

(11
<Y
S

—Tt+to<a< -9 (O<5<§).Dessemodosurge

N R L e T

& =
5 =
/t pcosh(at)t2 T
0 4 nes
™

Curiosamente, algo providencial ocorre quando fazemos o — 7 em (4.7).

Primeiro mostraremos como Landau concluiu, por metodos analiticos elementares, como
costumeiramente buscava fazer sempre que possivel, o notavel fato de que nessas condigoes
o segundo termo do lado direito de (7) tende a zero. Segundo esbocaremos como Hardy
originalmente fez o mesmo. A sua ideia é de rarissima beleza matematica e utiliza teoria
da somabilidade.

Lema 4.9. Suponha que o — 5. Entdo

d p W@D;Z _n2pe2ai 0
@ 5 e — s

ner

para cada p € Zxg.
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Demonstrac¢ao (Landau). Basta provar para cada q € Zsy que

(Y] o

nez

Pelo Corolédrio 8 do Capitulo 1, as relagoes funcionais definidas anteriormente a ele e

considerando Re z > 0, temos

D (DT = —w(z) + 2w(42)

()
- 3)+ 3]

portanto, a g-ésima derivada em relagao a z é da forma

@] - T

nez

E Cve zou4z'

cada um dos finitos m termos da direita é convergente na drea angular z = e, cosf >

g,e>0, comr |0 para 0 < r < 1. Temos assim a seguinte estimativa

_nmcosf 27 cos0
n e zou4z < 4r

nez nez
< g Cv 8 —n ;rs

nez
_ me _n27r5
< e B n“e - s .

nez

Por isso, quando u é movido na semi-esfera u = €2*

. S
, @ — T em direcao a i (em que, pela
razao da semi-esfera ser situada perpendicular ao eixo imaginario, z = u — ¢ estd na area

angular do tipo acima indo em diregao a 0),

(T - @R o

€7 newz

A funcao u = €*** com todas as suas derivadas em relacdo a o para o — 7 tém limites;

consequentemente, como desejado,

(Y] o

newr
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Esbogco (Hardy). Observe que se utilizarmos

eV = e*ﬂ'COSQOA*Zﬂ'SlHQQ = q = p€¢’17

podemos reescrever o termo entre colchetes em (6) como
Flg) = 1+2) "

Diferenciando o termo acima p vezes, para p € Z>, temos
d\" 2
— | F(q) = 2Zn2p ",
( dy) (9) q
neN

Supondo que @ — 7, entao q tende a —1 seguindo um caminho tangente a reta ® = ,
i.e., se aproxima por um circulo de raio apropriado. A possibilidade de efetuar tal processo

(i.e., a convergéncia do limite) é fato pertencente a teoria das fungoes elipticas. Assim,

i 80 -

=2y (1)

g=-1 neN
= 2) () = — 2(—2p)
neN
= (1 - 2)¢(~2p) ~0

Como citado nas preliminares, se r € R e é tal que r > 2p entdo, apesar da série 1(s) nao
ser convergente ela é (C,r) somdvel. Isto e a proposi¢ao 3.5 justifica a ultima igualdade

acima. O

O contraste entre as “duas” provas acima tém consequéncias interessantes.
Gostariamos de mencionar apenas a quebra de um paradigma da historia da matematica:
Abel disse que séries divergentes sdo demoniacas e nao se deveria provar rigorosamente
nada com o seu auxilio. HOLMBOE (1839)) O acima feito mostra que ele estava equi-
vocado. De fato, a natureza é um livro muito mais rico e detalhado do que podemos
periscultar.

Aplicando o lema acima a (7) concluimos

o 0 . ('n(x
igrg/otzp cosh(at)t2+ T dt = o os(g)-

4

[1]
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Manipulando convenientemente a identidade acima podemos provar o seguinte (HARDY],
1914) (LANDAU| 1915)) (TITCHMARCH, |1951)
Teorema 4.1. ( (% + tz’) tém infinitos zeros para t € R.

Demonstra¢ao. Suponha que a partir de determinado instante o sinal de Z(¢) seja apenas
um definido, i.e., Vi > T, onde T > 1, ele seja > 0 ou < 0. Sem perda de generalidade,

suponha, por enquanto, que ele é positivo. Entao

(1]

% t
lim /t2” cosh(at) ®) dt = L.
T

a=% 12 4

=

Logo

(1]

U
/tQp cosh(at) ®) dt < L,

. 2+

=

Va< 7 e U>T. Assim, fazendo a — 7,

U —_
/t2p cosh (W—t) 2:(25)1 dt < L.
T 4]t + 1

Portanto a integral

é convergente. Isto significa que a integral no lado esquerdo da identidade acima do

presente teorema é, sob nossas hipdteses, uniformemente convergente com relagao a «

.

para 0§a§4,

em particular

> £\ =(t —1)
t?P cosh (ﬂ—) ( )1 dt = (=17 cos (z),
0 4 )12+ 22p 8

Vp € Zso. Ora, pelo teorema do valor intermedidrio para integrais e uma majoragao

T —
/ %P cosh <7T—t> :(t)l dt
0 4)1% + 4

onde M ¢ independente de p; no caso =Z(t) > 0 (para t > T') teriamos entdo para p par

00 T
t\ =(t t\ =(t
0< /tZPCOSh(ﬂ—) 5 ( )1 dt < —/tQpcosh(ﬂ—) 5 ( )1 dt < MT?;
T 4 t—l—z 0 4 t—i—z

simples, esta claro que

< MT?,
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no caso =(t) <0 (parat > T ) terfamos entdao para p fmpar

00 T
t\ =(t t\ =(t
0> t2pcosh(7r—) ()1 dt > — tzpcosh(ﬂ—) ()1 dt > MT?;
. 1)z 41 . 1)z 41

portanto, de qualquer maneira, para todo p par ou impar

oo 2T+1
t\ |=2(t t\ |=(t
MT* > [t? cosh (- =( )1| dt > [t? cosh (- =( )1| dt > m(27);
4 /12 + i 4 /12 + 1
T T
onde m > 0 e nao depende de p, segue-se pois
M
4P < —
m
que para p suficientemente grande é impossivel. O

Para concluir, deixamos a seguinte pergunta para o leitor: para algum ¢t € R
e algum o € (0,1/2) U (1/2,1) é, porventura, verdade que (o + ti) = 07

4.3 Equivaléncias a hipotese de Riemann.

A questao posta no final da secao anterior ainda nao tem resposta definitiva, i.
e., a hipdtese de Riemann ainda permanece um desafio para a matematica. Muitos matem’
aticos tentaram - e ainda tentam - resolvé-la; dessas tentativas surgem diferentes formas
de encarar o problema. Essas diferentes formas podem ser chamadas de equivaléncias.
Nesta ultima secao mostraremos trés equivaléncias a hipotese de Riemann: uma trivial,
porém pertinente de ser discutida, em termos da funcao eta de Dirichlet, o critério de
Dixon-Schoenfeld-Spira e, a mais elaborada e interessante de todas, o critério de Sondow-

Dumitrescu.

4.3.1 O critério “eta de Dirichlet”

A primeira equivaléncia com a qual trataremos é a que diz respeito a relacao
entre a funcdo zeta de Riemann e a funcao eta de Dirichlet P4l Essas duas funcées mero-
morfas ja foram definidas em 2.3.4 e mostrada a relacao entre as tais. A relembraremos
abaixo. Cumpre-nos resaltar, apenas em carater informativo para o leitor, que a funcao
eta de Dirichlet é uma continuacao analitica da fungao zeta de Riemann ao semiplano
direito com abscissa de convergéncia condicional o, = 0. (Abscissa de convergéncia con-

dicional, afirmada no contexto de séries de Dirichlet, cuja série que representa a funcao

2Dirichlet, Johann Peter Gustav Lejeune (1805-1859), Professor em Breslau, Berlin e Géttingen.
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zeta de Riemann é a mais simples das tais, é o infimo da parte real dos expoentes para
os quais a série de Dirichlet converge condicionalmente.)

Sua relagao é
n(s) = (1—-2"7)¢(s),  Re(s) >0,

de onde claramente percebemos a equivaléncia entre os zeros das mesmasﬂ Com efeito,

como s € C entao
n(s) =0 & 1-2"%=0 ou ((s)=0.

O seguinte Lema auxilia na classificagao dos zeros complexos da funcao eta de Dirichlet
cuja parte real é 1.

Lema 4.10. Seja s € C. Entao 1 — 2'7° = 0 se, e somente se s = 1 + 2151’;, com k € 7.

Demonstracao. Observe que

1-2""°=0

=
275 =1 &
c=9)n2 _ [0 _ 0+2kni. vk € 7 o
(1—35)In2 = 2kmi &
5= 1+ ka.

In2

[]

Como mostrado no Teorema 2.5, se Re(s) = 1 entdo ((s) # 0, concluimos a
seguinte
Proposigao 4.3. Sejam ((s) e n(s) as fungoes zeta de Riemann e eta de Dirichlet. Entdo

0s zeros destas duas funcoes coincidem, excetuando-se os zeros da eta cuja parte real € 1.

Demonstracio. Se Re(s) > 1, entdo ((s) # 0e 1—207%) =0, logo n(s) # 0. Se Re(s) <0
entdo, os zeros triviais da zeta também serdo zeros da eta, uma vez que 1 — 2075 =£ ()

neste caso. Se Re(s) = 1, como comentado acima, ((s) # 0, logo, em vista do Lema 4.10,

2kmi
In2°

da zeta estdo todos em 0 < Re(s) < 1, é imediato que os zeros remanescentes da eta

n(s) = 0 precisamente em s = 1+

com k € Z. Por fim, desde que os zeros nao-triviais

estao todos nesta faixa, a faixa critica, e coincidem com os zeros nao-triviais da zeta. [J

2 Utilizando teoria da somabilidade esta identidade entre séries é valida ndo apenas para Re(s) > 0,
mas para Re(s) € R. Isto é, utilizando os métodos da teoria da somabilidade, aquela identidade vale para
um nuimero real qualquer como parte real de s.
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4.3.2 O critério de Dixon-Schoenfeld-Spira

A segunda equivaléncia com a qual trataremos é a que diz respeito a uma desi-
gualdade entre o médulo de ((1—s) e o mdédulo de ((s). Ela decorre da equagao funcional.
Faremos uma apresentacao seguindo essencialmente as linhas de Dixon e Schoenfeld. (DI-
XON and SCHOENFELD [1966]). Comparar com (SPIRA| [1965).

Lema 4.11. Se % <o <1eltl >7 entao, com excecio dos s = o + it para os quais
((s) =0, temos |((1 = s)| > [¢(s)].

Demonstracao. Considere a equacao funcional assimétrica:

¢(1 =) = A(s)C(s),

- ()

Pela relagao dos complementos de Euler da fungao gama é imediato que A(s)A(1—s) = 1.

onde

Em particular, |A(s)| > 0 para todo s € C. Além disso, observe que ‘A(% + zt)‘ = 1.

Definamos a seguinte funcao:

A(s)

f(s):==In (—) = In(JA(s)]).
A(3+it),

Como esta claro, f(s) > 0 se, e somente se |[A(s)| > 1.Consequentemente, o que temos

1
2

podemos reescrever f(s) no seguinte formato:

a fazer ¢ mostrar que f(s) > 0 quando ; < o0 < 1 e [t| > 7. Assumindo tais condi¢oes

f(s) = In|I'(s)] —In F(% + Zt)' + %ln (COSh:CfSZ;?SWU) — (a — %) In 27
> (o= (Zmirernl)| +im(i- 'Sm;g;jﬂ) ~ (o ) men
o=n

onde o primeiro termo decorre do teorema do valor médio, do qual temos 7 satisfazendo

% < n < o, e a desigualdade é devida a —‘ sinw(a — %)‘ < cosmo e a monotonicidade

da fungao logaritmica. Supondo que 0 < z < % < |t| temos as seguintes desigualdades
auxiliares:

1 el
5111(1 —z)>—x 5 < cosh rt.

Delas, junto com sinﬂ(a - %) < 7r(a — %), podemos ainda prosseguir em estimar por
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baixo, obtendo

%ln<1— |sin7r(a—%)|) > _|sin7r(c7—%)|

cosh 7t cosh 7t

1
> —271(c— =)e ™M,
(- 1)
Assim, dividindo por o — % temos

—lt|

— 2me — In 27r.

f<8)1 > (%ln|l"(a+it)|>

og=n

Pela férmula de Stirling com termo do resto integral @m temos a seguinte
representacao (EDWARDS| [1974))

1 1 1 1 [ 2{x}? -3 1
2 2 128 3 0 2(8 —|— LL’)3
onde {z} é a parte fraciondria de x. Em termos precisos, s pertence ao plano complexo

cortado, i.e., C — (—00,0]. O ramo do logaritmo é tal que In1 = 0. Assim

%1n|1"(0+it)| = Redi; InT(s)
1 1 o0 2 2 _ 1
= Re lns———_+/ {e}(2{z}* = 3{z} + )dx
2s 1252 J, 2(s + )
1 2 __ 42 0
> —In(c? +?) — _ (o° = 1%) _Lg dx |
2 2002 +12)  12(c2+ 122 36 J, ((0+ )2 +12)2
pois
1 - 1
e
(s+it)t  ((o+x)2+12)2
e se o s
y(2y* =3y +1 3
1 oA
y €[0,1], 5 < 3
Desde que
/oo dr _ tan™' 2 .
o ((G+aP+e2 2P 22(0%+12)
_ tan~! L
2[¢]?
0
< FTIAER
—ARP

26 A férmula integral do resto foi publicada por Stieltjes em 1889 e parece ndo ter sido conhecida, ou
pelo menos usada, antes disso.
27Stieltjes, Thomas Joannes (1856-1894), Professor em Toulouse.
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obtemos finalmente a seguinte estimativa por baixo

f(s) 1 3T —lt|
T%>1H|t|—ﬁ—m—2ﬂ'e —1n27T>07
quando |t| > 7. Logo f(s) > 0. O

Portanto, temos o seguinte
Teorema 4.2 (Critério de Dixon @-Schoenfeld @-Spira E[) A hipotese de Riemann é
equivalente a afirmagdo que, se 3 <o <1 e [t| > 7, entao |((1 — s)| > |((s)].

Demonstra¢ao. Suponha que a hipotese de Riemann seja falsa. Tomemos s um zero nao-
trivial tal que Re(s) # % Entao, pela equacgao funcional, ambos os lados da desigualdade
sao zeros, assim ela é falsa. Agora suponhamos que a hipdtese de Riemann é verdadeira.

Entao, pelo lema 4.11, é imediato que a desigualdade é verdadeira. O]

4.3.3 O critério de Sondow-Dumitrescu

A terceira equivaléncia com a qual trataremos é a que diz respeito a uma
propriedade de monotonicidade da funcao £(s). Faremos uma apresentagao segundo es-
sencialmente o artigo original de Sondow-Dumitrescu. (SONDOW and DUMITRESCU|,
2010). Provaremos o seguinte
Teorema 4.3. A funcao & € crescente em mddulo ao longo de toda semi-reta horizotal de
qualquer semi-plano direito aberto. Analogamente, o modulo decresce em cada semi-reta
horizontal em qualquer semi-plano esquerdo aberto livre de zeros.

Isto significa, uma vez que &(s) # 0 se 0 < Re(s) < 1, que fixado t € R,
|€(o + it)| é crescente para 1 < 0 < oo e decrescente para —oo < o < 0. O seguinte
Corolério, que decorre imediatamente do teorema 4.3, é de fato nossa equivaléncia.
Corolario 4.2 (O critério de Sondow E-Dumitrescu E[) As afirmacoes sao equivalentes

(i) Set é qualquer nimero real fizado, entao |£(o + it)| € crescente para 5 < o < co.
(1) Set € qualquer niimero real fizado, entao |E(o+it)| € decrescente para —oo < o < 3.

(11i) A hipdtese de Riemann € verdadeira.

Demonstracao. (do Corolario) Se |£(s)| é crescente ao longo de uma semireta L (ou de-
crescente em L), entao £(s) nao pode ter um zero em L. Segue-se, pela equagao funcional,

que ambas as afirmagoes (i) e (i7) implicam (4i7). Conversamente, se (ii7) ¢ vélida, entao

Z8Dixon, Robert Dan, (1936- ), Professor em Ohio.

29Schoenfeld, Lowell (1920-2002), Professor em Pennsylvania e Buffalo
308pira, Robert Samuel (1927-2013), Professor em Duke e Michigan.
31Sondow, Jonathan David(1943-2020), Professor em Princeton.
32Dumitrescu, Cristian, Matematico independente.
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&(s) # 0 nos semiplanos abertos direito e esquerdo da linha critica, e o Teorema 4.3

imediatamente implica (7) e (7). O

Agora provaremos o Teorema 4.3. A prova fara uso do produto de Hadamard
ﬁ que representa a funcao £ : (NARKIEWICZ, 2000)

£(s) = %e‘AS];[ {(1 - Z)ei].

O produto varia sobre todas os zeros nao-triviais p da fungao zeta e A é um ntmero real

importante:

1 v o1
A= Z; =1+ 2 — 5 Indr = 0,023095...
p

onde a soma varia como no produto e v é a constante de Euler. Provaremos apenas
a primeira afirmacao, de onde a segunda segue usando a equacao funcional. Essencial-
mente expressaremos o produto de Hadamard de um modo conveniente e, a partir deste,

mostraremos que os fatores apropriados sao crescentes.

Demonstragao. (do Teorema) Sejam
H = H(op) = {s: Re(s) > op}
um semiplano direito aberto livre de zeros e, fixado um nimero real ty,
L = L(oo,tg) ={o+itg:0>00} CH={o+it:0> 00}
uma semireta horizontal. Se s € L entao, para cada zero nao-trivial de £(s),
Re(p) < 09 < Re(s).
Assim, ao nos movermos para a direita ao longo de L,

|1 S s — pl
p ||

cresce. Seja p = [ + iy um zero de £(s). Entdao f >0 e

s Bo+t~tg

6; = e 52"1”‘/2 .

E2 , .
Assim, ao nos movermos para a direita ao longo de L, |er | cresce também. Agora considere

33Hadamard, Jacques Salomon (1865-1963), Professor em Bordeaux, Sorbonne e Columbia.
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o termo |e~4%|. Se rotularmos os zeros p = 3 + i7,, com 3 > 0, de modo que

entao temos

onde

Logo, é imediato que, para todon € N, A— S, >0 e lim (A —S5,) =0. Para N > 2,

n—oo
definamos o seguinte produto

o= 0-0-2)0-5)

n=2

Com esta definicao, podemos reescrever o produto de Hadamard expressando-o de um

modo conveniente. Obtemos entao
1 S = S s S s
£(s) = —e(mA+SN)s (1 — —) Pn(s) (1 — —>epn (1 — :)epn.
2 pl n:gi—l pn pn

Pelo mostrado acima, levando em consideragao esta ultima representagao, esta claro que
|Pn(s)| e o médulo do produto infinito sdo crescentes ao longo de L. Para apreciagao do

termo restante definamos a seguinte funcao:

L (~A+sn)s (1 _ i)
2 P1

162(—A+SN)0' (0 = B1)” + (to — 71)2'
Bt +1

2

fN(U) =

Como
a(—arsyye (FAFSN) (0 = B1)? + (to —71)?) + (0 = A1)

2(87 + 1) ’

fnlo) =e
entao fy(o) >0 se
o— b
(0 =B+ (to —m)*

Esta ultima desigualdade enseja o arremate final. De fato, escolhamos algum o1 > o0 fixo

A—SN<

porém arbitrario. Decorre de 51 < 0 que 01 — 81 > 01 — ¢ > 0. Como lim (A — S,,) =
n—oo
0%, podemos escolher N suficientemente grande tal que fi(o7) > 0. Portanto fy(o) é

crescente em um intervalo aberto contendo oy e assim |{(o + itg)| é crescente naquele
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intervalo. Desde que o, > oy é arbitrario, |£(o + ity)| é crescente ao longo de toda a

semireta L. OJ
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