CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE FISICA
CURSO DE BACHARELADO EM FISICA

JESSICA GOMES MELO DA ROCHA

UMA INTRODUCAO AOS SKYRMIONS

FORTALEZA
2022



JESSICA GOMES MELO DA ROCHA

UMA INTRODUCAO AOS SKYRMIONS

Trabalho de Concluséo de Curso de Graduagéo
apresentado a Coordenagdo da Graduacdo do
Curso de Bacharelado em Fisica, da
Universidade Federal do Ceara, como requisito
parcial para a obtencdo do Titulo de Bacharel
em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Carlos Alberto Santos de
Almeida.

FORTALEZA
2022



Dados Internacionais de Catal ogag&o na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca Universitaria
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

R573i Rocha, Jéssica Gomes Melo da.
Umaintroducdo aos skyrmions/ Jéssica Gomes Melo da Rocha. — 2022.
50f. :il. color.

Trabalho de Conclusdo de Curso (graduacéo) — Universidade Federa do Ceard, Centro de Ciéncias,
Curso de Fisica, Fortaleza, 2022.
Orientacdo: Prof. Dr. Carlos Alberto Santos de Almeida.

1. Skyrme. 2. Modelo sigma. 3. Skyrmions. 4. Sdlitons. |. Titulo.
CDD 530




JESSICA GOMES MELO DA ROCHA

UMA INTRODUCAO AOS SKYRMIONS

Trabalho de Concluséo de Curso de Graduagao
apresentado a Coordenacdo da Graduacdo do
Curso de Bacharelado em Fisica, da
Universidade Federal do Ceara, como requisito
parcial para a obtencdo do Titulo de Bacharel
em Fisica.

Aprovada em: 05/07/2022.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Carlos Alberto Santos de Almeida
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. José Ramos Gongalves
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Me. Francisco Cleiton Estevdo Lima
Universidade Federal do Ceara (UFC)



“The saddest aspect of life right now is that
science gathers knowledge faster than society
gathers wisdom.” (ASIMOV; SHULMAN,
1988, p. 280).



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais e familiares, que sempre me apoiaram e confiaram no meu

potencial, com todo o0 amor que Ihes era possivel, minha eterna gratidao.

Ao Prof. Dr. Carlos Alberto Santos de Almeida, pela eximia orientagdo e
compreensdo perante as adversidades que se apresentaram durante periodo tdo conturbado

pelo qual executei este trabalho.

Aos participantes da banca examinadora, Jose Ramos Gongalves e Francisco

Cleiton Estevao Lima, pelo tempo, atencéo e sugestdes.

Aos colegas que conheci durante a graduagdo, no qual sem eles tudo teria sido
bem mais dificil do que ja €, em especial: Robert, Rafael, Eduardo, Alisson Ursulino, Alyson,

Romulo, Guilherme e Larisse.
A todos 0s meus amigos, que fazem meus dias melhores.

E ndo menos, todo o corpo docente do departamento de fisica da UFC e demais

funcionarios, sempre solicitos, gentis e com o bom humor que so6 este departamento possui.



RESUMO

Devido a sua vasta aplicabilidade e interdisciplinaridade, o estudo dos skyrmions foi o
assunto escolhido como tema central deste trabalho de conclusdo de curso, que tem como
objetivo apresentar de forma sucinta tanto o proprio tema, quanto os conceitos basicos
envolvidos, além de mostrar sua relevancia perante os avangos na ciéncia e tecnologia.
Iniciamos fazendo um apanhado historico, envolvendo os aspectos fundamentais que
culminaram na descoberta dos skyrmions, percorrendo principalmente boa parte da vida e dos
estudos do principal fisico-matematico responsavel por este feito, Tony Skyrme. Adiante,
introduzimos aparatos matematicos fundamentais para o entendimento dos skyrmions, entre
0s quais esta o Modelo Sigma O(N) Nao-Linear, devido a semelhancas entre ele e 0 Modelo
de Skyrme, visto que o primeiro é bem mais difundido e explorado pela comunidade
cientifica. Concluimos este trabalho introdutério analisando qualitativamente as almejadas
solucBes analiticas exatas comuns entre 0s modelos supracitados e explorando algumas das

importantes aplica¢fes dos skyrmions, que justificaram nosso interesse em explorar este tema.

Palavras-chave: Skyrme; modelo sigma; skyrmions; solitons.



ABSTRACT

Due to its wide applicability and interdisciplinarity, the study of skyrmions was the subject
chosen as the central theme of this course conclusion work, which aims to succinctly present
both the theme itself and the basic concepts involved, in addition to show its relevance to
advances in science and technology. We started by doing a historical overview, involving the
fundamental aspects that culminated in the discovery of skyrmions, covering mainly a good
part of the life and studies of the principal physicist-mathematician responsible for this
accomplishment, Tony Skyrme. Further on, we introduce fundamental mathematical apparatus
for the understanding of skyrmions, among which is the Sigma O(N) Non-Linear Model, due
to similarities between it and the Skyrme Model, since the former is much more widespread
and explored by the scientific community. We conclude this introductory work by
qualitatively analyzing the desired exact analytical solutions common among the
aforementioned models and exploring some of the important applications of skyrmions, which

justified our interest in exploring this topic.

Keywords: Skyrme; sigma model; skyrmions; solitons.
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1 INTRODUCAO

Os skyrmions sdo objetos que possuem mais de uma interpretacio, dependendo de
qual drea do conhecimento estd sendo usada para sua andlise. Para a ciéncia, principalmente
para a fisica, skyrmions sdo quasiparticulas, que podem surgir em determinados materiais mag-
néticos, dadas condi¢des ideais, advindo de um rearranjo de propriedades intrinsecas dos 4to-
mos que compdem esses materiais, como no caso do spin. Para a matematica, os skyrmions sao
solugdes solitonicas descritas por equacdes diferenciais ndo lineares, também sendo considera-
dos como defeitos topoldogicos (AMARAL, 2013).

Gracas a sua ampla aplicabilidade e interdisciplinaridade, o estudo dos skyrmions
foi escolhido como tema central deste trabalho de conclusao de curso, cujo objetivo é apresentar
de forma sucinta tanto o préprio tema, quanto os conceitos bdsicos envolvidos para entendi-
mento do assunto e também mostrar sua relevancia perante os avancos na ciéncia e tecnologia
que esses objetos proporcionaram.

No capitulo 2, foi feito um apanhado histérico envolvendo os principais aspectos
que culminaram na descoberta dos skyrmions. Fizemos uma retrospectiva bibliogréfica da vida
de Tony Skyrme, principal fisico-matematico responsédvel pela formulacdo dos Skyrmions. Ci-
tamos também os cientistas que ajudaram nesta descoberta, as suas motivacdes e 0s experimen-
tos utilizados (DALITZ, 1988).

No capitulo 3, introduzimos alguns fundamentos matematicos para explicar melhor
os cdalculos envolvidos na teoria skyrmidnica, bem como alguns resultados, que sdo explorados
apenas qualitativamente, visto um aprofundamento matematico posterior. Também ¢ feita uma
releitura pratica dos principais artigos de Tony Skyrme, que deram origem a fundamentagao
tedrica dos skyrmions.

No capitulo 4, devido a semelhangas entre 0 Modelo de Skyrme com outro mo-
delo bem mais difundido na comunidade cientifica, introduzimos o entdo Modelo Sigma, bem
como seus casos particulares até chegarmos ao equivalente Modelo Sigma O(N) Nao-Linear,
justificamos também a relevancia de ambos os modelos e apresentamos outros métodos mate-
maticos, que nos possibilitaram obter as almejadas solugdes analiticas exatas comuns entre eles
(PAIXAO, 2019).

E por fim, no capitulo 5, exploramos algumas das aplicagdes do nosso objeto de es-
tudo, demonstrando assim sua tamanha relevancia e interdisciplinaridade, que percorrem tanto
areas puramente tedricas da ciéncia, como a cromodindmica quantica, até dreas tecnoldgicas e
de propdsitos préticos, como no caso de aplicagdes promissoras em computacao quantica e na

revolugdo das pincgas Opticas por pingas acusticas (GE et al., 2021; HONG, 2009; SKYRMI-
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ONS, 2021).

Portanto, mostramos que os skyrmions sdo relevantes para o avango da ciéncia e
sociedade em diversas instancias. Visto que se fazem presentes na fisica da matéria condensada,
no estudo do comportamento de materiais magnéticos, em andlises matemdticas, auxiliando
em alternativas de solucdes para sistemas complexos. Também sdo promissores para avangos
tecnolégicos, abrangendo tanto a medicina, alcancando-se o sucesso com as pincas acusticas e
inovando o armazenamento de dados, questdo bastante importante para os dias atuais. Além de

tantas outras utilidades, que serdo descobertas quanto mais esses objetos forem explorados.
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2 A DESCOBERTA DOS SKYRMIONS
2.1 Vida e Trajetoria de Tony Skyrme

Tony Hilton Royle Skyrme nasceu no dia 5 de dezembro de 1922, no bairro de
Lewisham, Londres, Inglaterra. Morava na casa dos avds maternos, sendo seu avd materno
chamado Herbert William Thomson Roberts. O sobrenome “Thomson” reflete o contato pro-
ximo e profissional que o bisavd de Skyrme tinha com Lord Kelvin (William Thomson), fisico e
matematico britanico mais conhecido por desenvolver a escala Kelvin de temperatura absoluta
(DALITZ, 1988; WILLIAM, 2021).

O bisavo materno de Skyrme se chamava Edward Roberts. Em 1868, Edward foi
nomeado secretdrio do Comité de Marés da Associac@o Britanica para o Avango da Ciéncia
(British Science Association), sendo anos depois responsavel pela constru¢io da primeira ma-
quina preditora de marés, projetada por Lord Kelvin. O primeiro modelo desta méaquina ficou
abrigado na casa em que Skyrme nasceu, fato que teve grande influéncia no desenvolvimento

de suas ideias futuras (DALITZ, 1988).

Figura 1 — Fotografia de Tony Skyrme (1948)

A educacdo inicial de Skyrme foi em uma escola preparatéria de 6tima reputacdo
préoximo de sua casa e 14 sua habilidade incomum para cdlculos matematicos ja se mostrou

evidente. Em 1936, prestou o exame de admissdo para o Eton College, ganhando a quinta co-
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locagdo, o que lhe concedeu uma bolsa de estudos fornecida pelo rei Henrique VI. Durante os
quatro anos que ficou em Eton, viveu na casa do Rei e ao longo desse tempo se destacou em
matematica, ao ponto de conquistar diversos prémios da época (DALITZ, 1988).

Em 1940, prestou o exame de admissdo para ingressar na Universidade de Cam-
bridge, sendo premiado com a bolsa Reynolds, no King’s College, porém optou por se tornar
bolsista do Trinity College, ambas consideradas espécies de "campus”, da prestigiada Universi-
dade de Cambridge. Como era de se esperar, na universidade tornou-se um excelente matema-
tico, ganhando honras e bolsas para os anos seguintes (DALITZ, 1988).

Ap6s se formar, em 1943, foi designado para trabalhar em um 6rgédo que estava sob
a direcao do Departamento de Pesquisa Cientifica e Industrial (DSIR), 6rgdo responsavel pela
pesquisa e desenvolvimento de uma bomba atdmica para o Reino Unido. L4, ele participou de
diversas atividades, incluindo experimentos nucleares, que diziam respeito a questdes instru-
mentais, como corre¢des para objetos de geometria finita e sobre os efeitos do espalhamento
secunddario de néutrons de tais objetos (DALITZ, 1988).

Durante o mesmo ano, ap6s a Conferéncia de Quebec, realizada entre os governos
britanicos, canadenses e dos Estados Unidos, uma cooperacdo anglo-americana para o desen-
volvimento de bombas atdmicas foi retomada. Isso fez com que fosse necessario o envio de
cientistas dos paises supracitados, no intuito de acelerar o desenvolvimento de uma bomba at6-
mica, e logo Skyrme foi um dos encarregados para esta forca tarefa.

Skyrme ingressou na Missdo Britanica, em Nova lorque, e apds alguns meses pas-
sou a trabalhar na Divisdao de Fisica Tedrica, do Laboratério de Los Alamos, participando e
dando notavel contribuicdo para o Projeto Manhattan, podendo até ter trabalhado com o Ri-
chard Feynman (como sugere a histdria € um encontro entre os dois muitos anos depois), pois
ambos trabalhavam e tinham interesses em comum, acerca de previsdes numéricas sobre pro-
cessos de implosdao (DALITZ, 1988; SANYUK, 1992).

Anos depois, em 1946, apresentou sua dissertacdo ao Trinity College, baseada em
seus feitos em Los Alamos, e que foi considerada pelos examinadores como uma obra de exce-
lente raciocinio matemaético aplicado a fisica. No mesmo ano, foi aprovado como pesquisador
da institui¢ao e recebeu autorizacdo para realizar sua pesquisa na Universidade de Birmingham
(DALITZ, 1988).

Por quatro anos possuiu uma bolsa de pesquisa no Departamento de Fisica Matema-
tica da Universidade de Birmingham, onde um importante grupo de fisica nuclear e particulas
fundamentais estava sendo formado. Fato que fez com que Skyrme aprendesse sobre meca-
nica quantica moderna, principalmente teoria quantica de campos, drea nao muito reconhecida
durante os anos da Segunda Guerra (1939-1945). Foi também durante esse periodo que co-

nheceu sua futura esposa, Dorothy Mildred Millest, professora de fisica nuclear experimental
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(DALITZ, 1988).

Ap06s concluir seu trabalho em Birmingham, exerceu um cargo de pesquisador no
MIT (Instituto de Tecnologia de Massachusetts), no grupo tedrico de fisica nuclear, ambiente
em que muitas de suas abstragdes sobre nicleons comecaram a surgir. Entre 1949 e 1950 foi
membro do Instituto de Estudos Avangados de Princeton, Nova Jersey, onde seu foco estava nos
novos andamentos e desenvolvimentos da teoria quantica de campos (DALITZ, 1988).

Apos todas essas colaboracdes, em 1950, recebeu uma nomeacdo como Diretor
Cientifico Sénior, na Divisdo de Fisica Tedrica do Estabelecimento de Pesquisa de Energia
Atomica (AERE), Reino Unido, e sua esposa ocupou um cargo de pesquisa na Divisao de
Fisica Nuclear (DALITZ, 1988).

Como em todos os lugares onde esteve, durante os anos seguintes, Skyrme realizou
inimeros trabalhos de pesquisa e experimentos, assim como a elaboracdo de artigos, que em
sua maioria ndo foram publicados. Este é um fato interessante a se destacar, ele ndo gostava de
ver seu nome divulgado em veiculos de publicacio cientifica e académica, mostrando-se assim
bastante reservado (DALITZ, 1988).

Os anos que se seguiram, apds 1955, estando com pouco mais de 30 anos nesse
periodo, representam o dpice de sua atividade de pesquisa, ja ocupando o cargo de chefe do
Grupo de Teoria Nuclear, dentro da Divisao de Fisica Teérica em AERE (DALITZ, 1988).

Era de conhecimento geral de seus colegas que ele possuia uma “gaveta” repleta de
manuscritos aguardando conclusdo e publicagdo. Entdo, quando foi nomeada uma nova pessoa
para assumir o seu antigo cargo, B. Flowers ao saber deste material estabeleceu como uma de
suas prioridades publicar o maximo desses artigos em revistas cientificas (DALITZ, 1988).

Acreditasse que foi pela insisténcia de Flowers que temos a data da primeira publi-
cacdo sobre o Modelo Skyrme, em 1954, seu primeiro trabalho sobre a descricdo do modelo da
matéria nuclear, que integra um conjunto de 6 trabalhos acerca da Teoria Mesonica Nao-Linear
e Skyrmions (DALITZ, 1988; SANYUK, 1992).

Em 1961, assumiu um cargo na Universidade da Malésia, em Kuala Lumpur. Pouco
tempo depois, e em 1963, foi nomeado sucessor de Rudolf Peierls, um velho amigo com
quem trabalhou muitos anos, para ser professor de Fisica Matemdtica na Universidade de Bir-
mingham, permanecendo 14 até o final de sua vida (DALITZ, 1988).

Mesmo com seu perfil recluso, recusando-se a apresentar seus trabalhos em diver-
sas ocasides, para a comemoragdo dos 80 anos de Peierls, em 1987, Skyrme foi convidado a
palestrar em um simpoésio, porém veio a Obito dias antes de se apresentar, por complicacdes

decorrentes de uma cirurgia (AITCHISON, 2019).
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2.2 As Motivacdes Por Tras dos Skyrmions

Entre o periodo de 1958 a 1961, Skyrme publicou uma série de artigos, que numerou
de I-VI, sobre a teoria de mésons nao lineares e sua aplicagao a fisica nuclear (DALITZ, 1988).
Quatro foram suas motivagdes para fazé-lo.

O primeiro motivo era o de unificacdo, objetivo comum entre os fisicos tedricos.
Convencionalmente existem duas categorias de campos fundamentais, os de férmions e os de
bdsons, em 1958 Heisenberg propos uma teoria de espinorial ndo-linear, onde tudo era feito
a partir de um campo de férmion auto interativo fundamental. Por outro lado, Skyrme queria
criar seu proprio modelo, onde tudo poderia ser obtido de uma teoria de campo de bdsons auto
interativos (AITCHISON, 2019; SKYRME, 1988).

O segundo objetivo era o de se livrar da renormaliza¢do infinita, procedimento
muito presente na drea de teoria quantica de campos. Que se trata de um conjunto de técni-
cas utilizadas para lidar com cédlculos em que os resultados divergem, ou seja, a teoria prevé
diversas quantidades com resultados infinitos, e para Skyrme, “particula” significava um objeto
estendido com autoenergia finita (AITCHISON, 2019; BEZERRA, 2003).

O terceiro motivo, conhecido como “problema de férmion”, era seu critério, em que
se sentia desconfortdvel quando ndo trabalhava com conceitos de mecanica quantica que nao
tivessem um claro anédlogo cldssico. Skyrme alegava que os férmions eram dificeis de manu-
sear no formalismo integral de caminho, uma constru¢do puramente matematica, nao natural
(AITCHISON, 2019; SKYRME, 1988).

O quarto e dltimo motivo foi seu fascinio com uma teoria proposta por Lord Kelvin,
que falava do vértice dos dtomos, onde em vez de localizar a origem de uma conservagdo
em um principio de simetria, se valia de propriedades estruturais dos objetos. Interesse que
acabou levando Skyrme a uma de suas principais contribui¢des — o0 nlimero quantico topolégico
(AITCHISON, 2019).

Em suma, um ponto em comum a todas as motivacdes citadas acima é uma forte
preferéncia por descrever campos em um limite cldssico, um desejo de obter uma imagem
mecanica sobre seus estudos e isso foi especialmente influenciado por William Thomson, fato
até confirmado pelo préprio Skyrme (AITCHISON, 2019).

Thomson tinha um fascinio particular por vértices, objeto que possui similaridades
com os skyrmions. Em 1867, trabalhando com o também fisico e matemdtico escocés Peter
Guthrie Tait, Thomson desenvolveu o modelo de “anel de fumaca” ou “vortice” do 4tomo.
Diversos experimentos utilizando uma méquina de producdo de fumaca, construida por Tait,
foram feitos e com isso descobriram que os anéis de fumaca ricocheteavam, oscilavam, mas
nao perdiam sua forma (AITCHISON, 2019; PETER, 2021).
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Com isso, Thomson propds que “todos os corpos sdo compostos de vortices de
atomos em um liquido homogéneo perfeito” e embora sua teoria tenha sido superada pela des-
coberta do elétron, Tait ficou tdo interessado na categorizagao matemdtica dos diversos tipos de
anéis formados que criou a Teoria dos N@s, teoria importante por contribuir para o estabeleci-
mento da topologia como um ramo da matematica (AITCHISON, 2019; PETER, 2021).

Em 1873, Thomson e Tait mandaram construir uma maquina para o Comité de
Marés da Associacao Britanica, com a capacidade de prever marés no mundo todo, que, como
j4 mencionado, ficou abrigada anos depois na casa onde Skyrme morava. Assim como essa
engenhosidade podia reproduzir o complicado padrdao de marés, Skyrme queria um modelo
fisico que reproduzisse o complicado e curioso comportamento dos férmions (AITCHISON,
2019).

Figura 2 — Segunda maquina previsora de marés, construida por Edward Roberts, em 1906.

Fonte: Tide (2022).

Outra inspiracdo importante foi a teoria ndo-linear do eletromagnetismo de Born-
Infeld, onde as particulas (como, por exemplo, o elétron) ndo sdo consideradas partes distintas
do campo e sim singularidades do mesmo, sugerindo um ponto de vista de unificagdo, visto
que assume apenas o campo como entidade fisica, concordando com a primeira motivagao de
Skyrme (AITCHISON, 2019; SKYRME, 1988).

Ciente de todas essas influéncias, como os vortices de atomos de Kelvin e tipos de
estruturas nao-lineares como o eletromagnetismo de Born-Infeld e a relatividade geral, sendo
essa dltima uma teoria geométrica, onde as “fontes” de gravitacio surgem como singularidades
nos campos em vez de serem colocadas a mao, Skyrme almejava que de alguma forma ele
pudesse fazer isso com os férmions, de uma maneira que eles emergissem como singularidades
de campos de mésons ndo-lineares (SANYUK, 1992; SKYRME, 1988).

E sendo a matéria nuclear bastante homogénea, ele concluiu que ndo era preciso
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usar uma imagem discreta para descrevé-la, parecendo mais simples e apropriado utilizar um
modelo de fluido. Por esse motivo, trouxe ideias hidrodinamicas para a descri¢ao de objetos nao
pontuais para a drea de fisica nuclear, onde os nucleons individuais seriam um tipo de tor¢ao

local em um fluido, em vez de particulas independentes (SANYUK, 1992; SKYRME, 1988).
2.3 Esboco dos Artigos Sobre o Modelo Skyrme

A maioria de suas ideias ja se fazem presentes no primeiro artigo (SKYRME, 1958),
nele Skyrme introduz quatro campos de mésons, @y, ( & = 1 a4), tendo uma magnitude constante
Q. Onde esses campos estdo na superficie de uma hiperesfera (AITCHISON, 2019; DALITZ,
1988).

4

0 = 0. @2.1)

a=1

Sendo assim, o sistema permite trés graus de liberdade, que sdo as varidveis angu-
lares dependentes da posi¢do 6(x), e 0 componente ¢4 pode ser escrito em termos da constante
0, que representa o raio da hiperesfera.

O uso de componentes angulares em vez de lineares € justificado pelo proprio
Skyrme ao afirmar que a periodicidade nessas varidveis ndo sdo determinadas somente pelo
estado fisico do sistema. Alegou que, em regides de campo fraco, as diferentes formacdes an-
gulares geram um conjunto de descri¢des, como laminas separadas de um sistema de multiplos
valores, e em campos fortes estas podem se cruzar, formando singularidades. E para ele, essas
singularidades seriam suas fontes fermidnicas (AITCHISON, 2019).

A teoria era um pouco complicada, mas foi simplificada por ele ao restringir o
espaco-tempo em duas dimensdes e parametrizar os campos de mésons, levando-o a considerar
uma equacdo nao-linear, mais conhecida como equacdo de sine-Gordon, que possul a seguinte
forma em duas dimensdes (AITCHISON, 2019; DALITZ, 1988):

d’6  d*6 1

R — —_— 2 =
pERR 4k sen(46) =0, (2.2)

que se reduz a equacdo de Klein-Gordon quando 6 muito pequeno. Para as condi¢des de con-

torno em x = * oo, a suposi¢do é que sen(26) = 0 para ambos os limites. A equagdo (2.2) entdo

1
tg (6 — —nn’) = exp (iki) , (2.3)
2 X0

permite uma solugdo estética:
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tal que

9(4-0) — B(—o0) = ig. 2.4)

A solucdo estd localizada em x = x¢, sendo o que atualmente € conhecido por estru-
tura tipo kink, e que pode representar uma particula. S6litons méveis seriam obtidos bastando
substituir x na equagdo (2.3) por (x £ vr).

Existem dois tipos de kinks, que correspondem aos sinais + nas expressoes (2.3) e
(2.4), podendo ser considerado assim como uma particula e uma antiparticula, respectivamente
(AITCHISON, 2019; DALITZ, 1988).

Quando ha valores suficientes distantes de xg, a funcdo 6(x) pode ser aproximada

por:
0/(x) :Ze+(x_x§))+2_9—(x—xg). (2.5)
i J

Em que 67 sio solugdes da equacio (2.3) para os sinais +. Cada termo da expressio

acima (2.5) contribui com um kink e um anti-kink para 6(x), e a soma liquida sendo:
_\r
i J

Que permanece constante durante todo o movimento, mesmo que haja sobreposicao
de sdlitons. A equagdo (2.6) acima € uma lei de conservacao para o nimero de particulas menos
o ndmero de antiparticulas, similar ao que se pode encontrar na teoria de campos fermiodnicos
(AITCHISON, 2019; DALITZ, 1988).

Entdo o problema que se apresentou na teoria de Skyrme foi o de mostrar, de ma-
neira consistente, que um férmion corresponderia a um kink, ou seja, o campo fermi6nico teria
que corresponder a um kink idealizado, como uma singularidade na forma de uma fung¢éo de-
grau descontinua no campo de méson (AITCHISON, 2019).

Até o artigo I, ele foi incapaz de provar formalmente essa ideia, mas argumentou que
toda a fisica descrita por um lagrangiano com campos fermidnicos e mesonicos em interagao,
poderia ser bem reproduzida somente por sua parte mesonica, considerando-se apenas solucdes
onde fosse pequeno (AITCHISON, 2019).

No quarto artigo (SKYRME, 1961), Skyrme retornou seus célculos em torno da
equacdo de sine-Gordon. Chegando a mostrar, em termos de operadores de campo de mésons

quantizados, que para um campo de duas componentes, um séliton de fun¢do degrau € criado,
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satisfazendo a equacao de Dirac sem massa, mas, infelizmente, nao satisfazia todas as regras de
comutacdo exigidas para o campo fermidonico (AITCHISON, 2019).

Anos depois, de maneira independente, os fisicos tedricos norte-americanos, Stan-
ley Mandelstam e Sidney Richard Coleman, estenderam o trabalho de Skyrme e mostraram que
o modelo quantico bidimensional de sine-Gordon era equivalentemente descrito por um mo-
delo em que férmions eram de fato kinks (STANLEY, 2019). O modelo sine-Gordon ilustra
funcionalmente a visdo de Skyrme, mas ndo sendo relevante para as fortes interagcdes em quatro
dimensdes, que era seu foco original (AITCHISON, 2019).

No terceiro artigo (SKYRME, 1961), ao analisar a teoria ndo-linear de mésons em
quatro dimensoes, Skyrme foi o primeiro na histéria da fisica de particulas a introduzir o con-
ceito do que conhecemos atualmente por winding number (nimero de enrolamento), que seria
uma quantidade conservada mensurando o nimero de vezes que o espago real tridimensional é
mapeado pelo espaco angular de campo fornecido por 8 (AITCHISON, 2019).

Ele ilustrou esse conceito explicando que, no caso sine-Gordon unidimensional,
considerando uma solugdo solitdnica do tipo kink 6(x), tal que 6(—o0) =0 e 0(+) =2N7
(N inteiro), se todas as quantidades fisicas dependem somente de 0, entdo dadas condi¢des de
contorno em que 6 tende a multiplos de 27, entre x = +oo, a linha real é compactada em um
circulo, S; (AITCHISON, 2019).

Fazendo o mapeamento do circulo do espagco de coordenadas para o espaco de
campo, o ndmero de vezes que o circulo 8 € coberto € o nimero de enrolamento do mape-
amento. E foi esse mapeamento, sugerido por Skyrme, que contribuiu para a introducao do
conceito de carga topoldgica (AITCHISON, 2019; PAIXAO, 2019).

Figura 3 — Solucao solitdnica tipo kink
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Fonte: Paixao (2019).

A generalizagdo dessa ideia para trés dimensdes foi uma das principais contribui-
coes de seu terceiro artigo. As trés varidveis angulares, organizadas na formacao de um soliton,
devem, de alguma forma, fornecer um mapeamento entre o espaco real tridimensional para o
espaco de campo e Skyrme usa as matrizes de Pauli para especificar a orientacdo relativa do

espaco real e dos quadros de coordenadas isoespaciais, na regido que contém o séliton (AIT-
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Figura 4 — O mapeamento do espaco real para o espago de campo fornecido por 0 (x)
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Fonte: Paixdo (2019).

CHISON, 2019).

Nesse caso, a fungdo 0(x) assume uma forma chamada de “hedgehog” (configura-
cdo de ouri¢o), uma vez que “espinhos”, representados pelos campos de mésons, apontam para
fora e sua projecdo estereografica fornece nosso objeto topoldgico de interesse, os skyrmions
(SKYRMION, 2022).

Figura 5 — Projec@o esterografica representativa de skyrmions

Fonte: Kang et al. (2016).

Skyrme observou que, para a dindmica dessa teoria, o lagrangiano possuia uma
forma em que suas solugdes apresentavam problemas de invariancia de escala, onde qualquer
solucdo do tipo séliton entrava em colapso, podendo crescer ou decair infinitamente durante a
evolucdo temporal, sem variacdo da energia. Isso impossibilitava sua interpretagcdo como par-
ticula, entdo para garantir mais estabilidade as solucdes ele introduziu um termo de derivada
de quarta ordem a lagrangiana, chamado de termo de Skyrme (AITCHISON, 2019; PAIXAO,
2019).

Entretanto, Skyrme foi incapaz de construir operadores que criassem ou destruissem
as fontes representadas pelos sélitons, como havia sido feito para o caso sine-Gordon bidimen-
sional (AITCHISON, 2019).

Além da personalidade reservada do cientista, tanto em publicar seus estudos e ar-
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tigos, como de comparecer em palestras para falar sobre seus trabalhos, quando os seus seis
artigos acerca da teoria de skyrmions foram publicados, os fisicos tedricos estavam pouco in-
teressados na teoria quantica de campos, fazendo com que suas ideias passassem despercebi-
das. Somente nos dltimos 30 anos, aproximadamente, que seus trabalhos comegaram a atrair
a atenc¢ao dos fisicos, pois com o avango tecnolégico, novos experimentos na area de matéria
condensada se tornaram possiveis, trazendo a tona suas previsoes.

Entdo, entre a data de conclusdo da teoria de Skyrme (em 1961) até 1984, suas
ideias foram ignoradas pela comunidade cientifica, mudando gradualmente de cendrio em 1984,
quando o fisico Edward Witten demonstrou a conexdo entre o modelo de Skyrme e a cromodi-
namica quantica (WITTEN, 1985).

Cinco anos depois, em 1989, a existéncia de skyrmions em materiais magnéticos
foi prevista pelos fisicos A. N. Bogdanov e D. A. Yablonski (BOGDANOV; YABLONSKII,
1989), confirmados experimentalmente em 2009, pelo fisico alemao Sebastian Miihlbauer e
colaboradores, que utilizaram o espalhamento de n€utrons para observar a formacao espontanea
de uma rede bidimensional de linha de skyrmions em uma liga metdlica de manganés e silicio,
MnSi, um ima quiral MUHLBAUER et al., 2009).

Skyrmions ganharam ainda mais destaque ao se fazerem presentes em trabalhos
sobre descobertas tedricas de transi¢des de fase topoldgica e fases topoldgicas da matéria, do
trio de fisicos David Thouless, Duncan Haldane e Michael Kosterlitz, premiados com o nobel
de fisica em 2016 (ZOLNERKEVIC, 2016).

2.4 Skyrmions e Skyrmions Magnéticos

Inicialmente utilizados para descreverem interacdes internucleares, skyrmions sao
um caso particular de solucao topoldgica do tipo séliton para o modelo sigma nao-linear, ou
seja, sdo um tipo de solugdo para equacdes de campos ndo-lineares em que sua forma, carga e
velocidade sdo mantidos por motivos topoldgicos. Também sdo considerados quasiparticulas,
visto que foram previstos como excitacdes em varios sistemas magnéticos, na drea de matéria
condensada (AMARAL, 2013).

Usando as propriedades das particulas, como o spin, para criar especificos padroes
geométricos, em materiais magnéticos utilizados em microeletronica, essas quasiparticulas po-
dem revolucionar o armazenamento de dados como conhecemos (ZOLNERKEVIC, 2016).

Dito isso, skyrmions magnéticos foram descobertos experimentalmente em mag-
netos quirais e sdo pequenos defeitos topoldgicos desses objetos. Sua estabilidade e dindmica
dependem fortemente das propriedades topoldgicas dos materiais em que se encontram, po-
dendo ser extremamente pequenos, de escala nanométrica, e se comportando como espécies de

particulas, capazes de serem movidos, criados e aniquilados (FERT; REYREN; CROS, 2017).
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Algo que interessou bastante os fisicos foi o fato de que os padrdes geométricos
desses objetos sao dificeis de desfazer, resistindo as variacdes de temperatura, de campo eletro-
magnético em que estdo submetidos ou até mesmo as impurezas e defeitos dos materiais em que
sdo criados. Tornando-os fortes promissores para o armazenamento de informacdes, e gragas a
sua dimensao, menor que 1 nandmetro, equivalem a um aumento de 100 vezes mais da capa-
cidade de armazenamento de dados, comparado ao que € feito atualmente (ZOLNERKEVIC,
2016).

A principio, foram observados apenas em baixas temperaturas € muitas vezes sob
aplicacao de fortes campos magnéticos, mas com o avango das pesquisas, ja encontraram skyr-
mions estdveis em temperatura ambiente e capazes de ser manipulados por correntes elétricas
(FERT; REYREN; CROS, 2017).

Mesmo com as aparentes vantagens, um dos grandes obstaculos é que os cientistas
sO conseguiram criar skyrmions em materiais ndo muito comuns, de estruturas cristalinas difi-
ceis de serem fabricadas e consequentemente gerando fendmenos complicados de descrever e
manipular matematicamente.

De maneira geral, hd uma barreira intelectual e econdmica que ainda inviabiliza sua
utilizacdo, visto que para isso € interessante lidarmos com materiais mais acessiveis e fend-
menos que possam ser analisados em condicdes mais realistas, sendo estes os desafios que os

laboratorios tém tentado resolver (ZOLNERKEVIC, 2016).
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3 SOLITONS E TOPOLOGIA NO MODELO SKYRME

O conceito de séliton foi proposto em 1845, pelo engenheiro escocés J. Scott Russel,
ao observar uma Unica onda atravessar o canal de Edimburgo, sem mudar sua velocidade ou
tamanho, por varias milhas. Pode ser definido como uma onda solitdria, que mantém sua forma
e velocidade constantes enquanto se propaga, mesmo se colidir com outro séliton (AMARAL,
2013; FERT; REYREN; CROS, 2017).

De maneira geral, essas ondas solitdrias sdo formadas por vdrias particulas funda-
mentais, constituintes dos sistemas em questdo. No contexto de fisica da matéria condensada,
consideramos que sdo constituidos por particulas responsédveis por determinadas propriedades
dos materiais analisados, trazendo assim um entendimento de novas particulas fundamentais
estdveis e que transportam quantidades bem definidas do sistema, devido suas caracteristicas de
conservacao (AMARAL, 2013; FERT; REYREN; CROS, 2017).

Solugdes solitdnicas, entdo, sdo solugdes estdveis Uteis na representacdo de sis-
temas continuos de campos nao-lineares, no qual sao sistemas conhecidos por apresentarem
solucdes complexas. Podemos encontrar modelos de solucdo desse tipo em diversas dreas da
fisica, como: cosmologia, teoria cldssica de campos, fisica atmosférica, hidrodinamica, etc.
Mostrando com isso sua vasta aplicacdo e justificando sua importancia para entender muitos
fenomenos (AMARAL, 2013; FERT; REYREN; CROS, 2017).

Ja a topologia € um ramo da matematica que estuda as propriedades fundamentais
dos objetos relacionados a forma, bem como suas caracteristicas perante deformagdes — como,
por exemplo, a capacidade de dobrarmos ou esticarmos 0os mesmos — € pode ser considerado
uma extensdo da geometria (OLIVEIRA, 2009; SILVA, 2020).

A topologia também estuda o comportamento assint6tico das fungdes, e para a teo-
ria de campos € de grande interesse saber e explorar como os campos se comportam assintoti-
camente (OLIVEIRA, 2009; SILVA, 2020).

Neste capitulo, ap6s uma explicagao mais formal acerca de sélitons, exploraremos
detalhadamente os célculos feitos por Skyrme, desde as razdes que o conduziram inicialmente
em seu trabalho, com a proposicao do modelo “Fluido Mesonico”, até sua versao final, conhe-

cido como “Modelo de Barion” ou “Skyrmions Topolégicos™.

3.1 Solitons

Um séliton pode ser entendido como um campo, contendo as seguintes proprieda-
des (RAJARAMAN, 1987):



23

i. Equacdes de movimento nao-lineares (ou equacdes nao-lineares acopladas, para
o caso de mais de um campo).
ii. Evolugdo espaco-temporal sem distorgoes.

iii. Forma original inalterada mesmo apds colisdo com outros sélitons.

A explicacdo para a caracteristica (i) € que, em alguns sistemas, as equacoes de mo-
vimento podem apresentar termos dispersivos, ou seja, que fazem com que o campo se disperse
durante a sua propagacdo. Um exemplo disto é o campo de Klein-Gordon, em que o termo de
massa € quem atua como agente dispersivo da equacdo. Além disso, alguns sistemas podem
conter termos ndo-lineares em suas equacdes, de forma tal que estes se cancelem mutuamente
com os dispersivos (CAVALCANTE, 1996; RAJARAMAN, 1987).

Para demonstrar a caracteristica (ii) definiremos os campos através de sua densidade
de energia £(x) e ndo dos termos dos campos em si, abordagem justificada pelo fato da energia
ser de bastante relevancia neste trabalho.

Exploraremos configuragdes para os campos onde a energia seja minima, € podemos
considerar, sem que haja perda de generalidade, esse minimo como sendo zero. Vale ressaltar
que a integral espacial da densidade de energia é o funcional da energia total E[¢;], sendo ¢; os
campos em questdo (CAVALCANTE, 1996).

Solucdes localizadas sdao aquelas cuja densidade de energia, em qualquer intervalo
de tempo ¢ limitado, € finita em alguma regido do espaco, tendendo a zero rapidamente a medida
que o sistema tende ao infinito r — oo, tornando-a, assim, integravel (RAJARAMAN, 1987).

Considerando um campo descrito por uma lagrangiana tal que E[¢;] = 0 <> ¢; =0,
para obter solugdes localizadas nesse contexto se faz necessario que os proprios campos sejam
localizados no espago (RAJARAMAN, 1987).

Seja ¢ um campo escalar real em (1+1) dimensdes, com a seguinte equacdo do

movimento:
du9ot9 +¢> =0, 3.1)

com energia dada por:
E¢] = /:odx (—a,-¢a"¢+%¢4). (3.2)

A integral é minimizada quando @ (x) = 0, ou seja, as soluc¢des localizadas devem

ter ¢ = 0, quando | 7| — oo, independente do valor de 7. J4 no caso de um sistema com a
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seguinte equagcdo do movimento:

0u9d" 9 — 9 +¢°> =0, (3.3)

ela possui energia dada por:
oo . 1
plol = [ ax( 0090+ 402~ 17). G4

que deve ter ¢ (x) = =1 quando | 7| — oo, independente de ¢, para que sua solucio seja locali-
zada. Agora, com base nessa defini¢do de localizagdo, definimos um séliton como uma solu¢ao

ndo trivial e localizada, cuja densidade de energia seja:

e(x) = e(F—r). (3.5)

Ou seja, a densidade de energia deve se mover sem deformacgdo e com velocidade
(V) constante.

Iremos, doravante, trabalhar com sistemas que sdo invariantes de Lorentz, isso sig-
nifica que, tendo conhecimento ou obtendo as solugdes estéticas, podemos obter as solucdes
dependentes do tempo apenas realizando um boost (CAVALCANTE, 1996).

Por fim, para justificar a caracteristica (iii), seja uma onda solitdria com densidade
de energia dada por & (7Vt). Agora consideremos que, para t = —oo, as solu¢des desse sistema
sejam N ondas desse tipo, com velocidades V; e posi¢des iniciais arbitrarias ¢;. A densidade de

energia para essa solugdo é:

N
e(x)=Y e(F—0;—it); t— —co. (3.6)
i=1

Se sua evolugao temporal for de tal maneira que

N
e(x) =Y e(F— 0 —Vit+&); t— oo, (3.7)
=1

com vetor 0; constante, podemos dizer que a onda solitdria é um séliton, visto que o perfil de sua
densidade de energia retorna a sua configurag@o inicial quando r — +eo e §; aqui representam os
possiveis deslocamentos residuais, da onda em sua totalidade, em relacdo a sua trajetdria antes
das colisdes (CAVALCANTE, 1996).
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Com isso, podemos concluir que, solugdes solitdnicas sdo solugdes estdticas de

campos, no espago de Minkowiski, que possuem energia finita e localizada.
3.2 O Modelo “Fluido Mesonico”

Esse modelo foi desenvolvido para resolver uma inconsisténcia de dados experi-
mentais que surgiram na época, como o resultado dos experimentos sobre o espalhamento de
elétrons, em 1953, chamando atencdo para estudos sobre a distribui¢cdo de carga no nicleo
(SANYUK, 1992). A partir desses experimentos, o valor para o raio de distribuicdo de carga

dentro do nucleo era de:

R=1,2AY3fm. (3.8)

Sendo A, o nimero atdmico. Naquele momento, j4 era de conhecimento da comu-
nidade cientifica, devido a outros experimentos j4 feitos na drea de fisica nuclear, que se poderia

obter valores para o raio dos nicleos préximos a:

R=1,5A"3fm. (3.9)

Isso significa que a carga elétrica do nicleon estd dentro do raio R, mas que intera-
coes nucleodnicas se estendem até a regido do raio R. Com as boas precisdes que se tinha, sobre
momento magnético e com base no shell model, era claro que a carga do nicleo deveria estar
limitada as proximidades dos prétons, significando que os prétons deveriam ocupar a regido de
raio R, assim como os néutrons (SANYUK, 1992).

Essas afirmag¢des conflitavam com a descri¢do que se tinha das interacdes nucled-
nicas, tidas como interagcdes de curto alcance e centradas nos nucleons constituintes, pois era
dificil compreender como se poderia chegar até o raio efetivo R (SANYUK, 1992).

Skyrme concordava com a proposicao de Yukawa, de que as interagdes nuclednicas
ocorrem por intermédio dos campos de mésons pi, de forma que os mésons pi devem também
ser considerados constituintes do nucleo. Para explicar o problema apresentado, esses mésons
deveriam ocupar a regido de raio R, mas se estiverem eletricamente carregados, os experimentos
deveriam dar o mesmo valor de R para o raio de distribui¢ao de carga (SANYUK, 1992).

Com isso, ele concluiu ser necessaria uma descri¢ao de um modelo onde: os cam-
pos mesonicos seriam condensados em um “fluido mesdnico”, que em qualquer ponto desse
fluido a densidade de 7t e m~ deveria permanecer constante e como resultado das interacdes

entre os niicleons e o fluido mesonico, equivalente a R (SANYUK, 1992). Algumas suposicdes
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para que os requisitos acima fossem atendidos pelo modelo sdo:

* O nucleo € considerado um “fluido mesonico” cldssico, incompressivel e eletrica-
mente neutro, que ocupa a regido de raio R. Seu estado hidrodinamico em qualquer ponto pode
ser descrito por uma densidade escalar e um vetor no isoespago.

* Os nucleons estdo imersos nesse fluido, que os satura e entdo ficam livres para se

mover pela regido de raio R e sofrer interacoes.

Skyrme propde uma formulagao matematica para essas ideias, comecando pela den-
sidade lagrangiana de campos de nucleons interagindo com um campo de mésons pseudoesca-

lares simétricos:
1 —
L =21(0u0) — KO’ +iV(F" u+2%TH)V. (3.10)

As quantidades sublinhadas sdo vetores no espacgo de spin isotrépico, k € um com-
primento inverso, ¢ sdo os campos mesonicos, T sdo as matrizes de Pauli e ¥ sdo os campos
espinorias que descrevem os ndcleons. Nao ha termos de massa inercial propositalmente, era
uma suposicdo de Skyrme que as massas dos nucleons fossem de origem mesonica, surgindo
como resultado das flutuagdes do campo (SANYUK, 1992).

Por fim, seu modelo de fluido mesdnico conseguiu explicar as diferencas dos dados
experimentais, concordando substancialmente com toda a estrutura e movimento coletivo dos

nucleons.
3.3 A Transformacio Quiral e 0 Modelo Bidimensional Simplificado

Quando descobriram que a lei de conservacdo de paridade poderia ser violada em
interacdes fracas, foi necessario implementar ideias sobre quiralidade na fisica de particulas. O
“quebra-cabeca ® — 7" ja era um problema nao resolvido de longa data na fisica e foi finalmente
resolvido com a introdugdo de ideias sobre uma simetria quiral (SANYUK, 1992).

Quiralidade é uma propriedade geométrica, relacionada a simetria de objetos ou
sistemas, bastante importante e amplamente utilizada em inimeras 4reas da ci€ncia. Por defini-
cdo, um objeto € considerado quiral se este pode ser sobreposto a sua imagem especular, caso
contrdrio, se ndo € possivel a sobreposi¢do de um objeto com sua imagem espelhada, dizemos

que este € aquiral (SILVESTRE, 2018).

O problema consistia no fato de que as particulas ® (Theta) e T (Tau) possuiam o mesmo valor
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Figura 6 — Defini¢do de objetos com base na sua quiralidade.

Objeto Imagem

Plano de simetria

Borboleta aquiral: Objeto e sua imagem especular
podem ser sobrepostos harmoniosamente.

Mé&o esquerda Mao direita

Mao quiral: Objeto e sua imagem especular
NAO podem ser sobrepostos harmoniosamente.

Fonte: Silvestre (2018).

de spin e mesma massa, sugerindo assim serem a mesma particula, porém decaiam de forma
diferente. Enquanto Theta decaia mais lentamente resultando em dois pions (mésons pi), Tau
decaia mais rapidamente que o primeiro e resultava em trés pions (BELLANTONI, 2016).

Theta e Tau sdo formados por strange e light quarks, porém com combinagdes dife-
rentes, sendo essa duas particulas a superposicao de duas possibilidades diferentes. O problema
foi resolvido com a insercdo de simetria quiral e ambas as particulas agora sdo chamadas de
Kaons e classificadas entre CP-par e CP-impar (CP sendo Parity Chiral, ou, Paridade Quiral)
(BELLANTONLI, 2016).

Isso exigiu uma ampliacdo no grupo de simetria adotado, SU(2), de forma que as
transformacodes que violassem a paridade fizessem parte de um novo grupo de simetria. As
solugdes para isso eram duas: estender o espago introduzindo novas componentes ou considerar
arealizacdo de um grupo nao-linear (SANYUK, 1992).

Em 1958, Skyrme notou a necessidade de uma modificacio quiral em seu modelo
de fluido mesodnico e, dentre as duas solugdes acima, escolheu a segunda, a “Realizacdo Nao-
Linear da Simetria Quiral”. Nessa abordagem era necessdrio substituir a massa do nucleon por
g¢o, em que g é uma constante de acoplamento pseudo escalar e ¢y € outro campo de méson,
semelhantes aos trés campos ¢; (i = 1,2,3) ja considerados no modelo inicial de seu trabalho
(SANYUK, 1992).

Sendo assim, agora a interacdo seria simétrica entre quatro campos, mas para evitar
a ampliacdo ndo fisica dos graus de liberdade isoespaciais, Skyrme impds uma restricdo aos

campos @,= (¢o, ¢), com p =0,1,2,3:
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0+ 00 =1; a=1,273. (3.11)

Mas com essa restricdo, na densidade lagrangiana de seu modelo (3.10), a generali-
= 5 172 2 1p2 2 oz . . .
zagdo do termo de massa do méson, ou seja, 5k~ },; ¢ — 3k°}., 9, , ndo seria possivel, assim
sendo, Skyrme considerou duas possibilidades para contornar esse problema: introduzir um
~ A . 172 4 ‘s

termo de quarta ordem em rela¢do aos campos mesonicos no lagrangiano zk“}_, ¢, ou admitir
que a massa do méson se origina do acoplamento de nicleons (SANYUK, 1992).

Em seus artigos, Skyrme acabou escolhendo a primeira alternativa e, apds a modi-

ficacdo quiral, o lagrangiano de seu modelo foi reescrito a seguinte forma:

L= 5. [(au%)z ™ %kz‘l’ﬁ] + iy oy +g(do +ivsz.9)]w. (3.12)

p

| =

Uma andlise mais detalhada das propriedades simétricas e caracteristicas obtidas
com essa modificacdo, apesar de terem resultados promissores, chamaram a ateng¢ao de Skyrme
para o fato de que, para por a prova seu modelo, eram necessarias algumas estimativas de massa
de particulas e constantes de acoplamento de interacao (SANYUK, 1992).

Desejando uma compreensao mais aprofundada de seu modelo, ele considerou co-
mecar uma andlise dessas estimativas usando uma versao simplificada do modelo, com mesmo
carater geral, mas usando agora uma configuracdo de espago-tempo e espago de spin isotropico
bidimensional (SANYUK, 1992).

Analisando o caso mais simples, onde as tnicas duas componentes @y € ¢; nao sao
triviais € ambas sdo funcdes do espaco-tempo de (1+1) dimensdes com coordenadas x e ¢, é

possivel respeitar a restri¢do (3.11) da seguinte forma:

@0 = cosau(x,t); @) = seno(x,t), (3.13)

substituindo (3.13) diretamente na lagrangiana (3.12), e ajustando a equagdo, obtemos a parte

mesoOnica da densidade lagrangiana da seguinte forma:

L 6= %[(8;05)2 — (dv@)? —k*(1 = cosar)]. (3.14)

A equacdo de Euler-Lagrange correspondente é:
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20— 97 ot — k*seno = 0. (3.15)

Mais conhecida como equacdo de sine-Gordon, que na época ja era conhecida e
bastante estudada, porém Skyrme, por aparentemente nio ter conhecimento desse fato, tentou
obter solugdes para essa equagdo usando seus proprios métodos, conseguindo encontrar todos
os tipos de solugdes ndo triviais para ela (SANYUK, 1992).

Essas solugdes agora sdo conhecidas como kinks, bions e breathers, sendo tam-
bém redescobertas posteriormente por outros diferentes métodos. Mas, a principio, Skyrme foi
um dos primeiros a investigar o que deu origem a um novo ramo da fisica matemadtica, agora
chamado Modelos Integrdveis de Teoria de Campos (SANYUK, 1992).

A integrabilidade completa do modelo de sine-Gordon foi provada anos depois, em
1974, por fisicos russos, mas a razdo pela qual Skyrme ndo prosseguiu em trabalhos nessa
direcdo foi o fato de ter descoberto um novo tipo de quantidade conservada na fisica, as cargas
topoldgicas, que serviu como incentivo € apoio para prosseguir com seu grande desejo, o de

desenvolver uma teoria de campos unificado (SANYUK, 1992).
3.4 O Modelo Final — Skyrmions Topolégicos

Entusiasmado com os resultados, obtidos através do modelo bidimensional simpli-
ficado de sine-Gordon, Skyrme continuou seus estudos, realizando até calculos numéricos na
busca de solucdes e chegando a um modelo final tridimensional (SANYUK, 1992).

Sem entrar em mais detalhes acerca das modificagdes matematicas feitas, as princi-

pais hipdteses que Skyrme sugeriu em seus ultimos artigos sobre seu modelo foram:

* Os campos mesOnicos poderiam ter seus valores mapeados numa esfera tridimen-
sional. Como resultado dessa suposicdo ele acabou por descobrir uma quantidade conservada,
chamada winding number, também conhecida por carga topoldgica, onde acreditava que essa
quantidade poderia ser interpretada como o numero barionico (SANYUK, 1992).

* Sugeriu que seria possivel encontrar solu¢des para as equagdes de campo de seu
modelo, em carater tridimensional, na forma:

Xj

0o = cosO(r); ¢ =—sen®(r); i=1,2,3; (3.16)

r

Sendo r uma varidvel radial. Atualmente esse tipo de solu¢do € conhecida como
hedgehog ansatz (SANYUK, 1992).
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 Skyrme pressupds que as solucdes (3.16) poderiam descrever uma particula esten-
dida e estdvel, com carga topoldgica unitdria e todas as suas caracteristicas dindmicas finitas
(SANYUK, 1992).

* E afirmou que, solu¢des da forma (3.16), com carga topoldgica unitdria, poderiam

ser quantizadas como férmions (SANYUK, 1992).

Figura 7 — "Hedgehog"Ansatz ou Skyrme Ansatz, como barions no Modelo Skyrme.
" - .,

Fonte: Compilacdo do autor de imagens obtidas nos sites - Bored Panda e Bartholomew Andrews (2022).

Vale ressaltar, Skyrme foi um dos primeiros a adotar um tratamento topoldgico de
estados de férmions em teorias de campo nao-lineares, se manteve insatisfeito com os proprios
resultados, e posteriormente encarregou um aluno de pés-graduagdo, J. Williams, para elaborar
sua tese em torno de uma prova rigorosa dessa abordagem (SANYUK, 1992).

Os estados de particulas com todas as caracteristicas citadas acima passaram a ser
chamadas de Skyrmions, em homenagem a Skyrme, sendo hoje um conceito amplamente utili-
zado para a descricdo de estados solitonicos (SANYUK, 1992).

Skyrme finalizou suas anélises do modelo afirmando uma esperanca, o da existéncia
de uma teoria ndo-linear que fornecesse uma explicacdo para particulas elementares de uma
forma semicléssica. E, também, que quarks ou léptons, introduzidos como fontes na maioria
das teorias existentes, fossem vistos como constru¢des matemadticas essenciais, assim como os

vortices sao indispensdveis ao tratar de alguns movimentos em fluidos (SANYUK, 1992).
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4 MODELO SIGMA NAO-LINEAR E O METODO DE BOGOMOL'NYI

Como ja foi dito neste trabalho, estruturas solitonicas estdo presentes nos mais di-
versos fendmenos da natureza, fazendo assim com que o estudo de solugdes solitdnicas, que
sdo solugdes de equagdes nao-lineares, se mostrem de grande interesse na fisica, para descrever
essa gama de fendmenos.

Nesse contexto, em teoria de campos, o estudo de sistemas em baixas dimensdes
sdo bastante explorados, sendo os modelos sigmas ndo-lineares um exemplo disso. Sua aplica-
bilidade se estende tanto a fendmenos da matéria condensada, como, por exemplo, o ferromag-
netismo isotrépico de Heisenberg, quanto a modelos mais abstratos, citemos aqui os modelos
de dimensdes extras, teoria de cordas, e as teorias de Yang-Mills, que servem como base para o
Modelo Padrdo (PAIXAO, 2019).

Modelos bidimensionais que envolvem soélitons topolégicos tém cada vez mais des-
taque em diversas areas da fisica tedrica, por conseguirem simular fendmenos de sistemas mais
complexos, sendo entdo o Modelo de Skyrme nada mais que uma generaliza¢do de um modelo
sigma, tendo os Skyrmions como suas solucdes solitonicas topoldgicas.

A principio, o modelo sigma foi introduzido por Levy e Gell-mann (GELL-MANN;
LEVY, 1960), ao descreverem o mapeamento de valores de um campo vetorial no que chama-
mos atualmente de target space (espago alvo), e possui esse nome devido a um méson escalar
homonimo, introduzido por Schwinger (SCHWINGER, 1957).

Os modelos sigma possuem solugdes exatas em (2+1) dimensdes, conhecidas por
vortices. Porém, existe um teorema, chamado Teorema de Derrick (DERRICK, 1964), que
analisa o comportamento da energia em sistemas onde ocorrem transformacdes de escala.

Ele mostra que, nesse contexto, as solu¢des sofrem com uma invariancia de escala,
ou seja, podem crescer ou decair infinitamente durante uma evolugdo temporal, sem alteracdo
da energia, tornando-as instdveis e inadequadas para uma interpretacdo como particulas, que é
de nosso interesse (PAIXAO, 2019).

Alternativas para esse problema também sdo apresentadas pelo préprio teorema,
sugerindo maneiras de contornar a invariancia de escala, através de acoplamentos de campos de
gauge aos campos escalares, ou introducdo de termos com derivadas superiores a estes campos.

Uma dessas alternativas € o uso do termo de Skyrme, uma derivada de ordem supe-
rior, criada justamente para garantir estabilidade para as solugdes com esse problema de invari-
ancia (PAIXAO, 2019).

As solucdes do tipo vortice, resultados do modelo sigma, sao obtidas através de téc-

nicas de minimizagdo numérica, devido ao seu alto grau de complexidade, mas nos ultimos anos
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uma técnica conhecida por método de Bogomol’'nyi vem sendo cada vez mais implementada,
como uma alternativa mais facil para obter essas solucdes (PAIXAO, 2019).

Dito isto, nesta secao, faremos um apanhado geral sobre as ideias por trds do modelo
sigma ndo-linear e do formalismo BPS (em homenagem aos fisicos Bogomol’nyi, Prassad e
Sommerfield), outra maneira de se referir ao método de Bogomol’nyi. Comecaremos pelo caso
mais simples, em (1+1) dimensdes, que sdo os kinks, para depois evoluirmos para os modelos

planares.
4.1 Defeitos Topolégicos — Kinks

Na matematica, a definicdo de defeito € utilizada para se referir a solu¢des, com
energia finita, de equagdes diferenciais ndo-lineares. Na fisica, isso pode ser encarado como
uma regido em que o comportamento do sistema muda de propriedades e caracteristicas (SOUZA
etal.,2012).

Nesta secdo analisaremos o defeito topoldgico mais simples, que aparece na teoria
de campos escalares de (1+1) dimensdes, o kink (SOUZA et al., 2012). Utilizaremos o modelo
conhecido por A¢*. A solu¢do que minimizaria a energia nesse caso seria a trivial, ou seja,
quando ¢ = 0, e para contornarmos isso podemos adicionar um potencial do tipo (PAIXAO,
2019):

AZ

2 2\2
g (07 —a)’, (4.1)

V(9)

onde A é uma constante de acoplamento, com dimensdo de energia, € a é uma constante de
integracdo, adimensional, que representa o ponto em que o kink estd centrado. Por simplici-
dade, consideramos A e a pardmetros reais e positivos e também, para efeitos praticos, em todo
trabalho estamos considerando ¢ = = 1 (OLIVEIRA, 2009; RODRIGUES, 1995).

Agora, com essa adi¢ao desse potencial (4.1) o nosso sistema passa a aceitar solu-
¢des ndo triviais que minimizem a energia do sistema (PAIXAO, 2019). A densidade lagrangi-

ana desse campo pode ser representada por:

L[99\ (99N A% 5 5

Utilizando a férmula do tensor energia-momento, para obter a densidade hamilto-

niana a partir da densidade lagrangiana,

<

uv _
ERPTENS

ot —ntv L, (4.3)
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a densidade hamiltoniana sendo 7%, temos:

0 _ ., L[99 >[99\
d —f‘”—i[(ﬁ) (%)

A energia serd minima quando ¢ (x,7) = £ a. Aplicando o principio da minima ag@o,
a fim de obter a equagdo de movimento (BOLLINI, [1992]),

4 0L _
SA = /d {8¢ aﬂaaw}&p_o, 4.5)

2
+ %(qsz —a*)*. (4.4)

nossa equagdo do movimento fica:

0?2 22 A2
a—tf — a—x‘f +5 (0> —a*)*¢ = 0. (4.6)

Procuramos por solugdes do tipo ¢ (x) = @(x). Rearranjando os termos, podemos

reescrever (4.6) da seguinte forma:
—0y + (¢o —a’)o =0, 4.7)

em que as linhas, com relagdo ao campo, representam derivadas em relacdo a x. Multiplicando

(4.7) por (1)(;, teremos:

2
"o

)LZ
—0o 9o+ (¢ @) P09y = (%) - g(‘f’g —a*)?| =0. (4.8)

Para a igualdade, o termo entre colchetes deve ser uma constante, que chamaremos
de K,

2
00~ (03~ =K. @9)

Como queremos que a energia seja minima (zero), vamos impor a condicdo de que
assintoticamente, x — =+ oo, teremos ¢y — = a. Aplicando essa condi¢do na equacdo anterior

(4.9), nossa constante K terd valor igual a zero (PAIXAO, 2019). E nossa equagdo (4.9) fica:
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+= (g —a?), (4.10)

sua solucgdo é

4.11)

7La(x2— xo)) |

Po(x) = £ Atg <

Por simplicidade, tomemos xg = 0. O comportamento desse campo tipo kink pode

ser observado no gréfico a seguir:

Figura 8 — Solug@o positiva para campo tipo kink (linha continua) e anti-kink correspondende como solucio
negativa (linha tracejada)

Fonte: Paixdo (2019).

A linha continua corresponde a configuracao conhecida como kink e a linha trace-
jada corresponde ao seu anti-kink, ou seja, configuragdes para o campo em dois estados, quando
¢o = a para x — + o e @y = -a para x — -oo respectivamente (PAIXAO, 2019).

Analisando agora o comportamento da energia dessas configuragdes, a densidade
hamiltoniana para um campo estitico qualquer € dada por:

1 /9 222, o
%—5(3) 20—y @.12)

E aplicando a solugdo (4.11) na equagdo acima, teremos:

2 4 2 4 -1
T = Ad sech® (@) = Aa (cosh“@) . (4.13)

4 2 4 2

Onde foi usado a identidade trigonométrica sech®(u) = 1 —tgh*(u). A distribuigio
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de energia localizada do sistema pode ser vista no grafico abaixo:

Figura 9 — Densidade de energia em fungio da posicéo, para valores de A = 1 (curva azul), 1,5 (curva laranja) e 2
(curva verde), com a = 1.

I

1.0
R
0.6 -

0.4

Fonte: Paixao (2019).

Calculando a integral sobre todo o espaco da densidade hamiltoniana, temos a ener-

gia total:
Foo A2at e Aax\ !
Ey= I dx = 1 dx (cosh“T) . (4.14)
Com uma mudanca de varidveis no argumento, u = ’%‘x, e resolvendo a integral,
temos:

Aa® [T~ du 2Aa°

Ey= = . 4.15

07 2 | coshtu 3 415)

E assim obtivemos uma energia positiva e finita para a solu¢do de campo estético

do kink, como esperado. Lembrando que A e a sdo parimetros constantes, reais e positivos
(OLIVEIRA, 2009; PAIXAO, 2019; RODRIGUES, 1995).

4.2 Método de Bogomol’nyi

Uma maneira alternativa de analisar defeitos topoldgicos em teoria de campos, ou
seja, encontrar as solucdes desses campos, € utilizando o método de Bogomol’nyi, também
chamado formalismo BPS (Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield) (SOUZA et al., 2012). Desen-
volvido na década de 70, por E. B. Bogomol’nyi, C. M. Sommerfield e M. K. Prasad (BOGO-
MOL’NYT, 1976; PRASAD; SOMMERFIELD, 1975).
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O método consiste em encontrar solugdes para as equacdes de movimento dos cam-
pos sem a necessidade de resolver as equacdes de Euler-Lagrange, que sdo de segunda ordem,
utilizando equagdes mais simples, de primeiro grau, por meio da andlise da energia do sistema
(OLIVEIRA, 2009; SOUZA et al., 2012).

O objetivo central desse formalismo consiste em escrevermos a energia do sistema
de forma que possamos minimiza-la e a partir disso obtermos equacdes de primeiro grau equi-
valentes, que nos levam as mesmas equagdes do movimento de segundo grau daquele modelo,
tornando o processo matematico bem mais facil (PAIXAO, 2019).

A densidade lagrangiana mais simples para um campo escalar real é:

3:% L0 D —V (). (4.16)

Suas equagdes do movimento sdo dadas a partir das equacoes de Euler-Lagrange:

07 0
a”a(amp)_ 55 " (4.17)

Ou seja, para um espago de (1+1) dimensdes, ¢ = ¢ (x,1):

oV 9% 9% dV

u - =1 4 =
ud ¢+a¢ or2 8x2+d¢

0. (4.18)

Assim como fizemos para o caso dos kinks, nas equacdes (4.3) e (4.4), usando o

tensor de energia-momento para obter a densidade de energia, temos:

1[99\ [d9)°
%—8—5[(5) (%)

Para o caso do campo estatico, nossa densidade de energia fica:

2
g=1 (ﬁ> +V(9). (4.20)

+V(9). (4.19)

2 \dx
A energia total do sistema, para o caso estético, é:

E= [ axew= [ E (%)2+V(¢>

dx. 4.21)




37

Reescrevendo o funcional da energia acima em uma forma quadrética para depois

minimizd-la, temos que (4.21) assume a forma:
= 1 /d¢ S do
E= /wdx 5 (ai 2V(¢)> ¢/wdx( 2V(¢)a) . (4.22)

O préximo passo € definir um limite para essa energia, que é chamado de limite de

Bogomol’nyi, onde impomos uma condi¢do para que o primeiro termo se anule, ou seja:
d¢
= = TV2V(9). (4.23)

E sdo essas equagdes de primeira ordem que sdo as conhecidas por equagdes BPS
(OLIVEIRA, 2009). Com a condig¢do (4.23), nossa energia dada por (4.22) assume sua forma

minima:

EB::F/de <\/T(¢»@>. (4.24)

dx

Para o nosso caso, unidimensional, se as equagdes (4.23) possuirem solugdes, estas
serdo do tipo kink e anti-kink e terdo suas energias definidas por (4.24).

Como foi dito, o formalismo BPS € uma alternativa mais facil para se obter as
solucdes das equagdes de movimento dos sistemas, isso significa dizer que, resolver as equacdes
BPS (4.23) é o mesmo que resolver as equagdes de movimento de segunda ordem (4.18). De
fato, diferenciando (4.23) em relacdo a x e utilizando a prépria condi¢do de (4.23) no resultado
obtido, temos:

d¢ 1 dvdy dv

a2 o dx  do 42

que € igual a equacdo (4.18) para o caso estitico, que estamos considerando. Mostrando-se
assim um método bastante vantajoso, visto que resolver equagdes de primeiro grau (4.23) €

bem mais simples que resolver equagdes de segundo grau (4.18).
4.3 Modelo Sigma O(N) Nao-Linear

Tratamos na secdo (4.1) do modelo soliténico mais simples, os kinks, e agora es-
tenderemos as ideias do caso de (1+1) dimensdes para um modelo mais realista, em dimensodes

mais altas, que € o caso do modelo sigma O(N) ndo-linear (PAIXAO, 2019).
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Consideremos a seguinte densidade lagrangiana (4.16), porém, agora lidaremos
com o campo escalar real como sendo um vetor de N componentes, coordenadas ¢;, em um
espaco de dimensdao D (CAVALCANTE, 1996; LIMA, 2019):

I
L = 50,049~V (9). (4.26)

A lagrangiana dessa forma ndo € de nosso interesse, pois precisamos tratar com
sistemas ndo-lineares para obtermos solugdes solitOnicas, para isso, comec¢aremos impondo o

seguinte vinculo:
Y oi=6.9=1 (4.27)

A lagrangiana (4.26) restrita a condi¢do (4.27) é conhecida como modelo O(N).

O modelo sigma O(N) ndo-linear nada mais € que um caso particular desse primeiro, no qual

V(g)=0:

1 — —
L = §8ﬂ¢8“¢, (4.28)
que sem o vinculo (4.27) admite apenas a solucdo trivial ¢ = (0,0,0):
dudt¢ = 0. (4.29)

As i equacdes de movimento para o modelo (4.28) s@o obtidas utilizando-se o prin-

cipio da minima a¢do e impondo o vinculo através de um multiplicador de Lagrange:
- 1. - - -
S[¢] = /dt/dzx [an.a% +A(x, 1) (9.0 —1)|, (4.30)
resultando em

" P+ 16 =0. (4.31)

Para eliminarmos o multiplicador de Lagrange das equacdes de movimento acima

utilizaremos a condi¢do (4.27), de forma que:
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AP =—0u0"0; A=210.0=-0,0"9.0. (4.32)

Aplicando o resultado (4.32) de A nas equagdes (4.31), obtemos:

Iuo* ¢ — (9,0 9.6)¢ = 0. (4.33)

Portanto, obtivemos equagdes ndo-lineares, que diferentemente de (4.29), agora ad-

mitem solugdes nao triviais, que era o que estdvamos buscando.
4.4 Modelo Sigma O(3) Nao-Linear

Nesta secdo, consideramos o caso particular do modelo sigma O(N) nao linear, que
possui simetria O(3), caracterizando-o como campo vetorial. Isso significa que ele € constituido
por 3 componentes linearmente independentes de um campo escalar, onde suas solugdes serdo
os solitons de nosso interesse, os skyrmions.

O modelo de Skyrme nada mais é que um caso particular do modelo sigma O(3)
nao-linear, sendo este ultimo bem mais explorado, por ser util em vdrias dreas da fisica e im-
portante na descri¢do de diversos sistemas, como: o estudo do efeito Hall quintico, o modelo
antiferromagnético de Heisenberg e até mesmo oferecendo um bom panorama especulativo so-
bre quasiparticulas em dimensdes mais altas, por exemplo. Demonstrando-se um modelo que
simula satisfatoriamente outros mais complexos (COULIBALY, 2002; PAIXAO, 2019).

Outro ponto importante de sua utilizagdo € o fato de possuir solucdes exatas, ao con-
trario de outros dimensionalmente superiores e de sistemas de equacdes ndo-lineares, bastante
conhecidos por ndo terem solucdes exatas ou possuirem solugdes de dificil obtengao.

Entao diante das dificuldades, apenas pelo fato de conseguirmos alcancar solucdes
através desse modelo, ja é de grande relevancia e justificativa o seu estudo (COULIBALY,
2002).

O modelo sigma O(3) nao-linear constitui-se de 3 campos escalares ¢;, i = 1, 2, 3.
Para ele sdo vdlidas todas as equacOes obtidas na secdo (4.3) e tendo em vista a obtencdo de
solugdes estdticas, consideremos o seguinte funcional da energia para o sistema descrito pela

lagrangiana (4.28):
1
E[¢)] = 5 / d*x(du¢r)?, (4.34)

em que 1 = 1,2, sdo referentes as componentes espaciais. A energia terd seu minimo quando o
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campo for homogéneo, ou seja, constante ¢;(0) = ¢ (0) e com a restri¢do (4.27) ele pode possuir
um continuo de valores no espaco interno, tais que todos minimizem a energia (PAIXAOQ, 2019).

Na busca das solugdes solitOnicas desse sistema, como ja dito anteriormente, 0O
campo deve assumir valores finitos assintoticamente, para que a energia assuma valores fini-
tos também. Para facilitar os cdlculos, usaremos coordenadas polares (p, ) e nosso funcional
de energia fica (PAIXAO, 2019):

1
Elg] = 5 [ Vo> pdpds. (4.35)
E nossa condi¢do de campos finitos assintoticamente se traduz em:

lim¢(x)=6® =  limp|e;(p,0)]* =0. (4.36)
X—oo p—roo

Com essa condic@o, de no infinito os campos ¢(x) tenderem ao mesmo valor ¢;(0), o que
estd sendo feito € um mapeamento estereografico das coordenadas do plano numa superficie
esférica, m : R — S2.

Outro ponto a ser ressaltado é que, devido a condi¢do imposta (4.27), haverd es-
paco interno representado pelos campos ¢;, que executardo a tarefa de coordenadas cartesianas
localizando os pontos de uma superficie esférica, o que é conhecido por target space, ou seja,
teremos um duplo mapeamento, os planares em uma esfera, e os esféricos em um espaco interno

2

Q2
aeles, 0:5°—§;,.

Com isso, enquanto os campos, assintoticamente, devem assumir valores constan-
tes, dentro do target space eles podem assumir qualquer valor, através de rotacdes do objeto no
espaco (PAIXAO, 2019).

O préximo passo € o de se obter as solugdes solitonicas que buscamos e para isso
o formalismo BPS pode ser aplicado. Porém, as solu¢des exatas do modelo, bem como sua
obtencdo, possuem complexidade que fogem do cardter introdutdrio deste trabalho, entdo sera
feito apenas uma andlise qualitativa da aplica¢do do formalismo, desprezando o passo a passo
matematico.

Isso explica o fato de, anteriormente, termos apresentado a aplicacdo do formalismo
BPS em um modelo mais simples, unidimensional, pois serve como panorama introdutério
para o que € feito em outros modelos mais complexos. Cada passo é obedecido conforme as
peculiaridades do sistema, sem perda de sua esséncia geral.

Assim como para os kinks, na secdo (4.2), utilizando o artificio de quadratura da

equacgdo, um limite para a energia é imposto, o chamado limite BPS, que determina um valor
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inferior para a energia, em configuracdes estdticas quaisquer. E este nos leva as equacdes BPS,
em que obtidas suas solugdes, estas também minimizam o funcional da energia e satisfazem as
equacdes de campo.

Isso denota, mais uma vez, a engenhosidade do método de Bogomol’nyi, visto que
ndo precisamos recorrer as equacdes de Euler-Lagrange para obtermos as equagdes de campo,
de segunda ordem, pois com ele obtemos equacdes menos complexas, de primeira ordem, a
serem resolvidas.

Fato que nem sempre € possivel de ser executado, pois, por mais que o processo de
obtencdo das solugdes se torne mais simplificado, isso ndo significa que o grau de complexidade
ndo seja elevado, ja que em modelos mais realistas outras interagdes, € consequentemente novos
termos, sdo envolvidas, tornando ainda um arduo trabalho o de manipular as expressoes até
encontrar uma forma que permita a aplicacdo do formalismo.

Por esse motivo, as solu¢des das equacdes BPS quase sempre sdo obtidas nume-
ricamente, sendo para o modelo sigma O(3) ndo-linear um dos poucos casos em que isso foi
alcancado analiticamente (PAIXAO, 2019).

Uma vez obtidas as solugdes exatas do modelo sigma O(3) ndo-linear, estas apre-
sentam um problema de invariancia de escala em tamanho, devido ao ja mencionado Teorema
de Derrick, que afirma que configuragcdes de energia estéticas finitas para um campo escalar de
mais de uma dimensao ndo sdo possiveis. Isso faz com que nossas solugdes, os sélitons, sejam
instaveis, podendo crescer ou decair infinitamente, durante sua evolu¢do temporal sem variagao
da energia, impossibilitando uma possivel quantiza¢do e consequentemente uma interpretacao
destes como particulas (PAIXAO, 2019).

Porém, o proprio teorema fornece alternativas para contornar esse problema, mos-
trando que a estabilizacdo das solugdes pode ser obtida através da adicdo de potenciais especifi-
cos a dinamica lagrangiana do sistema, e com acoplamentos de campos de gauge, gaugeamento,
aos campos escalares (PAIXAO, 2019).

Uma alternativa ao gaugeamento € a introdu¢do de termos com derivadas de ordem
superior, sendo justamente o caso do modelo de Skyrme, que consiste no modelo sigma O(3)
nao-linear estabilizado através da adi¢ao do termo de Skyrme mais um potencial. Sendo, entdo,

a lagrangiana deste modelo descrita por:

1. > .,- 1 - o -
Ly =30u0.0"0— 1(9uf x v9)* =V (9) (4.37)

sendo %(8“4_5 x dy®)? o termo de Skyrme (PAIXAO, 2019).

As solucdes solitonicas exatas desse modelo sdo os chamados skyrmions, homena-



gem histdrica a ilustre contribuicdo de Skyrme e objeto central deste trabalho.
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5 APLICACOES E CONSIDERACOES FINAIS

Apesar do esfor¢o e tamanha dedicacdo de Skyrme na criacdo de seu modelo, ja foi
dito que, por muitos anos, o seu trabalho e resultados passaram despercebidos pela comunidade
cientifica.

Seu intuito era o de criar um modelo bosdnico, em que férmions surgissem a partir
dele, por meio de singularidades, um modelo unificado para campos e que possuisse um carater
semicléssico.

A popularidade de seu modelo se deu muitos anos depois, com o avango de di-
versas outras dreas da fisica, em que os cientistas notaram a ampla utilidade e engenhosidade
de suas ideias. E este capitulo explora algumas dessas aplicabilidades, que justificaram esse

reconhecimento, infelizmente tardio, das maravilhosas ideias de Skyrme.
5.1 Modelo de Skyrme em Cromodindmica Quéantica

A cromodinamica quantica (QCD) € uma teoria de interagdes fortes bastante difun-
dida. Sua previsdo ja foi amplamente testada através de numerosos experimentos e comprovada
para uma grande faixa de energia, na ordem de 1 GeV a centenas de GeV. Porém, até hoje,
continua sendo uma teoria complexa de se resolver, impedindo solucdes analiticas, devido ao
seu grande carater ndo linear (HONG, 2009).

Um exemplo de sua complexidade € o fato de que, em baixas energias, os quarks
e glions sdo fortemente acoplados, fazendo com que, nessas condi¢des, lidemos com hadrons.
Logo, € possivel resolver QCD em termos de hadrons, tornando as ferramentas da teoria de
Skyrme uma forte candidata para sua resolucao (HONG, 2009).

E de fato, o lagrangiano quiral de Skyrme obteve bastante sucesso como uma boa

alternativa na solubilidade da teoria QCD.
5.2 Skyrmions Acusticos

Como ja sabemos, skyrmions sdo quasiparticulas que emergem de materiais mag-
néticos, como uma configuracdo de spins em forma de turbilhdo, dadas condicdes ideias. As
ondas acusticas sao consideradas ondas escalares sem spin, assim ndo permitindo manifestacdes
de skyrmions (GE et al., 2021). Porém, foi descoberto que estruturas de skyrmions também po-
dem emergir de ondas sonoras, usando os campos de velocidade destas.

Ao analisar ondas acusticas de superficie, suportadas por uma metasuperficie pla-

nejadora (um tipo de superficie que possui estrutura geométrica periddica, que lhes confere
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propriedades fisicas ndo naturais, como, por exemplo, absor¢do acustica), os campos de veloci-
dade acustica formam padrdes de estrutura de skyrmions.

Esses padrdes surgem da simetria hexagonal projetada da metasuperficie e de ca-
racteristicas das proprias SAWs (Surface Acustic Waves). Sua formacdo € bastante estdvel,
suportando defeitos e perturbacdes locais, e pode ser manipulada ajustando diferencas de fase
entre as fontes acusticas (GE et al., 2021; SOUSA, 2020).

Figura 10 — Metasuperficie Acustica Hexagonal com ondas SSAWs, excitadas por seis pares de alto-falantes,
gerando skyrmios acusticos.
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Fonte: GE et al., (2021).

A descoberta de skyrmions actsticos revelaram caracteristicas fundamentais ndo
convencionais de ondas sonoras, dentre elas sua utilidade na manipulacdo de pequenas particu-

las, tornando-os capazes de desempenhar o papel de pingas acusticas (GE et al., 2021).

5.3 Armazenamento de Dados

Em computacgado é onde temos uma das aplicagdes mais promissoras dos skyrmions.
Eles podem ndo somente representar zeros € uns extremamente menores que os bits usuais,
gracas a sua dimensdo nanométrica, como podem viabilizar a constru¢do de uma computa-
¢do ndo-booleana e até mesmo serem utilizados como qubits na drea de computagdo quantica
(SKYRMIONS, 2021).

Dentre os desafios para essa aplicacio estdo: a produgdo de skyrmions de forma
controlada, uma padronizagdo das distancias entre eles em um arranjo e a producao de tipos
de skyrmions diferentes, para que possam ser usados como 0 e 1, por exemplo, tudo isso em
temperatura ambiente (SKYRMIONS, 2021).

No EMPA (sigla alema para “Laboratérios Federais Sui¢cos de Ciéncia e Tecnologia
de Materiais”), Andrada Mandru e colegas, conseguiram o feito de produzir diferentes tipos de
skyrmions em camadas de materiais bastante conhecidos e temperatura ambiente (MANDRU
et al., 2020; SKYRMIONS, 2021).

O sistema desenvolvido pelo grupo consiste em uma espécie de “sanduiche”, com-
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posto por camadas de platina (Pt), ferro (Fe), cobalto (Co), iridio (Ir), gadolinio (Gd) e térbio
(Tb), de forma que as diferentes camadas externas cada uma produzam um tipo de skyrmion e
as internas fiquem responsdveis pelo armazenamento, de tal forma que os diferentes skyrmions
coexistam em equilibrio, viabilizando o uso na computagdo (MANDRU et al., 2020; SKYRMI-
ONS, 2021).

Sistemas como estes ja sdo explorados pela IBM hé décadas, para a construgdo de
dispositivos de armazenamento de dados tridimensionais, tendo um potencial de serem 100.000

vezes mais rdpidos que as memorias "flash"e consumirem menos energia.
5.4 Notas de Conclusao

Por fim, neste trabalho apresentamos diversos conceitos fisicos e ferramentas ma-
temadticas de modo a fundamentar o tema escolhido, bem como justificar e demonstrar seu grau
de importéncia, tendo em vista que skyrmions sdo objetos bastante peculiares e verséteis.

Além disso, revisamos a parte historica, onde discorremos sobre sua descoberta, 0s
experimentos envolvidos e também apontamos os proximos passos que a comunidade cienti-
fica vem tomando na continuacio do entendimento e exploracdo desse objeto, para sucesso no

avanco da ciéncia, tecnologia e consequentemente humanidade.
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