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RESUMO

Nesta dissertacdo, apresentamos uma nova forma do principio do maximo para fungdes suaves
em uma variedade riemanniana M, completa e ndo compacta, possuindo um campo vetorial
limitado X satisfazendo que seu produto interno com o gradiente de uma funcao f é maior ou
igual a zero em M e que seu divergente € maior ou igual a af fora de um conjunto compacto
apropriado, sendo @ uma constante positiva, e sob a hipétese de M ter crescimento de volume
polinomial ou exponencial. Utilizaremos tal principio para obter alguns resultados tipo-Bernstein
para hipersuperficies imersas em uma variedade riemanniana € munidas com um campo de
Killing, assim como alguns resultados sobre a existéncia e o tamanho de subvariedades minimas

em uma variedade riemanniana munida com um campo vetorial conforme fechado.

Palavras-chave: principio do midximo(matematica); variedades riemannianas; crescimento de
volume; resultados tipo-Bernstein; hipersuperficies com curvatura média constante; subvarieda-

des minimas.



ABSTRACT

In this Dissertation, it is presented a new form of maximum principle for smooth functions on a
complete noncompact Riemannian manifold M for which there exists a bounded vector field X
such that its inner product with the gradient of a function f is greather than or equal to zero on M
and its divergent is greather than or equal af outside a suitable compact subset of M, for some
positive constant a , under the assumption that M has either polynomial or exponential volume
growth. We then use it to obtain some Bernstein-type results for hypersurfaces immersed into
a Riemannian manifold endowed with a Killing vector field, as well as to obtain some results
on the existence and the size of minimal submanifolds immersed into a Riemannian manifold

endowed with a closed conformal vector field.

Keywords: maximum principle; riemannian manifolds; volume growth; bernstein-type results;

constant mean curvature hypersurfaces; minimal submanifolds.
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1 INTRODUCAO

Virias versoes do principio do méximo aparecem naturalmente em diferentes dreas
da Geometria Diferencial, devido ao fato que aspectos da Geometria Diferencial sao modelados
analiticamente por operadores diferenciais parciais elipticos, lineares ou quasi-lineares, em que
variadas formas do principio do méximo desempenham um papel crucial no desenvolvimento da
teoria. Veja, por exemplo, as monografias recentes [3] ou [12] como evidéncias dessa afirmacao.

Em artigo recente [1], foi derivada uma nova forma do principio do maximo que é
apropriada para o controle do comportamento de campos vetoriais com divergente nao negativo
em variedades riemannianas completas e ndo compactas. Tal principio € andlogo ao fato de
que, nessas variedades, uma fun¢do subarmonica ndo negativa e que se anula no infinito é, na
realidade, nula em todo ponto (Teorema 2.2 em [1]).

No primeiro capitulo, introduzimos os resultados preliminares sobre variedades
suaves que serdo usados ao longo da dissertacdo. No segundo capitulo, derivamos o principio do
maximo para fungdes suaves f em uma variedade Riemanniana M completa e ndo compacta,
tendo como hipétese a existéncia de um campo vetorial limitado X em M, tal que (Vf,X) >0
em M e div(X) > af fora de um conjunto compacto adequado, para alguma constante a > 0, e
assumindo que M tem crescimento de volume polinomial ou exponencial.

No terceiro capitulo, apresentamos aplicacdes do principio do méximo a resultados
tipo-Bernstein em hipersuperficies imersas em variedades riemannianas munidas com campos
de Killing, permitindo a extensdo de alguns dos resultados encontrados em [1] para o caso de
segunda forma fundamental limitada (e substituindo o comportamento da aplicagdo normal de
Gauss da hipersuperficie no infinito por uma estimativa sobre o tamanho da fun¢@o suporte em
M.

Por fim, no capitulo 4, aplicamos o principio do mdximo para conseguir resultados
sobre a existéncia e o tamanho de subvariedades minimas imersas em uma variedade Riemanniana
munida de um campo conforme fechado e, em particular, contida em um produto warped
riemanniano. Mais particularmente, provamos uma generalizacdo, a espagos ambiente warped,
do fato de que ndo existe subvariedade minima completa e ndo compacta com imagem contida
em uma bola euclidiana e tendo crescimento de volume polinomial; provamos, também, uma
generalizacdo do fato de que o mesmo ocorre para subvariedades minimas ndo compactas

contidas em um semiespago aberto do espaco hiperbdlico e sendo limitadas por uma horoesfera.
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2 PRELIMINARES

Nesta dissertacdo, precisaremos utilizar varios fatos sobre variedades suaves e varie-
dades riemannianas. O mais das vezes, tais fatos sdo resultados padrio, tratados em quaisquer
bons textos elementares sobre tais assuntos. Nesse sentido, sugerimos as referéncias [5], [10] e
[11].

Aqui, para a comodidade do leitor, discorremos sobre alguns conceitos e resultados
que ou ndo sdo tratados explicitamente nas fontes acima ou ndo sdo abordados num primeiro
contato. As demonstracdes ndo apresentadas podem ser encontradas nessas referéncias.

Em tudo o que segue, M" € uma variedade Riemanniana n-dimensional com métrica

(-,-) e conexdo de Levi-Civita V.

2.1 A regra de Leibniz em variedades

Se M" ¢é orientada, com elemento de volume dM, e f : M — R € uma fun¢do suave

com suporte compacto, definimos a integral de f em M pondo

k
/MfdM:j;/Uj ¢;fdM, (2.1)

emque {(¢;,U;);0 < j <k éuma particdo da unidade em M, tal que Uy = M \ supp f
e U; € dominio de uma carta positiva @; : U; — R", para 1 < j < k. Nao € dificil mostrar que o
segundo membro de (2.1) independe da parti¢cdo da unidade escolhida.

Recorde, também, que fU], ¢;f dM € definida como a integral multipla

/ = oo !
/UjfbjfdM_/(Pj(Uj)(%f) @; \/detgdx,

em que g = (g;;) ¢ a matriz de Gram da métrica na carta ¢;, e que o segundo membro da
ultima igualdade acima independe da carta positiva escolhida, gragcas ao Teorema de mudanca de
varidveis em integrais multiplas.

Se F : M x [a,b] — R é uma fungdo suave, precisamos provar, para uso futuro, a

seguinte versdo da regra de Leibniz de diferenciacdo sob o sinal da integral.

Proposicio 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana orientada. Se F : M X [a,b] — R é uma

funcdo suave e com suporte compacto, entao

d OF
E/MF(.,t)dM: | S,
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Demonstracdo. Nos apoiaremos na validade da regra de Leibniz para func¢des suaves G : U x

[a,b] — R, em que U C R”" é um aberto. Nas notagdes da discussdo anterior, temos

2.2 Referenciais geodésicos

Em uma variedade Riemanniana M, denotemos por ¥, a geodésica maximal de M
que parte de p com velocidade v, isto é, tal que %,(0) = p e %,(0) = v.

Se % C TM é o subconjunto de 7'M formado pelos vetores v tais que %, estd definida
pelo menos no intervalo [0, 1], pode-se provar que % € aberto e, para todo p € M, o subconjunto
Uy = U NT,M € estrelado em relacdo a 0.

A aplicacdo exponencial de M é a aplicagdo exp : Z — M tal que

exp(v) = % (1),

para todo v € %/ . Pode ser mostrado que exp € uma aplicacdo suave, o que permite definir a

aplicagdo exponencial de M em p como a aplicagdo suave exp, : U, — M, tal que

epr(V) = YV(I)v

para todo v € %),. Nesse caso, pode-se mostrar que

%o(t) = exp,(tv),

para todo ¢ tal que o segundo membro esteja definido.
Para todo p € M, pode-se mostrar que existe um r > 0 tal que a bola B(0;7) C T,M
estd contida em %), e a restrigdo de exp,, a B(0;r) € um difeomorfismo sobre um aberto U, de M

contendo p. Nesse caso, diz-se que U, € uma bola normal centrada em p.
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Teorema 2.2. Se M é uma variedade Riemanniana n-dimensional e p € M, entdo existem uma
vizinhanga U de p e um referencial ortonormal (e, ...,e,) definido em U e geodésico em p, isto

é, tal que (Ve;), = 0 para todo i.

Demonstragdo. Seja U, uma bola normal centrada em p e (e1(p),...,e,(p)) uma base ortonor-
mal de T,M. Para g = exp,(v) € U, definimos e;(g) como o transporte paralelo de e;(p) ao
longo da geodésica expp(tv). A demonstracdo da existéncia de bolas normais e a dependéncia
suave das solugdes de EDOs em relagdo as condigdes iniciais garantem que os campos ¢; em U,
sdo suaves. As propriedades do transporte paralelo garante que eles formam uma base ortonormal
em cada ponto g € U,

Por fim, se 7;(t) = exp,,(te;), entdo o paralelismo de e; ao longo de ; garante que

B De,-
©dt li=0

(Veje,-)p = V%(O)ei

2.3 Campos vetoriais completos

Uma variedade Riemanniana M € completa se o dominio de sua aplicagdo exponen-

cial é todo o fibrado tangente TM. E possivel provar o resultado fundamental a seguir.

Teorema 2.3 (Hopf-Rinow). Os itens abaixo sdo equivalentes:

(a) M é uma variedade completa.

(b) Os conjuntos fechados e limitados de M sdo compactos.

(¢) M é um espaco métrico completo.

(d) O dominio maximal das geodésicas de M € toda a reta real.

(e) Existe p € M tal que o dominio de exp,, € todo o espago tangente 7,M.
Além disso, em uma variedade Riemanniana completa M, dados dois pontos quaisquer p € ¢,
existe pelo menos uma geodésica com velocidade unitéria, que liga esses dois pontos e cujo

comprimento é igual a distdncia d(p,q) entre p e q.

A partir de agora, suporemos que (M, (-,-), V) é uma variedade Riemanniana com-
pleta.
Se X € um campo vetorial suave em M, existem um aberto D C M x R tal que

D= U{p}le,

peEM
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com /;, C R um intervalo aberto contendo 0, € uma fungdo 6 : D — M satisfazendo as seguintes
condigdes:
@) £0(p,t) =X(6(p,1)).
(b) AcurvaA,(t) :=6(p,t): 1, — M é maximal, ou seja, ndo se consegue um intervalo aberto
I que contenha propriamente I,, e tal que A'(¢) = X(A(¢)) em I.
(c) SeseIpentdo Iy, =1p—s.
(d) Paracadat € RoconjuntoM; ={p e M: (p,t) € D} éabertoe 6,(-) =0(-,¢) : M, > M_,
¢ um difeomorfismo com inversa 0_;.
(e) Paracada (p,t) € D, tem-se que (0(.,1)).X(p) = (6,).X(p) = X(0(p,1)).
(f) Para h € Ig(,, ) tem-se que 0(0(p,t),h) = 0(p,t +h).
Tal aplicacdo 0 € o fluxo maximal do campo X.
Nas notagdes do item (b), dizemos que A () = 0(p,-) é a curva integral maximal de
X partindo de p.
Se X é um campo vetorial em M com fluxo maximal 6, dizemos que X é completo

se O tiver dominio M x R. A esse respeito, o resultado de nosso interesse € o seguinte

Teorema 2.4. Se M é uma variedade Riemanniana completa e X € um campo vetorial suave em

M tal que || X||< C < oo, entdo X é completo.

Demonstragdo. Seja A : I — M a curva integral maximal partindo de p e assuma, por contradigio,

que IN[0,4o00) =[0,a), coma > 0. Para 0 < ¢ < a, tem-se

a0, 200 < [ W 6)lds = [ X < e

uma vez que Ao, € uma curva suave ligando A(0) to A(#). Da mesma forma, obtemos a

estimativa
d(A(s),A(t)) <cl|s—t|, Vs,t € [0,a). (2.2)

Agora, tome uma sequéncia qualquer (#;);>; em [0,a), convergindo para a. A
estimativa (2.2) mostra que A (#;) é uma sequéncia de Cauchy. Uma vez que a variedade M é
completa, segue do Teorema de Hopf-Rinow que A (#;) converge para um ponto g. Novamente
de (2.2), tal ponto ¢ nao depende da sequéncia f, de forma que lim,_,,_ A(f) = gq.

Como X : M — TM é em particular continuo, segue que X (q) = limy_, 1o X (A (#)).
Seja y: (a—€,a+ €) — M uma curva integral de X satisfazendo y(a) = q. Fixe tp € (a — €,a)

e seja ¥ : (0,a+¢€) — M be given by Yij0,0] = Ae Viito.10+e) = V5 @ unicidade de solugdes de
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EDOs assegura que ¥ é uma curva integral de X que estende A para além de a, o que é uma
contradicao.
Por fim, um argumento analogo se aplica para mostrar que a curva integral maximal

de X partindo de p estd definida para valores negativos arbitrarios do parametro. [

2.4 Campos de Killing

Sejam X e Y campos vetoriais suaves, 0 o fluxo de X, @ um tensor suave em M e f

uma fung¢do real suave em M. Definimos suas derivada de Lie no ponto p € M como segue:

fxyznr%( 2 i’(”) P. (2.3)
—

(6)" g_,(p) — Op

.fxa):tli_r% ; ; (2.4)
_df(e(t))
=0 —x .

Em (2.3), é possivel provar que ZxY = [X,Y]. Também, em (2.4), é possivel provar
que Zx ® ¢ um tensor suave, de mesmo tipo de ®. Ademais, para 2-tensores covariantes @, vale

a seguinte férmula:
(Q?X(M(Y,Z) = X((D(Y,Z)) - (1)(ng,2) - CO(Y, XXZ% (25)
para todos X,Y,Z € X(M).

Definicao 2.5 (campos de Killing). Seja Y € X(M) um campo com fluxo maximal 6. Dizemos
que Y é um campo de Killing se 0(.,t)*(-,-), = 6;(:,-), = (-,-) p. paratodos t € R e p € M tais

que (¢, p) pertenca ao dominio de 6.

Pode-se provar que a condi¢do de um campo suave X em M ser de Killing é equiva-

lente ao fato de %y (-,-) = 0. A partir daf, e com o auxilio de (2.5), tem-se a seguinte

Proposicao 2.6. [equacdo de Killing] Um campo Y em M ¢é de Killing se, e s se, para todos

X,Z € X(M), vale a equagdo de Killing:

<VxY,Z> + <X,V2Y> =0.



16

Demonstragdo. Inicialmente, note que

(L (- NX,Z)=Y{(X,Z)— (HX,Z)— (X, H5Z)
- <VYX=Z> + <X5VYZ> - <[Y7X]7Z> - <X7 [sz]>
= <Vyx— [Y,X],Z> + <X,Vyz— [Y,Z]>

= (VxY,Z)+ (X,VY).
Portanto, %y (-,-) = 0 se, e s6 se, (VxY,Z)+ (X,VzY) = 0 para todos X,Z € X(M). O

Um caso particular de campo de Killing € aquele de um campo paralelo, isto €, um

campo suave Y tal que VY =0, em que VY denota a aplicacdo X — VxVY.

2.5 Grupos de Lie

Um grupo de Lie é uma variedade suave G que também € um grupo no sentido

algébrico, tal que a multiplicagdo

m: GxG — G

(a,b) +—— ab
€ a inversao

i: G — G

ar—)ail

sdo aplicacdes suaves.

Um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G € um subgrupo algébrico H de G, munido
com uma topologia e uma estrutura suave que tornam H um grupo de Lie e ainclusdo1: H - G
uma imersao.

Dados um grupo de Lie G com multiplicagdo m : G X G — G e g € G, definimos a
translagdo a esquerda Ly : G — G como a aplicagdo Lg(-) = m(g,-). Evidentemente, L, é suave
e tem qu como inversa, de sorte que ela € um difeomorfismo de G. Da mesma forma, definimos
a translagdo a direita Ry : G — G como a aplicagdo Ry (-) = m(-,g). Como com translagdes a
esquerda, mostra-se que R, € um difeomorfismo de G.

A dlgebra de Lie de um grupo de Lie G, denotada Lie(G), é o subconjunto de X(G)
formado pelos campos suaves X tais que (Lg).(X) = X para todo g € G. Nesse caso, diz-se que

X € um campo invariante a esquerda em G.
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Se e é aidentidade de um grupo de Lie G, é possivel provar que os campos X € Lie(G)

sao aqueles tais que, para algum v € T,G, tem-se

Xo = ((Lg))e(v), (2.6)

para todo g € G. Essa caracterizagdo de Lie(G) permite identificar Lie(G) e T,G.
Por outro lado, o resultado fundamental sobre a dlgebra de Lie de um grupo de Lie é

o objeto do seguinte

Teorema 2.7. A dlgebra de Lie de um grupo de Lie G é fechada para o colchete de Lie de campos

de vetores. Em simbolos, se X,Y € Lie(G), entdo [X,Y] € Lie(G).

Dado um grupo de Lie G, definimos uma subdlgebra de Lie de Lie(G) como um
subespago vetorial h de Lie(G) fechado para o colchete de campos de vetores. De posse desse

conceito, temos o seguinte Teorema de realizacdo de subgrupos de Lie.

Teorema 2.8. Se G é um grupo de lie e 4 é uma subdlgebra de Lie(G), entdo existe um tnico

subgrupo de Lie em G cuja a dlgebra de Lie € b.

Para os propdsitos dessa dissertacdo, a classe de grupos de Lie de nosso interesse é

isolada na seguinte

Definicao 2.9 (Grupo Riemanniano). Um grupo de Lie G, munido com uma métrica Riemanni-
ana, € um grupo riemanniano se L, € R, forem isometrias, para todo g € G. Nesse caso, diz-se

também, alternativamente, que a métrica Riemanniana de G € biinvariante.

Se G é um grupo riemanniano, e X,Y € Lie(G), entdo, para g € G, segue de (2.6)

que

<X7Y>g = <((Lg)*)e(Xe)a ((Lg)*)e(ye)>g = <Xane>-

Assim, a fungdo g — (X,Y), € constante.
E possivel mostrar que uma métrica Riemanniana (-,-) em um grupo de Lie G é

biinvariante se, e sO se, ela satisfaz a identidade de Weyl:
(X,Y],Z2) = (X,[1,Z]), 2.7)
para todos X,Y,Z € Lie(G).

Teorema 2.10. Se G é um grupo riemanniano e X,Y € Lie(G), entdo VxY = Z[X,Y].
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Demonstragdo. Para X,Y,Z € Lie(G), a formula de Koszul para a conexdo de Levi-Civita,
juntamente com a constéancia das fungdes g — (X,Y),, g — (¥, Z)s e g — (X,Z), e a identidade

de Weyl, dao

2<VxY,Z> :X<Y,Z> —|—Y<Z,X> —Z(X,Y> — <[Y,Z],X> + <[Z,X],Y> + <[X,Y],Z>
= _<Y7 [Z7X]> + <[Z7X]>Y> + <[X7Y]7Z>

= ([X,Y],Z).
Portanto,
(2VxY — [X,Y],Z) =0
para todo Z € Lie(G) e, dai, para todo Z € X(G). Mas ai, segue que 2VxY — [X,Y] = 0. O

Se G é um grupo de Lie, o centro de sua dlgebra de Lie é o conjunto dos Y € Lie(G)
tais que [X,Y] = 0 para todo X € Lie(G).
Segue imediatamente do Teorema anterior que, se Y estiver no centro da dlgebra de

Lie de um grupo riemanniano, entéo Y é paralelo. Realmente, para X € Lie(G), tem-se
2VyxY = [X,Y] =0,

de sorte que VxY = 0 para todo X € Lie(G) e, dai, para todo X € X(G). Portanto, VY = 0.

Mais geralmente, temos a seguinte consequéncia do Teorema anterior.

Corolario 2.11. Em um grupo riemanniano, os elementos da algebra de Lie sdo campos de

Killing de comprimento constante.

Demonstragdo. Se G é um grupo riemanniano e Y € Lie(G), ja sabemos que (Y,Y) é constante

em G. Entdo, para X,Z € Lie(G), segue do Teorema anterior e da identidade de Weyl que

<VXY>Z> + <X7VZY> = %(<[X7Y]7Z> + <X7 [Z7Y]>) = %(<X> [YvZD - <X7 [Y7Z]>> =0.

Assim, (VxY,Z) 4+ (X,VzY) = 0 para todos X, Z € Lie(G) e, dai, para todos X,Z € X(G). Logo,
Y € um campo de Killing de G. ]

2.6 Submersoes Riemannianas

z

Se f: M"™ — M" é uma submersio, ou seja, fi« € sobrejetivo em todos os pontos, e
p € M, dizemos que F, := f~'(p) é a fibra de f sobre p. A forma local das submersdes garante

que F), é uma subvariedade mergulhada de M, de dimenséo m — n.
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Para p € F), temos que T5F), = ker((f:)5 : TsM — T,M). O complemento ortogonal
(T3Fy)* de T3F, em T;M é denominado o subespago horizontal de M em p. Como (f) :

T;M — T,M ¢é sobrejetiva, Algebra Linear elementar garante que
(£l et (ToFp) ™ = ToM (2.8)

¢ um isomorfismo de espacos vetoriais entre o subespago horizontal de M em p e o espaco
tangente 7,M.

Se f: M" — M" é uma submersio e X € X(M), entdo, para cada p € M, existe um
dnico vetor Y5 € (T5F),) " tal que (fi)5(¥5) = X,. Isso define um campo Y em M, denominado o

levantamento horizontal de X, e pode-se mostrar que Y € suave.

Definicao 2.12. Uma submersao f : M" — M", entre variedades riemannianas M e M", é

Riemanniana se a aplicagdo (2.8) for uma isometria, para todo p € M.

Se f:M" — M" for uma submersio Riemanniana e Y € X(M) for o levantamento

horizontal de X € X(M), é claro que ||Y||= || X||.
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3 O PRINCIPIO DO MAXIMO

Seja M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e ndo compacta de
dimensdo n. Denotamos por B(p,t) a bola centrada em p e de raio r. Como M é completa, temos
que exp,, tem como dominio todo o 7}'; logo, € fécil ver que a fronteira de B(p,t) estd contida
em exp p(S"_l ), portanto, tem medida nula. Assim, Vol(B(p,t)) existe para todos p e .

Dada uma fungdo a : (0,+o0) — (0,4c) , dizemos que M tem crescimento de

volume como & em p quando Vol(B(p,t)) = O((t)).

/!
Teorema 3.1. Se o € C! é tal que limsup %) = L < +oo entllo se M tem crescimento de volume
t—+oo

como o em um ponto p, entdo ele tem crescimento de volume como & em todo ponto.

Demonstracdo. Sejaq € M e d =d(p,q), devemos mostrar que

lim Vol(B(p,t)) 0% im Vol(B(g,1))

MR a) e

Para isso, observamos que, para t > d, tem-se ¢ € B(p,t). Além disso, se x €

B(q,t —d), entdo
d(x,p) <d(x,q)+d(q,p) < (1 —d)+d =1,

ou seja, x € B(p,1) e, consequentemente, B(q,t —d) C B(p,t). Assim sendo, Vol(B(g,t —d)) <
Vol(B(p,t)).

Portanto,

Vol(B(p,1)) - Vol(B(gq,t —d)) _ Vol(B(q,t —d)) a(t —d)
ot) — o(t) o(t—d) o(t)

ali—d) _ Jlog(a(i—d)~log(a(1))

10 . Pelo Teorema do valor médio, iSso

Agora, vemos que

o (z)

é igual a e ) para algum z; € (r —d,t). Por hipétese, temos que L = limsup /() /c(z),
t—o0
para algum L real, portanto existe T tal que, para todo z > T, tem-se L+ 1 > o/ (z) /ct(z). Assim,

o ()
tomando ¢ > T +d, ocorre que e ~ (1) > e d(L+1)

= C > 0. Consequentemente,

Vol(B(p,1)) _ Vol(B(q,t —d))

>C >0,
o(t) - o(t—d)
paratodot > T +d.
Como tle W = 0, concluimos que

lim Vol(B(q,t —d)) ~ lim Vol(B(q,1))

=0.
t—eo ot —d) t—eo 1)
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Em particular, isso ocorre quando & é um polindmio ou da forma Pt pois, para P(t) polindmio,
tET % = 0, pois o grau de P’ é menor do que o de P; no caso de ¢P’, temos que esse limite &
igual a 3. O
Defini¢iio 3.2. Dizemos que o subconjunto Q de M é estdvel com relagdo ao fluxo de X € X (M)

se ¥;(Q) C Q paratodo ¢ > 0, onde ¥ denota o fluxo maximal de X. Em particular, isso sempre

ocorre para Q = M.

Teorema 3.3. Seja M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e ndo compacta,
e seja X € X(M) um campo vetorial limitado, com || X||< ¢ < 4. Suponha, adicionalmente,
que existe K C M compacto tal que M/K é estdvel com relagdo a X. Tomando f € C*(M) com
(Vf,X)>0em M e div(X) > af em M/K, para algum a > 0, tem-se que:

(a) Se o crescimento de volume de M é polinomial, entdo f <0em M/K.
B

(b) Se o crescimento de volume de M € exponencial, digamos como ePr ,entdo f < o

MJK.

cm

Demonstracdo. Lembramos que, pelo Teorema 2.4, como M é completa e X € um campo vetorial
limitado, seu fluxo {¥, } estd definido para todo ¢ real.

Suponha que exista p € M/K com f(p) > 0. Tomemos o e r satisfazendo que
0 < o < f(p) e B= B(p,r) contida no interior de Ay, = {x € M/K|f(x) > o }. Definamos, para
t >0,

(1) = Vol(¥,(8)) =

v = / Wy,
w,(B) B

Como ¥, é de classe C*, com inversa W_; também de classe C*, concluimos que ¥,(B) é
compacto com interior no vazio, logo, seu volume é positivo e, dai, ¢(¢) > 0.

Como B é compacta, segue da regra de Leibniz que

/ av="2 / \y;(dv):/ 4
t=0 ¥iy+:(B) dr|,_ Wy, (B) ¥, (B) dt

Agora, W} (dV) = a(t)dV, para alguma funcgdo suave 7 — a(t). Tomemos, poi,s em

d

¢’ (o) = 7 ¥r(av).

t=0

uma vizinhanga de p, um referencial geodésico {E;}" ;. Como a(t) = dV (¥ (E1), ..., ¥1x(En)),
podemos escrever W, (E;p) = a-ii(t)qu;t(p), sendo a'’/ (1) = (¥, (Eip), E jw,(p))-
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Definindo a;(t) como o vetor (a'!(¢),...,a™(t)) e usando as propriedade da n-forma

dV , obtemos W) (dV) = det(a;(t),...,a,(t))dV, logo,

d d
0¥ (dV) = Zli—odet(ai(r), .. an(r))aV

= [det(d}(0),a2(0),...,a,(0)) +det(a; (0),a5(0), ...,a,(0))+
... +det(a;(0),a2(0),...,a,(0))]dV.

Para 1y = 0, temos que a; € o vetor candnico e;, pois Wy = 1. Assim,
d
E\,:()‘Pf(dv) = [a'11 (0)+ a’22(0) +..+ a’””(O)]dV.

Agora, calculemos a'#(0). Como a’(t) = (1. (Eip), Eny, (p))» temos que

D D

d
a;(0) = E|I=O<Tf*(EiP>7Ei‘I‘,(p)> = <dt‘Pt*(Eip),EilP,(p)> + (Wi (Eip), EEi‘I‘,(p)>-

A curva em que se estd derivando acima é ¥(p,.), com %‘I’(p,t) = Xg(ps) =
xiEi\P( p.)- Lembrando que tomamos um referencial geodésico em p, ou seja, (VEE;j), =0,
paratodo i e j, vemos que %Ei = xiVEiE i — (). Para calcular %‘I’H (Eip), tomemos uma curva y
tal que ¥(0) = p e 7(0) = E;. Assim,

D D d D d D
Eq]t*(Eip) = E%T(Y(s)’t) = %E‘P(Y(S)J) = %X‘P(y(s),t)'

No ponto s =0 e em ¢ = 0, temos que

D . . . .
X% (r)0) = VE(WE)) = XV Ej+ Ei(x)E; = Ei(x')E}.

Com isso, concluimos que
a;;(0) = E((X,E;)) = (Ve X, E;) + (X, Vi, Ei) = (VEX  Ep),
portanto,

a;(0) =Y (Vg X,E;) =div(X).

-
-

i=1 1

Consequentemente,

o' (10) = [P )V 3.1)

Como & f(%,(x)) = (V.f. X)p, ) > 0. temos que f(%1(x)) > f(Bo(x) = f(x) > @
paratodot >0ex € Ay. Como M/K é estavel pelo fluxo de X, temos que W;(Ay) C Ag.
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A desigualdade div(X) > af, junto com a equagdo (3.1) e o fato que ¥;(B) C
Y (Ag) CAq C M/K, trazem que
0'(1) 2/ afdv > aoc/ 4V = aqd (1),
¥ (B) ¥ (B)
para todo ¢ > 0. Em particular ¢’(¢) > 0 para r > 0, logo, ¢(7) > ¢(0) = Vol(B) > 0. Assim,
¢'(1)

podemos integrar a desigualdade ¥ 0] > aa no intervalo [0,¢] e encontrar que
o(t) > Vol(B)e*™, paratodot > 0. (3.2)

Como ¥,(x) é uma curva ligando x e ¥, (x) e ||X||< ¢, temos

1 t t
d
a0 2(0) < 150 ds = [l [e=te
0 0 0
Portanto, para todo x € B temos
d(p,¥;(x)) <d(¥i(x),x) +d(x,p) <ct+r,

o que equivale a ¥;(B) C B(p,ct +r), para todo ¢t > 0. Isso, junto com a equagdo (3.2), resulta

cm

Vol(B(p,ct +r)) > Vol(¥;(B)) = ¢(t) > Vol(B)e“* vt > 0.

—aar

Substituindo, na férmula acima, s = ct +re C = Vol(B)e ¢ > 0 temos que

Vol(B(p,s)) > Ce“c Vs > r. (3.3)
Suponha que M tem crescimento de volume polinomial. Entdo, a equagdo (3.3) ndo
pode ser verdadeira para todo s > r, logo, nossa suposi¢do inicial de que f(p) > 0 para algum
p € M/K é falsa, ou seja, f <0em M/K.
Por outro lado, se o volume de M tem crescimento como Pt e existe p € M/K tal
que f(p) > %, entdo poderfamos repetir o raciocinio acima, com % < a < f(p), e terfamos

novamente que (3.3) ndo poderia ser verdadeira para todo s > r. Assim, [ < % emM/K. [

Observacdo 3.4. A hipétese de estabilidade de M /K sob o fluxo de X é necessdria, pois, se
M =TR?, podemos tomar X = Vf, onde f é igual a K,,(|x|) em |x| > 1 e K, é a n-ésima funcio

de Bessel modificada de segundo tipo. Recorde que K, € solu¢do da EDO

2y (1) + 1y (1) = (2 +n?)y(t) =0,
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e ¢é estritamente positiva e limitada, com derivada limitada; além disso, para t > 1, tem-se

K/ (t) < 0. Assim sendo, temos que, para |x| > 1

Vi=K,(IX)— Af =K/(]x]) +

K (1x))
x| '

x|

Utilizando que
XK () + 3K (1)) = (1l +n?) K1),

temos

n2
divX =Af = (1+ 1)Kl > (1 +n?) Ky (|x]).

Como X = Vf = K!(|x|) & é radial em R?/B(0,1), é facil ver que o fluxo de X é da forma

x|

¥(p,t)= fp(t)ﬁ. Realmente, basta tomar f,, solugdo da equagio f;, = K, (f»()), com f,(0) =

|p|, a qual existe pelo Teorema de existéncia e unicidade das EDO; como K}, < ¢ < 0 no conjunto

B(0,2)/B(0,1), temos que

t

10~ 1,0 = [ fy(9)ds <te.

0

Tomando |g| = 1, se o fluxo estiver definido para [t| < €, sabemos que, para p suficientemente
préximo, ele também estard definido para |t| < € Assim, fp(g) < |p|— % e, tomando p
com norma suficientemente préxima de 1, conseguimos que ¥(p,%) ¢ R? /B(0,1), ou seja,
ndo é estdvel pelo fluxo de X. Contudo, R? tem crescimento de volume polinomial (pois
Vol(B(p,r)) = r*x), X é limitado com f satisfazendo (Vf,X) > 0em M, e div(X) > (1+n?)f

em R?/B(0;1), com f positiva nesse conjunto. Para mais informagio e demostracdes sobre as

propriedades das solucdes da equacao de Bessel ver [15].
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4 RESULTADOS TIPO-BERNSTEIN PARA HIPERSUPERFICIES

Seja M""" uma variedade Riemanniana munida com um campo de Killing Y. Seja
o:M"— M""" uma imersio isométrica de uma variedade Riemanniana conexa, orientdvel e
ndo compacta M", e a orientemos tomando um campo vetorial normal unitdrio N.

Neste capitulo, usaremos o item (a) do Teorema 3.3 para estudar o comportamento
de ¢. O objetivo principal € estender alguns dos resultados de [1] para o caso em que a segunda
forma fundamental € limitada, substituindo o comportamento de N no infinito por uma estimativa
sobre o tamanho da fung¢do suporte 1 = (N,Y) ao longo de M.

Comegaremos calculando V1. Para isso, seja Ay(.) = —v(_)N o operador de Wein-

garten de @ com respeito a N. Fixados p € M e v € T,M, a férmula de Killing, junto com a

simetria de A no ponto p, nos dao

<VTI7V> = V(n) = <§vNaY> + <N7va>
= —(AN(v),Y ") = (VNY,v)

— <—AN(YT) —VNY, V).

Como isso ¢ valido para todo v € T,(M) e, pela equagdo de Killing, (ﬁNY, N) =0, ou seja,

VY € T,(M), concluimos que
Vn =—Ay(YT)—=VyY. 4.1)

Se Y tiver norma 1, entdo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que 1 < 1,
com a igualdade ocorrendo ao longo de M se, e somente se, Y = N ao longo de M, caso em que
M seria uma variedade integral da distribui¢do (Y)*. Além disso, para p € M e u,v € T,(M), a

férmula de Killing nos permite calcular

(Anp(v),u) = —(Vu,N,u) = —(V,Y,u) = (v,vuY> = —(Anp(u),v).

Como Ay € simétrico, concluimos que Ay = 0, portanto, M € totalmente geodésica em M.
Para o resultado a seguir, recorde que uma variedade Riemanniana com métrica (-, -)

e tensor de Ricci, Ric, € dita de Einstein quando existe uma constante k tal que
Ric = k(,").

Também, dizemos (veja [6] ou [7]) que Y é uma direcdo candnica de @ se Y ' é uma direcdo

principal de Ay.
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Teorema 4.1. Seja M’Hl uma variedade Riemanniana de Einstein, orientada e munida de um
campo de Killing Y unitario. Seja ¢ : M" — M"" uma imersio isométrica de uma variedade
conexa, orientdvel, completa e ndo compacta M" em M , orientada pela escolha de um campo
normal unitdrio N. Suponha que M tem curvatura média contante e segunda forma fundamental
limitada. Se M tem crescimento de volume polinomial, Y € paralelo ou uma direcao candnica de

¢ e a funcdo suporte n = (N, Y) satisfaz a condi¢io de crescimento

> 4.2
M2 AP 2

em M, entio M é uma variedade integral da distribuicdo (Y)*. Em particular, M é totalmente

geodésica em M.

Demonstragdo. Como anteriormente, tomamos 1) = (N,Y). Seja Y | a projegdo ortogonal de Y
em M, edefinaX =Ay(Y")ef=1-n.

Se Y é paralelo, entdio a equagio (4.1) resultaem Vi) = —Ay(Y') = —X. Se Y é
uma direcdo candnica de Ay, digamos AN(YT) —AY " entioa equacao (4.1), juntamente com o

fato de que VY nio tem componente ortogonal e ||Y || = 1, resulta em
(VN,X) = (=X —VyY,X) = —||X||> = (VaY,AYT)

= XIP = AT, ¥) = K|~ 25N, Y)

= - x|

Em qualquer caso, temos que (Vf,X) = || X||*> > 0.

Por outro lado, para qualquer campo de Killing Y, temos
di . - yT T 2
ivyy(X) = —Ricy;(Y ' ,N)+Y (nH)+n|An||",

em que Ricy; e H o tensor de Ricci de M e a curvatura média de @.
De fato, fixado p € M e sendo (ey,...,e,) um referencial ortonormal em uma

vizinhancga de p, geodésico em p e diagonalizando Ay em p, temos em p que

diVM<ANYT) <V65ANYT,e,'> = <_Ve,-VyTN7ei>

I
(ngE

Il
—_

1

1

I
1=
£

h<

_'
<

,ei)N—vyTgeiN— [ei,YT]N’ e,—)

—

<Ae,~,veiYT>

agE

= —Ricy (Y ,N)+Y " (nH) +

1

= —Ricy (Y ,N)+Y " (nH) + (N,Y)|Ay|*.

—
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Como H é constante e M é Einstein, temos que
divy (X) = nAy][*.

Portanto a equacdo (4.2) é equivalente a desigualdade divy,(X) > f em M.

Agora, uma vez que ||Y|| = 1 e Ay é limitado, temos que X é limitado. Como M tem
crescimento de volume polinomial, concluimos, pelo Teorema 3.3, que f < 0 em M. Entretanto,
como f >0, segue que f =0em M e, assim, ¥ = N ao longo de M. Consequentemente, M é

uma variedade integral de <Y>L, logo, € totalmente geodésica. O]

Seja G € um grupo Riemanniano cuja métrica € Einstein, podemos aplicar o Teorema

anterior a G para obter o seguinte

Corolirio 4.2. Seja G"! um grupo de Lie riemanniano cuja métrica é Einstein. Seja ¢ : M" —
G"*! uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana conexa, orientdvel, completa e
ndo compacta M em G, orientada pela escolha de um campo normal unitdrio N. Assuma que M
tem curvatura média constante e que a segunda forma fundamental com respeito a N € limitada.
Assuma também que existe um elemento ndo trivial Y € Lie(G), que pertence ao centro de
Lie(G) ou é uma direcdo principal de ¢. Se M tem crescimento de volume polinomial e a fungdo
suporte 1 = (N, Y) satisfaz (4.2), entdo M é uma classe lateral de um subgrupo de Lie de G de

codimensao 1.

Demonstragdo. O Teorema 4.1 afirma que M é uma variedade integral da distribuicio (Y)* e é
totalmente geodésica em G. Como a distribuicdo (Y)* é gerada por campos vetoriais invariantes
a esquerda, temos que, para p € G e g € Im(¢), a variedade imersa L,,~10¢ contem pe ¢
claramente uma variedade integral com respeito a (Y'). Assim, essa distribuigio é integravel.

Consequentemente, se X,Z € (Y )L e p € G, entdo, tomando uma variedade integral
M’ passando por p, temos que [X,Z], € T,(M') = (Y >If Assim, (Y)* é involutiva, e os elementos
da dlgebra de Lie que sdo perpendiculares a Y formam uma subdlgebra de Lie(G). Pelo Teorema
2.8, existe um subgrupo de Lie H de G, que passa pela identidade e tem Lie(G) N (Y)* como
dlgebra de Lie. Em particular, o espaco tangente de H é gerado por (Y.

Se M’ contiver a identidade, entdo ambos H e M’ sdo variedades integrais da distri-
buicdo (Y)*. Pelo Teorema de Frobenius e pela conexidade de M’, tais variedades coincidem.
Em geral, se g € M’, entdo o argumento acima garante que L,-1(M') = H e, dai, M’ = gH. Em
particular, Im(¢) = gH, de sorte que M é igual a uma classe lateral de H, que tem codimensao

1. [l



28

O préximo Coroldrio aplica o Teorema anterior ao caso em que temos uma hipersu-
perficie com curvatura média contante em R"*!. Isso pode ser visto como uma extensio parcial
de um famoso resultado de Schoen, Simon e Yau ([14] ou [16]) para o caso de curvatura escalar

limitada.

Corolario 4.3. Seja M" uma variedade Riemanniana conexa, orientavel, completa e ndo com-
pacta, com curvatura escalar limitada e crescimento de volume polinomial. Assuma que
@ : M" — R"! ¢ uma imersdo com curvatura média constante, e seja N um campo veto-
rial normal unitdrio ao longo de M. Se existe um vetor unitdrio ¥ em R"*! tal que n = (Y, N)

satisfaz (4.2) ao longo de M, entdo M é um hiperplano ortogonal a Y.

Demonstragcdo. Se Ay € o operador de Weingarten relativo a N, temos pela equacdo de Gauss

que
(R(X,Y)Z,T)=(R(X,Y)Z,T)— (B(X,Z),B(Y,T))+ (B(X,T),B(Y,Z)).
Notando que

(B(X,Z2),B(Y,T)) = ((B(X,Z),N)N,(B(Y,T),N)N)

= <AN(X)7Z><AN(Y)7T>
, e calculando (B(X,Y),B(Z,T)) de forma anédloga, obtemos
(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (An(X),Z){(AN(Y),T) + (An(X), T)(ANn(Y),Z).

Como Ay € autoadjunto, o Teorema Espectral garante a existéncia de uma base
ortonormal (z1,...,2,—1) formada por autovetores. Assim, existe A; € R tal que (An(z;),z;) =
Ai(zi,zj), paratodos 1 <i,j <n—1. Tomando X =Z =z;e Y =T = z; e lembrando que em

R+ tem-se R = 0, segue que

0 = (R(zi,zj)zi,zj) — Aidj+ Aid;6; ).

Somando ambos os lados para todos os i, j possiveis, obtemos

0= Z (zirz))ziszj) — Z/l +le—n 1)R— n2H2+|A |2.
Assim,

An|> = n*H?* —n(n—1)R,
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em que R é a curvatura escalar de M e H € a curvatura média de ¢ com relacdo a N. Entdo, como
R € limitada e H € contante tem-se que Ay € limitada.

Olhando R" como um grupo, munido com a operacao usual de soma de vetores, é
facil ver que R"*! é Einstein e que o campo vetorial constante ¥ estd na centro da dlgebra de Lie.
Assim, basta aplicar o Corolério 4.2 a ¢ (M) para concluir que M € a transla¢do do subespago

vetorial ortogonal a Y. [

Agora, estenderemos o Teorema 4.1 para o caso de curvatura média de ordem maior
que 1. Como anteriormente, tomemos uma imersao isométrica ¢ : M" — M"™ de uma variedade
Riemanniana conexa e orientavel em uma variedade Riemanniana orientada, e orientemos M
pela escolha de um campo vetorial normal unitdrio N, com operador de Weingarten associado
Ap.

Seguindo a Seg¢do 3 de [2], define-se a r-ésima transformagao de newton 7, : X(M) —
X(M), recursivamente, por To =1 e T, = S,] — ANT,— para 1 <r < n, onde I é o operador
identidade e S,(p) € a r-ésima soma simétrica elementar dos autovalores de Ay ,.

Por inducio, temos que
T, =S80 —S, 1AN+ ...+ (= 1) 1S140 1+ (= 1) AL

Em particular 7;, = P4, (Ay), onde Py, € o polindmio caracteristico de Ay; portanto, 7,, = 0 pelo
Teorema de Cayley-Hamilton.

Como Ay € diagonalizavel e 7, € um polindmio de Ay, temos que toda base que
diagonaliza Ay também diagonaliza T,. Além disso, por indugdo € facil ver que se A; sdo 0s
autovalores de Ay, entdo a matriz diagonalizada de T, é

Tr(ij) - Z Al'l...lir.

i1 <o iyl 70

Realmente, assumindo a validade da férmula acima para 7,., basta calcular:

Tri1(ii) = Sl (i) — (ANT) (i)

= L ki, = AT

i] <...<i,~+|
= Y M-k Y A
i1 <o <dpy ki <...<kyki#j

D YT

i1 <. <dpy 7ij§£i
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A partir desse fato, conseguimos estabelecer as seguintes férmulas, para 1 < r < n:
(a) tr(T;) = (n—r)S,.
(b) tr(ANT,) = (r+1)S,41. (4.1)
(¢) tr(AX T, 1) =818, — (r+1)S,11.
De fato, calculando
n
Y[ Y .l
J=1 \i1<...<ip,ii#j

percebemos que o termo A;,...4;,, com i} < ... < i, se repete exatamente n — r vezes. Calculando

ANT i ( Z A«jlil---ﬂfir) R

i1<...<ir,l','75j

otermo A;,...A4; ,,comij < ... <i,.1, se repete exatamente r + 1 vezes. Por fim, calculamos

Ir+1°

tr(A3T,_,) = Z( y z}zil...z,-rl)

i< <lp_1,5iF#]

y < Y A ll,>

i1<oe.<lp \JE(i1yeemsiy)
— Z A‘i]"'ﬂ’ir ( Z A’])
i1<...<iy jE(ily'wir)

:< Z Ail-nlir)Sl_ Z Z )leil-ukir

i1<...<i,- l'|<...<l.rj¢(i17__,7ir)

=5851— ), ( Y /ljxil...xir>
Jg(

i1<o. <y \J&(i1yeeerir)

=881 —(r+1)Sy41.

Em particular, pondo r = 1 nas relacdes acima, obtemos
tr(Th)=(n—1)S; =(n—1)H,
e
Ay |* = tr(A%) = ST —28,.

Agora, tome um campo de Killing ¥ em M e denote por Y | a a projecio ortogonal

deYemM. E possivel demonstrar a seguinte férmula (ver formula (8.4) de [2]), para 0 < r < n:

div(T,Y ") = (diva(T},),Y) + tr(ANT}) (N, Y), (4.2)
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em que div(7;) é o campo em M dado por
divy (T;) = tr(VT}). (4.3)

Também pode-se mostrar (veja o Lema (3.1) de [2]) que, se (ej,...,e,) é um referen-

cial ortonormal local em M, entao

ron )
(divp (), V) = Y Y (RN, T,_1e1)ei Al V),
J=li=1

~.

em que R € o operador de curvatura de M. Em particular, se M tem curvatura seccional constante,
entdo a férmula acima garante que divy(7,) = 0 em M.

Agora precisaremos do seguinte resultado.

Lema 4.4. Nas notagdes da discussdo acima, se M tem curvatura seccional constante e Y é um

campo de Killing, entdo, para 0 < r < n, temos que
divays(ANT Y T) = (VS Y 1) +tr(AX T, )(N,Y).
Demonstragdo. Como AnT,—1 = S,I —T,, temos que:

divas(ANT, 1 YT = divy (S, ¥YT) — divy (T,Y7)
= (VS Y1) +8,divyy (YT) — divy (T,YT).
Levando em conta que divys(7,) = 0 e utilizando as equacdes (4.2) e as relagdes (4.1), vem que

divy (ANT,—1 Y ) = (VS,,Y 1) + S, tr(AN)(N,Y) — tr(ANT; ) (N,Y)

(VS Y1)+ (818, — (r+1)S,41)(N,Y) (4.4)

= (VS Y )+ tr(A% T 1 )(N,Y).

Estamos finalmente em condi¢des de generalizar o Teorema 4.1.

Teorema 4.5. Seja M uma variedade Riemanniana orientada, com curvatura seccional constante
e munida com um campo de Killing ¥ de norma unitédria. Seja ¢ : M" — M""! uma imersio
isométrica de uma variedade conexa, orientdvel, completa e ndo compacta, orientada pela escolha
de um campo normal unitdrio N. Assuma que a segunda forma fundamental de ¢ € limitada, que

T,—1 é ndo negativo e que tr(7}) é constante em M, para algum 1 < r < n. Se M tem crescimento
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de volume polinomial, Y é paralelo ou uma dire¢do candnica de ¢ e a fungdo suporte 1 = (N,Y)

satisfaz

1
>
n= tr(A3T,—1) + 1

4.5)

em M, entio M é uma variedade integral da distribui¢io (¥)*. Em particular M é totalmente

geodésica em M.

Demonstragcdo. Tomando novamente f = 1 — 1, temos f > 0, com igualdade se, e somente se,
N =Y ao longo de M. Seja X = AnT,_ Y.

Como na prova do Teorema 4.1, se Y é paralelo, entdio Vi) = —AyY7. Se Y é
uma direcdo candnica de ¢, entdo, pelo fato de 7,_; ser um polindmio em Ay, temos que

ANT,_1YT = puYT para uma fungio u em M. Como anteriormente,
(VI,X) = (—ANY T = VY, X)

= —(ANY TLANT,_ Y ) — (VaY,uy ")

= — (YT AT, Y ) — u(VyY,Y)

= —(AYT, YT, YT),

onde, na tltima igualdade, utilizamos o fato de que VyY ndo tem componente ortogonal e

||Y|| = 1. Entdo, em qualquer um dos casos acima, temos
(VF,X)=—(Vn,X) = (AXT,_ ;Y ", Y T).

Como 7,_; € autoadjunta e ndo negativa, ela tem uma raiz quadrada Q,_1, a qual

também comuta com Ay. Assim, Q,_1 € autoadjunta e, a partir dos cdlculos acima, obtemos
(VF,X) = ((ANQ,1)?Y T, Y T) = (ANQr- )Y T, (ANQ,1)Y )
= (ANQr—1)Y T, (ANQr—1)Y 1) = [|[ANQ, 1Y T[> > 0.
Por outro lado, como ¢7(7;) é constante, temos que S, é constante, portanto a equagio
(4.4) implica

divy(X) = tr(A3 T 1 )(N,Y).

Portanto, a equacao (4.5) é equivalente a divy(X) > f em M.
Como Ay € limitado em M (pois a segunda forma fundamental é limitada em M),

temos que Ay7,_; também € limitado em M (pois 7,—; € um polindmio em Ay). Entdo, a partir
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de ||Y|| = 1, concluimos que X = AnT,_1Y T ¢ limitado em M. Como M tem crescimento de
volume polinomial o Teorema 3.3 implica que f < 0 em M, e o resto segue como na prova do

Teorema 4.1. L]
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5 SOBRE A EXISTENCIA E O TAMANHO DE SUBVARIEDADES MINIMAS

’ . s . =m , .
Ao longo de todo este capitulo, a menos que se diga o contrdrio, M~ € uma variedade
Riemanniana m-dimensional com métrica g = (-, -) e conexao de Levi-Civita V. Lembramos que

um campo vetorial Y é conforme, com fator conforme ¢ € C*(M), se

2y () = 293.

Proposicio 5.1. Se Y é um campo vetorial conforme, com fator conforme ¢ € C*(M), entdo,
para todo Z € X(M), temos que (V2Y,Z) = ¢(Z,Z). Em particular, o divergente de ¥ é dado por
divy;Y = mg.

Demonstragdo. Sendo 0 o fluxo de Y, temos que
—_ — . 1 k— —_
2¢(P)gp<zp>zp) = gp(gxzp»Zp) = }g%;(ez 86(p,1) _gp)(zpazp)

. 5
= lim —(gg(p7[)(9t*zpu et*zp) - gp(ZP’ZP))'

t—0t
Sendo yuma curvatal que y(0) =pe %}/(s) =Z(y(s)), e definindo g(t,s) = 6,(y(s)),
temos
N _ D _
}%;(ge(p,t)(@*zm 6-Zp) —8,(Zp,2p)) = ar t:()g(et*zpv 6+Zp)
D d d
=—| 38(=| 6 —| 0
i t:og(ds -, (V(s)), ds| _, H((s)))
D d
=28,(Zy,|—— .
8(Zp: 36 (¥()) (0,0)]
Por fim, basta observar que
D d D d
—20/(7(9)(0,0) = — |i-o( 2 61(¥(9))(0,5))
D
= 2 ls=o(Y (¥(5))) = Vay ) Y = (VzY),.
Agora, a expressao para o divergente de Y € imediata. 0

Precisaremos também do seguinte

Lema 5.2. Sejam M uma variedade Riemanniana com métrica g = (-,-) € ¥ um campo conforme
7 F M , . ~ . L. .
em M, com fator conforme ¢. Se ¢ : M" — M~ com m > n, € uma imersdo isométricae X = Y|1T/1

€ a projecdo ortogonal de Y em M, entdo:
divag(X) = n(s + (Yo, H)), (5.1)

onde ﬁ € o vetor curvatura média de ¢.
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Demonstracdo. Fixe um referencial ortonormal (ey,...,e,) em um aberto U de M. Tomando
[ = m —n e diminuindo o aberto U, se necessario, podemos tomar um referencial ortonormal
l
(N1,...,N;) para X(U)*. Portanto, X =Y — ¥ (Y,N;)N;em U.
i=1

Sendo V a conexdo de Levi-Civita em M, segue que

divy(X) = i<veiX7ei> = i(ﬁeiX,el)
i=1 i=1
no_ no L _
— ZI<V61Y761> — Zl Z]<Vei<YaNj>Njaei>
= =1j=
l no__
= n¢) — Z <Y,NJ> Z<Ve,Nj7el>

~
I
I
_

Denotando por A; o operador de Weingerten de ¢ na dire¢do N;, temos que:

]

Continuando com a discussdo de alguns fatos preliminares, seja BX outra variedade
Riemanniana, 77 : M — B uma submersdo Riemanniana e Z € X(B), com levantamento horizontal
Z. Dada uma funcdo suave h : B — R, denotemos h=hom:M—R.

Denotemos por Dh o gradiente de 7 em B e por Vho gradiente de hem M. Seja,
ainda, K = Dh é o levantamento horizontal de Dh.

Para W € N(,), ocorre que

(Vh,W)y =W (h) =W (hom) = m(W)(h) =0,

ou seja, Vh € N(m,) L. Além disso, para V € N(m,)* temos que

(Vi,V) =V(h) = V(hor) = m.(V)(h) = (Dh, (V) = (m(K), (V) = (K, V).

Consequentemente, Vh=K = f)vfz
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. ——m . - . L. ~
No contexto acima, se ¢ : M" — M for uma imersdo isométrica, tomemos f = ho @.

Se Vf denota o gradiente de f em M, entdo podemos mostrar, de forma andloga, que
Vf=(Vh) = (Dh)". (5.2)

Agora, assumamos que exista uma fungao suave g : B — [0, 4-o0) e um campo vetorial

Y € X(M) tais que

Vh=3Y.

Entdo com f como acimae X = (Y|M)T, arelacdo (5.2) da-nos V f = g X, logo,

(Vf.X) = gmlIX|* > 0. (5.3)
Além do mais, se Y for conforme com fator conforme ¢, entdo segue de (5.1) que
divir(X) > af <= Qs+ (Yo, H)) > aliy. (5.4)

Em particular, isso é automaticamente verdadeiro se ¢ for minima e n¢ > ah ao longo de M.

Estamos finalmente em condi¢des de enunciar o resultado principal deste capitulo.

Teorema 5.3. Sejam 7 : M — B uma submersio Riemanniana e Y € X(M) um campo conforme
com fator conforme ¢. Suponha que existam fungdes suaves g: B— Re h: B — (0,+) tais
que Vh = gY. Seja ¢ : M" — M" uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana
orientada, completa e ndo compacta em M, tal que gy > 0, njy, > az‘ m € [[Yull < c, para
alguma constante positiva c. Assim:
(a) Se M tiver crescimento de volume polinomial, entdo ¢ nio pode ser minima.
(b) Se M tiver crescimento de volume exponencial, digamos como eﬁ’, e ¢ for minima, entio
E|M < %
Demonstragdo. A maior parte do trabalho ja foi feito na discussdo anterior: se f = %‘ M €
X = (Y‘M)T, temos que [|X|| < [Vl < c e, de (5.3), (Vf,X) > 0em M. Além do mais, se ¢
for minima, entdo (5.4) e nossas hip6teses implicam que divy(X) > af em M. Agora, conside-

raremos separadamente os casos (a) e (b):

(a) O Teorema 3.3 afirma que f < 0 em M, o que € uma contradicao, pois 4 € positiva em B.

(b) Segue imediatamente do Teorema 3.3.
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Especializemos o resultado anterior a produtos warped.

Mais precisamente, tomamos uma variedade Riemanniana (m — 1)-dimensional
¥=1 com métrica do2, e um intervalo aberto / C R, munido com a métrica usual d¢2. Definimos
M" =X x I, e denotamos por 7y : M — X e 7y : M — I as projecdes candnicas. Se /i : I — (0, +oo)

¢ uma fungdo suave e h = hom : M — I, ento
g :=h’midc* + midi®

¢ uma métrica em M. Munido com uma tal métrica, dizemos que M é um produto warped

(torcido, em Inglés) de X e I, com fungdo warping h. Resumimos essa construcio escrevendo

M:ZX”EI.

Como T, é ortogonal a T,X em relagdo a g, temos que 7 : M — I é uma submersdo
Riemanniana.
Denotemos por d; 0 campo vetorial canénico em [ e por d; seu levantamento hori-

zontal a M. Se
Y - ,l:l/ét,

afirmamos que Y € um campo conforme com fator conforme ¢ = .

Realmente, se 6 é o fluxo de Y, entdo 0((p1,t1),t) = (p1,t1 + 51,(¢)), onde sy
é solugdo da EDO com valores iniciais h(p1,s;, () = h(s;, (t)) = s1,(t) e 51,(0) =11 sendo
s(t1,t) = s,(;) uma fungdo suave satisfazendo que s(s(t1,%2),t) = s(t1,¢ +1,). Calculemos 6. no

dy

ponto (p1,t): parav € T, (X), tomemos uma curva Y tal que ¥(0) = py e 77 (0) =v. Assim, a

curva (y,t1) passa por (pi,t;) com velocidade (v,0), de forma que

01 (0) = 1108, (1(5),1) = - (7(5).50 (1)) = (50),

Além disso, temos que

d d
Gt*(O,k) = a@,(pl,ﬁ +Xk) = d

d
—x(pl,s(tl +xk,t)) = (0, as(z‘l +xk,t)).

Como / > 0, temos que s;, € invertivel; portanto,

d _ d _
(t; +xk,1) = Ecs(s(tl,s,1 Yty +xk)), 1) = 55(’17”“% Yty + xk))

i (s(n, t))s; 10) _h ;/((l‘tlla)ﬁ)’

-/
X
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logo,

W (s(t1,1))
W(t)

Agora, podemos calcular a derivada de Lie da métrica no ponto (py,#;):

(el*(v7k))(p17t1) = (V7k )

Sy (WPrido? x ) (dn))(vi, k), (va, ko)) =
= nml[(%%;d& X T (d0)) (0 (v1, k1), B (v, k2 ) — (P mid 6 x 71 (d1)) ((vi, k1), (v, k2))]

t—0t
W (s(t,1)

= lim Zz(tl +t)d62(v1,V2) + kiky —Zz(tl)dcz(vl,vz) —kiko
1—0 H(t)

, 2
=2do?(vi, ) (1) +1im %klkz [(%) - 1]

=2dc? (v, v2)h" (t1) + 2ki kol (11)

= (2h(hdc® +d1*)(, 1)) (v1,K1), (v2,k2)),

conforme afirmado.

. / ~
Além disso, se g = %, entao

Vh=#dt = ghot = gY. (5.5)

comg=gom:M—R.
De posse dos fatos discutidos acima, podemos enunciar € demonstrar a seguinte

consequéncia do Teorema anterior.

Corolario 5.4. Seja M = X x; I um produto warped. Tomamos uma imersio isométrica @ :
M" — M", de uma variedade Riemanniana conexa, orientdvel, completa e ndo compacta M" em
_m -~ n~/ -~ ., .
M", tal que h < Zh' e h < c em @(M), para alguma constante positiva c.

(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M nio pode ser minima em M.

(b) Se M tem crescimento de volume exponencial, digamos como Pt , € M é minima, entido

B >a.

Demonstragcdo. Definindo Y = hot e g= %/, sabemos que Y é conforme, com fator fator con-
forme ¢ = I, e (5.5) implica que Vh = gY. Além do mais, nossas hipdteses garantem que
g>2>0,n¢— ah>0e¢ |Y| < cem M. Assim o item (a) é uma consequéncia imediata do
Teorema 5.3.

Quanto ao item (b), assuma, por contradi¢do, que B < a. Entdo, concluimos do
B

a

Teorema 5.3 que h<®em @(M). Como > 0 temos que B > 0. Assim, podemos aplicar o
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k=)

~ 2
item (b) novamente, mas dessa vez com % no lugar de c, para concluir que 2 < ¢ (E) em @(M).

~ !
Repetindo esse processo, concluimos por inducdo que, para todo / natural, vale h < ¢ (%) em

@(M). Se fosse 0 < B < a, teriamos [ai < 1; entdo, fazendo [ — +oo, ficariamos com

1
h< lim ¢ (E) =0
IS+ \ @
em ¢(M), o que é um absurdo. Logo, > a. O

Fechamos este capitulo analisando dois casos particulares do Coroldrio anterior.

Corolario 5.5. Sejam (X! ,do?) uma variedade Riemanniana (m — 1)-dimensional e M =
¥ %, (0, +e0) o produto warped correspondente a fungdo warping h(t) =t. Seja ¢ : M" — M uma
imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana conexa, orientdvel, completa e ndo compacta
em M, tal que @(M) C X x (0,R), para algum R > 0.

(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo ¢ ndo pode ser minima.

(b) Se M tem crescimento de volume exponencial, digamos como Pt e ¢ € minima, entao

n
Rzﬁ.

Demonstragcdo. Observe que nas notagdes do Coroldrio anterior, h=teh =1. Logo, h< gﬁ’ e
h <cemM,coma= 1% e ¢ = R; Entao, o o Corolario 5.4 implica o item (a) e também o item

(b), pois B > % é o mesmo que R > % O

O resultado anterior se aplica, em particular, ao caso de imersdes isométricas limita-
das no espaco euclidiano. De fato, seja ¢ : M" — R uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana conexa, orientdvel, completa e ndo compacta em R™, tal que ¢(M) C B(0,R), para
algum R positivo. Tomando qualquer § > R e compondo ¢ com uma translacdo (que depende
de S), se necessério, podemos supor que (M) C B(0,S) e 0 ¢ @(M). Agora, olhando para
R™\ {0} como o produto warped

R™\ {0} =S™1 %, (0, 4o0)
(por meio da isometria ¢ (v,7) = vr), observamos que a imersdo isométrica
@:M—R"/{0} =S""1x,(0,+)

é tal que (M) C S ! x (0,S). Assim sendo, pelo Coroldrio 5.5, com S"~! fazendo o papel de

(X,do?), concluimos que, se M tem crescimento de volume polinomial, entdo ¢ nio pode ser
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minima; por outro lado, se M tem crescimento de volume exponencial, digamos como ePre oé
minima, entdo S > % Mas, como isso ocorre para todo S > R, temos que R > %
Para o que segue, recorde que o Laplaciano de uma fungio u : M — R de classe C?

¢ o divergente do gradiente de u.

Definicao 5.6. Uma variedade Riemanniana M € estocasticamente completa quando, para toda
funcdo u : M — R de classe C? com u* := sup,, u < +oo e todo y < u*, tivermos

infAu <0,

Qy

onde Qy = {x € M : u(x) > y}.

Nesse contexto, estimativas para o limite inferior para a curvatura média de uma
imersao isométrica limitada sdo bem conhecidas e validas sob a hipétese de completude esto-
castica (veja, por exemplo, a proposicao 5.2 de [3]). Nesse ponto, € interessante mencionar
que uma variedade Riemanniana satisfazendo certas condi¢des de crescimento de volume €
estocasticamente completa. Mais precisamente, em [9] (veja também o Teorema 9.1 em [8]) A.

Grigor’yan provou que toda variedade Riemanniana completa satisfazendo

« t
————dt =+
/ logV (1) +

¢ estocasticamente completa. Aqui, V (¢) denota o volume da bola geodésica de raio e com um
centro fixado. Em particular, essa condi¢ao € satisfeita quando M tem crescimento de volume
exponencial quadratico (isto €, como eﬁtz). Contudo, uma das vantagens do Corolério 5.4 é
que ele se aplica ao caso de produtos warped como espaco ambiente, sem nenhuma suposi¢cao
geométrica sobre (X,dc?).

Nesse sentido, tomando a fungdo warping /(7)) = €' obtemos o seguinte

Corolario 5.7. Seja (£,do?) uma variedade Riemanniana de dimensdo m — 1 e seja M = X xR
o produto warped correspondente a fungio warping h(t) = ¢'. Seja ¢ : M" — M uma imersio
isométrica de uma variedade Riemanniana conexa, orientavel, completa e ndio compacta M em
M, tal que @(M) C X x (—oo,b), para algum b real.

(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo ¢ ndo pode ser minima.

(b) Se M tem crescimento de volume exponencial, digamos como P , € ¢ € minima, entdao

B >n.
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Demonstracdo. Nesse caso, temos fz(t) =N =¢', de sorte que, nas notacdes do Teorema 5.3,
temos 71 < i’ em M para a = n. Além do mais, a condigdo de que ¢(M) C £ x (—oo,b) para
algum b real é equivalente a 4 < ¢ em M para algum ¢ positivo. Portanto, o resultado segue como

consequéncia do Teorema 5.3. [

Ainda em relacdo ao Coroldrio anterior, tomando (X,dc?) como R™~! e olhando

para o espaco hiperbdlico como o produto warped
H" = R" ' xR,

em que ¢ é a fungio coordenada padrio de R, vemos que os conjuntos R”~! x {¢} sdo as
horoesferas. Assim, o resultado anterior vale para imersdes isométricas em horobolas Rm1
(—oo,t) de H™.

Como no caso Euclidiano, limites inferiores para a curvatura média assumindo
completude estocdstica ou uma limitagcdo apropriada sd@o conhecidos para imersdes isométricas
em horobolas (Veja por exemplo [13] e, mais recentemente, [4]). Contudo, novamente, uma dos
vantagens de nossos resultados é que eles nao se aplicam somente a imersdes isométricas no
espaco hiperbélico, mas sim a produtos warped com fungdo warping h(f) = ¢’ e sem nenhuma

suposi¢io geométrica quanto a (X,dc?).
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6 CONCLUSAO

Nesse trabalho vimos diversas aplicacdes e consequéncias do principio do méximo
relativo ao crescimento de volume, sendo notdvel a diversidade de dreas em que ele se aplica,
como em resultados tipo-Bernstein, hipersuperficies com curvatura média constante, grupos de
Lie e produtos warped ficando claro a importancia do estudo do crescimento de volume para a

constru¢do do conhecimento sobre a geometria Riemanniana.
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