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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo a introdu¢do dos principais quantificadores e detectores
de emaranhamento em sistemas quanticos bipartidos. Para isso, fez-se necessdria a introdugao
de alguns conceitos bdsicos, tais como: Matriz densidade, entropia de Von Neumann, operagoes
LOCC, entre outros. Posteriormente, foi realizada a definicdo para o emaranhamento de um
sistema quantico, no contexto da Teoria da Informacao Quéantica. Além disso, discutiu-se
acerca dos quantificadores e detectores de emaranhamento, seus requisitos, suas definicoes,
limitagdes e aplicacdes. Por fim, foi possivel encontrar o valor méximo no célculo da entropia de
emaranhamento de um estado puro maximamente emaranhado e determinar o intervalo em que

um estado de Werner é emaranhado efetuando a aplicacdo do Critério de Peres-Horodecki.

Palavras-chave: quantificador de emaranhamento; critério de separabilidade; emaranhamento;

informacdo quantica.



ABSTRACT

This article has the goal of introducing the main quantifiers and entanglement detectors in
bipartite quantum systems. In order to do that, it was necessary to introduce a few basic concepts,
such as: Density matrix, Von Neumann entropy, LOCC operations, among others. Afterwards,
a discussion was made about a quantum system’s entanglement, its requirements, definitions,
limitations and applications. Finally, it was possible to find the maximum value in the calculation
of the entropy of entanglement for a maximally entangled pure state and also find out the interval

in which a Werner state is entangled, by applying the Peres-Horodecki Criterion.

Keywords: entanglement quantifier; separability criterion; entanglement; quantum information.
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1 INTRODUCAO

O século XX foi um periodo revoluciondrio na histdria da fisica, em que houveram
mudancas de paradigma essenciais para a estruturacdo da ci€éncia moderna tal qual conhecemos
hoje. Uma série de conclusdes "absurdas" comecaram a surgir em consequéncia da andlise de
fendmenos atdomicos, a partir do ponto de vista cldssico, como por exemplo a "Catastrofe do
Ultravioleta". Com o maior entendimento das teorias atomicas e seus fendmenos (tais como o
Efeito Compton e o Efeito Fotoelétrico), percebeu-se que estas ndo poderiam ser explicadas pela
teoria fisica vigente (aquela que nos referimos atualmente como Teoria Clédssica), dessa maneira
tornou-se necessdria a adocao de uma nova teoria capaz de elucidar essas questdes de maneira
satisfatéria. (NIELSEN; CHUANG, 2000).

Essa nova teoria teve sua primeira contribui¢ao datada do ano de 1900 quando o
fisico Max Planck apresentou o trabalho intitulado “On the Theory of the Energy Distribution
Law of the Normal Spectrum” (PLANCK, 1900), em que propds a hipotese da quantizacao da
energia como solugdo para a distribui¢do de energia observada no espectro continuo da radia¢do
de corpo negro. Porém, foi apenas na segunda década do século passado, que houve o surgimento
da teoria moderna da Mecanica Quantica (MQ), sendo esta encarada como o alicerce para a
constru¢do de teorias fisicas modernas (NIELSEN; CHUANG, 2000).

Por outro lado, mesmo com a notéria acertividade dessa teoria, esta possuia conceitos
extremamente contraintuitivos e que, por conta disso, levaram diversos fisicos a discordarem com
relac@o a sua interpretacdo fisica. O conceito que gerou o debate mais acalourado no surgimento
da MQ foi com relag@o a natureza indeterminada e probabilistica de sua teoria, mesmo quando
temos posse de todo o conhecimento possivel acerca de um determinado sistema. Dessa maneira,
houve uma cisdo na maneira de interpretar essa caracteristica inerente da MQ, resultando em
duas correntes de pensamento distintas (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018):

1. Visdo Ortodoxa
2. Visao Realista

Foi nesse interim que as ideias e interpretacdes da teoria da MQ endossada pela
visdo ortodoxa, foram defendidas por Einstein, Podolsky e Rosen (EPR), no artigo de 1935
intitulado “Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Complete?”
(EINSTEIN et al., 1935). Os autores ndo aceitavam a visdo probabilistica da MQ, acreditando que
esta deveria ser uma decorréncia do fato de que sua teoria seria incompleta e que deveria haver

alguma formulacdo mais geral que a teoria quantica. Alicer¢ado nas consideracdes desses autores,



12

David Bohm prop6s uma descricao deterministica da teoria, em que ao considerar um conjunto
de variaveis locais denominadas Varidveis Ocultas, poderiamos determinar com precisao o
comportamento de sistemas quanticos e que levaria, em tese, a0s mesmos resultados propostos
pela interpretagdo Copenhage (BOHM, 1952a; BOHM, 1952b). Acreditava-se, portanto, que
a incerteza que surgia da teoria quantica seria fruto de uma necessidade prética e ndo uma
manifestacdo da natureza em nivel quantico.

Apenas em 1964, John Stewart Bell, foi capaz de demonstrar que a teoria da Mecénica
Quantica ndo poderia ser descrita por meio de uma teoria de varidveis ocultas locais. Em seu
artigo “On the Einstein Podolsky Rosen Paradox” (BELL, 1964), Bell constatou que qualquer
teoria de varidveis ocultas e locais deve obedecer a uma desigualdade, a Desigualdade de Bell.
Porém, no mesmo artigo foi comprovado que a teoria da MQ viola tal resultado, sendo entdao
considerada como uma teoria essencialmente ndo-local. Ao conceito de ndo-localidade observada
a partir da violacao da Desigualdade de Bell, foi associada a ideia de emaranhamento (GOMES,
2018). Atualmente é um topico central na teoria da informagdo quantica, visto que € utilizado
como recurso para que diversas tarefas de computacdo quantica sejam realizadas de maneira
mais rdpida ou mais segura quando comparadas com aquelas executadas de maneira classica.

Neste trabalho, serd feita uma introducdo ao estudo do emaranhamento, desde
a sua defini¢do até a sua quantificagdo em sistemas quanticos especificos. No capitulo 2,
serdo apresentados conceitos essenciais para a formulacao do emaranhamento, tais como as
definicoes de estados puros e mistos, além da descricdo de sistemas quanticos compostos e
operacdes LOCC. No capitulo 3, sera definido o conceito do emaranhamento e sua correlagao
com as operagdes LOCC. Além disso, serdo enunciados alguns métodos para a deteccao de
emaranhamento e os principais quantificadores utilizados para sistemas bipartidos, ressaltando
suas limitacdes e comentando sua aplicabilidade. Por fim, no capitulo 4, sera feita a quantificagdo
de emaranhamento de um estado puro maximamente emaranhado e serd executada a aplicagcdo

de um método de detec¢ao de emaranhamento em um estado de Werner.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 O operador densidade

Com o desenvolvimento da Mecanica Quantica, percebeu-se que a descricao de esta-
dos quanticos utilizando vetores de estado ndo € adequado para descrever sistemas quanticos mais
complexos, visto que nido contempla, por exemplo, o que foi definido como mistura estatistica de
estados. Imagine que ndo possuimos informagdo completa acerca de um determinado estado
|w), de tal forma que, o estado desse determinado sistema é previsto apenas estatisticamente, ou
seja, possui uma probabilidade p; de ocorréncia de um determinado estado |y;). De que forma
poderemos descrever o estado que representa esse sistema?

Nao podemos representar esse estado por meio de uma combinacao linear (vetor de

estado):

) =Y crlwi) — ke N". 2.1)
k

Isso se deve ao fato de que a natureza probabilistica do caso em que estamos trabalhando
nao surge por meio do fendmeno de superposi¢do, mas sim por conta da falta de informacao
(ignorancia) que temos acerca desse sistema. Para que possamos representar estados em que nao

possuimos completa informagdo, foi proposto o operador p, dado por:

p=2pilv) (il (2.2)

Que caracterizaria ndo somente a mistura estatistica de estados puros que comentamos, mas
qualquer estado quantico de interesse, em especial aqueles descritos por meio de um vetor de

estado. Esse operador recebeu o nome de Operador Densidade ou ainda Matriz Densidade.
2.1.1 Estado Puro x Estado Misto

Definicao 2.1.1 ((COHEN-TANNOUDJI et al., 2020)) Um sistema é dito estar em um Estado

Puro quando podemos representd-lo através de um vetor de estado |y).

Ou seja, possuimos informag¢do completa acerca do estado que representa o sistema

analisado. Todo estado que ndo pode ser representado por meio de um vetor de estado € definido
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como um Estado Misto. Porém, é importante ressaltar que podemos realizar a descri¢do completa
de um Estado Puro através do uso de matrizes densidade. Para isso, provamos no Apéndice A
que as condi¢des abaixo sdo validas para essa nova abordagem:

1. Condigdo de Normalizagdo: Tr[p| = 1

2. Valor Esperado de um operador A: (A(t)) = Tr [Ap(t)]

3. Evolugdo Temporal: 4(p(t)) = +[H(t),p ()]
De uma maneira mais formal, pode-se afirmar que:

* Um operador densidade p =Y ; p;|¥;) (y;| definido sobre um espago de estados .77 é o
operador densidade de um ensemble {p;|y;)}, se e somente se satisfizer as condi¢des
abaixo (GUIMARAES, 2012):

1. Tr[p] = 1 — Normalizagdo
2. p > 0 — Positividade
Uma vez que p satisfaz a condicado de positividade, deve existir uma decomposi¢do espectral

associada a ele (NIELSEN; CHUANG, 2000):
p =Y Aili) (il (2.3)
i

Onde |i) sdo os vetores ortogonais da base e A; sdo os autovalores reais e ndo-negativos de p.
Por conta da condicdo de normalizacdo imposta a matriz densidade, teremos uma condi¢ao de
normaliza¢do também presente em seus autovalores: Y ; A; = 1.

Um exemplo de estado misto bastante estudado na literatura é o Estado de Werner.
Para um sistema bipartido, este pode ser definido como a mistura entre um estado puro maxima-
mente emaranhado |¥), com probabilidade associada p e um estado maximamente misturado,

com probabilidade associada (1 — p). Nesse caso (GHASEMIAN; TAVASSOLY, 2021):

pwzp\q’><ww+(1;p)ﬂ®ﬂ. 2.4)

Em que:
* |¥) é um estado puro maximamente emaranhado.
* [®I é um estado maximamente misturado de dimensao 4.
Vale ressaltar que, p ndo serd interpretado apenas como uma probabilidade de ocorréncia, mas

sim como um parametro para o estado de Werner. Podemos perceber que, quando p = 1 o estado
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de Werner serd um estado puro maximamente emaranhado e quando p = 0 0 mesmo serd um

estado maximamente misturado.
2.1.2 Operador Densidade Reduzido

E bastante comum, no estudo da Teoria da Informagio Quantica, que nos deparemos
com sistemas constituidos de mais de uma "parte", ou seja, mais de um sistema fisico individual.
Nomeamos estes de Sistemas Compostos. De maneira mais formal, um sistema composto
representado pelo operador densidade p1> ., € aquele definido sobre o espaco de estados
H =T QR IGR - I, formado pelo produto tensorial do espaco de estado de cada sistema
fisico individual (GUIMARAES, 2012). Sistemas compostos formados por apenas dois sistemas
fisicos individuais sdo denominados de Sistemas Bipartites (ou bipartidos).

Quando estudamos sistemas compostos e, em particular, sistemas bipartites, € comum
analisarmos apenas uma das "partes"desse sistema. Se p4p € a matriz densidade que representa o
sistema bipartite, poderemos definir um operador densidade p4 que descrevera o estado apenas
do subsistema A e outro pp que descreverd o estado apenas do subsistema B. Denominaremos os
operadores p4 € pp como matrizes densidade reduzidas e sao definidas como (GUIMARAES,

2012):

pa = Trp [pas]
(2.5)

ps = Tra [pas]

Mas, por que motivo utilizaremos as matrizes densidade reduzidas para descrever o subsistema
de um determinado estado? Isso se deve ao fato de que o traco parcial € a unica operacao que
gera uma descri¢do correta para medi¢des realizadas no subsistema de um sistema composto

(NIELSEN; CHUANG, 2000).

2.2 Entropia de Shannon X Entropia de Von Neumann

Quando analisamos fendmenos probabilisticos, € natural nos indagarmos sobre a
quantidade de informagdo que podemos extrair de um determinado evento, antes que qualquer
medicao seja feita sobre ele. Uma das tentativas de realizar essa quantificacdo € dada por

(MAZIERO, 2015):

(2.6)

< -



16

Onde p representa a probabilidade associada ao evento analisado, ou seja, quanto mais improvével
€ determinado evento, mais informacdes extrairemos dele ao realizarmos uma determinada
medi¢do. Uma das restricdes que deveremos fazer acerca dessa medida € de que ela seja aditiva
para eventos independentes, ou seja, para dois eventos independentes 1 e 2 espera-se que a

informacao total obtida sobre eles seja:
Lo =5 +5. (2.7)

Como ¢ sabido da teoria das probabilidades, quando temos a probabilidade associada

a eventos independentes:

P12 = p1p2 (2.8)

Dessa maneira fica evidente que ndo poderemos utilizar a definicao previamente enunciada para
quantificar a informag¢do, uma vez que ﬁ =+ pil + piz Portanto, a defini¢cdo foi reformulada

para que obedecesse a propriedade da aditividade, resultando em:

1
I =log, (;) = —log, (p) (2.9)

Para o caso geral em que teremos uma varidvel aleatéria X que poderd assumir um
conjunto discreto e finito de valores {x,-}f:1 com probabilidades { pi}le associadas, recaimos na

fun¢do denominada Entropia de Shannon (MAZIERO, 2015):

H({pi}) = —

1

pilog,(pi) (2.10)
1

k
A extensdo desse conceito para o escopo da Mecanica Quantica € bastante direta,
uma vez que os autovalores da matriz densidade que representam um determinado estado formam

uma distribuic@o de probabilidades. Dessa maneira, consideraremos a Entropia de Shannon da

distribui¢do de probabilidades obtida a partir dos autovalores de p, logo:

S(p) = ~Tr(pIn(p)) = — ¥ Adn(2) @1
i=1
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Em que S(p) é denominado de Entropia de Von Neumann. Agora, serdo mostradas as principais
propriedades para a entropia de Von Neumann (GOMES, 2018):

* § > 0, anulando-se apenas no caso de estados puros.

* Possui um valor maximo de Ind, em que d é a dimensao do espaco de Hilbert sobre o qual
estamos descrevendo o estado em questdo. Esse valor sé serd atingido quando o sistema
estiver no estado maximamente misturado %.

« E invariante sobre operacdes unitarias U, ou seja, S(UpU™) = S(p).

¢ Se um sistema bipartido pap é puro, temos que S(ps) = S(pp)-

(Propriedade da Subaditividade) Dado um determinado sistema bipartido, descrito por
pag.devemos ter que S(pag) < S(pa) + S(pp). A igualdade é atingida apenas para estados
descorrelacionados, ou seja, Pap = P4 @ PB.

* (Desigualdade Triangular) Dado um determinado sistema bipartido, descrito por psg,

devemos ter que S(pap) > |S(pa) —S(ps)|- A igualdade ocorre apenas para estados puros.

2.3 Operacoes LOCC

Suponha que temos um sistema bipartido, representado pela matriz densidade psp e
definida sobre o espaco de Hilbert 77 = J¢4 ® .7¢3. Imagine agora que dividimos esse sistema
entre dois laboratdrios distantes, de tal forma que cada laboratorio possua um dos subsistemas py
ou pp. Podemos entdo definir que, qualquer operacao realizada em apenas um dos subsistemas
serd uma Operacdo Local (CUNHA, 2005).

Imagine agora que esse mesmo sistema quantico € distribuido entre dois laboratdrios
distantes e que estes estao restritos a realizarem apenas medi¢des locais em cada subsistema.
Porém, cada laboratério pode estabelecer comunica¢ao com o outro através de canais cldssicos
(Através de celular, computador, correio, jornal, entre outros), para que possam "combinar"uma
sequéncia de operacdes locais e comunicar os resultados obtidos apds cada medicao. Operacdes
quanticas implementadas dessa maneira sdo denominadas Operagdes Locais com Comunicacdo
Cléssica, ou ainda, LOCC (CHITAMBAR et al., 2012). Esse tipo de restricdo € importantissima,
pois permite, além de outras coisas, a criacao de estados que estardo correlacionados de maneira

puramente classica.



18
3 EMARANHAMENTO E SUAS MEDIDAS

Em 1935, Schrodinger cunhou o termo emaranhamento e o caracterizou como o
traco caracteristico da mecanica quantica (SCHRODINGER, 1936). A partir de 1964 e ap0s as
proposig¢des realizadas por John Bell (BELL, 1964), o conceito de emaranhamento passou a ser
utilizado como um importante recurso para a teoria da informacao quantica , sendo amplamente
adotado em processos de comunicacdo e processamento de informacao (FRIIS ez al., 2019).

No que diz respeito a estados puros, seu conceito estd intimamente ligado a nao-
localidade de Bell, de tal maneira que € preciso que um estado quantico seja necessariamente
emaranhado para observarmos correlacdes ndo-locais associadas a ele (GOMES, 2018). Podemos
entdo entender o emaranhamento como o conjunto de correlacdes ndo-cldssicas existente em
sistemas quanticos.

Correlagdes classicas, no contexto da informacao quantica, podem ser definidas
como aquelas que podem ser geradas por operacdes LOCC (Local Operation and Classical
Communication). Se observarmos um sistema quantico e acharmos correlagdes que nao podem
ser simuladas classicamente, entdo nds as atribuimos a efeitos quanticos, um exemplo disso
aparece em estados que violam uma desigualdade tipo Bell. Ou seja, o emaranhamento pode
ser definido como o tipo de correlagdo que ndo pode ser criada apenas via LOCC (PLENIO;
VIRMANI, 2007). E o fato dos estados emaranhados apresentarem correlagdes ndo-cldssicas
que faz com que eles sejam um recurso que pode ser usado em diferentes tarefas dentro da
computacdo quantica.

Nesse contexto, como este € um conceito crucial para a teoria da informacao quantica,
deveremos ser capazes de solucionar dois problemas:

1. Determinar se dado estado quantico possui ou ndo emaranhamento;
2. Determinar o "grau"de emaranhamento do estado em questao.
Mostraremos agora, como € possivel detectar se o estado com o qual estamos

trabalhando € ou nao emaranhado.

3.1 Detectando o Emaranhamento

Primeiramente, deveremos dar ao emaranhamento uma defini¢cdo matemética. Com
esse fim, € comum definirmos o emaranhamento a partir de sua contrapositiva, a separabilidade

(FRIIS et al., 2019). Logo:
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* Um estado puro de um sistema bipartido, definido no espaco de Hilbert 77 = J¢4 ® 53 é

denominado separdvel se, e somente se, pudermos escrevé-lo como um produto de estados:

W)ap =194 ®|X)5: 3.1

* Um estado misto de um sistema bipartido, definido no espaco de Hilbert /7 = 73 ®
g € denominado separdvel se, e somente se, pudermos escrevé-lo como uma mistura

probabilistica de estados puros separdveis:

PAB :Zpi|¢i> (Dil4 @ [ 2:) (Xilp- (3.2)

Dessa maneira, um estado, puro ou de mistura, € dito emaranhado se, e somente se,
o mesmo nao € separavel. Um dos problemas centrais da teoria do emaranhamento surge no fato
de que uma determinada matriz densidade pode ser decomposta em estados puros de infinitas
maneiras diferentes. Neste caso, para concluir que um dado estado é emaranhado deveremos nos
certificar que dentre o infinito nimero de decomposi¢des ndo existe nenhuma decomposi¢io que
resulte em um produto de estados. Por esse motivo, os métodos utilizados para a detec¢ao de
emaranhamento (critérios de separabilidade) apresentam formas explicitas para a sua detec¢cdo
apenas quando analisamos sistemas especificos.
Os critérios de separabilidade devem, quando aplicados a um determinado estado p,
fornecer uma das respostas abaixo:
* p é emaranhado;
* p é separavel,
* Esse critério ndo € o suficiente para determinar se p € emaranhado ou ndo.
Para a descri¢do dos Critérios de Separabilidade, serd assumido que psp € um
estado bipartido de tal forma que psp atua no espaco %) ® 3 e ainda que dim(.7;) =M e
dim(3) =N > M.

3.1.1 Ceritério de Peres-Horodecki (Critério PPT)

A transposic¢ao parcial da matriz densidade p4p que representa um sistema bipartido

€ calculada pela transposi¢ao de apenas um dos subsistemas de psp. Dessa maneira:

(pmu,nv)TA - pn/,t,mw (33)
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Onde os indices latinos sdo referentes ao subsistema A e os indices gregos sdo referentes
ao subsistema B. Poderemos entdo demonstrar que, para um estado separavel p;., qualquer,

deveremos ter que (BRUSS, 2002):

(Psep)TA > 0;
(psep)TB > 0.

Além disso, para sistemas de dimensdo baixa (2X2 e 2X3), essa € uma condi¢ao

(3.4)

necessaria e suficiente para a separabilidade. Porém, para sistemas de maior dimensao, a positi-

vidade da transposic¢ado parcial (PPT) € apenas uma condi¢do necessdria para a separabilidade.
3.1.2 Critério de Reducdo

De acordo com esse critério, se pap € separdvel, teremos que (BRUSS, 2002):

paRL—p >0;
3.5)

pp®IL—p >0.
Onde:
* p4 € a matriz densidade reduzida para o subsistema A;
* pp € a matriz densidade reduzida para o subsistema B.
Assim como no critério anterior, esse € um critério necessario e suficiente para
sistemas 2x2 ou 2x3. Para sistemas de maior dimensao, esta € uma condi¢do apenas necessaria

para a separabilidade.
3.1.3 Entanglement Witness

Um método bastante utilizado para a detec¢do de emaranhamento € o Entanglement
Witness, que consiste na aplicacdo de um observavel representado pelo operador hermitiano W,

de tal forma que (FADEL et al., 2021):

Tr(Wo) > 0 — Para todos os estados separaveis ¢
(3.6)

Tr(Wo) < 0 — Para todos os estados emaranhados ¢
Em que pese o fato desse método ser capaz de certificar se um dado estado é
ou ndo emaranhado, este ndo € capaz de produzir nenhuma informacgao acerca do "grau"de

emaranhamento de cada estado. Dessa maneira, se:
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0>Tr(Woy) > Tr(Won), (3.7)

Nao podemos inferir que 0> € mais emaranhado que o7. Logo, fica evidente que deveremos
definir alguma fun¢do capaz de quantificar o emaranhamento de determinado sistema, de tal
maneira que seremos capazes de ordenar a quantidade de emaranhamento de quaisquer dois
estados. Tais funcdes sdo denominadas Quantificadores de Emaranhamento e serdo definidas a

seguir.

3.2 Quantificadores de Emaranhamento

Qualquer funcio que busque quantificar o emaranhamento presente em determinado
estado quantico p deve obedecer aos requisitos listados abaixo (BRUSS, 2002):
1. A medida de emaranhamento ¢ um mapa que atua levando matrizes densidade em nimeros
reais positivos, ou seja:

p—E(p)eR. (3.8)

2. Para um estado puro maximamente emaranhado, a medida de emaranhamento deve ser
dada por E(p) = Ind, sendo d a dimensdo do espago de Hilbert. (Normalizac¢do).

3. O quantificador deve ser nulo para estados separaveis.

4. O emaranhamento do estado nao pode aumentar sob LOCC (local operations and classical

communication), ou seja:

A:pAT
E(p) zzpiE< P > (39)

Pi

* A; — E o operador de Kraus que descreve o protocolo LOCC.
° pi= Tr(AipAl.T) ¢ a probabilidade de obter a medida "i".

5. Para quaisquer dois estados diferentes, a diferenca entre suas medidas de emaranhamento
tende a zero no limite em que tende a zero a distancia entre esses dois estados. (Continui-
dade).

6. Para quaisquer dois estados p e ¢, 0 emaranhamento do produto tensorial ndo deve ser
maior que a soma dos emaranhamentos de cada estado. Podendo ser expressa pela relagao:

E(p®0) <E(p)+E(0). (Subaditividade).
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7. A medida de emaranhamento deve obedecer a relagdo: E(Ap + (1 —A)o) < AE(p) +
(1—A)E(0), para 0 < A < 1. (Convexividade).
As condicdes acima expostas trazem uma série de problemas para a definicdo dessas
funcdes. O primeiro deles € que nao conseguimos definir unicamente uma fun¢do que satisfaca a
essas condigdes, por esse motivo € comum encontrarmos na literatura uma série de quantificado-
res diferentes, cada um associado a um determinado uso pratico. Esse problema € acentuado
quando falamos de estados multipartidos, reflexo da complexidade de classificar as LOCC e
na falta de um tnico estado maximamente emaranhado (FADEL et al., 2021). Outro grande
problema € que as defini¢des da grande maioria dos quantificadores de emaranhamento envolvem
extremizagOes que sao dificeis de lidar analiticamente, pois requerem um conhecimento total
sobre o estado em questao (WOOTTERS, 1998). Por conta disso, ¢ comum encontrarmos na
literatura resultados analiticos de quantificadores associados a estados especificos ou tipos de
estados especificos.
Dessa maneira, faremos a seguir a definicao de alguns quantificadores de emaranha-

mento para estados bipartidos puros e mistos.

3.2.1 Para Estados Puros

3.2.1.1 Entropia de Emaranhamento

Dado um estado bipartido puro p4p, cujos subsistemas sdo denotados por A e B, as

matrizes densidade reduzidas sdo tais que:

pa = Trp(pap)
(3.10)

pp = Tra(paB)

Podemos entdo definir a entropia de emaranhamento, como (VEDRAL et al., 1997):

Een(pAB) ES(pA) :S(PB) (3.11)

Alguns resultados importantes para esse quantificador, sdo:
* Para estados puros separaveis: E.,(pag) = 0.
* Para estados puros maximamente emaranhados: E.,(pap) = In(2).
* Para estados mistos, essa medida falha em distinguir correlagcdes cldssicas de quanticas,

logo ndo deve ser empregado nesses estados.
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3.2.2 Para Estados Mistos
3.2.2.1 Emaranhamento de Formagdo

Dado o operador densidade psp de um estado bipartido misto, considere todas
as possibilidades de decomposi¢do desse estado em uma base de estados puros |y;), com

probabilidades p; (combinagdo convexa de estados puros), tais que:

pas =Y pilwi) (vl (3.12)

Para cada estado puro, o emaranhamento E (| y;)) é definido como a entropia de Von

Neumann associada a qualquer um dos subsistemas A ou B (POPESCU; ROHRLICH, 1997):

E(lyi)) = —Tr(palnpa) = —Tr(pplnpg) (3.13)

Em que, ps e pp sdo as matrizes densidades reduzidas. O emaranhamento de
formacdo de um estado misto psp € definido como a média do emaranhamento para cada estado

puro da decomposi¢@o, minimizado sobre todas as decomposi¢des de pap:
E(p)=min})_ piE(|yi)) (3.14)
i

E necessdrio fazer essa minimizagio, visto que a decomposicdo desse estado misto
ndo € unica. Como ndo temos qualquer informacao adicional sobre o processo de decomposi¢ao
do estado, deveremos considerar todas as possiveis decomposicdes. Por envolver um processo de
extremizacdo, esse € um quantificador ndo-operacional, ou seja, de dificil aplicacdo (CUNHA,
2005).

Porém, para alguns estados especificos, podemos escrever, analiticamente, uma fér-
mula para o emaranhamento de formagao, assim como fez Wooters em seu artigo (WOOTTERS,
1998), onde definiu uma férmula analitica para o cdlculo do emaranhamento de formacao de um

sistema geral de dois qubits:

Er(pag) = f(C(p)) (3.15)



24

Onde:

* f(x) é uma fung¢do definida como:

1+vV1—x2 1+vV1—x2 1—vV1—x2 1—vV1—x2
— log, — logy | ——— | (3.16)

flx) = 2 2 2 2

* C(p) é denominada Concorréncia ou Concorréncia de Wooters e é definida como:
C(p) :max{O,ll —A2—7L3—l4} (3.17)

Vale ressaltar que os coeficientes A; sdo os autovalores, em ordem decrescente, da

matriz hermitiana R = /\/pp+/p.

3.2.2.2 Emaranhamento Destildvel

Pode ser entendido como o nimero de estados maximamente emaranhados que
podem ser purificados (produzidos) a partir de um determinado nimero de estados psp menos
emaranhados e utilizando para isso apenas protocolos de LOCC (CUNHA, 2005). Considerando
que possuimos um numero m de copias do estado psp € que a partir dessas cOpias € possivel
destilar n estados maximamente emaranhados, poderemos definir o Emaranhamento Destildvel

como:

Ep= sup (f) (3.18)
Locc \m

Onde a maximizagdo exposta na equagdo acima 3.18, é realizada sobre todos os

possiveis protocolos LOCC que levam as cOpias de psp nos estados maximamente emaranhados.

Dessa maneira, fica evidente que esta medida dependeré do protocolo de purificacdo em particular.

Além disso, outro problema para a definicdo de uma férmula geral para esse quantificador é com

relacdo a extremizagdo (no caso uma maximizacao) realizada (VEDRAL et al., 1997).
3.2.2.3  Custo de Emaranhamento

Para o custo de emaranhamento, temos o processo inverso, dado que a partir de

. P / . . I, .
um determinado nimero n de estados maximamente emaranhados pode-se construir m copias
do estado pyp e utilizando para isso apenas LOCC. Dessa maneira, pode-se definir o custo

- i ! . . .
de emaranhamento como a razdo entre n e m , minimizado sobre todos os protocolos LOCC
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(CUNHA, 2005):
n
Ec= inf | = 1
€= e (m’) (-19)

Por envolver um processo de extremizagao, esse € mais um protocolo ndo-operacional,
ou seja, apesar da sua defini¢do precisa e utilidade em determinadas demonstracdes é um proto-

colo pouco prético para ser utilizado em um exemplo (CUNHA, 2005).
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4 RESULTADOS

Nesse capitulo faremos os célculos acerca de um quantificador de emaranhamento,
bem como de um método de detec¢do de emaranhamento, discorridos durante o capitulo 3. Para
o célculo do quantificador de emaranhamento, foi escolhida a entropia de emaranhamento e utili-
zamos como exemplo de cdlculo um estado puro. Para o método de deteccao de emaranhamento,

foi utilizado o critério PPT em um estado misto especifico, o estado de Werner.

4.1 Entropia de Emaranhamento de um estado puro

Utilizaremos o estado puro bipartido abaixo como exemplo de cédlculo para a Entropia

de Emaranhamento:

1

W) = —=([10) —[01)) = (4.1)

S

2

Sl
(\)

|

[

Por se tratar de um estado puro, € natural a escolha da entropia de emaranhamento, definida em

3.11, como quantificador. Nesse caso, a matriz densidade associada a esse estado é dada por:

pag = |¥) (¥ (4.2)

Expandindo essa expressao, obteremos que:

1

pap = 5 (|10) (10] = |10) (01} — |01) (10] +|01) (O1}) (4.3)

Em notacdo matricial:

0O 0 0 O
110 1 -1 0
P =7 4.4)
0O -1 1 O
0O 0 0 O

De onde podemos facilmente constatar que as matrizes densidade reduzidas p4 e pp, sdo:
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pa = ps = ([1) (1] 40) (0[) (4.5)

NSR

Ou ainda, podemos escrevé-las em notagdo matricial como:

0 0 0 O
Tr Tr
0 1 -1 0
0 -1 10
Tr Tr
0 O 00
Nesse caso:
1({1 O
PAa=pPB= 757
210 1

Os autovalores associados a essas matrizes, sdo: A} = A, = % Dessa maneira, poderemos

finalmente calcular a entropia de emaranhamento, como:

Een(pag) = S(pa) = —Tr(paln(pa)) = — Y Ailn() (4.7)
i=1
Portanto:
1 1 1 1

Fato que j4 era esperado, uma vez que esse estado € conhecido na literatura por ser maximamente

emaranhado (KRAMMER, 2005).

4.2 Critério PPT em um estado de Werner

Agora serd feito um exemplo do uso de um dos critérios de separabilidade para o
caso de um estado misto. Para tal, serd utilizado o estado de Werner bipartido de dimensao 4,

descrito pela matriz densidade abaixo (GHASEMIAN; TAVASSOLY, 2021):

1—
pw = p[¥) (¥]+ (4—17)]14- (4.9)
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Em notacdo matricial, poderemos escrevé-la como:

) N |
(I+p) -
Pw = 0 7 0
- (1+p)
o+ == 0
(1-p)
0 0 0 Tp
Sua transposi¢do parcial, sera tal que:
Al AT
(pw)o =" " (4.10)
Ay Ay
Portanto, teremos que:
(IZP) 0 0 —TP
(1+p)
(pw)"™® = ’ ) (12 ) X
0 0 Tp 0
F 0 o &2

Aplicando o critério PPT, observamos que para o estado de Werner seja separdvel, o mesmo deve

obedecer a inequacao abaixo:
(ow)™ >0 (4.11)

Ou seja, para que o Estado de Werner seja emaranhado, deve existir pelo menos um autova-
lor associados 2 transposicdo parcial (pw)’? que seja negativo. Podemos constatar que seus

autovalores serdo:
_ (1-3p)
® 11 = .
1
® 122132142—(19: )
Nesse caso, para definirmos uma condi¢do minima de emaranhamento, utilizaremos o menor

autovalor associado, ou seja, A;. Dessa maneira, como este deve admitir valores negativos, é

necessério que p > . Por fim, € possivel afirmar que sera emaranhado se, € somente se
3 w

1
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, descrevemos o conceito de emaranhamento para sistemas quanticos
bipartidos. Para isso, iniciamos com a descri¢do de estados quanticos a partir do formalismo das
matrizes densidade, mostrando que existem alguns estados que ndo podem ser descritos por meio
de um vetor de estado e diferenciando os conceitos de Estado Puro e Estado Misto. Em seguida,
detalhamos o que seriam sistemas quanticos compostos e, em especial, Sistemas Bipartites
(ou bipartidos). Nesse interim, fez-se necessdria a adoc@o do conceito de matrizes densidade
reduzidas, essenciais quando estamos interessados em analisar apenas uma das "partes"de um
sistema composto. Ademais, motivamos a formulacdo da Entropia de Von Neumann, como uma
extensdo da Entropia de Shannon para o contexto da Mecanica Quantica, bem como citamos
alguns resultamos importantes envolvendo essa medida.

Definimos o conceito de emaranhamento como um tipo de correlagdo entre sistemas
quanticos que ndo pode ser criadas apenas via LOCC e entdo enunciamos os dois problemas
envolvendo essa grandeza: A deteccdo e a quantificacdo de emaranhamento em um estado
quantico. Para tal, adotamos uma descri¢do matemdtica para o emaranhamento a partir de sua
contrapositiva, a separabilidade.

Com relacdo a detecdo do emaranhamento, vimos que os métodos adotados para
tal sao denominados Critérios de Separabilidade e, devido ao fato dessa determinacao ser
extremamente complexa em um contexto geral, ¢ comum encontrarmos na literatura diversas
medidas distintas aplicadas nos mais variados casos. Porém, mencionamos que é imprescindivel
que o método adotado seja capaz de retornar 3 resultados possivel: O estado é emaranhado, o
estado ndo é emaranhado ou o método empregado nao € suficiente. Ressaltamos que mesmo
detectando o emaranhamento, ao utilizar esses métodos, nada podemos afirmar com relaciao ao
"grau"de emaranhamento presente no sistema.

No que diz respeito ao calculo do "grau"de emaranhamento discorremos acerca dos
7 requisitos essenciais para qualquer funcdo que busque quantificar o emaranhamento. Em
seguida, demos enfase ao problema da impossibilidade de definicdo de uma fung¢do tnica para a
quantificagdo do emaranhamento e ao problema da determinacao de uma férmula analitica para
tal funcdo. Ademais, comentamos a respeito das fungdes mais recorrentes na literatura para a
quantificacdo de emaranhamento de um sistema bipartido, puro ou misto.

Por fim, quantificamos o emaranhamento para um estado puro maximamente emara-

nhado, obtendo o valor mdximo esperado para a funcio de quantificacdo e aplicamos o Critério
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de Peres-Horodecki em um estado de Werner, determinando o intervalo no qual o mesmo ¢é

emaranhado.
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APENDICE A - MATRIZ DENSIDADE PARA ESTADOS PUROS

Nesse apéndice serdo demonstradas 3 relacdes importantissimas envolvendo a des-
cricdo de estados puros por meio de matrizes densidade. Dessa maneira, em todos os cdlculos

aqui presentes, faremos uso das relacdes abaixo:
* ) =cifw).
*p=lv) (vl

Assim como foi mencionado na fundamentacio tedrica 2, a condicao de normalizagdo

para uma matriz densidade € tal que:
Tr(p) =1. (A.1)
Por outro lado, lembre-se que:
p=lw)(yl=) ) cicjlui) (uj. (A2)
i
Portanto, € possivel afirmar que:

Tr(p) =) cici= Z‘C"’z' (A.3)

Porém, observe que:

(vly) = chicj- (ujlui) = Zch'cjf&j = Zlc,-]z. (A.4)
] 1] i

Por fim, foi demonstrado que, para estados puros, a condi¢do de normalizacdo para a matriz
densidade so6 ¢ satisfeita se, e somente se, a condi¢cao de normalizac¢do para o vetor de estado

também for obedecida. Ou seja:

Tr(p) =1 < (y|y) =1. (A.5)

Agora, realizaremos um raciocinio andlogo para a formulacao do valor esperado
associado a um observavel A, utilizando para isso o formalismo das matrizes densidade. Vale

ressaltar que, estamos tratando de estados puros no desenvolvimento dos calculos. Assim como
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foi mencionado na fundamentacgio tedrica 2, o valor esperado associado ao observavel A € tal

que:
Tr(pA) = (A). (A.6)

Portanto, desenvolvendo a expressao associada ao traco:

Z ”J|p Z|”z ”ll

uj|p|ul u,|A|u,> (A.7)

Utilizando o fato de que p = |y) (y/|, deveremos ter que:
) =YY (uj|w) (wl) (uil A fuj). (A.8)
j i

Como <u j ‘ l[/> € apenas um numero, teremos:

<A>=ZZ<w|u, (1| Aluj) (ujly) = wlZlu (ui)A Z!u, wily). (A9

J

Portanto:
(A) = (vlAly). (A.10)
Por fim, foi demonstrado que:
Te(pA) = (A) <= (y|A|y)=(4). (A.11)

A udltima relacdo que buscamos formular é aquela associada a evolugdo temporal
de um estado puro descrito a partir do formalismo das matrizes densidade. Assim como foi

mencionado na fundamentag@o tedrica 2, a evolucao temporal de uma matriz densidade € tal que:

<o) = [A0).p0)]. (A12)

Logo, expandindo a expressdao do comutador acima:
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d 1,4 N 1 A 1 .
2 (P()) == (HO)p(t) —p()H (1)) = (EHIW) (l+lw) (‘E <V/|H> . (A1)
Por outro lado, observe que:
d d d d
5 P) = — (W) (wl) = —(Jw)) (wl+ ) - ((wl). (A.14)
Portanto, € facil ver que:
() = |y) (A.15)
ldt v))=H|y). .
Por fim, foi demonstrado que:
d _ H(t).p(t)] < 'hi(y V) =H |y) (A.16)
S (p() == [H(),p( i (ly)) =Hly). :
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