UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
MESTRADO ACADEMICO EM MATEMATICA

ATILA ANDRADE DE OLIVEIRA

SOBRE CARACTERISTICA DE EULER, LINKS E CONJUNTOS
SEMI-ALGEBRICOS

FORTALEZA
2020



ATILA ANDRADE DE OLIVEIRA

SOBRE CARACTERISTICA DE EULER, LINKS E CONJUNTOS SEMI-ALGEBRICOS

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado
Académico em Matematica do Programa de
Pés-Graduagdo em Matematica do Centro de
Ciéncias da Universidade Federal do Ceara,
como requisito parcial a obten¢ao do titulo de
mestre em Matemdtica. Area de Concentracio:
Topologia e Singularidades.

Orientador: Prof. Dr. Alexandre César
Gurgel Fernandes.

FORTALEZA
2020



Dados Internacionais de Catal ogag&o na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca Universitaria
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

052s Oliveira, Atila Andrade de. )
Sobre caracteristica de Euler, links e conjuntos semi-algébricos/ Atila Andrade de Oliveira. — 2020.
41f.:il. color.

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Federa do Ceard, Centro de Ciéncias, Programa de Pos-Graduagdo
em Matemética, Fortaleza, 2020.
Orientacdo: Prof. Dr. Alexandre César Gurgel Fernandes.

1. Teoremade Sullivan. 2. Geometria algébrica. 3. Caracteristicade Euler. I. Titulo.
CDD 510




ATILA ANDRADE DE OLIVEIRA

SOBRE CARACTERISTICA DE EULER, LINKS E CONJUNTOS SEMI-ALGEBRICOS

Dissertacdo apresentada ao Curso de Mestrado
Académico em Matematica do Programa de
P6s-Graduagdo em Matemadtica do Centro de
Ciéncias da Universidade Federal do Ceara,
como requisito parcial a obten¢do do titulo de
mestre em Matemdtica. Area de Concentracio:
Topologia e Singularidades.

Aprovada em: 21/07/2020.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Alexandre César Gurgel
Fernandes (Orientador)
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. José Edson Sampaio
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Rodrigo Mendes Pereira -
Universidade da Integracdo Internacional da
Lusofonia Afro-Brasileira (UNILAB)

Prof. Dr. Nivaldo de Gées Grulha Junior
UUniversidade de Sao Paulo (USP)



Este trabalho é dedicado com todo amor € cari-
nho a meu pai e maior her6i do mundo Audisio

Lima de Oliveira, meu eterno Dr. Pai.



AGRADECIMENTOS

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdo de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Cédigo de Financiamento 001.

Ao Prof. Dr. Alexandre César Gurgel Fernandes por me orientar € me guiar ao
longo de toda essa jornada.

Ao meu pai, Audisio Lima de Oliveira e toda minha familia. .

Aos colegas da pés graduagdo em matematica por transformarem cafés em teoremas
junto comigo.

Todos os professores e servidores do Departamento de Matemadtica e a Universidade

Federal do Ceara pelo trabalho de levar a luz do conhecimento.



“E logo Jesus, estendendo a mao, segurou-
o, e disse-lhe: Homem de pouca fé, por que

duvidaste?” (BIBLIA, 2015, p. 1475)



RESUMO

O objetivo central deste trabalho € apresentar uma prova para o Teorema de Sullivan. O qual
enuncia que a caracteristica de Euler do link de um conjunto algébrico em qualquer ponto é
um nudmero inteiro par. Para tanto, inicialmente precisaremos abordar vérias ferramentas de
geometria semi-algébrica, geometria algébrica, dlgebra e topologia. Dentre outras coisas gosta-
riamos de estender a nocao de caracteristica de Euler a conjuntos semi-algébricos nio localmente
compactos, bem como estudar a topologia local de certos conjuntos. Também pretendemos
definir conjuntos de Euler e culminar com o Teorema de Sullivan ja citado, mostrando que todo

conjunto algébrico é de Euler.

Palavras-chave: teorema de Sullivan; geometria algébrica; caracteristica de Euler.



ABSTRACT

Our goal on this work is to show a proof of Sullivan’s Theorem, who say that Euler characteristic
of link on an algebraic set at any point is even. On the process we will study semi-algebraic
geometry, algebraic geometry, algebra and topology and introduce a notion that extends the
definition of Euler characteristic to semi-algebraic sets, so we will define Euler sets and culminate

that every algebraic set is an Euler set.

Keywords: Sullivan’s Theorem; Algebraic geometry; Euler charecteristic.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, temos o objetivo central de dar uma demonstracdo para o Teorema
de Sullivan, o qual diz que o link de um ponto em um conjunto algébrico possui caracteristica
de Euler par. Tal resultado tem sua importancia ligada a propria importancia da ferramenta
caracteristica de Euler e ao estudo de conjuntos algébricos. Ao longo deste processo desejamos
apresentar alguns resultados interessantes, e ferramentas.

No segundo Capitulo, desejamos introduzir a geometria semi-algébrica, a qual busca
estudar mais profundamente sistemas envolvendo igualdades e desigualdades polinomiais, intro-
duziremos o conceito de conjunto semi-algébrico real, bem como suas propriedades topoldgicas e
geométricas. Sendo o Principio de Tarski-Seidenberg e o Teorema de Lojasiewicz dignos de aten-
cdo. Ainda neste Capitulo abordaremos o teorema da triangula¢do de conjuntos semi-algébricos
e mostraremos uma aplica¢do para este, com o Lema de Selecao da Curva, introduziremos
uma no¢ado de dimensao para os conjuntos semi-algébricos, apresentaremos uma prova para o
importantissimo Teorema da Estrutura Conica Local. Concluiremos o Capitulo com a defini¢dao
de link de conjuntos semi-algébricos em um ponto e estendemos a definicao de caracteristica de

Euler de conjuntos semi-algébricos localmente compactos para conjuntos semi-algébricos.

Figura 1 — O matemadtico polonés Stanistaw Lojasiewicz.

o'

Fonte:http://www.pas.va/content/accademia/en/academicians/deceased/lojasiewicz.html

O terceiro Capitulo terd a tarefa de versar sobre conjuntos algébricos reais, objeto central deste
trabalho. Em um primeiro momento desejamos definir e expor as propriedades topoldgicas
mais imediatas de tais conjuntos, onde desejaremos construir para estes algo semelhante ao

que faremos no segundo Capitulo para conjuntos semi-algébricos, construiremos entdao para
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estes uma no¢do de dimensdo, propriedades geométricas, neste Capitulo teremos como resultado
central a demonstracdo do Teorema de Sullivan para dimensao 1, bem como a defini¢ao de
conjuntos de Euler. Por fim, no quarto e ultimo Capitulo, introduziremos as fungdes construtiveis
que juntamente com o operador link e o pushforward serdo as ferramentas principais para a
demonstracdo do Teorema de Sullivan. No mais, desejamos ao longo do texto manter a concisao
perdendo o minimo de clareza possivel, a maioria das figuras foi concebida e elaborada com

auxilio do software geogebra.

1.1 Preliminares
1.1.1 Principio de Tarski-Seidenberg

Teorema 1.1.1 Dado um sistema polinomial de equacdes e inequacdes nas varidveis T =

(T1,...,Tp) e X com coeficientes em R da forma

;

Sl(T,X) L a3} 0

Sn(T,X) e, 0

\

Onde o; € {=,#,<,>} Vi€ {1,...,m}. Entdo existe um algoritmo tal que este produz uma lista
C(T),...,Ci(T) de sistemas de igualdades e desigualdades polinomiais em T com coeficientes

em R tal que: Vt € RP $(t,X) possui solugdo real < Cj(t) é satisfeito.
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2 CONJUNTOS SEMI-ALGEBRICOS REAIS

Neste capitulo introduziremos a noc¢ao bésica de conjunto semi-algébrico real. Nosso
objetivo nesse capitulo serd introduzir os conceitos geométricos e topoldgicos ligados aos conjun-
tos semi-algébricos, bem como o estudo de teoremas estruturais como: Decomposi¢do Celular,
Triangulacdo, Trivializacao e Estrutura Conica Local. Bem como conceito mais importante neste

trabalho a serem abordado neste capitulo.

2.1 Definicoes e primeiros resultados

Um conjunto semi-algébrico X C R" é um subconjunto satisfazendo uma combinagao
booleana de equagdes ou inequacdes polinomiais com coeficientes reais. Em outras palavras, os
semi-algébricos formam a menor classe de subconjuntos de R”, a qual denotaremos por SA,,,
tais que :

1. Se P e R[Xy,..,X,], entdo {x e R": P(x) =0} € SA,, ou {x € R": P(x) > 0} € SA,;
2.XeSA,eYESA, = XUY€SA,, XNY €SA, e (R"—X) € SA,.

Proposicao 2.1.1 (Caracterizacdo de conjuntos Semi-Algébricos)
Todo conjunto semi-algébrico de R" é a unido finita de conjuntos do tipo {x € R" : P(x) =

0eQi(x)>0e...eQi(x) >0},0ndel e NePQy,.. 0 € RIX],.... Xy

Seja o7 a classe de unides finitas de conjuntos do tipo descrito acima, mostraremos
que &/ C SA,,. De fato temos que:
. PeRX),... Xp) = {xeR":P(x) =0} e e {xeR:P(x) >0} € &/, pois ({x € R":
P(x)=0}N{xeR": P(x) >0}) € o,
2. Tome X € o/ e Y € o/, de modo que:

X = LSJ ﬁ{xER":P,-yj(x)oi’jO}eY: U ﬁ{xeR”:PZ,k(x) o 0}

i=1j=1 I=1k=1
onde o; j, 0, € {<,=,>}, Agora, faga X; =N_ {x e R": P, j(x) 8; ;0} e ¥} = "} {x €
R": P i(x) @£ 0}, logo X UY = (UL X)) U(Uj_ Y1) = X1 U...UX;UY  U...UY,, agora
faca X; 11 =Y1,... X1 =Y logo XUY = Ufj’ Xqa, onde cada X € uma intersecdo finita
de conjuntos da forma {x € R" : P, g(x) ¢, g0} onde o, g € {<,=,>}. Analogamente
mostramos que .o/ € fechado para as operagdes de interse¢ao finita e complemento, de

forma que 7 C SA,,.
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Pela minimalidade de SA,, temos que .« = A. Os conjuntos da forma X, definidos no resultado
anterior, sdo chamados semi-algébricos basicos. Note que dado X € SA,, sempre podemos
escolher uma representagdo de X = Ui _; {x € R": P, j(x) »; j0}, onde o; ; € {=,>}. De
fato, pois {x e R": P(x) <0} ={xeR": —P(x) >0} e {x e R": P(x) >0} = {x e R":
P(x) =0}U{x € R": P(x) >0} Os subconjuntos semi-algébricos ndo vazios de R sdo unides
finitas de pontos e unides finitas de intervalos abertos. De fato, pela Proposic¢ao 2.1, temos que
XeSA = X=U_ N, {xeR:Pj(x)e;;0} onde o; ; € {=,>}, note que os conjuntos ndo
vazios {x e R: P, j(x) =0} e {x € R: P, j(x) > 0} sdo pontos ou unides de intervalos, de modo
que a intersecao finita deles, sdo pontos ou intervalos.

X €SA,,Y €SA,, = (X xXY) € SA, 1, para tanto usamos as representacdes obtidas
na proposi¢do anterior. Considere o polindémio P : R? — R dado por P(x,y) =x*>+y*>—1,e
sejaV = {(x,y) € R?: P(x,y) = 0}, agora considere a projegdo candnica na primeira coordenada
m; : R? — R tal que m (x,y) = x, notemos que V é o conjunto dos zeros do polindmio P, e note
também que o conjunto (V) = [—1, 1] ndo € o conjunto dos zeros de nenhum polindmio real
Q:R — R, pois o conjunto dos zeros de qualquer polindmio nao nulo Q descrito acima € no
maximo finito e [—1, 1] é ndo enumerdvel. Por outro lado, (V) = {x € R: O(x) > 0} onde

Q(x) = —x* + 1, o préximo teorema generaliza tal fenomeno.

Figura 2 — O conjunto Ve m; (V) Figura 3 — O graficode Q e m; (V)

\2
ﬁ:\ 0s
) i (V
M T ) S O R e T
05

Fonte: Elaborado pelo autor. Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja A € SA,, um conjunto semi-algébrico. Uma aplicacdo f : A — R serd chamada
de semi-algébrica se o grafico de f for um conjunto semi-algébrico.

A fungdo seno nao € semi-algébrica. Com efeito, note que a reta Ox intersepta o
grafico da fung¢do seno em uma quantidade infinita de pontos. Se o grifico da fun¢do seno fosse
semi-algébrico a intersecdo dele com a reta Ox seria semi-algébrico, mas como tal intersecao

consiste em uma quantidade infinita de pontos isolados, a interse¢do ndo pode ser semi-algébrica.
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Todas as func¢des polinomiais sdo fun¢des semi-algébricas

Figura 4 — Grafico da fungao seno.
Yy

sen(z)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Teorema 2.1.2 (Tarski-Seidenberg)

Sejam A € SA,, 1 e T : R — R" a projecdo nas primeiras n coordenadas. Entio mt(A) € SA,

Como A € SA, ;| temos pela Proposicdo 1.1 que A é uma unido finita de conjuntos da forma
{xeR"™!:P(x) =0e Qi(x) >0e...e Q;(x) > 0}. Segue do principio de Tarski-Seidenberg
(%) que existe uma combinagdo boolena % (X, ..., X,) de igualdades e desigualdades polinomiais,
de tal sorte que o conjunto 7(A) = {(x1,...,x,) € R" : Ix11 € R 2 (X100, X0, X041) € A} satisfaz

€ (x1,...,%n), logo, por defini¢do 7(A) € SA,.

Proposicao 2.1.3 Seja F : R" — R™ uma aplicagdo polinomial, i.e. F = (Fy,...,F,) onde
F € R[Xy,...,X,]. Se A € SA,,, entdo F~'(A) € SA,.

Note que A € SA,, é uma unido finita de conjuntos do tipo {y € R” : P(y) =0e Q;(y) >
Oe..eQi(y)>0}ondel/ eNePQy,... 0 € R[X,...,X], note que a pré imagem da unido é

a unidio das pré imagens, logo F~!(A) é uma unio de conjuntos do tipo {x € R": (Po F)(x) =
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Oe(QioF)(x) >0e...e(QioF)(x) >0}ondel €« Ne PoF,Q 0F,...,Q;0F € RXy,.... Xy
de modo que F~'(A) € SA,

Todo subconjunto algébrico de R” é também um subconjunto semi-algébrico de
R”. Com efeito, recorde que X C R" € um subconjunto semi-algébrico de R" se existem
PP, ....P, € R"[X),...,X,| de tal sorte que : X = {x € R": P|(x) = ... = P,(x) = 0}. Tome
Xy ={xeR":P(x) =0},.... X, = {x € R": B,(x) =0}, por (1) temos que Xi,...,X,, € SA,,
além disso X = ", Xi, logo X € SA,,, por (2).

Corolario 2.1.1 Se A € SA, e 7 : R — R a projecdo nas primeiras n coordenadas. Entéo

m(A) € SA,

Segue do Teorema de Tarski-Seidenberg e inducio sobre k.

Corolario 2.1.2 A € SA,, e f : R"™ — R" é uma aplicagdo polinomial = f(A) € SA,
Considere o conjunto :

Graf(f) = {(x,y) €R"™: f(x) =y} € SApim
e note que f(A) é a projecdo de Graf(f) em R".

Corolario 2.1.3 Seja A € SA,, denotaremos por A o fecho de A em R", nessas condicoes

A€ SA,.

Note que A = {x € R" : Ve > 03y € A : ||x —y||> < €2} e pode ser escrito como

A=R"— (m({(x,s) ceR"™:e>0} —m{(x,e,y) eR"BR :ycAe e’ -
1

Y (i )? > 0}>>

1

onde 7| e m, representam as projecdes nas primeiras e nas ultimas n—coordenadas respectiva-
mente, note que V& > 0 o conjunto m({(x,&,y) ER" @R :ycAee? - Y™ (yi—x)* > 0})

¢ semi-algébrico, o que completa a prova.

Teorema 2.1.4 Seja f: A — R™, uma aplicagdo semi-algébrica, onde A € SA,,, entdo f(A) €
SAm. Dado B € SA,,, onde B C f(A), entdo f~!(B) € SA,.

Tome Considere o conjunto G = graf(f) veja, f(A) = m,(GN(AxB)) e f~1(B) = m,(GN
(A X B)), onde m,, é a projecdo nas ultimas m coordenadas e 7, é a proje¢do nas primeiras n
coordenadas, caso A € SA, por Tarski-Seidenberg segue que f(A) € SA,,, caso B € SA,, por
Tarski-Seidenberg segue que £~ (B) € SA,.
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2.2 Decomposicao de Conjuntos Semi-Algébricos

Nesta secao abordaremos um pouco da geometria e topologia dos conjuntos semi-
algébricos. Sendo os mais importantes o teorema da decomposi¢do cilindrica e o teorema
de Lojasiewicz que afirma que um conjunto semi-algébrico possui uma quantidade finita de
componentes conexas. Uma decomposi¢ao algébrica cilindrica (abreviaremos como D.A.C) de
R” é uma sequéncia, 41, ...,%,, onde, 1 < k < n % é uma particio finita de R* em conjuntos
semi-algébricos (que chamaremos de células) satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Cada célula C € %) é um ponto ou um intervalo aberto

2. Paracadak, 1 <k < ne paracada C € 6} existe uma quantidade finita de fun¢des semi-
algébricas continuas ¢ | < ... < éc,lc :C — R, e ocilindro C x R ¢ R¥! ¢ uma unido
disjunta de células de 6, que sdo:

a) Ou graficos de uma das fungdes &c j, para j=1,...,1c:

Acj={( xip1) e CxR: & j(¥) =01}

b) Ou Faixas de cilindros limitados por cima e por baixo, por gréficos de fun¢des do

tipo &c,j e &c j+1 para j =0, ...,Ic, convencionaremos §c g = —o e §c 1 = +oo

Bej={(,x11) € CxR: & j(x) <xiqr < &cjr(¥)}

Vamos exibir uma D.A.C para R?, considere Cy = {0},C; = (0, +o0) e C; = (—0,0)

e as seguintes fungdes :

— &1 Co — Rtal que E¢, 1(0) =0
— &c1:Cr = Rtalque &¢, 1 (x) =x
— &0 21 Cp— Rial que &g, o(x) = —x
— &1 Gy — Rtal que &gy g (x) = —x

- €C2,l :Cy — Rtal que 5C2.,1 (x) =X
Note que cada ponto de R? se encontra compreendido ou em um grifico de uma das fungdes

descritas acima, ou em uma faixa entre os graficos.

Lema 2.2.1 Cada célula da D.A.C é semi-algebricamente homeomorfa a um cubo aberto do

tipo (0,1)" (convencionaremos que (0,1)° é um tinico ponto)

(Inducgdo sobre n), o ponto chave para essa demonstracao € a seguinte observagdo: Usando a

nota¢do acima, o grafico de cada Ac ; € semi-algebricamente homeomorfo a C e cada faixa B¢ ; €
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Figura 5 — D.A.C de R?

25

€0y

-2

Fonte: Elaborado pelo autor.

semi-algebricamente homeomorfa a C x (0,1). No caso Ac j, 0 homeomorfismo é simplesmente
¢:C—Acje o) =(x1,6 j(x')) no caso B¢ j peguemos, y : C x (0,1) — B¢ j, onde
(

(', (1 =1)&c,j(x") +1&c, j+1(x)) se 0 < j < ¢
t—1
(x/,T—l—ﬁcJ(x’)) se j=0,Ic #£0
V(EE ( 1 1 A D.A.C mostra que cada semi-
t

N sej=lc=0
X, +1—l) se Jj C

t .
(x’, T 5c,lc(xl)> se j=Ilc#0

algébrico § € R" € a unido disjunta de conjuntos semi-algébricos Cy,...,Cp, tal que cada C; é

semi-algebricamente homeomorfo ao cubo (0,1)%. Cada C) é obviamente conexo. O que nos

leva ao

Teorema 2.2.1 (Lojasiewicz)
Todo conjunto semi-algébrico S C R" possui uma quantidade finita de componentes conexas.

Além disso, € localmente conexo.
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2.3 Triangulacao

O objetivo central desta se¢do € introduzir o conceito de triangulacio, em particular

o poderoso Teorema da Tridngulacdo de conjuntos semi-algébricos, e exibir uma aplicacdo

interessante do mesmo, o Lema da Selecdo da Curva. Sejam ag,ay,...,a; € R" pontos inde-

pendentes. O simplexo k—dimensional ¢ que tem estes pontos como vértices € o conjunto
— nacs —vk ra: A ko2 —

o = (ay,...,ax) de todas das as combinac¢des convexas p =Y jAigicomA; >0e Y7 A =1,

ou seja € a envoltdria convexa do conjunto {ao, ..., ax}-

Figura 6 — Simplexos de dimensdo 0,1,2 e 3 respectivamente

(1] (1

a2

fig ag

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma aplicagio f : 0 — R* é chamada linear se f (Zf:o Aia;) = Zf:o Aif(a;) para
quaisquer (k4 1)-uplas de niimeros reais ndo negativos 4; tais que Y*_;A; =1 Um poliedro
¢ um subconjunto K C R”, no qual foi especificada uma colecao finita de simplexos de R”,
chamados de simplexos de K, de modo que as condi¢des abaixo sdo satisfeitas:

1. Todo ponto de K pertence a algum de seus simplexos (ou seja, K é a unido de seus
simplexos);

2. Toda face de um simplexo de K é ainda um simplexo de K;

3. Se s et sdo simplexos de K a interse¢do entre eles €: o vazio, ou uma face comum a s e ¢.

Seja Y C R". Uma triangulacdo de Y é um homeomorfismo do tipo
0:Y =K

para algum poliedro K C R™
Seja K C R" um poliedro compacto. Uma aplicagdo continua f : K — R* é chamada

linear por partes, se f for linear em cada um dos simplexos de K. Decorre imediatamente que
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Figura 7 — Exemplos de triangulagdes.

X Nao é uma triangulacao de X F: uma triangulacio de X

Fonte: Elaborado pelo autor.

uma aplicagao linear por partes € semi-algébrica.

Teorema 2.3.1 (Teorema da Tridngulacdo Semi-Algébrica)

Seja A € SA,, um compacto e By,...,By subconjuntos semi-algébricos de A. Entdo existe um
poliedro K C R" e um homeomorfismo semi-algébrico h: K — A, de tal sorte que By, é a imagem
por h de uma unido de simplexos abertos de K. (Neste caso dizemos que h é uma triangulacdo

de A compativel com os B;, onde 1 < i < k).

Ver : COSTE, Michel. An Introduction to Semialgebraic Geometry
2.3.1 Lema de Selecdo da Curva

Teorema 2.3.2 Seja A € SA,. Seja x € A, x ¢ A. Entdo existe uma aplicagdo continua semi-

algébrica y: [0,1] — R" tal que y(0) = x e y((0,1]) CA

Sem perda de generalidade podemos supor A limitado, pois se ndo for consideraremos o conjunto
AN B (x) onde By (x) é a bola unitdria centrada em x, entdo A é compacto e semi-algébrico, pelo
Teorema da TriAngulacdo, existe um poliedro K e um homeomorfismo semi-algébrico /1 : K — A,
tal que x = h(a), onde a € K é um vértice, e A € a imagem por 4 da unido de alguns simplexos
abertos de K. Em particular como x € A e x ¢ A, entdo deve existir um simplexo ¢ € K que
possui a como um de seus vértices e tal que h(int(c)) C A. Agora tome uma parametrizagio do
segmento que liga a ao baricentro de o tal que 6 : [0, 1] — o tal que §(0) =ae &((0,1]) C int(0o),

tomando ¥ = ho § o resultado segue.



20
2.4 Dimensao Via D.A.C

A decomposig¢do algébrica cilindrica € uma forma de decompor um conjunto semi-
algébrico S em uma unido finita de células que sdo semi-algebricamente homeomorfas a cubos
abertos do tipo (0, 1)?. Baseado nisso, estamos exibindo uma nocio de dimenséo para conjuntos

semi-algébricos, o resultado a seguir (bem) define esse conceito.

Proposicao 2.4.1 SejanScSA, eS= Ule C; onde cada C; é semi-algebricamente homeomorfo
a (0,1)%, definiremos a dimensdo de S, como sendo mdx{d; i =1,2,..., p}; esta defini¢do, ndo

depende da decomposicdo.

Seja S = Uf:l CieS= Uf: 1 Dj duas decomposi¢des semi-algébricas de S entdo existe uma outra
decomposicdo S = | J;_; Ex onde (J;_; Ex refina as duas decomposi¢des dadas, de modo que
cada C; e D € uma unido finita de E. Vamos comparar as dimensoes de C;, D; e E, enquanto
subvariedades de R", como Ey C C; = dim(Ey) < dim(C;) se E; possui a maior dimensdo entre
todas as células de C;, entdo Ej € aberto em Cj, e tem a mesma dimensao de C;, de modo que
C; — E; contém apenas C; — Ej, e células com dimensdo menores do que Ej e portanto disjuntos
de E;. Segue que o maximo das dimensoes do C; € igual ao maximo das dimensdes dos Ey €
pelas mesmas razdes, igual a0 méaximo das dimensdes do D;. Segue imediatamente da defini¢ao
de dimensdo de conjunto semi-algébrico que a dimensdo de uma unido finita de conjuntos
semi-algébricos é o maximo das dimensdes dos conjuntos, a dimensao do produto cartesiano

finito de conjuntos semi-algébrico € a soma das dimensdes dos conjuntos.

2.5 Trivializacao

Aqui, queremos apresentar uma prova para o teorema muito importante na teoria da
topologia local de conjuntos semi-algébricos chamado o Teorema da Estrutura Conica Local
que diz um fato importante sobre a topologia local dos conjuntos semi-algébricos. Para tanto
utilizaremos outro forte teorema, o da Trivializacdo Semi-Algébrica de Hardt.

Uma aplica¢do semi-algébrica p : A — R € dita ser semi-algebricamente trivial
sobre um conjunto C € SA,, se existir um conjunto semi algébrico F' ¢ um homeomorfismo
semi-algébrico & : p~!(C) — C x F de modo que a composicio de & com a projecio 7 :
C x F — C éigual arestri¢io de pa p~!(C). Diremos que um uma trivializacdo 4 é compativel

com um conjunto semi-algébrico B C A se existir um conjunto semi-algébrico G C F tal que
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h(BNp~1(C))=CxG.

Figura 8 — Descri¢do pictografica.

A>pi(C) CxF

Fonte: Elaborado pelo autor.

Teorema 2.5.1 (Teorema da Trivializacdo semi-algébrica de Hardt)

Seja A € SA, e seja p: A — R, uma aplicagdo semi-algébrica continua, entdo existe uma
particdo de RF em conjuntos semi-algébricos C; onde 1 < i < m tal que p é semi-algebricamente
trivial sobre cada C;. Mais do que isso, se By, ...,By sdo subconjuntos semi-algébricos de A,
entdo podemos nos questionar se cada trivializagdo h; : p~'(C;) — C; x F; é compativel com

todos os B;.

Vea prova em: BENEDETTI, Riccardo; RISLER, Jean-jacques. Real algebraic and semi-

algebraic sets, pg

Teorema 2.5.2 (Teorema da Estrutura Coéonica Local)
Para € > 0 suficientemente pequeno, existe um homeomorfismo semi-algébrico h : B¢(a) NA —
a*(Se(a)NA), onde a € A € SA,, é ponto ndo isolado e ax (Sg(a) NA) é o cone de vértice a e

base Se¢(a) NA, tal que ||h(x) —al| = |[x —al| e hls, (q)na=id.

Aplique o teorema anterior para a fungdo p : A — R definida por p(x) = ||x —a,

onde obteremos uma trivializa¢ao de p sobre uma parti¢do finita de R. Podemos assumir que
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essa particdo possui um membro no intervalo (0, ). Escolhendo € de tal sorte que 0 < € < §.

Note que p~! (&) = (Se(a) NA), teremos o seguinte homeomorfismo semi-algébrico
g:p7'((0,8)) = (0,8) x (Se(a) NA)

tal que g(x) = (|[x—al|,g1(x)), onde g1ls, (a)na = id. Agora defina h : B¢(a) NA — C¢ por

[ —dl|

| lx—al]
o (B e o st o
h(a) = a.

Podemos checar que # satisfaz a propriedade do teorema. E sua inversa € :

hl'(Aa+(1-2A)x) =g '(1-A)e,x) parad €[0,1),x € S(a,e)NA

h(a)=a

2.6 Links

A ideia por trds do conceito de link semi-algébrico € estudar a topologia local de
um conjunto semi-algébrico, gracas ao resultado principal da se¢ao anterior podemos fazer isso.
Seja A € SA,, localmente compacto e seja a € A um ponto ndo isolado, entdo definiremos o link
de a em A como lk(a,A) = AN S¢(a), onde € € suficientemente pequeno para que seja valida a
conclusio do Teorema da Estrutura Conica Local. Pelo Teorema da Estrutura Conica Local,
dado 0 < & < € para € << 1 temos que AN Sg(a) € homeomorfo AN Sg (a) Sejam A € SA,
e K C A um subconjunto compacto semi-algébrico de A. Definiremos o link de K em A como
Ik(K,A) = f~1(€)NA onde f é uma fungio f : R” — R continua semi-algébrica, positiva e

prépria, com f~1(0) =K

Proposicio 2.6.1 O tipo de topologia semi-algébrica do link lk(K,A) ndo depende de € ou da
escolha de f.

Pelo Teorema de Hardt, existe uma trivializagdo semi-algébrica de f sobre um intervalo (0, &],
compativel com A. Isso mostra que £~ ! () NA é semi-algebricamente homeomorfo a f~! () NA
para todo € € (0, &].

Seja N uma vizinhanga compacta de K em A. Podemos tomar uma triangulaciao semi-algébrica

de f|n. Entdo podemos assumir que existe um poliedro L e uma fun¢@o ndo negativa f linear em
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cada simplexo de L, mais que isso, K = f -1 (0) é uma unido de simplexos fechados de L. Ento,
dado € >0 com & << I, f~!(£)NA é homeomorfa linear por partes a um PL—link de K em L.
Da unicidade da triangularizagdo semi-algébrica e da unicidade de PL—links, logo a topologia
semi-algébrica de /k(K,A) ndo depende da escolha de f. Para explicar em qual sentido nos
referimos a "unicidade"da triangulacdo semi-algébrica, inicialmente enunciaremos o seguinte

teorema:

Teorema 2.6.2 Considere P e Q dois poliedros compactos. Se P e Q forem semi-algebricamente

homeomorfos, entdo existe um homeomorfismo linear por partes entre eles.

Ou seja, se A é um compacto semi-algébrico de sorte que hy : K1 -+ A e hy : K — A sdo
triangulagdes semi-algébricas de A, entdo existe um homeomorfismo linear por partes entre
K e K5, esse é o sentido da "unicidade"mencionada anteriormente, unicidade a menos de
homeomorfismo linear por partes.

Este resultado mostra que o tipo de topologia semi-algébrica do link € invariante
por homeomorfismos semi-algébricos, ou seja dado 4 : A — B homeomorfismo semi-algébrico

temos que [k(K,A) é semi-algebricamente homeomorfo a lk(h(K),B).

2.7 A Homologia de Borel-Moore e a Caracteristica de Euler

Denotaremos por HiBM (A;Z/2) a homologia de Borel-Moore para conjuntos semi-
algébricos localmente compactos (com coeficientes em Z/2), com a seguinte propriedade, se
A é compacto entdo HPM(A;7,/2) = H;(A;Z/2), se A ndo for compacto, podemos tomar um
semi-algébrico aberto que é o mergulho de A em um semi-algébrico compacto B, e esse mergulho
induz um isomorfismo de H?™(A;7/2) no grupo de homologia relativa H;(B,B —A;Z/2). Se F
€ semi-algébrico fechado e F C A, (A semi-algébrico localmente compacto) entdo F e A — F sdo

localmente compactos e temos a sequéncia exata longa :

HEM(A—F;72)2) — HM(F;2/2) — HPM(A;72)2) — HPM(A—F;Z2)2)...

1

Note que, temos HEM((—1,1)%,Z/2) ~7/2 e H?M((—1,1)¢;Z/2) = 0 se i # d, mergulhando
(—1,1)? na esfera menos um ponto. Se A é um semi-algébrico localmente compacto, definiremos
x(A) = Yi(—1)'dimy ,HPM (A;7./2). Temos x((—1,1)%) = (—1)“, segue da sequéncia exata
longa que dado A semi-algébrico localmente compacto e F' C A semi-algébrico fechado, entdao

X(A)=x(F)+x(A-F).
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A caracteristica de Euler do link € um invariante topoldgico semi-algébrico. O
Teorema de Hardt mostra que [k(K,A) é o retrato por deformacio de f~'((0,€)) = f~1(]0,€) —

K). Onde f é um homeomorfismo semi-algébrico. Temos que:

X(Ik(K,A)) = 2 (K) — x(A,A—K).

Lema 2.7.1 Sejam A € SA,, localmente compacto e A = I_Ii.‘ZICi, uma decomposigdo celular de
A em células C; semi-algebricamente homeomorfas a (—1,1)% onde 1 < i < k, entdo
k
= ,; (—
Seja dimA = d e seja A<? a unido de todas as células de dimensdo menores do que d. A<¢ é
fechado, as células de dimensdo exatamente d sio as componentes conexas de A — A<¢. Usando

a propriedade de aditividade mencionada acima temos que:
2(A) = (=) card({k;dy = d}) + 3 (A~9).
Por inducdo sobre k, o lema estd provado.

Teorema 2.7.1 A caracteristica de Euler com suporte em conjuntos semi-algébricos localmente
compactos pode ser estendida unicamente a um invariante por homeomorfismo semi-algébrico
(ainda denotado por ) ) para todos os semi-algébricos, satisfazendo:

1. x(AUB) = x(A)+ x(B)

2. x(AxB)=x(A)x x(B)

1. (Existéncia) Seja A = LI;C , uma decomposic¢do celular de A em células C; semi-algebricamente

homeomorfas a (—1,1)% onde 1 < i <k, se A é localmente compacto temos ¥ (A) =
x(A) =YK (~1)%, se A ndo for localmente compacto definimos ¥ (A) = Y~ (—1)% e
mostraremos que nesse caso ) esta bem definida e satisfaz as propriedades 1 e 2. Da
boa definicdo de ¥, seja A = LI;C e A = LJ;D; entdo tome um refinamento dessas decom-
posi¢oes A = LI;E;. onde cada C; e D; e uma unido disjunta finita de E;, precisamos
mostrar que a soma Z§:1 (—1)% n3o muda apés o refinamento, como cada Cy, é localmente
compacto, podemos usar o lema anterior (—1)% = 7(Cy) = YEcc(— 1)@mEj — 7 (A) =
X(A) =L (D)% =y (1) E
(=1 =D) = Ly (— 1) E1 =74) = (4) = £y (1) = X, (~1)" 51 do fato
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dos E; refinar tanto os C; quanto os D; temos que a soma € a mesma. Claramente ¥ ¢
invariante por homeomorfismo semi-algébrico, pois este leva D.A.C em D.A.C, preser-
vando a dimensao das células. A aditividade para unido disjunta A LI B é obtida tomando
uma particdo semi-algébrica de A LI B de modo que A e B sejam unides de células semi-
algébricas. A propriedade do produto A x B é obtida da mesma forma tomando uma
particdo tal que A x B € particionado por células C x Donde C CAe D C Bonde Ce D
sdo células semi-algébricas de A e B respectivamente

. (Unicidade) Suponha que existam ¥ e ¥ que cumpram as propriedades 1 e 2, e seja tal
que ¥(A) = Z(A) = x(A), para todo A semi-algébrico e localmente compacto. Nesse
caso, dado um A semi-algébrico qualquer, tomariamos uma particdo semi-algébrica dele

A = LitCy de modo que pela compacidade local dos conjuntos C; temos: ¥ (A) = ¥ (LUxCy) =
L1 2(C) =X, X(C) = X(hCr) = X(A).
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3 CONJUNTOS ALGEBRICOS REAIS
3.1 Topologia de Zariski e Variedade algébrica afim

Basicamente aqui, gostariamos de expor uma teoria visando compreender as pri-
meiras propriedades algébricas (e geométricas) dos conjuntos algébricos. Seja X C R”, di-
remos que X € algébrico se existem uma quantidade finita de polindémios Py,..., P, tal que
X={xeR":P(x) =P(x) =...= Py(x) =0}. Note que com conjuntos algébricos reais,
podemos tomar um dnico polinémio P tal que X = P~!(0), para tanto, tome P = P} + ... + P2.
— acurva dada como os zeros de y> — x*(x+ 1) = 0.

— A cispide horizontal dada como x> —y* = 0

2 2

— O paraboléide hiperbdlico, dado por z + % — % =0

oo P
— hiperboléide de duas folhas dado como =— — — — — — 1=0

25 5 4

Figura 9 — Cuspide horizontal
Figura 10 — Hiperboléide de duas folhas
Fonte: Elaborado pelo autor. Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 11 — A curva dada por y* —x?(x +1) =0 Figura 12 — Parabol6ide hiperbdlico

Fonte: Elaborado pelo autor. Fonte: Elaborado pelo autor.

A topologia de Zariski sobre R"” € aquela cujos conjuntos fechados sdo os conjuntos

algébricos de R", A C R" denotaremos por A” o fecho de Zariski de A, definido pelo menor
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conjunto algébrico a conter A.

Um conjunto algébrico X € dito ser irredutivel se ele ndo puder ser escrito como
a unido de dois conjuntos algébricos estritamente contidos nele, caso contrério ele € dito ser
redutivel. Notac¢do: Seja X um conjunto algébrico de R”. Denotaremos por & (x) o anel das
fungdes polinomiais em X. Se U € um aberto da topologia de Zariski contido em X, denotaremos
por Z(U) o anel das fun¢des regulares em U i.e o anel dos quocientes da forma P/Q onde
P e Q sdo fungdes polinomiais em X e Q ndo tem zeros em U, se X for irredutivel Z(x) é
um dominio de integridade e Z(U) é seu corpo de fragdes. Para V C R", denotaremos por

(V) C R[Xj,...,X,] e definiremos I(V') como:
I(V)={PeR[Xy,...X,;Vx €V P(x) =0}

I(V) éideal de R[X,...,X,]. V é um conjunto algébrico se, e somente se, V =Z(I(V)), onde

Z(I(V)) sdo os zeros comuns aos polindmios de (V).
Proposicao 3.1.1 V é um conjunto algébrico irredutivel se, e somente se, [(V') é um ideal primo.

Suponha que /(V) ndo seja primo, entdo existem P;,P, ¢ (V) e PP, € [(V), entdo V = (VN
V(P))UWVNV(P)), onde V(P,) e V(P;) sdo os conjuntos algébricos sobre os quais P| e P,
se anulam respectivamente, mas (VNV(P;)) C V (o mesmo para V(P,)), entdo V & redutivel.
Reciprocamente se V=V, UV, com V; CV eV, CVentdo, I(V;) CI(V)comi=1oui=2.

Tome P, € I[(V;) e P, ¢ I(V), entdo PP, € I(V), logo I(V) ndo é primo.

Lema 3.1.1 Seja € uma cole¢do ndo vazia de ideais de um anel noetheriano R. Entdo € possui
um elemento maximal, i.e € possui um ideal que ndo estd contido estritamente em nenhum outro.
Em outras palavras, toda cadeia crescente de ideais de um anel noetheriano estabiliza em algum

momento.

Escolha (usando o axioma da escolha) um ideal de cada subconjunto de %, e seja I o ideal
escolhido para o préprio ¢, defina 61 = {I € €1 2 Iy} e seja I} o ideal escolhido para esse
subconjunto, agora defina 6, = {I € €;1 2 I, } e seja I, o ideal escolhido para esse subconjunto,
repita esse processo indefinidamente, desejamos mostrar que dn € N suficientemente grande para
o qual €, = @ suponha que néo, e tome / = {J,_( I, isto ¢ um ideal de R e como R ¢ notheriano,
I é finitamente gerado, portanto, sejam ay,...,a, os geradores de I, cada a; € I, paran >> 1

temos I = I, logo, I,,+1 = I, absurdo.
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Teorema 3.1.2 SejaV C R"™ um conjunto algébrico, entdo existem vinicos V1,V», ..., V,, conjuntos

algébricos irredutiveis, tais que V. =\JjL, Vi e V; L V; para i # j.

Considere

% o conjunto dos conjuntos algébricos que ndo s@o uma unido finita de conjuntos algébricos
irredutiveis, desejamos mostrar que 4 = &, suponha que nao, seja V o elemento maximal de %,
logo V € redutivel e portanto V =V, UV, com V; C V, pelo lema anterior podemos supor que
Vi¢ € logoV;, = UT;I Vi,j> onde cada V; ; € irredutivel, mas nesse caso V = J; ;Vj j, contradi¢do.
(unicidade) Seja V conjunto algébrico, sabemos que V = |Ji_, V;, onde cada V; € irredutivel,
desconsidere os conjuntos tais que V; C V; para i # j, em seguida tome outra representacao
V =U7} W;. Temos que V; = U} (W;NV;), entdo V; C Wj, para algum J;, similarmente W;;, C V;,
logo Vi C Vi mas como convencionamos, temos i = k logo V; = Wj; analogamente todo W; =V;,.
Seja V =J"V;, onde V é conjunto algébrico e cada V; é conjunto algébrico irredutivel, nesse
caso, chamamos cada V; de componente irredutivel de V.

Uma aplicagdo regular f : U — V entre abertos da topologia de Zariski contidos em
conjuntos algébricos € uma aplica¢do onde cada funciao coordenada € uma funcao regular. Se f
é bijecdo, tal que f~! é regular, dizemos que f é biregular.

Seja X C R" um conjunto algébrico, definiremos a dimensio de X como a dimensao
de krull de R[Xj,...,X,|/I(V) i.e 0 comprimento mdximo de uma cadeia de ideais primos de
R[X1,...,Xu]/I(V). Seja X irredutivel e seja k(X) o corpo de fragdes de R[Xj,...,X,]/I(V), a
dimensao de X € o grau de transcendéncia do corpo k(X) sobre R, se X = |J;_; X; onde X; sdo

componentes irredutiveis de X, entdo dimX =max dimX;.

Teorema 3.1.3 O espaco projetivo real P,(R) é uma variedade afim e hd um isomorfismo

2
biregular entre ele e o conjunto algébrico real em R(+1)

Mergulharemos o P,(R) em R+’ através do morfismo ¢:P(R)— R("+1” onde

XjXk
(P(Xo,...,xn):( noon
i=0"% / 0<j.k<n

A imagem do mergulho € o conjunto algébrico real V de pontos (y;x)o<jk<n € R

(1+1)? q] que

Yvii=1,Yix=Yrj€Xkyjkyki =Yj (essas equagdes significam que y;; sdo as entradas da
matriz de uma projecio ortogonal de uma linha em R"*!). A pré imagem de um ponto (y k) EV

tal que y; ; # 0 € (Yo,j,¥1,j» -+ Yn,j)
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3.2 Compactificacao de Alexandroff em Conjuntos Algébricos Reais

Proposicao 3.2.1 Seja X um conjunto algébrico real ndo compacto. Entdo existe um conjunto

algébrico compacto X com um ponto distinguido «x tal que X é birrgularmente isomorfo a

X — {oox}.

Podemos assumir sem perda de generalidade que X C R”" de modo que 0 ¢ X, (caso X = R”
usaremos a projecdo estereografica). Usaremos a aplicagdo inversdo definida por i : R” — {0} —

R"—{0} tal que i(x) note que i ¢ um isomorfismo birregular, portanto i(X ) é um fechado

X
il

de Zariski de R" — {0} e X = i(X)U{0} = i(X), onde i(X) denota o fecho de i(X) na topologia

usual de R”, logo X é compacto. Considere o conjunto X = {(x,y) € R>: x> +1—-y=0}e

X =i(x)u{o}

Figura 13 — Descri¢do pictografica.

X
3
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0.5

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.3 Conjuntos algébricos nao singulares

Um ponto x € X € dito ndo singular se existem polindmios Py, ..., P, e uma vizinhanca
de Zariski U > xtalque XNU ={y € U : P|(y) = ... = P(y) = 0} e os gradientes de P; sdo
linearmente independentes em x. Um conjunto X C R” é ndo singular se todos os seus pontos

forem nao singulares.

Teorema 3.3.1 (Hironaka) Seja X um conjunto algébrico real. Entdo existe um conjunto
algébrico ndo singular X, uma aplicacdo propria p : X — X e um subconjunto algébricoY C X,

tal que dim(Y) < dim(X) e p|g_,-1(y) é um isomorfismo birregular sobre X —Y.

Para mais informacgdes sobre resolugdo de singularidades e Teorema de Hironaka ver: THE
HIRONAKA THEOREM ON RESOLUTION OF SINGULARITIES (Or: A proof we always

wanted to understand). Hauser, Herwing
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3.4 Classe Fundamental

Para o lema seguinte iremos nos utilizar do seguintes resultados da Teoria de Resul-

tantes

Teorema 3.4.1 (Caracterizacdo do Resultante)

Considere P,Q € K[X] tal que K é um anel comutativo com unidade, onde P(x) = Y ax' e
Qx) = ’}‘:0 bjx! e sejam oy, ..., 0y, € K e B, ..., Bn, € K as raizes (contadas de acordo com
suas multiplicidades) de P e Q respectivamente, entdo podemos considerar o resultante de P e Q

denotado por Res(P,Q) como:

ng mo
Res(P,Q) = a)'b’ H H
i=1j=
Para defini¢do formal e mais informagdes sobre o Teorema ver : Resultant and Discriminant of

Polynomials. Janson, Svant

Teorema 3.4.2 Nas condicdes do resultado anterior temos que Res(P,Q) =0 < P e Q possuem

um fator comum ndo constante em K[X]

Lema 3.4.1 Sejam P € R[X,Y| um polinémio irredutivel que se anula na origem, e Q € R[X,Y]
um polinémio qualquer. Suponha que as curvas P(x,y) =0 e Q(x,y) = 0 possuam infinitos
pontos de intersecdo em uma vizinhanca da origem, entdo P divide Q. Em particular se Q for
irredutivel com P e Q ndo associados, entdo em uma vizinhanca suficientemente pequena de um

ponto dado as duas curvas respectivas so podem se interceptar nesse ponto.

Se a curva P(x,y) = 0 contém infinitos pontos de interse¢cdo com o eixo vertical x = xp, O
polindmio P(x,y) deve ser divisivel por (x —xg) e como assumimos P irredutivel e se anula na
origem, isso implica que P é multiplo constante de x, tornando o lema 6bvio, logo, sem perda
de generalidade podemos supor que P(x,y) = 0 intercepta cada linha vertical, uma quantidade
finita de vezes. Se P(xp,y0) = Q(x0,y0) = 0, os polindmios P(xq,y) e Q(xp,y) vistos como
elementos de R[Y], possuem uma raiz comum em Yy e portanto Res(P(xp,y),Q(xo,y)) se anula,
como elementos de R. Suponha por absurdo que as curvas P(x,y) = 0 e Q(x,y) = 0 possuem
um numero infinito de interse¢cdes em uma vizinhanga da origem. Olhemos o resultante de
P, Q € R[X][Y] como um elemento de R[X]. O resultante se anula para uma quantidade infinita
de valores para xq e portanto é identicamente nulo, portanto P, Q possuem um fator comum nao

constante em R[X]|[Y] ~ R[X,Y], como P é irredutivel isso mostra que P divide Q.



32

Teorema 3.4.3 (Teorema de Sullivan para dimensdo 1)
Seja P(x,y) um polinémio real irredutivel, considere a curva algébrica P(x,y) =0, o link de

P(x,y) = 0 em qualquer ponto possui caracteristica de Euler par

Para tanto basta provar que o link de P(x,y) = O consiste em um nimero par de
pontos, sem perda de generalidade podemos supor que P se anula na origem e considerar o link

de P na origem. Seja

P(x,y) =Y aix'y’.
i,j

Considere n o grau de P (o qual € por definicdo € o valor mdximo de i + j para o qual a;; # 0),

note que como P é irredutivel, ele ndo € divisivel por x (note que para P(x,y) = x o lema é

obvio) entdo os coeficientes do tipo ap ; ndo sdo 0. Fixe r e tome a seguinte parametriza¢do para
2t 1-¢2

o circulo de raio r e centrado na origem (menos o ponto (0,-1)): x =r——; y=r—— em
gem ( p (0,-r)) 2T

seguida substitua em P(x,y) e multiplique o resultado por (14 ¢2)" e obteremos:
Gonr(1) = Y aijr™H (20) (1 —£2)I (1 +¢2)" .
i,J
esse polindmio em 7 possui em (Y ;(—1)/ag jr/ )t?"* seu mondmio de maior grau, que certa-
mente ndo se anula para 0 # r << 1, de modo que ¢y, () possui grau igual a 2n. A prova
termina se mostrarmos que todas as raizes de ¢, (f) sdo simples para r << 1 entdo haverd

um nidmero par de raizes, se por ventura ¢, ,(¢) possuir uma raiz dupla, digamos, em f,

dy . ) -
entdo temos que Py, (fo) = Ztnr (o) = 0, dito em outras palavras, as raizes com multipli-
cidades as quais queremos excluir representam a intersecdo da curva P(x,y) =0 e a curva

JdpP JdP
O(x,y) = ya—x(x, y)— xa—y (x,y) = 0. Como supomos P irredutivel o lema anterior implica que

as duas curvas se interceptam em um ntimero finito de pontos, a menos que P divida Q, por razdes
de grau dos dois polindmios, isso apenas acontece se Q(x,y) = k- P(x,y), onde k € R — {0}.

Seja ¢,(0) = (x,(0),y-(0)) = (rcosO,rsend) = aa—ePo 0-(0) = f'(6) onde (Po¢,(0) = f(0)),
JoP oP

d oy OP JdP . B
note que %PO(I),(O) - f (9) - a_xr(_sene) + a—yl’COSQ - yra_x(xrayr) +xra_y(xruyr) -

—kP(x,,y,) = —kf(0) = f' = —kf = f(0) =ce ¥ - P(x,,y,) =c(x* +y* —r*) Vr<< 1o

2

que significa que P é muiltiplo constante do polindmio em x2 +y2 — 7> e como P se anula na

origem, é multiplo constante de X+ yz, absurdo.

Proposicao 3.4.4 Sejamm X um conjunto algébrico compacto, de dimensdo d, e ¢ : K — X

uma triangulagdo semi-algébrica de X. A soma de todos os simplexos de dimensdo d de K é um
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ciclo com coeficientes em 7./2, representando os elementos ndo nulos de Hy(X,7./2), este tal
elemento que independe da escolha da triangulacdo, é chamado de classe fundamental de X e

denotaremos por [X].

A soma dos d—simplexos de K serd um ciclo se, e somente se, cada (d — 1)—simplexo &
de K é face de um numero par de d—simplexos. Isto pode ser provado tomando um su-
bespago afim genérico Y, normal a imagem ¢(0). A intersecdo transversal desse espaco
com X é uma curva algébrica real,pois, seja X C R™, onde m = n+ p, codim(X) =p e
codim(Y)=n—1=dim(Y)=(p+1)=codim(YNX)=n+p—1=m—1=dim(XNY)=1.
E, isto reduz a provarmos que o link de um ponto na curva algébrica real consiste de um nimero
par de pontos o que foi demonstrado no Teorema de Sullivan para dimensao 1.

De fato a classe fundamental ndo depende da triangulagdo, isto se prova notando o fato de que,
para todo ponto x € X ndo singular em dimenséo d, a imagem de [X] em Hy(X,X — {x},Z/2) ~
Z./2 é um elemento nao nulo.

Se X € um conjunto algébrico ndo compacto de dimensdo d, a classe fundamental [X]| pode
ser definida na homologia de Borel-Moore como segue: tome uma compactificacao algébri-
cas X (identificado como X U {cox} ) e [X] é a imagem de [X] € H;(X,Z/2) pela aplicagio:
Hy(X,Z/2) — Hy(X,{oox },Z/2) = HYM (X, Z/2).

3.5 Conjuntos de Euler

Seja A um conjunto semi-algébrico localmente compacto, dizemos que A é um
conjunto de Euler se a caracteristica de Euler do link x em A € par, para todo x € A. Se A
¢ um conjunto de Euler ndio compacto, entiio a compactificacio por um ponto A de A é um
conjunto de Euler. Todo conjunto de Euler A de dimensao d possui uma classe fundamental
[A] € Hy(A,Z/2) (HEM(A,7Z/2) se A ndo for compacto). Como para conjuntos algébricos, a
classe fundamental pode ser obtida através da soma de todos os simplexos de dimensdo d em uma
triangulacdo de A. A condi¢do de Euler implica que todo (d — 1)—simplexo é face de um niimero
par de d—simplexos. Em dimensao < 2, a condi¢ao de Euler € suficiente para caracterizar

topologicamente os conjuntos algébricos reais via o préximo resultado

Teorema 3.5.1 (Akbulut-King, Benedetti-Dedo )
Seja A um conjunto de Euler de dimensdo < 2. Entdo A é homeomorfo a um conjunto algébrico

real.
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4 FUNCOES CONTRUTIVEIS
4.1 O Anel das func¢oes contrutiveis em Conjuntos semi-algébricos

Dado S € SA,,, uma func¢do construtivel em S € uma funcio ¢ : § — Z que toma uma
quantidade finita de valores e tal que, ¥n € Z, ¢~ (n) é um subconjunto semi-algébrico de S
Em outras palavras, uma funcao construtivel ¢ € uma funcdo que pode ser escrita como uma

soma finita do tipo
Q= ZmilX,-
icl
onde, para cada i € I, m; € um inteiro € lx, € a funcdo carateristica do subconjunto semi-
algébrico X; C S. Se ¢ é uma fungio construtivel em S, temos que ¢! (n) formam uma parti¢io
semi-algébrica de S.

Dado um poliedro K e um homomorfismo semi-algébrico 0 : U — S tal que U = Uo
tal que o € um simplexo aberto de K, de modo que ¢ o 8 é constante em cada T, nesse caso
dizemos que 6 €é uma triangulacio de S compativel com @

A soma e o produto de func¢des construtiveis em S, € ainda uma funcao construtivel
em S. O conjunto das funcdes construtiveis em S formam um anel comutativo que denotaremos

por A(S). Se ¢ : S — Z é uma funcéo construtivel, definimos o suporte de ¢ como Suppp =

{xeS:o(x) #0}
4.2 Integracio de funcdes construtiveis

Nesta secdo utilizaremos a caracteristica de Euler y definida no Capitulo 2, para

conjuntos semi-algébricos, recordamos que

1. Para conjuntos semi-algébricos compactos coincide com a caracteristica de Euler usual

2. Satisfaz a propriedade aditiva: x(AUB) = x(A) + x(B) para a unido disjunta

3. é invariante por homeomorfismos semi-algébricos
Decorre dessas 3 propriedades que a carateristica de Euler coincide com a carateristica de Euler
com suporte compacto (a carateristica de Euler para a homologia de Borel-Moore), mas para
conjuntos semi-algébricos localmente compactos, em particular, para conjuntos algébricos, vale

XX xY)=x(X)xx(Y). Seja ¢ uma funcio construtivel em S. Definiremos a integral de
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Euler de ¢ sobre um subconjunto semi-algébrico como X C S é

/Xqux =Y nx(o~'(n)nX).

nez
Utilizando a representacdo de ¢, pela aditividade de y vem
/sodx =Y mix(X)).
S icl
Se ¢ possui suporte compacto, podemos assumir que X; € compacto para todo i € 1, e antdo
% (X;) é a carateristica de Euler usual. Seja f : S — T uma aplica¢do continua semi-algébrica e

¢ uma fung¢do construtivel em S. O pushforward f,¢ : T — Z de ¢ sobre f € definido como

fo(y) = /fl(y) pdy.

Proposicao 4.2.1 O pushforward de uma fungdo construtivel é uma funcdo construtivel.

Seja ¢ =) ;.;m;1y,. Pelo teorema da trivializagdo de Hardt, existe uma decomposi¢do semi-
algébrica de T = U¢,Y; tal que, sobre cada Y}, existe uma trivializacdo de f compativel com
todos os X;. Entdo f, ¢ € constante em cada Y; logo:
feo(y) = anle-
jeJ
Uma aplicacdo semi-algebrica continua f : § — T induz um morfismo de grupos aditivos

S« :A(S) = A(T) e induz um morfismo de anéis via pullback f*: A(T) — A(S) onde f*¢ = @o f.

Teorema 4.2.2 (Teorema de Fubini)

Seja f : S — T uma aplica¢do semi-algébrica e ¢ uma fungdo construtivel em S. Entdo, vale

/ fxodx = / ody
T S

Na mesma notac@o da proposic@o anterior. Escolha um y; € Y; para cada j € J. Entdo, para cada
i€l, f~1(¥;)NX; é semi-algebricamente homeomorfo a ¥; x (f~1(y;) NX;) temos:

/T feody =Y (x(Y) fr0(;))

jer

=Yy [x(Yj)Z(mil(f_l(}’j)ﬂXi))

jer icl
=) (mi Y x (') ﬂXi))
icl jel

=) mix(Xi) = /S pdy

iel
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4.3 Operador Link

Seja @ uma func¢do construtivel em um semi-algébrico S. Definiremos o operador

link de @ como a fungdo A¢ : § — Z definida por

Ao = [ odx

No que segue, vamos assumir que S € localmente compacto, e com fecho em um espaco afim,
tal que ¢ se estende ao fecho, assumindo o valor 0. Seja ¢ da forma } ;.; m;1x,, como temos que
XiNlk(x,S) = lk(x,X;) decorre disso que

AQ(x) :/ ody =Y nx(¢~'(n)Nik(x,S)) =Y mix(lk(x,X;))
Ik(x,S nez icl

estd bem definido, o link A¢ é bem definido.

Proposicao 4.3.1 O operador link de uma fungdo construtivel é uma funcdo construtivel. O

operador link @ — A@ é um homomorfismo do grupo aditivo A(S) nele mesmo.

Tome ¢ : K — S uma triangulacio de S compativel com ¢. Entdo ¢ € constante na imagem
de cada simplexo aberto, logo A@ é constante na imagem de cada simplexo aberto, como ¢ é
um homeomorfismo semi-algébrico, a imagem dos simplexos € semi-algébrica, de sorte que
A@ assume uma quantidade finita de valores e dado qualquer n € Z temos (A@) ! (n) é semi-
algébrico, logo A@ € construtivel. Para a segunda parte, use a aditividade da integral. Note
que

Al = (1) Mg+15e Alg =15+ (—1) 1,

onde ¢ é um simplexo aberto do poliedro K e & € seu fecho. Definiremos agora outro operador
Q:A(S) = A(S) por Qo =2¢ — Ag. Entao:
I. QA=AQ =0;
2. Se o suporte da funcdo construtivel ¢ possui dimensdo ao menos d e d € par (respectiva-
mente impar), entdo o suporte de AQ (respectivamente ¢) possui dimensao a0 menos

d—1.

Proposicao 4.3.2 O operador link comuta com o pushforward proprio. Se f : S — T continua,

semi-algébrica e prdpria, e Q : S — 7 uma fungdo construtivel, entdo A(f.@) = f.(AQ).
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Dado y € T, entdio f~!(y) é compacto e o link de f~!(y) em S é bem definido. Afirmamos que
Ik(f~'(»),8) = f~1(lk(y,T)). Com efeito, defina ¢ : S — R* como

¢ (x) = 1f (x) =i

Note que ¢ € semi-algébrica, por ser a norma de uma fungdo semi-algébrica, propria, por ser a
composi¢io de fungdes préprias e ¢ (x) > 0. De modo que x € Ik(f~1(y),S) ©xc o~ (e)NS =
1f(x) =yl =€ e xe f1 (I, T)).

Pelo Teorema de Fubini, temos:

ALOW =[x
y 3

O resultado segue, do préximo lema fazendo ¥ = £~ 1(y).

Lema 4.3.1 Seja Y um semi-algébrico compacto de S e ¢ : S — 7 uma fun¢do construtivel,

entdo
/ ody = / Apdy.
1k(Y,S) Y

Seja ¢ : K — S uma triangulag@o semi-algébrica de S compativel com Y e ¢. Podemos assumir
que S = Jje; 9(0;), onde o; sdo simplexos abertos de K, Y = Uje; ¢(0;) € ¢ € constante na
imagem de simplexos abertos, pela aditividade, é suficiente mostrar para ¢ = 1. Por subdivisio
de K, nés assumiremos que a intersecéio 6 NY é uma face fechada 7 de ©. Segue que lk(Y,S)No
¢ semi-algebricamente homeomorfo a um aberto (d — 1)—célulade 6,se cNY =ZeocNY =9

ou ao vazio, caso contrario, teremos :
/ lodx = 2 (k(Y,S)N6) = ()¢ ' se sNY =@ e GNY = &
Ik(Y,S)

ou 0 caso contrério dai, decorre disso e da observacao anterior que

Ik(Y,S) Y

Corolario 4.3.1 Seja ¢ : S — Z uma funcdo construtivel, definida do semi-algébrico compacto

S. Entdo [(A@dy = 0.
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Tome f: S — R tal que f(x) =0 Vx € S, logo:
[ Agdr = / o A0d = £.(AQ)0) =A@ O) = [ fogdr
s -1(0) 1k(0,R)

=Y nx((fe@)” ' (n)NIk(O,R) /qodx x ({0} NIk(0,R)) /(pdx x (@

nez

4.4 Funcoes Algebricamente construtiveis

Uma fungio algebricamente construtivel .# é uma fung@o definida em conjunto
algébrico real V de modo que .Z : V — Z tal que .% (x) = x(f~'(x)) onde f : W — V é uma
aplicacdo regular. Seja V um conjunto algébrico real. Uma funcio algebricamente construtivel

emV, ¢ :V — Z, pode ser representada da forma

= Y m(£)- ().

Onde cada f; : W; — V € uma aplicacdo regular definida no conjunto algébrico W;.

O conjunto das fungdes algebricamente construtiveis em V forma um anel denotado
por A(V). Fato, pela prépria estrutura das fungdes regulares. Logo as fungdes algebricamente
construtiveis formam a menor classe de fungdes construtiveis definidas em conjuntos algébricos

a conter a funcdo constante e estavel por pushforward de fun¢des regulares.

Lema 4.4.1 Dada ¢ € A(V) entdo existe uma representagcdo ¢ =Y ;cym;(fi)«(Iw,) onde:
1. Todos f; sd@o aplicagoes proprias;

2. Todos W; sdo ndo singulares.

1. Seja f: W — V regular. Substituindo W por W = graf(f), ji que sdo homeomorfos,
podemos assumir que W é um subconjunto algébrico real de R" x V e f é a projecdo de W
em V. Agora, mergulhe R” x V em $” x V via inversa da projecdo estereografica, isto nos
concede um isomorfismo birregular entre R” e §” — {P} C R"*! onde P = (0,0,0,...,1) é
o chamado polo norte. Considere o conjunto W = W U ({P} x V') de modo que a projegio
p: W' —V € propria. De fato, p € propria pois dada sequéncia x, € W/ sabemos que
Xp = (Sn,vy) onde s, € S" e v, € V, limp(x,) = a = limv, = a de sorte que como s, é
limitada e v, converge x, admite subsequéncia convergente e fi(1ly) = p«(1ys) — 1y.

De fato; po(ty) = [ dwdx =2(W'np” ) =x (7 ULP}<vINp ) =
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X <[W np ' MIUNPYxV ﬂp’l(y)]) =xWnp ')+ x(Py) =x(Wnf~' () +
Iy = /fl(y) ly dx +1y = fi(lw) + 1v.

. Comegaremos com uma representacdo ¢ = Y ;c;m;(fi)«(1w;) onde todas as f; sdo préprias
(podemos toma-las préprias pelo resultado anterior) e seja d = max dim(W;);c;, onde cada
W; é singular. Tome uma resolu¢io de singularidades (Teorema de Hironaka) 7; : W; — W;.
Entdo em cada W; existem subconjuntos Z; de tal sorte que ; € um isomorfismo birregular
de W; — ﬂi_l (Z;) para W; — Z;, e tanto Z; quanto 7;(Z;) possuem dimensdo menor do que d

€ temos:

(N)+(Mw) = (fio m)« (AW:) = (fro T)u (11 7)) + (£)+ (1)

Com efeito :

N )N >
mw,-> 1( 1y> Z) +x(f7' )N 2)
mvvi»—x(n;l(ffl(y) Z) + 17 0N )
(w7 oD W) — (7 (7 ) N1 (Z0) + 2 (7 () N Z4)
= (fom), (W) = (fiom)u (11 7)) + (f)(12)

R

e assim diminuimos a dimensdo méaxima dos conjuntos algébricos singulares que apareciam
na representacio de ¢ por inducdo até que os conjuntos Z; possuam dimensao (. Note que

(fiom;) é prépria por ser composta de aplicagdes proprias.

Agora iremos investigar a relag@o entre fungdes algebricamente constituiveis e o operador de link,

que é em particular interessante para investigar propriedades topoldgicas locais dos conjuntos

algébricos

1
Teorema 4.4.1 Seja ¢ € A(V). Entdo A@ assume apenas valores pares, e EAq) é novamente

algebricamente construtivel.

Pelo lema anterior podemos assumir que @ = Y ;c;m;(fi).«(1w,) onde cada f; é prépria e cada W;

€ ndo singular de dimensao d;. Como o operador de link comuta com o pushforward proprio,

temos: que

i€l i€l

A(p:A(Zmi(fi)*(l > Y mi(fi)«(Alyw,)
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‘ . 2 se d; for impar
Agora, note que como cada W; € ndo-singular de dimensdo d; entdo Aly, =

0 se d; for par

| Y mi(fi)«(1w,) onde J = {i € I : d; = dim(W;) é impar}
De modo geral §A¢ = ieJ

0 se d; for par
Onde d; = dim(W;). Observe que dado S € SA,,, S é um conjunto de Euler < Alg é par. Note

que fazendo ¢ = 1y com V conjunto algébrico o Teorema anterior implica o Teorema de Sullivan.

Teorema 4.4.2 (Sullivan)

Seja X um conjunto algébrico real. Para todo x € X a caracteristica de Euler do do link

x(lk(x,X)) € par.
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