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RESUMO 

 

Neste trabalho analisamos os efeitos da dissipação em um oscilador carregador na presença do 

efeito Aharonov-Bohm por meio de Hamiltonianas considerando uma massa dependente do 

tempo, 𝑚(𝑡). Tais sistemas descrevem a dinâmica de dissipação de um ponto quântico 

parabólico bidimensional na presença do efeito Aharonov-Bohm. Nós calculamos as incertezas 

(∆𝒓 e ∆𝒑) e o valor esperado da energia mecânica (⟨𝐸⟩) para dois tipos de dissipação, 

analisando-os em relação ao tempo (𝑡), parâmetros de amortecimento e parâmetro de fluxo (𝑣). 

Para a dissipação de Caldirola-Kanai, observa-se que o parâmetro de fluxo, 𝑣, diminui a energia 

de dissipação em um ponto quântico para um determinado intervalo de 𝑡.  

 

Palavras-Chave: efeito Aharonov-Bohm; osciladores de Caldirola-Kanai; osciladores de 

Lane-Emden; incerteza; energia média; ponto quântico parabólico bidimensional. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

ABSTRACT 

 

In this work we analyze the effects of dissipation in a charged oscillator in the presence of the 

Aharonov-Bohm effect via Hamiltonians with time-dependent mass 𝑚(𝑡). Such systems 

describe the dynamics of the dissipation in 2D parabolic quantum dot in the presence of 

Aharanov-Bohm effect.  We calculate the uncertainties (Δ𝒓 and Δ𝒑) and the quantum 

mechanical expectation value of energy (〈𝐸〉) for two kinds of dissipations and analyzed them 

with respect to time (𝑡), damping parameters and flux parameter (𝑣). For the Caldirola-Kanai 

dissipation, we observed that the flux parameter 𝑣 decreases the energy dissipation in a quantum 

dot for a certain range of 𝑡.  

 

Keywords: Aharanov-Bohm effect; Caldirola-Kanai oscillators; Lane-Endem oscillators; 

uncertainty; mean energy; 2D parabolic quantum dot. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

A partir da década de 1920, a interação entre partículas carregadas e campos 

eletromagnéticos tem atraído muita atenção na literatura, teórica e experimental, sob o ponto 

de vista da mecânica quântica. Surpreendentemente, o movimento de uma partícula pode ser 

influenciado por campos eletromagnéticos em regiões nas quais ambos, campo magnético B 

e campo elétrico E, são nulos.  Na realidade, a partícula é afetada por potenciais 

eletromagnéticos, os quais podem existir em regiões nas quais campos não existem. Esse 

efeito foi destacado pela primeira vez em 1949 por W. Ehrenburg e R. E Siday [1]. Utilizando 

uma metodologia semiclássica, eles previram um deslocamento de franja devido a um 

potencial vetor magnético em uma região sem campo. Posteriormente, em 1959, Y. Aharonov 

e D. Bohm [2] dissertaram a respeito da função dos potenciais eletromagnéticos na mecânica 

quântica. Em regiões multiplamente conectadas e sem campos, os resultados de experimentos 

de interferência e espalhamento dependem da integral dos potenciais. Esse fenômeno foi 

caracterizado como efeito Aharonov-Bohm (AB). 

Ao longo dos anos, o efeito AB foi comprovado experimentalmente [3-5] e 

tornou-se uma importante área de pesquisa, teórica e experimental. Por exemplo, o efeito AB 

foi estudado em diversos sistemas mesoscópicos, como anéis de metal [6], nanotubos de 

carbono [7, 8] e monocamada [9-12] e bicamada [13] de grafeno. Ferkous e Bounames [14] 

obtiveram o espectro de energia e as autofunções de um oscilador de Dirac bidimensional na 

presença do efeito AB. Eles mostraram que as energias dependem do spin da partícula e do 

parâmetro de fluxo magnético do efeito AB. Bouguerra, Maamache e Bounames [15], 

utilizando o método do operador invariante [16], obtiveram as funções de onda exatas de um 

oscilador harmônico bidimensional dependente do tempo na presença do efeito AB. Eles 

analisaram o sistema formado por um solenóide fino (um tubo de fluxo de raio nulo [17-19]). 

O efeito AB na presença de dissipação foi igualmente estudado [20,21]. Por exemplo, Guinea 

[20] obteve a amplitude das oscilações AB de uma partícula em um anel, o qual envolve o 

tubo de fluxo, e acoplado a diferentes meios dissipativos. Um desses ambientes é o modelo 

de banho harmônico Caldeira-Leggett [22]. 

O modelo Caldeira-Leggett é uma abordagem fundamental na qual o sistema é 

acoplado a um banho harmônico (um conjunto de osciladores harmônicos) possuindo diversos 

graus de liberdade. A energia flui do sistema para o banho. Simultaneamente, existem diversas 

abordagens para introduzir dissipação na mecânica quântica [23-28], em particular, foca-se na 

descrição fenomenológica na qual a dissipação é introduzida por meio de Hamiltonianas 
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explicitamente dependentes do tempo [25-28]. Essa abordagem fenomenológica é baseada na 

denominada Hamiltoniana Caldirola-Kanai (CK) [25, 26], dada por 

 

𝐻(𝑡) = 𝑒− ∫ 𝛾(𝑡)𝑑𝑡
𝑝2

2𝑚0
+ 𝑒∫ 𝛾(𝑡)𝑑𝑡𝑉(𝑥),                                              (1) 

 

na qual 𝑥 e 𝑝 são as coordenadas da posição e do momento, respectivamente, enquanto 𝛾(𝑡) 

é o coeficiente de amortecimento. Esse modelo foi adotado em diferentes pesquisas 

científicas, como nos estudos do tunelamento quântico dissipativo [29, 30], dos circuitos 

mesoscópicos RLC dependentes do tempo [31-35], dos efeitos amortecidos no 

emaranhamento de um átomo de dois níveis em um campo de dois fótons [36], do movimento 

relativístico dissipativo [37], do problema do corpo negro opaco [38], das partículas 

parabólicas confinadas (pontos quânticos dissipativos) [39, 40] e da dinâmica do DNA [41]. 

Além dessas já mencionadas, recentemente, um novo método de quantização para a carga 

dentro de um supercondutor no modelo de dois fluidos de London [42] foi introduzido por 

Aguiar et al. [43] utilizando uma hamiltoniana do tipo Caldirola-Kanai. Eles calcularam as 

funções de onda exatas no espaço das cargas em um supercondutor com condutividade 

dependente do tempo usando o método de Lewis e Riesenfeld [16]. 

A conexão entre as abordagens fundamental e fenomenológica foi discorrida por 

Yun e Sun [44, 45], os quais obtiveram a função de onda exata do sistema em adição ao banho 

harmônico, sendo essa dada pelo produto direto em dois espaços de Hilbert independentes, 

um deles representando os efeitos do banho (Movimento Browniano) e o outro descrito por 

uma Hamiltoniana de tipo CK. Como afirmado por eles, a expressão para a Hamiltoniana, 

mencionada anteriormente, foi determinada, em contraste com a literatura usual, no qual é 

introduzida por argumentos heurísticos [45] 

Nesta dissertação, adota-se o procedimento proposto por Bouguerra, Maamache e 

Bounames [15] para estudar os efeitos da dissipação em um oscilador carregado na presença 

do efeito Aharonov-Bohm. Segue-se a seguinte estrutura nessa dissertação. Na Seção 2, 

explicamos a dinâmica do efeito Aharonov-Bohm. Na Seção 3, mostramos as definições 

fundamentais necessárias para os cálculos realizados, incluindo o método de invariantes 

dependentes do tempo de Lewis e Riesenfeld. Enquanto na Seção 4, calculamos as incertezas 

e a energia para dois sistemas dissipativos diferentes, um sistema tipo CK, com coeficiente de 

amortecimento constante e um sistema tipo Lane-Emden, com amortecimento dependente do 
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tempo. E no final deste trabalho, apresentamos as conclusões, perspectivas e considerações 

finais. 
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2 EFEITO AHARONOV-BOHM 

 

Sabemos que na eletrodinâmica clássica, os potenciais escalar elétrico e vetor 

magnético, 𝑈(𝒓, 𝑡) e 𝑨(𝒓, 𝑡), respectivamente, não são quantidade físicas diretamente 

mensuráveis, mas eles estão relacionados com as quantidades que são, o campo elétrico 

𝑬(𝒓, 𝑡) e o campo magnético 𝑩(𝒓, 𝑡). Eles surgem diretamente das propriedades vetoriais dos 

campos, regidas pelas equações de Maxwell para a eletrodinâmica. A relação entre os campos 

e esses potenciais são dadas por 

 

𝑬(𝒓, 𝑡) = −𝛁𝑈(𝒓, 𝑡) −
𝜕𝑨(𝒓, 𝑡)

𝜕𝑡
,                                       (2) 

𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝛁 × 𝑨(𝒓, 𝑡).                                              (3) 

 

Além disso, tais potenciais não são unicamente definidos, se você fizer 

transformações do tipo 

 

𝑈′(𝒓, 𝑡) → 𝑈(𝒓, 𝑡) +
𝜕𝑔(𝒓, 𝑡)

𝜕𝑡
,                                   (4. 𝑎) 

𝑨′(𝒓, 𝑡) → 𝑨(𝒓, 𝑡) − 𝛁𝑔(𝒓, 𝑡),                                   (4. 𝑏) 

 

as Eqs. (1) e (2) não se alterarão, pois 𝛁 × 𝛁𝑔(𝒓, 𝑡) = 𝟎. Esta invariância é conhecida na 

literatura como invariância sob transformação de gauge, e nos dá a liberdade para definir os 

potenciais da forma como for mais conveniente para cada problema. 

Por muito tempo foi dado como uma coisa garantida que não poderia haver 

influências eletromagnéticas em regiões onde 𝑬(𝒓, 𝑡) e 𝑩(𝒓, 𝑡) são zero. Mas em 1959 

Aharonov e Bohm [2] mostraram que o potencial vetor pode afetar o comportamento quântico 

de uma partícula carregada, mesmo quando ela está se movendo por uma região na qual o 

próprio campo é zero. 

Nessa Seção mostraremos como isso acontece. Primeiro, imagine uma partícula 

de massa 𝑚 e carga 𝑞 restrita a se mover em um círculo de raio 𝑏. Ao longo do eixo do círculo 

corre um solenóide de raio 𝑎 < 𝑏, conduzindo uma corrente constante 𝐼 (veja a Figura 1). 

Sabemos que se o solenóide for extremamente longo, o campo magnético dentro dele será 

uniforme e o campo externo será zero. Mas o potencial vetor fora deste solenóide não é zero. 

Se usarmos o gauge de Coulomb, isto é, 𝛁 ⋅ 𝑨(𝒓, 𝑡) = 0, o potencial vetor será escrito como 
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𝑨(𝒓, 𝑡) =
Φ𝐵

2𝜋𝑟
�̂�,   (𝑟 > 𝑎),                                        (5) 

 

sendo Φ𝐵 = 𝜋𝑎2𝐵 o fluxo magnético através do solenóide. Como o solenóide está 

descarregado, a hamiltoniana do sistema será 

 

𝐻 =
(𝒑 − 𝑒𝑨)2

2𝑚
=

1

2𝑚
(−ℏ2∇2 + 𝑞2𝐴2 + 2𝑖ℏ𝑨 ⋅ 𝛁).                   (6) 

 

Figura 1 – Partícula carregada se movendo em um 

anel circular através do qual passa um solenóide 

muito longo.  

 

 

Fonte: [46]. 

 

Como o raio da partícula é fixo (𝑟 = 𝑏), a função de onda vai depender apenas da 

coordenada angular azimutal 𝜃, e assim 𝛁 →
�̂�

𝑏

𝑑

𝑑𝜃
, e a equação de Schrödinger para a 

hamiltoniana (6) se torna 

 

1

2𝑚
[−

ℏ2

𝑏2

𝑑2

𝑑𝜃2
+ (

𝑞Φ𝐵

2𝜋𝑏
)

2

+
𝑖ℏ𝑞Φ𝐵

𝜋𝑏2

𝑑

𝑑𝜃
] 𝜓(𝜃) = 𝐸𝜓(𝜃),             (7) 
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esta é uma equação diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes, que pode ser 

reescrita como 

 

𝑑2𝜓

𝑑𝜃2
− 2𝑖𝛾

𝑑𝜓

𝑑𝜃
+ 𝜀𝜓 = 0,                                        (8)   

 

na qual 𝛾 =
𝑞Φ𝐵

2𝜋ℏ
 e 𝜀 =

2𝑚𝑏2𝐸

ℏ2 − 𝛾2. 

 

A Eq. (8) é idêntica a de um oscilador harmônico amortecido com coeficiente de 

amortecimento complexo, suas soluções têm a forma 

 

𝜓(𝜃) = 𝐶𝑒𝑖𝜆𝜃,                                                       (9) 

 

com 𝜆 = 𝛾 ± √𝛾2 + 𝜀 = 𝛾 ±
𝑏

ℏ
√2𝑚𝐸. 

 

Como a função de onda deve ser contínua, então 𝜓(0) = 𝜓(2𝜋), isso implica que 

𝜆 seja um número inteiro: 

𝛾 ±
𝑏

ℎ
√2𝑚𝐸 = 𝑛,                                                      (10) 

 

de modo que a energia será quantizada na forma 

 

𝐸𝑛 =
ℏ

2𝑚𝑏2
(𝑛 −

𝑞𝛷

2𝜋ℏ
)

2

,   (𝑛 = 0, ±1, ±2 , … ).                          (11) 

 

O 𝑛 positivo representa uma partícula que se move na mesma direção da corrente 

no solenoide e tem, de certa forma, uma energia menor, contanto que a carga 𝑞 > 0. Para o 

caso de 𝑛 negativo, a partícula se move na direção contrária da corrente no solenoide. A Eq. 

(11) nos diz ainda que as energias permitidas dependem campo magnético dentro do 

solenoide, embora na posição onde a partícula se encontra não há campo algum. Há uma clara 

entre as abordagens clássicas e quânticas da eletrodinâmica. 

Sabemos que a equação de Schrödinger dependente do tempo para uma partícula 

carregada que se move numa região do espaço onde não há campo magnético, isto é, 𝑩 = 𝟎 
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(o que não significa necessariamente que o potencial vetor 𝑨 seja nulo, na verdade, 

consideraremos que 𝑨 ≠ 𝟎 na região onde a partícula se move), é dada por 

 

[
1

2𝑚
(

ℏ

𝑖
𝛁 − 𝑞𝑨)

2

+ 𝑉] Ψ = 𝑖ℏ
𝜕Ψ

𝜕𝑡
,                                            (12) 

 

na qual a energia potencial 𝑈 pode ou não conter uma contribuição da energia potencial 

elétrica. 

Podemos a simplificar a Eq. (12) se fizermos a seguinte transformação 

 

Ψ = 𝑒𝑖𝑔Ψ′,                                                              (13) 

 

em que a função 𝑔(𝒓) foi definida de tal maneira que 

 

𝑔(𝑟) ≡
𝑞

ℏ
∫ 𝑨(𝑟′) ∙ 𝑑𝒓′

𝑟

𝒪

,                                                  (14) 

 

e o ponto 𝒪 define nosso ponto de referência (que foi arbitrariamente escolhido para nossa 

conveniência).  

Calculando o gradiente da Eq. (13), obtemos 

 

∇Ψ = 𝑒𝑖𝑔(𝑖∇𝑔)Ψ′ + 𝑒𝑖𝑔(∇Ψ′),                                        (15) 

 

e como o 𝛁𝑔 =
𝑞

ℏ
𝑨, a Eq. (15) pode ser escrita na forma 

 

(
ℏ

𝑖
𝛁 − 𝑞𝑨) Ψ =

ℏ

𝑖
𝑒𝑖𝑔∇Ψ′,                                                 (16) 

 

e, consequentemente,  

 

(
ℏ

𝑖
𝛁 − 𝑞𝑨)

2

Ψ = −ℏ2𝑒𝑖𝑔∇2Ψ′,                                           (17) 

 

A partir das Eqs. (12) e (17) obtemos 
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−
ℏ

2𝑚 
∇2Ψ′ + VΨ′ = 𝑖ℏ

𝜕Ψ′

𝜕𝑡
.                                            (18) 

 

Note que Ψ′ satisfaz a equação de Schrödinger sem o potencial vetor 𝑨. Ou seja, 

para obtermos a solução da equação de Schrödinger com potencial vetor, basta resolvermos a 

Eq. (18) sem potencial vetor e multiplicarmos a solução pelo fato de fase 𝑒𝑖𝑔. 

Agora, considere um experimento de difração de duas fendas realizado com um 

feixe de elétrons, conforme mostrado na Fig. 2(a). Suponha que haja um solenoide 

perpendicular ao plano no qual os elétrons se movem, localizado como na Fig. 2(b) longe das 

fendas. O padrão de interferência na tela depende da diferença de fase entre as funções de 

onda dos elétrons que passam pelas duas fendas. 

 

Figura 2 – Esboço esquemático do experimento que mede 

o deslocamento do padrão de interferência de elétrons por 

fluxo magnético confinado. 

 

Fonte: adaptado de [47]. 

 

O feixe de elétrons se divide em dois caminhos passando um de cada lado do longo 

solenoide, se recombinando posteriormente na tela. Os feixes são mantidos longes o suficiente 
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do solenoide, de modo que na região onde eles passem não há campo magnético, mas existe 

um potencial vetor magnético 𝑨 dado pela Eq. (5). Os dois feixes então chegam na tela com 

fases diferentes, gerando um padrão de interferência. A diferença de fases pode ser calculada 

a partir da Eq. (14), seguindo os passos abaixo: 

 

𝑔 =
𝑞

ℏ
∫ 𝑨 ∙ 𝑑𝒓                                                                       

=
𝑞ΦB

2𝜋ℏ
∫ (

1

2
 θ̂) . (r θ̂dθ) ⇒                                           

𝑔 = ±
qΦB

2ℏ
.                                                                    (19) 

 

O sinal positivo se aplica aos elétrons se movendo no mesmo sentido de 𝑨 (em 

outras palavras, no mesmo sentido de circulação), ou seja, no mesmo sentido da corrente no 

solenoide. Os feixes chegam fora de fase por uma quantidade proporcional ao fluxo magnético 

que seus caminhos circundam: 

𝐷𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛ç𝑎 𝑑𝑒 𝑓𝑎𝑠𝑒 =
𝑞Φ𝐵

ℏ
.                                         (20) 
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3 TEORIA DE LEWIS E RIESENFELD 

 

Considere a Hamiltoniana, dependente do tempo, dada por 

 

𝐻(𝑡) =
(𝒑 − 𝑒𝑨)2

2𝑀(𝑡)
+

1

2
𝑀(𝑡)𝜔2(𝑡)(𝑥2 + 𝑦2),                            (21) 

 

na qual, A é o potencial vetor. Considerando as referências [15,17-19], obtém-se que o 

potencial A correspondente a um tubo de fluxo de raio nulo no gauge de Coulomb é dado por 

 

𝑒𝑨 = 𝜈 (
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, −

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
, 0),                                    (22) 

 

no qual v é um parâmetro de fluxo finito e não nulo. A equação de Schrödinger dependente 

do tempo para a Hamiltoniana (21) considerando o potencial vetor (22) pode ser representada 

como 

  

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓𝑛(𝒓, 𝑡) =  [

𝒑2

2𝑀(𝑡)
+

1

2
𝑀(𝑡)𝜔2(𝑥2 + 𝑦2) +

(2𝜈𝐿𝑧 + 𝜈2)

2𝑀(𝑡)(𝑥2 + 𝑦2)
] 𝜓𝑛(𝒓, 𝑡),    (23) 

 

na qual 𝐿𝑧 = 𝑥𝑝𝑦 − 𝑦𝑝𝑥 é o momento angular na direção ẑ. 

Para resolver a Eq. (23), construiremos um operador invariante 𝐼(𝑡) para a 

hamiltoniana (21) usando Álgebra de Lie [48]. Primeiro, introduzimos os operadores 

hermitianos que formarão nossa base, a saber, 

 

𝑇1
𝜈(𝒑, 𝑥, 𝑦) =

1

2
(𝒑2 +

2𝜈𝐿𝑧 + 𝜈2

𝑥2 + 𝑦2
),                                 (24) 

𝑇2 =
1

2
(𝑝𝑥𝑥 + 𝑥𝑝𝑥 + 𝑦𝑝𝑦 + 𝑝𝑦𝑦),                                  (25) 

𝑇3 =
1

2
(𝑥2 + 𝑦2),                                              (26) 
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que formam uma base fechada com respeito a 

 

[𝑇1
𝜈 , 𝑇2] = −2𝑖ℏ𝑇3,                                                     (27) 

[𝑇2, 𝑇3] = −2𝑖ℏ𝑇3,                                                     (28) 

[𝑇1
𝜈 , 𝑇3] = −2𝑖ℏ𝑇2.                                                     (29) 

 

Tal Álgebra de Lie {𝑇1
𝜈 , 𝑇2, 𝑇3} é idêntica à álgebra para um oscilador harmônico 

bidimensional {𝑇1
𝜈=0, 𝑇2, 𝑇3} para o caso particular 𝜈 = 0. 

Aqui, buscaremos construir um invariante para a hamiltoniana (21) que seja linear 

em relação aos operadores da nossa base acima, na forma 

 

𝐼(𝑡) = 𝜇1(𝑡)𝑇1
𝜈 + 𝜇2(𝑡)𝑇2 + 𝜇3(𝑡)𝑇3.                               (30) 

 

Note que a hamiltoniana (21) pode ser escrita em termos dos operadores da base 

como 

 

𝐻(𝑡) =
1

𝑀(𝑡)
𝑇1

𝜈 + 𝑀(𝑡)𝜔2(𝑡)𝑇3.                                  (31) 

 

Agora, como nosso operador 𝐼(𝑡) deve ser invariante, temos que 

 

𝜕𝐼

𝜕𝑡
=

𝑖

ℏ
[𝐼(𝑡), 𝐻(𝑡)],                                            (32) 

 

e o comutador do lado direito da Eq. (32) é facilmente calculado usando as relações (27)-(29) 

juntamente com as Eqs. (30) e (31). Calculemos primeiro o comutador: 

 

[𝐼(𝑡), 𝐻(𝑡)] = 𝜇1𝑀𝜔2[𝑇1
𝜈 , 𝑇3] +

𝜇2

𝑀
[𝑇2, 𝑇1

𝜈] + 𝜇2𝑀𝜔2[𝑇2, 𝑇3] +
𝜇3

𝑀
[𝑇3, 𝑇1

𝜈]       

= 𝜇1𝑀𝜔2(−𝑖ℏ𝑇2) +
𝜇2

𝑀
(2𝑖ℏ𝑇1

𝜈) + 𝜇2𝑀𝜔2(−2𝑖ℏ𝑇3) +
𝜇3

𝑀
(𝑖ℏ𝑇2)  

=
2𝑖ℏ𝜇2

𝑀
𝑇1

𝜈 + 𝑖ℏ (
𝜇3

𝑀
− 𝜇1𝑀𝜔2) 𝑇2 − 2𝑖ℏ𝜇2𝑀𝜔2𝑇3,                (33) 

 

que juntamente com as Eqs. (30) e (32), obtemos 
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�̇�1𝑇1
𝜈 + �̇�2𝑇2 + �̇�3𝑇3 = −

2𝜇2

𝑀
𝑇1

𝜈 − (
𝜇3

𝑀
− 𝜇1𝑀𝜔2) 𝑇2 + 2𝜇2𝑀𝜔2𝑇3,   (34) 

 

de modo que chegamos ao sistema de equações para as funções 𝜇𝑖 com 𝑖 = (1,2,3) dado por 

 

�̇�1 = −
2𝜇2

𝑀
,                                                         (35) 

�̇�2 = − (
𝜇3

𝑀
− 𝜇1𝑀𝜔2),                                             (36) 

�̇�3 = 2𝜇2𝑀𝜔2.                                                     (37) 

 

A partir do sistema de equações (35)-(37) pode ser simplificado se fizermos a 

transformação 𝜇1 = 𝜌2(𝑡), com a função 𝜌(𝑡) satisfazendo a equação auxiliar 

 

�̈� +
�̇�

𝑀
�̇� + 𝜔2𝜌 =

1

𝑀2(𝑡)3
,                                         (38) 

 

que é a famosa equação de Milne-Pinney (MP) generalizada [49, 50]. 

Assim, os outros coeficientes serão 𝜇2 = −𝑀𝜌�̇� e 𝜇3 = −
1

𝜌2 (1 + 𝑀2𝜌2�̇�2). Note 

que a equação de MP não depende de 𝜈, e o invariante (30) pode ser escrito na forma 

 

𝐼(𝑡) = 𝜌2𝑇1
𝜈 − 𝑀𝜌�̇�𝑇2 −

1

𝜌2
(1 + 𝑀2𝜌2�̇�2)𝑇3.                       (39) 

 

Um sistema quântico descrito por uma hamiltoniana explicitamente dependente 

do tempo 𝐻(𝑡) é descrito por uma equação de Schrödinger dependente do tempo dada por 

 

 𝑖ℎ
𝜕𝜓(𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐻(𝑡)𝜓(𝑡).                                              (40) 

 

A partir das Eqs. (32) e (40), podemos escrever 

 

 𝑖ℎ
𝜕[𝐼𝜓(𝑡)]

𝜕𝑡
= 𝐻(𝑡)[𝐼𝜓(𝑡)].                                           (41) 
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Note que 𝐼𝜓(𝑡) é também uma solução da equação de Schrödinger, resultado esse 

válido para qualquer que seja o invariante. Agora, admitindo que o invariante 𝐼(𝑡) seja um 

operador de um conjunto completo de observáveis que comutam, existe um conjunto completo 

de autoestados ortonormais |𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ de 𝐼(𝑡), ou seja 

 

𝐼(𝑡)|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = 𝜆|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩,                                                (42) 

⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = 𝛿𝜆′𝜆𝛿𝑘′𝑘,                                            (43) 

 

onde 𝜆 são os autovalores do invariante e 𝑘 representa os números quânticos necessários para 

especificar os autoestados |𝜆, 𝑘; 𝑡⟩. 

O fato de 𝐼(𝑡) ser Hermitiano implica que seus autovalores 𝜆 são reais. Podemos 

também mostrar que eles são independentes do tempo. Para isso, derivemos a Eq. (42) em 

relação ao tempo, obtendo 

 

𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ + 𝐼

𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ =

𝜕𝜆

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ + 𝜆

𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩.                    (44) 

 

Ao aplicarmos a Eq. (32) sobre o autoestado |𝜆, 𝑘; 𝑡⟩, resulta 

 

𝑖ℏ
𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ + 𝐼𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ − 𝐻𝐼|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = 0,                                    

 

e usando a Eq. (42), podemos escrever 

 

𝑖ℏ
𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ + 𝐼𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ − 𝜆𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = 0.                            (45) 

 

Calculando o produto escalar da Eq. (45) com |𝜆′, 𝑘′; 𝑡⟩, ficamos com 

 

𝑖ℏ⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|
𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ +  ⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|𝐼𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ − 𝜆⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = 0,             

 

da Eq. (42) 
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𝑖ℏ⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|
𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ + (𝜆′ − 𝜆)⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = 0.               (46) 

 

Para 𝜆 = 𝜆′, a Eq. (46) torna-se 

 

𝑖ℏ⟨𝜆, 𝑘′; 𝑡|
𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = 0.                                           (47) 

 

Tomando agora o produto escalar da Eq. (44) com |𝜆, 𝑘; 𝑡⟩, obtemos 

 

⟨𝜆, 𝑘; 𝑡|
𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ + ⟨𝜆, 𝑘; 𝑡|𝐼

𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = ⟨𝜆, 𝑘; 𝑡|

𝜕𝜆

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ + 𝜆⟨𝜆, 𝑘; 𝑡|

𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩,  

 

e, novamente utilizando a Eq. (42), obtemos 

 

𝜕𝜆

𝜕𝑡
= ⟨𝜆, 𝑘; 𝑡|

𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩.                                            (48) 

 

Podemos ver então, das Eqs. (47) e (48), que 

 

𝜕𝜆

𝜕𝑡
= 0.                                                        (49) 

 

Vamos agora investigar como os autoestados de 𝐼(𝑡) se relacionam com as 

soluções da equação de Schrödinger. Para isso, vamos primeiro rescrever a Eq. (44) utilizando 

o resultado encontrado na Eq. (49), de modo que 

 

(𝜆 − 𝐼)
𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ =

𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩.                                       (50) 

 

Tomando agora o produto escalar da Eq. (50) com |𝜆′, 𝑘′; 𝑡⟩, obtemos 

 

⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|
𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = 𝜆⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|

𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ − ⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|𝐼

𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩,             

= (𝜆 − 𝜆′)⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|
𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩.                                 (51) 
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Desse modo, usando a Eq. (46), a Eq. (51) torna-se 

 

𝑖ℏ(𝜆 − 𝜆′)⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|
𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = (𝜆 − 𝜆′)⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩,         (52) 

 

que para  𝜆 ≠ 𝜆′, se reduz a 

 

𝑖ℏ⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|
𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ = ⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩.                           (53) 

 

A Eq. (52) não permanece válida para 𝜆 = 𝜆′, se o fosse, poderíamos afirmar que 

o estado |𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ satisfaz a equação de Schrödinger. Porém, ainda não fixamos a fase do estado 

|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩, ou seja, ainda estamos livres para multiplicar o estado |𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ por um fator de fase 

dependente do tempo. Sendo assim, definimos um novo conjunto de autoestados de 𝐼(𝑡), que 

evoluem no tempo de acordo com a equação de Schrödinger, os quais estão relacionados com 

os antigos estados |𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ através de uma transformação de calibre 

 

𝜓𝜆𝑘(𝑡) = 𝑒𝑖θ𝜆𝑘(𝑡)|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩,                                          (54) 

 

onde θ𝜆𝑘(𝑡) são funções reais dependentes do tempo. 

Os estados 𝜓𝜆𝑘(𝑡) serão autoestados ortonormais de 𝐼(𝑡) desde que, como 

supomos anteriormente, o invariante não possua operadores com derivadas temporais. Assim, 

em termos dos novos autoestados, a equação de autovalores para 𝐼(𝑡) é 

 

𝐼(𝑡)𝜓𝜆𝑘(𝑡) = 𝜆𝜓𝜆𝑘(𝑡).                                            (55) 

 

A Eq. (52) com 𝜆 ≠ 𝜆′ continua válida para estes novos autoestados. Sendo assim, 

se escolhermos as fases de modo que a Eq. (33) também continue válida para 𝜆 = 𝜆′, os novos 

autoestados também serão soluções da equação de Schrödinger. Então, usando os novos 

autoestados e a Eq. (50), obtemos 

(𝜆 − 𝐼) [
𝜕

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ + 𝑖

𝑑θ𝜆𝑘

𝑑𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩] =

𝜕𝐼

𝜕𝑡
|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩                     (56) 
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Calculando o produto da escalar da Eq. (56) com |𝜆′, 𝑘′; 𝑡⟩, e utilizando as Eqs. 

(42) e (46), obtemos 

 

ℏ(𝜆′ − 𝜆)𝛿𝜆′𝜆𝛿𝑘′𝑘

𝑑θ𝜆𝑘

𝑑𝑡
= (𝜆′ − 𝜆)⟨𝜆′, 𝑘′; 𝑡|𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
− 𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩,               (57) 

 

que para 𝜆 = 𝜆′, reduz-se a 

 

ℏ𝛿𝑘′𝑘

𝑑θ𝜆𝑘

𝑑𝑡
= ⟨𝜆, 𝑘′; 𝑡|𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
− 𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩.                               (58) 

 

Devemos escolher os estados |𝜆, 𝑘; 𝑡⟩ de tal forma que o lado direito da Eq. (58) 

seja nula para 𝑘′ ≠ 𝑘 para que a equação seja satisfeita. Como o operador 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
− 𝐻 é 

hermitiano, essa diagonalização é sempre possível. Assim, para que os autoestados 𝜓𝜆𝑘(𝑡) 

satisfaçam a equação de Schrödinger, as fases devem satisfazer 

 

ℏ
𝑑θ𝜆𝑘

𝑑𝑡
= ⟨𝜆, 𝑘; 𝑡|𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
− 𝐻|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩.                                   (59) 

 

Desse modo, como cada autoestado 𝜓𝜆𝑘(𝑡) satisfaz a equação de Schrödinger, 

podemos escrever a solução geral como uma combinação linear das soluções, na forma 

 

𝜓(𝑡) = ∑ 𝐶𝜆𝑘𝑒𝑖θ𝜆𝑘(𝑡)|𝜆, 𝑘; 𝑡⟩,                                    (60)

𝜆,𝑘

 

 

onde os 𝐶𝜆𝑘 são coeficientes independentes do tempo. 

Já sabemos que o invariante é dado pela Eq. (39) e sua equação de autovalor tem 

a forma 

 

𝐼(𝑡)𝜙𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜆𝑛,𝑚𝜙𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡),                                 (61) 

 

na qual 𝜆𝑛,𝑚 são independentes do tempo e 𝜙𝑛,𝑚 formam um conjunto ortonormal completo. 

A relação entre  𝜙𝑛,𝑚 e 𝜓𝑛,𝑚 é expressa na forma 
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𝜓𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) = exp[𝑖𝛼𝑛,𝑚(𝑡)] 𝜙𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡),                         (62) 

 

com as fases 𝛼𝑛,𝑚(𝑡) satisfazendo a equação 

 

ℏ
𝑑𝛼𝑛,𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= ⟨𝜙𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡)|𝑖ℏ

𝜕
𝜕𝑡

− 𝐻(𝑡)|𝜙𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡)⟩.                 (63) 

 

e  𝐻(𝑡) sendo dada pela Eq. (31). 

A seguir, considere a transformação unitária 

 

𝜙′𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑈𝜙𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡),                                     (64) 

 

com 

 

𝑈 = 𝑒𝑥𝑝 [−
𝑖𝑀�̇�

2ℏ𝜌
(𝑥2 + 𝑦2)].                                     (65) 

 

Sob essa transformação e definindo 𝑥 = 𝜌𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 e 𝑦 = 𝜌𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃, Eq. (60) agora se 

escreve 

 

𝐼′(𝑡)𝜎(𝑟, 𝜃) = [−
ℏ2

2
(

𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2

𝜕𝜃2
) +

2𝜈

𝑖𝑟2
ℏ

𝜕

𝜕𝜃
+

𝜈2

𝑟2
 +

𝑟2

2
] 𝜎(𝑟, 𝜃)          

= 𝜆𝑛,𝑚𝜎(𝑟, 𝜃),                                     (66)  

 

com 𝐼′(𝑡) = 𝑈𝐼(𝑡)𝑈†, 𝑟2 =
𝑥2+𝑦2

𝜌2 , 𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1 (
𝑦

𝑥
) e 

 

𝜙′𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

𝜌
𝜎(𝑟, 𝜃).                                            (67) 

 

A solução da Eq. (66) é dada por [51] 

 

𝜎(𝑟, 𝜃) = 𝐶𝑛,𝑚𝑒𝑖𝑚𝜃𝑒𝑥𝑝 (−
𝑟2

2ℏ
) 𝑟|𝑚+

𝜈
ℏ

| 𝐹11 (−𝑛, |𝑚 +
𝜈

ℏ
| + 1,

𝑟2

ℏ
),    (68) 
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com os autovalores constantes 

 

𝜆𝑛,𝑚 = ℏ (2𝑛 + |𝑚 +
𝜈

ℏ
| + 1) ,   𝑛 = 0,1,2, … , 𝑚 = 0, ±1, ±2 ± 3, ….   (69)  

 

A fase (63) é dada por 

 

𝛼𝑛,𝑚(𝑡) = − (2𝑛 + |𝑚 +
𝜈

ℏ
| + 1) ∫

1

𝑀𝜌2
𝑑𝑡′

𝑡

0

,                              (70) 

 

e desse modo, a solução da equação de Schrödinger dependente do tempo original será [15] 

 

𝜓𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝐶𝑛,𝑚

𝜌
𝑒𝑖𝑚𝜃𝑒𝑥𝑝 [−𝑖 (2𝑛 + |𝑚 +

𝜈

ℏ
| + 1) ∫

1

𝑀𝜌2
𝑑𝑡′

𝑡

0

] 

× 𝑒𝑥𝑝 [(𝑥2 + 𝑦2) (
𝑖𝑀�̇�

2ℏ𝜌
−

1

2ℏ𝜌2
)] 

× (𝑥2 + 𝑦2)
|𝑚+

𝜈
ℏ

|

2 𝐹11 (−𝑛, |𝑚 +
𝜈

ℏ
| + 1,

𝑥2 + 𝑦2

ℏ𝜌2
)                           (71) 

 

sendo 𝐶𝑛,𝑚 =
1

ρ
|𝑚+

𝜈
ℏ

|
Γ(|𝑚+

𝜈

ℏ
|+1)

[
Γ(𝑛+|𝑚+

𝜈

ℏ
|+1)

𝑛! 𝜋 ℏ
|𝑚+

𝜈
ℏ

|+1
]

1/2

, 𝜃 = 𝑡𝑎𝑛−1 (
𝑦

𝑥
), 𝐹1(𝑎, 𝑏, 𝑐)1  representa a 

função hipergeométrica confluente do primeiro tipo e 𝜌(𝑡) satisfaz a equação generalizada de 

Milne-Pinney (38). 

Nas Figs. 3(a)-(d) e 4(a)-(d) mostramos como se comporta a densidade de 

probabilidade associada a função de onda (71) para dois osciladores harmônicos amortecidos 

diferentes: as Figs. 3 são para o tipo Caldirola-Kanai, 𝑀(𝑡) = 𝑚0𝑒𝛾𝑡 e 𝜔(𝑡) = 𝜔0; as Figs. 4 

são para o tipo Lane-Emden, 𝑀(𝑡) = 𝑚0𝑡2 e 𝜔(𝑡) = 𝜔0. Podemos ver que com o passar do 

tempo o maior pico para todos os níveis 𝑛 analisados fica cada vez mais próximo da região 

𝑟 = 0. Isso se dá pelo fato de o sistema ser dissipativo. Lembre-se que um oscilador 

amortecido clássico oscila com amplitude decrescente, tendendo a zero para tempos muito 

grandes. 
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Figura 3 – Densidades de probabilidade do oscilador tipo Caldirola-Kanai para os 

tempos 𝑡 = 0 (linha pontilhada), 𝑡 = 1 (linha tracejada) e 𝑡 = 2 (linha sólida) nos 

estados (a) 𝑛 = 0, (b) 𝑛 = 1, (c) 𝑛 = 2 e (d) 𝑛 = 3. Em todas as figuras usamos 𝜈 =
ℏ = 𝑚0 = 𝜔0 = 1 e 𝑚 = 0. 

 

 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



27 
 

Figura 4 – Densidades de probabilidade do oscilador tipo Lane-Emden para os tempos 𝑡 =
0 (linha pontilhada), 𝑡 = 1 (linha tracejada) e 𝑡 = 2 (linha sólida) nos estados (a) 𝑛 = 0, 

(b) 𝑛 = 1, (c) 𝑛 = 2 e (d) 𝑛 = 3. Em todas as figuras usamos 𝜈 = ℏ = 𝑚0 = 𝜔0 = 1 e 

𝑚 = 0. 

 

 

Fonte: elaborada pelo autor. 
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

A partir da Eq. (71), os valores médios de posição e momento são dados pelas 

seguintes relações 

 

〈𝑟2〉𝑛,𝑚 = ℏ2  (2𝑛 + |𝑚 +
𝜈

ℏ
| + 1),                                   (72) 

 

〈𝑥〉𝑛,𝑚 = 〈𝑦〉𝑛,𝑚 = 0,                                                 (73) 

 

〈𝑝2〉0,0 = ℏ (
|𝑣|

ℏ
𝑀2�̇�2 +

1 + 𝑀22�̇�2

2
),                                (74) 

 

〈𝑝𝑥〉0,0 = 〈𝑝𝑦〉0,0 = 0.                                            (75) 

 

As equações (72)-(75) são dependentes de ρ, uma função que satisfaz a equação 

de MP generalizada (veja a Eq. (38)). Dados 𝑀(𝑡) e 𝜔(𝑡), tudo que precisamos fazer é 

resolver a Eq. (38) e considerar apenas as soluções reais para que 𝐼(𝑡) seja hermitiano. 

Devemos destacar que a Hamiltoniana (21) descreve a dinâmica de dissipação de um ponto 

quântico parabólico bidimensional na presença do efeito Aharonov-Bohm se  𝜔(𝑡) = 𝜔0. 

Em seguida, considera-se o modelo de Caldirola-Kanai (CK), ou seja, 𝑀(𝑡) =

𝑚0𝑒𝛾𝑡 e 𝜔(𝑡) = 𝜔0. Nesse caso, a solução para a equação de Milne-Pinney (38) é  =

1

√𝑚0Ω
𝑒−(

𝛾𝑡

2
)
 (com Ω = √𝜔0

2 −
𝛾2

4
> 0) [52]. Mas vamos mostrar aqui como resolver tal 

equação. Primeiro faremos a seguinte transformação: 

 

𝜌 = 𝑒𝛼𝑡𝑦,                                                        (76) 

 

com 𝛼 uma constante real. A equação de MP se torna então 

 

�̈�𝑒𝛼𝑡 + (2𝛼 + 𝛾)�̇�𝑒𝛼𝑡 + (𝛼𝛾 + 𝛼2 + 𝜔0
2)𝑦𝑒𝛼𝑡 =

𝑒−(3𝛼𝑡+2𝛾𝑡)

𝑚0
2𝑦3

,           (77) 
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para que a exponencial nos dois lados da Eq. (77) tenha o mesmo argumento, devemos ter 

𝛼 = −3𝛼 − 2𝛾, logo, 𝛼 = −𝛾/2, e a Eq. (77) se torna 

 

�̈� + Ω2𝑦 =
1

𝑚0
2𝑦3

.                                                      (78) 

 

Multiplicando a Eq. (78) por �̇�, obtemos 

 

�̈��̇� + Ω2𝑦�̇� −
�̇�

𝑚0
2𝑦3

=
1

2

𝑑

𝑑𝑡
(�̇�2) +

Ω2

2

𝑑

𝑑𝑡
(𝑦2) +

1

2𝑚0
2

𝑑

𝑑𝑡
(𝑦−2) = 0.          (79) 

 

Reorganizando os termos, a Eq. (79) pode ser escrita na forma 

 

𝑑

𝑑𝑡
(�̇�2 + Ω2𝑦2 +

1

𝑚0
2𝑦2

) = 0,                                         (80) 

 

o que implica que o termo entre parênteses deve ser uma constante, ou seja 

 

�̇�2 + Ω2𝑦2 +
1

𝑚0
2𝑦2

= 𝑎2.                                             (81) 

Vamos resolver a Eq. (81) por separação de variáveis, reescrevendo-a na forma 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

(𝑦2𝑎2 − Ω2𝑦4 − 𝑚0
−2)1/2

𝑦
,                                        (82) 

 

separando as variáveis e integrando, a Eq. (82) torna-se 

 

∫
𝑦𝑑𝑦

(𝑦2𝑎2 − Ω2𝑦4 − 𝑚0
−2)1/2

= ∫ 𝑑𝑡.                                  (83) 

 

Fazendo a substituição de variável 𝑢 = 𝑦2 e integrando o lado direito da Eq. (83), 

obtemos 

∫
𝑑𝑢

2𝑖(𝑚0
−2 + Ω2𝑢2 − 𝑢𝑎2)1/2

= 𝑡 + 𝛿,                                  (84) 
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na qual 𝛿 é uma constante de integração e 𝑖 é a unidade imaginária. E como 

 

(𝑚0
−2 + Ω2𝑢2 − 𝑢𝑎2) = (Ω𝑢 −

𝑎2

2Ω
)

2

+ 𝑚0
−2 −

𝑎4

4Ω2
,                   (85) 

 

a Eq. (84) pode ser escrita como 

 

∫
𝑑𝑢

2𝑖 [(Ω𝑢 −
𝑎2

2Ω
)

2

+ 𝑏2]

1/2
= 𝑡 + 𝛿,                             (86) 

 

sendo 𝑏2 = 𝑚0
−2 −

𝑎4

4Ω2
. 

Fazendo uma nova mudança de variável, 𝑣 =
1

𝑏
(Ω𝑢 −

𝑎2

2Ω
), a Eq. (86) torna-se 

 

∫
𝑑𝑣

(𝑣2 + 1)1/2
= 2Ω𝑖(𝑡 + 𝛿).                                     (87) 

 

Note que obtemos uma integral simples com uma solução já conhecida. 

Integrando o lado esquerdo e voltando para a variável 𝑢, ficamos com 

 

𝑢 =
𝑖𝑏

Ω
𝑠𝑒𝑛 [

2Ω(𝑡 + 𝛿)

𝑏
] +

1

2
(

𝑎

Ω
)

2

.                              (88) 

 

Como 𝑢 = 𝑦2, podemos escrever a solução da Eq. (78) na forma 

 

𝑦 = √
𝑖𝑏

𝜔0
𝑠𝑒𝑛 [

2Ω(𝑡 + 𝛿)

𝑏
] +

1

2
(

𝑎

Ω
)

2

,                             (89) 

 

e da Eq. (77), a solução da Eq. (38) será 

 

𝜌 = 𝑒−𝛾𝑡/2√
𝑖𝑏

Ω
𝑠𝑒𝑛 [

2Ω(𝑡 + 𝛿)

𝑏
] +

1

2
(

𝑎

Ω
)

2

,                               (90) 
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mas como 𝐼(𝑡) é hermitiano, 𝜌(𝑡) deve ser real, e portanto 𝑏 = 0. Desse modo, a Eq. (89) 

torna-se 

𝜌 = 𝑒−𝛾𝑡/2√
1

2
(

𝑎

Ω
)

2

,                                              (91) 

e como 𝑏2 = 𝑚0
−2 −

𝑎4

4Ω2, para 𝑏 = 0, temos que 

 

𝜌 =
𝑒−𝛾𝑡/2

√𝑚0Ω
.                                                        (92) 

 

Na Fig. 5(a)-(b), mostramos as incertezas nos espaços de posição (Fig. 5(a)) e de 

momento (Fig. 5(b)) do sistema no seu estado fundamental. Mostra-se que ambos, Δ𝒓 e Δ𝒑, 

aumentam com o aumento de 𝜈. A Fig. 5(a) também explicita que Δ𝒓 tende a zero com o 

aumento do tempo, como um efeito da dissipação (Lembre-se que, classicamente, a posição 

de um oscilador amortecido tende a zero com o aumento do tempo, resultando em uma mínima 

incerteza na previsão da posição). Para 𝜈 nulo, observa-se que a localização da partícula 

devido a dissipação CK é sempre menor que a incerteza de um ponto quântico parabólico 

bidimensional na ausência de dissipação e do efeito Aharonov-Bohm.Enquanto, para 𝜈 =

5 (𝜈 = 10), a deslocalização da partícula é maior que do que a de um ponto quântico 

parabólico bidimensional na ausência de dissipação e do efeito Aharonov-Bohm para um 

intervalo de 𝑡 < 1.9 (𝑡 < 2.5). 
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Figura 5 – Gráficos de (a) Δ𝒓 e (b) Δ𝒑 para 𝜈 = 0 (linha 

contínua), 𝜈 = 5 (linha tracejada longa) e 𝜈 = 10 (linha 

tracejada curta) para o estado fundamental do sistema, 

considerando a dissipação CK. A linha pontilhada corresponde 

à incerteza de um ponto quântico parabólico bidimensional na 

ausência de dissipação e do efeito Aharonov-Bohm, com 

𝑀(𝑡) = 𝑚0, 𝜔(𝑡) = 𝜔0 e 𝜈 = 0. Nessa figura, utilizou-se que 

ℏ = 𝑚0 = 𝜔0 = 1. 

 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Note que, a partir das Eqs. (72)-(75), o produto das incertezas 𝚫𝐫𝚫𝐩 obedece ao 

princípio da incerteza de Heisenberg (𝚫𝐫𝚫𝐩 ≥ ℏ), independente de 𝑡. Nas Figs. 6(a)-(b), 

expõe-se 𝚫𝐫𝚫𝐩 como uma função de 𝛾 e 𝜈, respectivamente. Observamos que 𝚫𝐫𝚫𝐩 aumenta 

não linearmente (linearmente) com o aumento de 𝛾(𝜈). O crescimento de 𝚫𝐫𝚫𝐩 em função de 

𝛾 é mais expressivo quando 𝛾 se aproxima de 2𝜔0, no limite em que Ω → 0. 
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Figura 6 – Gráficos de ΔrΔp como uma função de (a)𝛾 e (b)v para 

o estado fundamental do sistema, considerando a dissipação CK. A 

linha pontilhada corresponde à incerteza de um ponto quântico 

parabólico bidimensional na ausência de dissipação e do efeito 

Aharonov-Bohm, com 𝑀(𝑡) = 𝑚0, 𝜔(𝑡) = 𝜔0 e 𝜈 = 0. Nessa 

figura, utilizamos que ℏ = 𝑚0 = 𝜔0 = 1. 

 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Outra classe de sistemas amortecidos é o oscilador Lane-Emden [53-57], cuja 

massa é dada por 𝑀(𝑡) = 𝑚0𝑡𝛼 e possui uma frequência constante, 𝜔0. Nesse sistema, o 

coeficiente de amortecimento depende do tempo, sendo 𝛾(𝑡) =
𝛼

𝑡
. para  𝛼 = 2, a solução para 

a equação de Milne-Pinney (38) é  =
𝑡−1

√𝑚0ω0
 [54]. Aqui também vamos mostrar como obter 

esse resultado. Primeiro, vamos escrever 𝜌(𝑡) na forma 

 

𝜌(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑦(𝑡),                                                          (93) 
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de modo que a Eq. (38) se transforma em 

 

𝑓�̈� + (2𝑓̇ +
2

𝑡
𝑓) �̇� + (�̈� +

2

𝑡
𝑓̇ + 𝜔0

2𝑓) 𝑦 =
𝑓−3𝑦−3

𝑚0
2𝑡4

.                       (94) 

 

Vamos escolher 𝑓 de tal maneira que o termo que multiplica �̇� seja zero. Assim, 

 

𝑓̇ +
𝑓

𝑡
= 0,                                                     (95) 

 

logo, fazendo uma simples separação de variáveis, obtemos 

 

𝑑𝑓

𝑓
= −

𝑑𝑡

𝑡
,                                                  (96) 

 

é fácil mostrar quer 𝑓(𝑡) = 𝑡−1, e a Eq. (94) se torna 

 

�̈� + 𝜔0
2𝑦 =

1

𝑚0
2𝑦3

,                                                (97) 

 

que tem exatamente a mesma forma da Eq. (78), mudando apenas a frequência de oscilação. 

Assim, a solução da equação de MP para o oscilador tipo Lane-Emden, usando as Eqs. (89) e 

(93) se torna 

 

𝜌(𝑡) =
𝑡−1

√𝑚0𝜔0

.                                                      (98) 

 

Nas Figs. 7(a)-(b) mostramos os gráficos comparando as incertezas nos espaços 

de posição (Fig. 7(a)) e momento (Fig. 7(b)) para um ponto quântico bidimensional na 

presença do efeito Aharonov-Bohm com dissipação dos tipos CK e Lane-Emden no estado 

fundamental. Para 𝑡 < 2, observamos que a diminuição de Δr devido à dissipação do tipo 

Lane-Emden é mais acentuada que a do tipo CK. Isso ocorre tendo em visto que, nesse 

intervalo, o coeficiente de amortecimento Lane-Emden é sempre maior que 1 e tende a +∞ 
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no limite em que t ⟶ 0. O contrário ocorre para t > 2. Observou-se que a partícula é menos 

localizada devido à dissipação do tipo Lane-Emden para todos os valores de 𝑡. 

 

Figura 7 – Gráficos de (a) Δ𝒓 e (b) Δ𝒑 para osciladores CK (linha 

contínua) e LE (linha tracejada) para o estado fundamental do 

sistema. A linha pontilhada corresponde à incerteza de um ponto 

quântico parabólico bidimensional na ausência de dissipação e do 

efeito Aharonov-Bohm, com 𝑀(𝑡) = 𝑚0, 𝜔(𝑡) = 𝜔0 e 𝜈 = 0. 

Nessa figura, utilizamos 𝜈 = ℏ = 𝑚0 = 𝜔0 = 1. 

 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Utilizando o procedimento descrito por Hasse [27], obtemos que o valor esperado 

para a energia mecânica dependente do tempo para o menor estado energético é dado por 
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〈𝐸〉0,0 =
ℏ𝑚0

2𝑀(𝑡)
(1 + |𝑣|) (

1

𝑀(𝑡)2(𝑡)
+ 𝑀(𝑡)�̇�2(𝑡) + 𝑀(𝑡)𝜔0

22(𝑡)).    (99) 

 

Na Fig. 8, mostramos os gráficos da energia para diferentes valores de 𝜈, 

considerando a dissipação CK. Observamos que a energia diminui com o tempo, como o 

esperado, uma vez que o sistema é dissipativo. Apesar disso, para  𝑡 < 3,5 𝑠, pode-se 

minimizar a dissipação para o ponto quântico parabólico bidimensional ao aumentar-se 𝜈. Na 

Fig. 9, comparamos as energias dos osciladores harmônicos amortecidos dos tipos CK e LE. 

Note que para t < 2, a dissipação do tipo LE é mais acentuada que a do tipo CK. Esse resultado 

também é uma consequência do comportamento do coeficiente de amortecimento para esse 

intervalo. Lembre-se que para tempos pequenos o coeficiente de amortecimento do oscilador 

tipo LE é muito grande, mas tende a zero para tempos grandes, diferente do oscilador tipo CK, 

que o amortecimento é sempre constante. 

 

Figura 8 – Gráfico de 〈𝐸〉0,0  para v = 0 (linha contínua), v = 5 (linha 

tracejada) e v = 10 (linha pontilhada) para o estado fundamental do 

sistema, considerando a dissipação CK. Nessa figura, utilizou-se que 

ℏ = 𝑚0 = 𝜔0 = 1. 

 

 

 

Fonte: elaborada pelo autor. 
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Figura 9 – Gráfico de 〈𝐸〉0,0  para osciladores CK (linha contínua) 

e LE (linha tracejada) para o estado fundamental do sistema. Nessa 

figura, 𝜈 = ℏ = 𝑚0 = 𝜔0 = 1. 

 

 

 

Fonte: elaborada pelo autor. 

  



38 
 

5 CONCLUSÕES 

 

Neste trabalho revisitamos um dos mais interessantes problemas de física 

fundamental: o efeito Aharonov-Bohm. Mas aqui adicionamos a esse problema antigo e bem 

conhecido um ingrediente novo, introduzimos por meio de hamiltonianas explicitamente 

dependentes do tempo uma dissipação no sistema. Analisamos assim os efeitos de dissipação 

em um oscilador harmônico bidimensional carregado com massa dependente do tempo, 𝑚(𝑡), 

na presença do efeito Aharonov-Bohm. Tal sistema descreve a dinâmica da dissipação de um 

ponto quântico parabólico bidimensional, com uma vasta gama de aplicações em física do 

estado sólido e eletrônica. 

Primeiramente, nós mostramos como calcular as funções de onda exatas usando o 

método de invariantes de LR [16] seguindo o trabalho de Bouguerra, Maamache e Bounames 

[15]. A partir dessas funções de onda, dadas pela Eq. (71), calculamos os valores médios do 

operador posição (〈𝒓〉 𝑒 〈𝒓2〉) e do operador momento (〈𝒑〉 𝑒 〈𝒑2〉) para o estado 𝑛 = 𝑚 = 0. 

De posse desses valores médios, mostramos como as incertezas (Δr e Δp) se comportam em 

função do parâmetro de fluxo (𝜈) e coeficiente de dissipação (𝛾) para duas diferentes classes 

de sistemas dissipativos, o tipo Caldirola-Kanai, com amortecimento constante, e o tipo Lane-

Emden, com amortecimento dependente do tempo (∝  𝑡−1). Por fim, calculamos 

analiticamente o valor esperado da energia mecânica do sistema (〈𝐸〉) para os dois tipos de 

dissipação. Mostramos como 〈𝐸〉 varia com o tempo para diferentes valores do parâmetro de 

fluxo magnético. 

Em decorrência da dissipação introduzida para o caso Caldirola-Kanai a partir do 

parâmetro de amortecimento 𝛾, mostramos que Δr (Δp) diminui (aumenta) com o aumento do 

tempo, mantendo 𝜈 fixo. Isso significa que à medida que o tempo cresce, a partícula se torna 

cada vez mais localizada. Lembrando que partículas oscilantes clássicas irradiam, ou seja, 

constituem um sistema amortecido, sendo assim tendem a oscilar entre dois pontos cada vez 

mais próximos, consequentemente reduzindo a incerteza da sua posição.  

Em contrapartida, com o aumento do parâmetro de fluxo magnético 𝜈, ambos Δr 

e Δp, aumentam ao manter o tempo fixo. Como o parâmetro de fluxo depende da área 

transversal, A, da órbita clássica, para valores maiores de A, existirão mais pontos acessíveis 

para a partícula, que, por consequência, aumentarão a incerteza na sua posição. A incerteza 

no momento também aumenta, uma vez que um grande raio de órbita implica em uma alta 
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velocidade da partícula para manter o período constante (sabendo que a frequência de 

cíclotron independe da área transversal). 

Ao comparar as incertezas na posição 𝚫𝒓 para as dissipações de Lane-Emden e 

Caldirola-Kanai dentro de um intervalo de tempo 𝑡 < 2 𝑠, mostramos que Δr decresce de 

maneira mais acentuada para dissipação do tipo Lane-Emden, pois para valores pequenos de 

tempo, o coeficiente de amortecimento desse tipo de dissipação tende a valores muito grandes. 

Para o tipo de dissipação de Caldirola-Kanai, observamos também que o parâmetro de fluxo 

𝜈 diminui a dissipação de energia para um ponto quântico para um determinado intervalo de 

tempo. Esse resultado pode ser útil para o aprimoramento de dispositivos quânticos.   
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APÊNDICE A - PERSPECTIVAS 

 

O aprofundamento natural desse problema seria analisar a dinâmica quântica de 

uma partícula carregada em uma armadilha de íons na presença de dissipação, o que seria uma 

poderosa ferramenta para medidas espectroscópicas cada vez mais precisas.  

Além disso, podemos analisar também a dinâmica de um ponto quântico 

parabólico na presença do efeito Aharonov-Bohm sob o ponto de vista da teoria da informação 

quântica, utilizando medidas entrópicas como a famosa entropia de Shannon [58] e suas 

generalizações, como a entropia de Tsallis [59] e entropia de Rényi [60], além da informação 

de Fisher [61]. 
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