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“Eu sou de uma terra que o povo padece

Mas nunca esmorece, procura vence,

Da terra adorada, que a bela caboca

De riso na boca zomba no sofré.

Nao nego meu sangue, nao nego meu nome,

Olho para fome e pergunto: o que ha?

Eu sou brasiléero fio do Nordeste,

Sou cabra da peste, sou do Ceara.”
(ASSARE, 2008.)



RESUMO

Problemas de fronteira livre estao relacionados a certas questoes envolvendo solugoes de
equacoes diferenciais parciais. Sua aplicabilidade se estende a diversas areas do conheci-
mento. Nosso objetivo é estudar a regularidade da fronteira livre do problema de uma
fase com o operador g-laplaciano via uma abordagem nao-variacional. Utilizando um
maquindrio sofisticado, tivemos éxito. Obtendo a regularidade Ch* para fronteira livre
em dois resultados: o primeiro onde, heuristicamente, a mesma esta confinada entre dois
planos e segundo, quando a fronteira livre possui regularidade Lipschitz numa vizinhanca
de um ponto. Neste tltimo, a propriedade C"* ocorre numa vizinhanca, possivelmente,
menor do ponto em questao. Embora o operador seja da forma divergente, onde tradi-
cionalmente utilizamos uma abordagem variacional, conseguimos utilizar resultados que
garantem a equivaléncia entre solucoes no sentido das distribuicoes e no sentido da visco-

sidade para proceder com nossos intentos.

Palavras-chave: problema de fronteira livre; equagoes quaselineares; regularidade.



ABSTRACT

Free boundary problems are related to questions involving solutions to partial differen-
tial equations. Its applicability extends to several areas of knowledge. Our goal is study
the free boundary regularity of the one phase problem to the g-laplacian. Deal with a
sofisticate machinery, we get sucess. Getting, the C"* regularity to free boundary in two
results: the first, heuristically, the free boundary is in between two planes and second,
when its has Lipschitz regularity in a neiborhood of point. In this last one, the Ch*
regularity occurs in a smaller (possibly) neighborhood of the point in question. Although
the operator is of the divergent form, where we traditionally use a variational approach,
we were able to use results that guarantee the equivalence between solutions in the sense

of distributions and in the sense of viscosity to proceed with our intentions.

Keywords: free boundary problem; quasilinear equations; regularity.
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1 INTRODUCAO

Problemas de fronteira livre estao relacionados a certas questoes envolvendo
solugoes de equagoes diferenciais parciais onde dois resultados sao investigados de forma
crucial. O primeiro deles é obter a regularidade 6tima de solucoes e, o segundo, a regu-
laridade 6tima da fronteira do conjunto de positividade/negatividade conhecido classica-
mente como fronteira livre das solugoes. Assim, neste trabalho de tese, investigamos a
regularidade da solucdo (ou solugoes, caso sejam multiplas) e a geometria da mesma.

Tais problemas modelam, de maneira satisfatoria, problemas de transicao de
fase. Um singelo exemplo: imagine que vocé tenha colocado um cubo de gelo em um pires.
Passado o tempo havera dgua em dois estados fisicos da matéria distintos solido e liquido.
Grosseiramente, a fronteira livre nessa situacao seria o conjunto onde ocorre essa mudanca
de estado. Contudo, sua aplicagao se estende a diversas areas do conhecimento como:
processos estocasticos para o mercado financeiro, eletrostatica, design étimo, dinamica
dos fluidos, controle 6timo, eletroquimica etc.. Recentemente vem surgindo aplicacoes na
biologia, especificamente, nos estudos que modelam a evolucao de tumores que estao sob
um tipo de tratamento com uma ou duas drogas.

Os pioneiros resultados nessa area de pesquisa tém em sua autoria o renomado
matematico Luis Caffarelli. Suas ideias fundamentam os alicerces dessa linha sendo fontes
de inspiragao para resolucao de problemas similares, envolvendo outros operadores.

Contudo, Savin (2007), obteve resultados de regularidade para solugoes no
sentido da viscosidade de equagoes diferenciais parciais totalmente nao lineares que sao
uniformemente elipticas em um aberto limitado do dominio. Em particular, as técnicas
desenvolvidas nas demonstragoes dos resultados desse artigo, trazem novos argumentos
para Teoremas classicos. A titulo de exemplo, é apresentada uma nova prova de um

resultado do matematico italiano Ennio De Giorgi:
Teorema 1.1 (De Giorgi). Seja E um conjunto aberto de modo que
{Xnp1 < =0INC CENC C {xpnp1 <8}
e minimiza o perimetro' no cilindro
C={Ix[ <1} x{lxpnl <1}

Entdo, OEN {!x! < %} ¢ uma superficie C*, se & > 0 € pequeno e universal.

1O perfmetro de um conjunto mensurdvel E em um aberto Q é definido por: P(E,Q) =
SUPpeC) (QRM) UE dive dx|. Além disso, dizemos que E minimiza o perimetro se para todo F que
coincide com E fora de um compacto contido em Q, temos P(E, Q) < P(F, Q).



11

Inspirada em Savin (2007), De Silva (2011) trouxe uma nova abordagem para
problemas de fronteira livre. No artigo, ela desenvolve argumentos para solugoes no

sentido da viscosidade para o seguinte problema

> ay(uy(x) =f(x) em  {u>0}NBy,
IVul(x) = g(x) em O{u>0}NBy,
onde f € C(By) NL*®(By) e a;,9 € C>*(By). Ela obteve os seguintes resultados:

Teorema 1.2 (Flatness implica em C"*). Seja u solugcdo no sentido da viscosidade de

(1) em By, tal que existe um € > 0, de modo que
(n—8)" Sulx) < (xn+€)°  em By

para

[aij]CO»ﬁ(Bﬂf [g]COvB(Bﬂ < g ”f”L‘x’(B]) <€

e0 € do{fu>0NBy, g(0) =1 e ay(0) =0;. Entao, o{u > 0} N B% € localmente grdfico
de uma func¢do Ch¥.

Assim como

Teorema 1.3 (Lipschitz implica em C"%). Seja u solugcdo no sentido da viscosidade de
(1). Assuma que 0 € F(u) e g(0) > 0. Se F(u) € o grdfico de uma fungdo Lipschitz em
uma vizinhanca de 0, entdo F(u) é CY* em uma vizinhanca (menor) de 0.

Ressaltamos que essa nova técnica ainda depende dos resultados de Caffa-
relli. Especificamente, este ultimo Teorema necessita da teoria desenvolvida em Caffarelli
(1987).

Desde 2011, pesquisadores vém obtendo resultados nessa mesma direcao, tra-
balhando com operadores mais sofisticados. No mesmo sentido, em 2020, obtemos os

resultados na mesma direcao, para o operador g-laplaciano. Isto é, o seguinte problema:

{ Agu=f em Bi(u):=B;nN{u>0} 2)

IVul=Q em F(u):=B;nNo{u>0}

onde, f € C(B;)NL®(Q)e0< Q€ COFBy) e

o (9(Vul)
Agu = le( vl Vu) (3)

com

g e C([0,400))NC'((0,400)) e 0<d<
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para todo t > 0. A segunda condi¢do? de (4) é necessdria e suficiente para que nosso
operador seja uniformemente eliptico quando o gradiente for diferente de zero.

Enfim, apresentaremos em detalhes, resultados obtidos em Braga, Leitao e
Oliveira (2020). Dividimos esse texto em seis capitulos, contando com a introdugao e
conclusao.

Em resultados preliminares, faremos uma breve excursao sobre os espacos de
Orlicz, a desigualdade de Harnack e principio da comparacao, relagoes entre os tipo de
solugao para o g-laplaciano e compacidade de N-fungoes que satisfazem a condicao de
Lieberman.

Construimos no capitulo trés, alicerces para compreender as barreiras de Pucci.
Elas estao no coragao das principais estimativas. Nos inspiramos em Braga e Moreira
(2018) para provamos a existéncia e regularidade dessas barreiras. Por fim, mostramos os
ajustes necessarios para utiliza-las em nossas argumentacoes.

No capitulo quatro, definimos as solucoes no sentido da viscosidade para o
nosso problema de fronteira livre e apresentamos um resultado de regularidade para pro-
blema limite que é uma equagao diferencial parcial eliptica com condicoes de fronteira do
tipo Neumann.

Por fim, no capitulo 5, apresentamos os principais resultados desse texto, isto
é, a regularidade localmente Lipschitz, a nao degenerescéncia das solugoes e os Teoremas:
Flatness implica em Ch* e Lipschitz implica em C"*. Vale salientar que para o Teorema
de regularidade Lipschitz e nao degenerescéncia de solugoes podemos enfraquecer a re-
gularidade de f, precisamente, podemos assumir que f é continua e estd em L9(Q) para

q>n

2 Os esclarecimentos a respeito dessa hipétese podem ser encontrados em Lieberman (1992).
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Aqui estabeleceremos ingredientes para entendermos o g-laplaciano. Faremos
uma breve excursao sobre os espacos de Orlicz tocando em propriedades basicas, norma,
topologia, mergulhos, os tornando amistosos, uma vez que nossas hipdteses permitem.
Além disso, apresentaremos resultados de regularidade para solugoes do g-laplaciano e um
breve comentério a respeito da compacidade do conjunto G(9, go), o qual serd definido

em momento oportuno.

2.1 Um passeio pelos espagos de Orlicz

Os espagos de Orlicz nos parece, a priori, uma generalizacao dos espacos LP.
Contudo, a posteriori, os mesmos sdo um subespaco de L'. O primeiro passo na direcao

de conhecé-los é definirmos as N-funcoes.

2.1.1 N-funcgoes apropriadas

Definicao 2.1. Uma funcao real G : R — R € dita uma N-fungao se

G(t) = ft' g(s) ds,
0
onde g : [0,+00) = R € uma fungdo nao decrescente positiva satisfazendo as segquintes
propriedades:

a) g(0)=0c¢e tli)rglo g(t) = ooy

b) Set >0 entdio sl;rg g(s) =g(t).
Nesse caso diremos que G € a N-fun¢ao representada por g. Seque da monotonicidade de
g que G € uma fun¢ao convexa.

Abaixo segue uma caracterizacao para N-fungoes.

Proposicao 2.1. Uma funcao convera G : R — R € N-funcdo se, e somente se satisfaz
as sequintes propriedades:
a) G € par.

b) G € estritamente crescente em [0,+00).
G(t
c) liml =0.
t—0 T
G(t
d) lim 10 = 400
t—+oo t
Se G € uma funcao convexa satisfazendo as condi¢oes (a)-(d), entdo sua representante

integral é g : [0,4+00) — [0,+00), onde g € a derivada a direita de G.
Demonstrag¢ao. Ver Capitulo 1, 1§, em Krasnosel’skii e Rutickii (1961). [ |

Alguns exemplos:
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1. Considerando 1 < p < oo, g(t) = ptP~!, logo, G(t) =tP, t > 0.
2. Para t > 0 considere g(t) = e' + 1, logo,

t

Jes+1ds:et+t—1.

0
Entao, defina G(t) = et +t—1.

3. G(t) =e" —1,com g(t) =ptP e e 1 <p < o0, t>0.

4. Gt)=(1+t)In(t+1)—tonde g(t) =In(t+ 1), t > 0.

t
5. Parat > 0 seja g(t) =t*In(bt+ 1) com a,b > 0 entao G(t) :J s%In(bs + 1) ds.
0
Dentre os exemplos expostos acima podemos elencar alguns satisfazendo (4).
Note que g(t) =tP — 1 para 1 < p < oo, satisfaz a condicao (4). Pois,

tg'(t)  tp(p— D2 plp—1t? b

g(t) pte! ptr-!

entao, poderiamos tomar 0 =p—1e go =p — 1. Segue que g(t) = t*In(bt+ 1) também
satisfaz (4). Ora,
tg/(t)  tlat*'In(bt +1) +t(537)) bt

o) o In(bt + 1) = Bt Y mbt+ 1)

bt

(bt+1)In(bt+1)
a mesma ¢ decrescente. Mais ainda, usando a regra de 'Hopital

Estudando a funcao t — , vemos por calculo simples de derivada que

. bt b . t . bt+1
lim lim ———— =b lim =

— 1.
50t (bt + 1) In(bt+1) 00" bt+ 1100t In(bt+1) 0t

Portanto, neste caso, podemos tomar § =a e go =a+ 1.
O Lema que apresentamos a seguir compila uma série de propriedades bésicas

de N-fungoes que satisfazem (4).

Lema 2.1. Seja G uma N-funcdao tal que g = G’ satisfazendo (4). Entao para todo
t,s > 0:
(9-1) mins®, s9°}g(t) < glst) < max{s®, s%)g(t);

tg(t)
2 < G(t) < tg(t);
(9 )1+go— (t) < tg(t)
(G-1) G € convera e pertence a C*(0,00);

(G-2) ﬁ min{s*, s9G(t) < G(st) < (14 go) max{s®™!, s97)G(¢);
0
(G-3) G(a+1b) <2%(1+ go)(G(a) + G(b)), para todo a,b > 0.




Demonstragao. Para provar (g-1), note por (4) que

para todo t > 0. Logo,

¢ T ¢ 9(7) . T
—~ $ln(s) < 1In (99((Stt))> < goln(s)
= < g(st) < g9

Portanto,
min(s®, s%}g(t) < g(st) < max{s®, s®}g(t).

Agora checaremos (g-2). Observe que por (4),

t t

goG(t) = L gog(s) ds > J sg’(s)ds = tg(t) — G(t).

0

Dessa forma,

Como

temos que (g-2) segue.
(G-1) é imediato pois G” > 0. Para (G-2), temos que

G(st) < stg(st) < stmax{s® s%}g(t)
tg(t)
— 5+1 .go+1
max{s’"', s }—] n 90(1 + go)
< (T+ go) max{s®", s%}G(t).

Por outro lado,

st g(St) Z min{séH, Sgo+1} t g(t)

G(st) >
S T+ 06

> min{séJﬂ , Sgo+1}

G(t)
1—|—go'

15
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Por fim, para (G-3) segue que pela convexidade de G, que

G (a—;—b) < w’ para todos a,b € (0,400).

Seja @ :=2a e b:=2b. Entao,

2 2
Logo,
Glath) < G(2a) 42— G(2b)
< 1014 go)max(2*®,29}(G () + G(b)

2
= 2%°(1+ go)(G(a) + G(b)).

Como g’ > 0 segue que g~ existe. Tal funcdo satisfaz as condicoes em (4).

1
Ora, sabemos que (g7')/(s) = ———— e de (4),
glg (s

0 < 6< S < 9o
—1
g '(s)
=0 < 8 <
slg)(s) =
1 s(g)/(s) 1
=0 < —< < -, Vs > 0. 5
%= g =3 (5)

Dessa forma, g~ satisfaz (4), com constantes 951 e 8. Mais ainda, estimativas similares
t

as obtidas no Lema acima, valem para g~ ¢ G(t) := J g '(s)ds.
0

Lema 2.2. As fungées g~ e G satisfazem as sequintes desigualdades
1 1
(3-1) min { s%,5% } §(t) < g(st) < max {s,5% | g(1);
., Stg (1)
(2 35

((Etz) 1%5 min {SH%,S‘*%} G(t) < G(st) < —> max {s“%,s”s;*o} G(t);
(G-2) G(g(t)) < goG(t).

Demonstracdo. Os itens (§-1), (§-2) e (G-1) seguem mutatis mutandis as demonstracoes

< G(t) < tg '(t);
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dos itens similares no Lema 2.1. Nos concentremos em ( é—?) Com efeito, note que

(sg(s))” = sg'(s) + g(s)

:>J (sg(s))'ds = P sg’(s)ds—i—J g(s)ds
0 Jo 0

Portanto,

Usando (g-2),

2.1.2 Classe de Orlicz

Definigao 2.2 (Condigao A;). Dizemos que G satisfaz a condi¢io A, se existem cons-
tantes K > 0 e ty > 0 tais que

G(2t) < KG(t), t>t.

A titulo de exemplo, se G(t) = tP, temos que K = 2P e ty = 0. Outro fato a ser
elencado é que nas condigoes que impomos sobre g, isto é (4), implicam em G satisfazer

a condi¢ao A;. Isso é uma consequéncia de (G-2). Ora,
G(2t) < (1 + go) max{2°™", 299G (t) = (1 + go)29 ™ G(t).

Neste caso, K = (1 + go)29*! e ty podemos tomar igual a 1.
Para definimos os espacos de Orlicz é necessario conhecemos a classe de Orlicz.
Definigao 2.3 (Classe de Orlicz). Seja G uma N-fungdo. Definimos a classe de Orlicz

de G o sequinte conjunto,
Ce(Q) := {u : Q — R, mensurdvel.; J G(ju(x)]) dx < oo} )
Q

Observe que Cg(Q) é pelo menos convexo. Pois se u; e u; o pertence, seja
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A € [0, 1], entao

j GUI(T = AJws + M) dx < J G((1 = A + Al dx
Q Q

IN

J (1= NG (w]) + AG () dx
Q

< (1-N) Leuw) dX+?\JQG(qu|) dx

< 00
pela arbitrariedade de A em [0, 1] segue a convexidade de Cg(Q).

Teorema 2.1. Cg(Q) € um espaco vetorial se, e somente se, G satisfaz a condi¢ao A;.
Demonstra¢ao. Ver Lema 8.8 em Adams e Fournier (2003). [

Dessa forma, Cg(Q) é um espaco vetorial, e 0 muniremos com a norma de

Luxemburgo. Ou seja,

lullg == inf{M > 0; JQG (Iu)&c)l) dx < 1}.

2.1.3 Espacgos de Orlicz e Orlicz-Sobolev

Denotaremos por LS(Q) as classes de Orlicz onde G satisfaz a condicio A,,
estes sao chamados de espaco de Orlicz apropriados. Contudo, se G é uma N-funcao
qualquer, L6(Q) é definido como o menor espaco vetorial que contém Cg(Q).

Nesse espacgo ainda podemos recuperar as desigualdades classicas como a de

Young e a de Holder.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Young). Dados a,b > 0 entao

ab < G(a) + G(b)

onde G e G sdo N-fungées dadas, tais que G’ = g e esta satisfaz (4) e G' = g~ ! e satisfaz

(5). A igualdade ocorre se, e somente se, g(b) = a.

Demonstragao. Ora, fazendo uma mudanga de varidveis, s = g(t) entdo ds = g’(t) dt e
se0<s<bentdo 0<t<g'(b). Assim,
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Pela integracao por partes,

Dali,

Ha trés situagoes a serem analisadas:

I. a > g '(b). Logo, de (6),

G(a) +G(b) = bg(b)+r g(t)dt

g 1(b)

> bg(b)+J g(g™' (b)) dt
g~ '(b)

= bg(b)+bla—g (b))

= ab.

II. a < g7 '(b). De (6)
G(a)+G(b) = bg(b)+ X g(t) dt

~1(b)
ir‘(b)

= bg(b) - g(t)dt
rg~"(b)

> bg(b) — g(g~'(b)) dt

= bg(b) —b(g~'(b) — a)

= ab.

II. a = g '(b). Entao g(b) = a e de (6)

G(a) + G(b) = bg(b) + J . g(t) dt = ab.
g!

Note que essa condicao para a igualdade ocorrer é necessaria e suficiente. Pois, supondo
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por absurdo que a igualdade ocorra e a # g(b) entao ou voltamos a I. ou II. onde a

igualdade nao ocorre e assim temos um absurdo. [ |

Teorema 2.3 (Desigualdade de Hélder). Se uw € L¢(Q) ev € LG(Q) entdo uv € L'(Q)

com a sequinte estimativa:

< 2lullys oMl -

J uv dx
Q

Demonstracao. Afirmacgao: fQ G (W) dx <1.

Prova da Afirmacgao: Pela definicao da norma de Luxemburgo existe uma sequéncia

(M2, tal que
u
Gl— | dx <1
.L (Mk) N

para todo k e My — |[ull c(q) quando k — oo.

Entao, pelo Teorema da convergéncia mondtona,
u
[o( it )t
Q e Q)

Usando o afirmado, segue que

< |
Q

< J G(L> dx+J G| dx
Q e (q) Q ||V||LG(Q)

2.

O que prova a afirmacao.

u v
dx

u v
J dx
o Iullis @) Mlle g e o) VIl e q)

IN

Definigao 2.4 (Convergéncia em média). Dizemos que u; € L¢(Q) converge para u €

LS(Q) em média se

J G(hy —ul)dx — 0,
Q

quando j — oo.
Observe que se 1 converge para U na topologia forte de L temos que

convergem em média para w. Com efeito, defina

M, ::inf{M>O;J G('LH_M) dxg1}.
Q M
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Temos que M; — 0 quando j — oco. Entao existe jo € N tal que para j > jo, M < 1.

Entao,

J G(Iuj—ul)dx:J G(Mjw+(1—l\/{j)) dngjJ G(luj_u|) dx < M.
) 0 M; Q M,

Contudo, a reciproca nem sempre é verdadeira. Para a mesma ocorrer, se faz
necessario a condicao A;. Com essa hipdtese, o proximo resultado manisfesta a equi-

valéncia entre essas convergencias.

Lema 2.3. Existe uma constante C = C(9, go) > 0 tal que

hulle < Cmax{(JQG(IuI) dx)”é , (LG(IuI) dx)”“”’}

Demonstragao. Se [, G(lul) dx =0, entdo

[u(x)]
XHJ g(s)ds=0 x€ Q q.t.p.
0
pois G é nao negativa. Pela regularidade de g, vem que nos x € Q onde fl)u(x]‘ g(s)ds =0,
a medida do intervalo [0, [u(x)|] é nula. Ou seja, [u(x)] = 0. Portanto, u(x) = 0 para
quase todo x € Q.
Suponha que [, G(lu|) dx > 0 e defina

M = max { (2(1 + go) L G(lul) dx) " (2(1 + g0) L G(ul) dx) } |

Por G — 2,
lu(x)] 1 1
JQG ( M dXS (1 —I—go)max W,W J'QGUU,(X)D dXS 1.
Portanto, temos o desejado. |

Defini¢ao 2.5 (Espaco de Orlicz-Sobolev). Definimos WC(Q) o espaco das fungies
u e LS(Q) tais que as derivadas distribucionais existem e pertencem a L¢(Q).

Muniremos WH¢(Q) com a seguinte norma,

Iullwrisq) = max {|lull s ), IVullie@q) } -

Denotaremos por W}¢(Q) o fecho de CP(Q) C WHS(Q) na topologia da norma || -

lw.e(q)-
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Teorema 2.4. (L¢(Q),]-[lg) e (WhS(Q), - [lwi.c(q)) sdo um espagos de Banach refle-

TIV0S.

Demonstragao. Ver Teorema 2.1 em Martinez e Wolanski (2008). n

Teorema 2.5. L¢(Q) — L'?(Q) e WH6(Q) — WHH(Q) continuamente.

Demonstracao. Ver Teorema 2.2 em Martinez e Wolanski (2008). [

2.2 Resultados para solugoes do g-laplaciano

Comecaremos esta secao estabelecendo condigoes para apresentarmos duas im-
portantes desigualdades, a saber, a desigualdade de Harnack e a estimativa de regularidade

Ch interior. Para tanto fazer considerar a seguinte EDP.
div (Ag(Vu)) =f, em Q (7)
com f € L9(Q) e Ay satisfazendo as seguintes condigdes estruturais para n € R™,

Arg(m) + A,

|Ag(m) @)
mlg(ml) — As,

<
Agm)-n >

onde A;, A, e Az sao constantes positivas.
Definigao 2.6 (Solucio fraca). Dizemos que w € WHS(Q) € uma subsolugio (super-

solugdo) fraca de (7) se

J Ag(Vu) - Vo dx < —J fo dx, (>)
0 0

para toda 0 < @ € C(Q). Enfim, dizemos que w é uma solugao fraca se € subsolugdo e
supersolucdo. Neste caso especifico nao precisamos impor sinal sobre @.
2.2.1 Desigualdade de Harnack e regularidade interior ChH

Teorema 2.6 (Desigualdade de Harnack). Seja g satisfazendo (4) e G a primitiva de g.
Sejar >0 eu e WHS(B,) uma solucao fraca de

div(Ag(Vu)) =1 em B,

com Ag satisfazendo (8) e f € L9(B;), @ > n. FEntdo existe uma constante C =
C(n, 8, go,A1,q) > 1, tal que

supu < C

Br
2

ianu +r <G’1 (A3) +g (AL + T1_z||f”Lq(Br))>] :

2
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Se q = 00, entao a constante C nao depende de q.

Demonstragao. Ver Lieberman (1992). [

Em particular, esse resultado ¢ valido quando A4(n) := %n. Claramente,
essa configuracao para Ay satisfaz as condigoes em (8) para Ay =Te Ay =A3=0.

Seja e € R™, com |e| = 1. Defina paran € R"

U () = 9+ €D,

n+e).
M+ el

Seja v solucao fraca de
Agew = div(Age(Vu)) =1

com f € L9(Q), g > n. Entao, para qualquer constante positiva C, v é também solucao
fraca de

Acge(VV) = Cf.

Com isso temos o seguinte Lema
Lema 2.4. Seja v uma solugao fraca para
Agev =T

em Q. Entdo, existem constantes Ci(go) e C2(go, g(1)) tal que o operador Ac, 4. satisfaz

as condicoes estruturais, isto €,

|Ac,geMI < Calgm) +1) e Ac,gem) -1 > Mlg(nl) — Ca.

Demonstragao. Com efeito, para Ag.(n) := %(n + e), temos
AgeMm)l=Ig(n+el)l < glnl+1)

1

< (1+ o)%

(T4 90)%,,,

< Wzg (G(l) + G(1))

< 29(1 + go)? (—Gm) + G(1))

< 29°(14 go)*(g(Inl) + g(1))

IN

291+ go)*(g(m) + g(1) + g(mMhg(1) + 1)
29 (14 go)*(g(Inl) + 1) (g(1) + 1).



Além disso,

g(n+el)

Agem) -n = W(H‘Fe)'ﬂ
~gln+el _ B
= Thmte Mm+e)-mM+e—e)
= Ity ep o))
m + el
> g(m+eln+el—g(m+el
> G(m+el)—gln+el).

Agora observe que

G(m)=G(m+e—el) < G(m+el+1)
29°(1 4 go)(G(In + el) + G(1))
< 29(1 + go)(G(n +el) +g(1)).

IN

Portanto,

G(n+el) > mG(m” —g(1).
Logo,

1
Ageln) m = 2o G(ml) —g(1) — g(m +el).

1+ go)
Se m + e| < 2, temos que

1

Agem) -n > WGUHD_Q(”_Q(Z)
1
> mhﬂg(hﬂ)—9(1)—min{26>29°}9(1)
1
> mlmgﬂm)—g(])—zg"g(])

1
= mlﬂlg(ml) — (T 4+2%)g(1).

Agora, se N+ e > 2, temos

Age(n) - gm+el)n+el —g(n+el

1
st epnra (1- L)
g(n+el)n el

1
EG(|T1+€|)

3
v

v

v

1
mlmlg(ml) —zg(l).

24
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Dos dois casos analizados, vem que
Agel) Moo mlg(hnl) — (22*)g(1)
> 290+1(go 4 1) '
Tome Cj := 29+1(1 4 go)%.

AcygeM) = CilAge M) < C129(1 4 go)*(1 +g(1))(g(In) + 1)

)
e
AQg,e(n)'n = C1Ag,e(n)'n
1
> ¢ (ng(mn 2+ 1)g(n)
= Ilg(l) = G (2% + T)g(1).
=C,
Tome C; := max{éz,fz}. [ |

Teorema 2.7 (Regularidade interior C"*). Seja g satisfazendo (4) e G a primitiva de g.
Seja QO C R™ aberto limitado e w € WHS(Q) uma solugdo fraca de

Agu) =f em Q,

com f € LY(Q), g > n. Entao, existem constantes C = C(n,d, go, A1, q, dist(Q’,0Q)) >
le0<a<l1, a=wan,d,goAq) tais que

llcraian < C (Iullieia) + 97" (Iflla)) -

Demonstragao. Ver Lieberman (1992). [

2.2.2 Principio da comparacgcao

Defina, para n € R™ \ {0},

gl
Agm) ==

Inspirados na Proposicao 5.2 de Braga e Moreira (2018), temos o seguinte
resultado:
Teorema 2.8 (Principio da comparacao). Seja Q C R™ aberto limitado, u,v € WHS(Q)
e f € L'(Q) tal que div(Ag(Vu)) > f e div(Ay(VV)) < f no sentido das distribuiées
em Q. Assim, se w <v em 0Q no sentido de Sobolev, isto ¢, (u—v)" € W}C(Q), entdo
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u<vemQ amenos de um conjunto de medida de Lebesque nula.

Demonstragao. Ora,

J Ag(Vu(x))Ve(x) dx < —J f(x)e(x)dx, VO < ¢ € CF(Q). (9)

Q Q

J Ag(Vv(x)) Ve (x) dx > —J f(x)e(x)dx, VO < ¢ € C3°(Q). (10)
Q Q

Multiplicando (10) por (—1) e somando o resultado com (9). Entao,
J (Ag(Vu(x)) — Ag(Vv(x))) Ve (x)dx <0,V 0 < @ € C3°(Q). (11)
0

Afirmacgao: A desigualdade em (11) é vélida se consideramos 0 < @ € W)¢(Q).
Prova da Afirmacao: Com efeito, primeiro observe que se & € W"S(Q) entdo, por

(G-2)

~ _ =~ (19(IVE])
| Giaywepmax LG(‘ e vaD ax

_ J G(g(IVE]) dx
Q

< QOJ G(IVE)) dx < oo.
Q

Daf segue que (Ag(Vu(x)) — Aq(Vv(x))) € LS(Q).
Seja 0 < P € WJS(Q), entao existe uma sequéncias de fungoes {Wy}, C
C3(Q) tal que
b — Wllwrea) — 0,

quando k — oo. A priori, nao sabemos se as 1y sao todas nao negativas. Contudo,

sabemos que W)¢(Q) — Wg’]%(Q) continuamente. Entao,

J V(i — )" dx J IV (i — )|+ dx+j V[ dx
Q QN{Py >0} QN{P <0}
_ J IV (1 — )|+ dx+J Koo VI dx.
QN[ >0} {P>0}

A menos de uma subsequéncia P, — P q.t.p.. Com isso,

X{r <0} -0 qtp

Entao pelo Teorema da convergéncia dominada e tendo em vista essas tltimas estimativas

Wi o b
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em W}(Q) quando k — oo.

Agora, temos uma sequéncias de fungoes positivas de suporte compacto que
convergem para 1. Infelizmente, ndo podemos garantir a regularidade C* para elas. Mas
isso pode ser resolvido utilizando mollifiers. Seja 0 <n € L'(R™) N CP(R™) radialmente

simétrica com IQT] dx = 1. A titulo de exemplo, poderiamos tomar

) <1
n(x):{ coxp (7). se I

0, se x| >1.

—1
onde ¢ = <J n(x) dx) . Em particular, seja parax € R" e ¢ > 0
Rn

] X
Ne(x) = E—nTl (E> :
Sabemos que Vf = 1. * B, é CP(Q), converge para b, em Wy ?(Q) quando ¢ —
0. Além disso, tanto P quanto Vi convergem, respectivamente, para P e Vip q.t.p.
quando ¢ — 0.
Resta checarmos que Wf converge para P em W}C. Ora, dado T > 0 existem

ko > 0 tais que para k > kg
T

2
e tendo em vista k > ko, existe €9 = g9(k) > 0 tal que para 0 < € < ¢

||11’z - 1|)||ng1+5(_(1) <

NI A

||1b1€< — w]—i_Hw(‘)»Hé(Q) <

Entao, para k > ko e 0 < € < ¢

g — Wllyres < 1D — i lhpes + 1 — Wllyres <.

De maneira similar, checamos que 1y e Vi converge q.‘g.p. para 1\ e V1, respectiva-
mente, quando ¢ — 0 e k — oco. Portanto, defina Py := .

Por fim, chequemos que Py converge para P em WS, Ora, é suficiente checar
a convergéncia em média. Note que G([Wx(x) — W (x)]) e G(IV(Pe(x) — W(x))]) conver-
gem para zero .t.p., em particular, a menos de uma subsequéncia, podemos supor que
{G([Wx — W) lken e {GIV(Px — W) ken sdo decrescentes entdo pelo Teorema da con-

vergéncia mondétona

Leud)k(x) — Pl dx — 0

L G(IVPi(x) — V()] dx — 0
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quando k — co. Dessa forma, 1\, converge para 1 em W"C.

Com isso, vem pela desigualdade de Holder que

1 (Ag(V) — Ag(VV) V(i — D)) < L Ag(V(x)) — Ag(VVv(x) IV (bx — ) (x)] dx
< 2 Ag (Vi) — Ag (W)l 6 IV — Vbllie (o

Fazendo k — oo, temos que

L (A (Valx)) — Ay (Vv(x))) Vi) dx — j (A (Vi) — Ay (V(x))) Vib(x) dx

Q

Como 1y satisfaz (11) para todo k, temos que no limite a desigualdade é preservada.

Portanto,
J (Ag(Vu(x)) — Ag(Vv(x))) Vip(x) dx <0, VO < € Wyc(Q).
Q

O que prova a afirmacao.

Logo, tomando 1y = (u—v)" segue que
J{ }(Ag(Vu(x)) — Ag(Vv(x))) (Vu(x) — Vv(x)) dx < 0. (12)

Afirmagao: O integrando em (12) é nao negativo.

Prova da Afirmacao: Sejam &1 € R", entao,

(Ay(E) — Ag(m) (E—m) = (9('5”5—9(’”'%) (£—n)

TR
o)., ol&),  olm), gl .,
g g e e oy

v

min{gﬁz'”, E|n||)}(|£|2 2£'ﬂ+|ﬂ|2)

o follEh embY,
= ml“{ i m }'5 n

Y
o

O que prova o afirmado!

Dessa afirmagao e (12), temos que
L } (Ag(Vu(x)) — Ag(Vv(x))) (Vu(x) — Vv(x))dx =0 (13)

Assim, o integrando é nulo ¢.t.p. em {u > v}. Entdao Vu = Vv em {u > v}. Portanto,
Vo = 0 q.t.p. em Q. Usando mais uma vez o mergulho de W}¢(Q) em WH'°(Q)
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temos pela desigualdade de Poincaré que (u—v)™ =0 q.t.p. em Q. Dessa forma, u <v
em Q. [ |

2.2.3 Relacoes entre os tipos de solucao para o g-laplaciano

Aqui apresentaremos resultados de equivaléncia entre as solugoes fracas e as
solucoes no sentido da viscosidade para o operador g-laplaciano. Ja definimos as solucoes

fracas em (2.6). Vamos comecar com outras defini¢des. Para isso considere:
Agu=f em Q, (14)

onde f € C(Q)NL>®(Q).
Defini¢ao 2.7. Uma funcio u : Q — (—oo,+00] € chamada G-superharmoénica, se u
satisfaz
(1) w € semicontinua inferiormente,
(2) u € limitada q.t.p.,
(3) Vale o principio da comparagao: se v € uma solucio fraca de Agv =f em D C Q,
u € continua em D e u >v em 0D, entdo u >v em D.

Uma funcaou : Q — [—o0,400) € chamada de G-subharmonica se —u € G-superharmonica.

Definigao 2.8. Uma fun¢io u: Q — (—oo,40o0] € chamada supersolug¢ao (subsolugdo)
no sentido da viscosidade para (14).
(1) w € semicontinua inferiormente,
(2) u € limitada q.t.p.,
(3) Se existe @ € C*(Q) tocando w por baizo (por cima) estritamente em xo € Q e
Vo(xo) # 0, entao

Agp(x) < f(x)  ((Agp(x) = f(x))).
Agora vamos aos resultados:

Lema 2.5. Sejau € C°(Q). Sdo equivalentes:
(A) u € uma supersolugao no sentido das distribuicoes para (14).
(B) w € uma fun¢ao G-superharmonica.
(C) u € uma supersolugcdo no sentido da viscosidade para (14).

O mesmo vale para solugoes e subsolugoes.

Demonstracao. A prova segue nas mesmas linhas dos Teoremas 2.4, 2.5 e 2.6 de Fang e
Zhou (2014). |
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2.3 Compacidade no espago G(9, go)

Sejam 0 < 6 < go e G(J, go) 0 espago das fungdes g : (0,+00) — (0,+00) que
satisfazem as propriedades na defini¢ao (2.1) e (4). Infelizmente, o espago G(8, go) nao
possui uma boa compacidade com a norma C'. Isso estd esclarecido em Braga (2015).
Neste trabalho de tese foi exibido um contra-exemplo, especificamente, o exemplo 3.2 e
em Braga (2018) ele obtém um subespaco de G(,go) onde a compacidade é boa. Para

tal propriedade ¢ preciso fazer imposi¢oes no médulo de continuidade de Q4 onde

e pedir que 0 < ey < g(1) < E,.

Definicao 2.9. Um mddulo de continuidade € uma fungao continua nao decrescente,
w : [0,00) — [0,00) onde w(0) = 0 e w(t) > 0, para todo t > 0. Para qualquer
0 <1< L<4o0, defina

wg'(t) = sup{|Qe(x) — Qg(y)l; L<xy <L elx—yl < th.

A imposicao sobre médulo de continuidade de Q4 é caracterizada na definicao
abaixo.
Definicao 2.10 (Médulo de Continuidade de Qg). Dizemos que g satisfazendo (4) per-
tence a G(8, 9o, &1,&2) se para fungoes nao decrescentes &1,&; 1 (0,00) — (0,00) com

lilgl+ &>(t) =0 e qualquer 0 < 1 < L < oo, vale a sequinte estimativa,
t—

(1) L L—1
Jo t dt < C(8, go)&; (T) & (T) .
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3 BARREIRAS DE PUCCI: EXISTENCIA, UNICIDADE E GEOMETRIA

Redigimos esse capitulo, inspirados em Braga e Moreira (2018) e no capitulo
5 de Braga (2021). Nele caminharemos no sentido de fundamentarmos as barreiras. Elas
sao cruciais para a nossa argumentacao. Por isso, buscamos concentrar os resultados
preliminares utilizados nas estimativas da primeira secao. Nas demais, discutiremos a
existéncia, unicidade e geometria de tais barreiras. Por fim, apresentaremos os ajustes
necessarios para utiliza-las via o principio da comparagao. Isto é, exibiremos como elas

se comportam quando avaliadas no g-laplaciano.

3.1 Os operadores elipticos totalmente nao lineares e a teoria [P das solugoes

no sentido da viscosidade

Seja S™™ o conjunto das matrizes simétricas de ordem n onde o tornaremos
parcialmente ordenado com a seguinte relagao de ordem: dados A,B € S™™ diremos que
A > B se A — B é positiva semi-definida. Isto é, (A — B)¢ - & > 0 para todo & € R™.

Agora, considere
F:S""xR"xRx (Q\N) =R

uma funcao, onde conjunto N possui medida de Lebesgue nula. Apresentaremos resulta-

dos para solucoes de EDP’s de segunda ordem, totalmente nao lineares, da forma
F(D?u(x), Vu(x), u(x),x) = f(x)
onde f € [P, p >n.

3.1.1 Operadores extremais de Pucct

Considere 0 < A < A. Os operadores extremais de Pucci ./\/lif A S — R sao dados por

€i>0 ei<0 €i>0 €i<0
onde e; sao os autovalores de M. Sendo Aj A :={B € S™™; Alx]> < Bx-x < Alx[?}, temos
que

MuAM) = inf tr(BM)

BeAx A

XA(M) = sup tr(BM),

BeAx A

onde tr(-) é o traco da matriz.
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Lema 3.1 (Propriedades dos operadores extremais de Pucci). Sejam MuAl) e M;\i Al)
0s operadores extremais de Pucci, M, N € S™™ entdo

1) My (M) < Mo (M),

b) NSNS ASA = My, (M) < M (M) e My 0 (M) > ML (M),

c) M}:/\(M) = _M)J\F,A(_M)-

d) MiA(aM) = axM5 A (M), se & > 0.

e) M{A(M) + MuAN) < M{A(M +N) < M{A(M) + M{A(N).

f) MGAMM) + M{AN) < MuAM+N) < Mo (M) + M AN).

9) N 2 0= AINI < Mj (N) < MiA(N) < nAINJ.

Demonstragao. Ver Lema 2.10 em Caffarelli e Cabré (1995). |

Para y > 0 defina P)f/w :S™M x R™ — R, dadas por
Prany(M,P) = M5 A (M) £ vipl.

Como em Crandall et al. (1996) e Caffarelli et al. (1996) pediremos que F
possua as seguintes propriedades:

i. E uniformemente eliptica e Lipschitz em p. Isto é,
P)\_,/\,y(x - Y,P - q) < F(X,p,T,X) - F(Y) CIﬂ”»X) < /P}—:/\,y(x - Y»P - CI)

ii. r+— F(X,p,7,x) é ndo decrescente e uniformemente continua, para todo x € Q — N
e limitada em X, p,T.
iii. F(0,0,0,x) =0.
Sempre que F satisfazer as condigoes acima diremos que F possui estrutura.
Em Crandall et al. (1996), podemos ver bons exemplos de operadores que
satisfazem a propriedade i.. Alguns deles seriam:

1. Os operadores Pf/w. Ora, pelas propriedades no ¢) e) e f) segue que

PaiayMp) = Priay(Nyq) = My AM) —vipl = M, A(N) + 4l
MuA(M) + MyA(=N) —v(lpl—Iql)  (15)
(
(

< MiA(M=N)+v(lp—q)
= Piry[(M=N,p—q)

Temos de (15), que

PanyMyp) = Piay(Nyq) = My A (M) + M A(=N) —v(lpl — lql)
MuAM =N) —v(lp —ql)
Piry(M—=N,p—q).

v
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De maneira andloga, obtemos as mesmas estimativas para Py Ay
tiiel

. Equagoes elipticas lineares,
F(X,p,1,x) = tr(A(x)X) +b(x) - p + c(x)r

onde A, b, ¢ sao funcoes mensuraveis limitadas em Q com imagem em S™™ R™ R,

respectivamente, e
NEP <AX)E-E<SAIEP, b(X) <y e c(x) <0 parax € Q q.t.p.
Note que

F(M>P>T>X) - F(N) ‘%S,X) tr(A(X)(M - N)) + b(X) ’ (P - q)

< MiA(M—=N)+bx)lp —dl
< ,P)t/\,y(M_Nﬂ:)_q)-
Por outro lado,
F(M,p,T,X)—F(N,q,S,X) = tr(A(X)(M_N))+b(X)(p_q)
> My A(M—=N) = b(x)llp — g
> P);A,y(M_N>p_q)-

. Um tultimo exemplo. Sejam A e B conjuntos de indices. Defina para cada @ € A e

BB, Fop: SV xR" xR x O — R uma funcao que satisfaz .. Entao,

F(X,p,7,%) := sup inf4 Fop(X,p,1,%)

peB xe

também satisfaz i.. Com efeito, para todo &« € A e B € B, temos que
,P}:/\,y(M - N)p - q) S Fa,B(M)p»r)X) - Foc,fS(N>p)r»X) S ,P?T,/\,y(M - N)p - q)
Entao,

P):A,Y(M - N)p - q) + Foc,[S(N)pﬂ')X) < Foc,[i(M)pﬂ') X) (16)
P{A,Y(M o N’p - q) + Fa,ﬁ(N,P,T,X).

IN

Observe que
P)\_,/\,y(M_N)p - q) +F06,[3(N’p)r)x) > P)\_,/\,y(M_N>p - q) +2‘I€1£F“,ﬁ(N)p)T)X)

com isso podemos passar o infimo nas demais lados da desigualdade em (16). A
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posteriori temos que
P}TAV(M—N,p—q)—l—inf Fog(N,p,1,%) < P{A,Y(M—N,p—q)%—sup inf Fo g(N,p,1,%).
o acA peB x€A

Assim, temos que

P):A»Y(M_N’p_q)_{_}: < F(X,B(M»p>r>x)
< P{A,Y(M—N,p—q)+F(N,p,r,x),

ou seja, para todo x € Ae 3 € B
PaiayM =N, p—q) < Fap(M,p,1,%) = F(N, p,7,%) < Py (M—N,p—q).
Tomando o infimo em « e depois o supremo em {3, segue que
Py M =N, p—q) < F(M, p,1yx) — F(N,p,1,x) < Py, (M~ Nyp — ).
3.1.2 Teoria LP das solugoes no sentido da viscosidade

A nogao de solucao de solugao no sentido da viscosidade nasceu na década de
80, primeiramente para a equacao de Hamilton-Jacobi, sendo apresenta por Crandall e
Lions (1983). A posteriori outros matematicos fizeram contribui¢oes para a teoria, em
particular, Caffarelli (1989b) traz um primeiro contato com a teoria LP das solugdes no

sentido da viscosidade onde em Caffarelli et al. (1996) ele a torna mais robusta.

Definigao 3.1 (Limites essenciais). Seja f : Q — R uma fung¢dao, Q C R™ aberto.
Dizemos que o limite superior essencial de f € k quando x tende para xo, denotamos por

esslimsup f(x) =k, se
X—X0

inf [ ess sup f(x) | =k.
5>0 x€Bs (x0)

De maneira similar, dizemos que o limite inferior essencial de f € 1 quando x tende para

X0, denotamos por essliminf f(x) =1, se
X—X0

5>0 xEBs(x0)

sup (ess inf f(x)) =1

Definigao 3.2. Seja F com estrutura, n < 2p (1 <p,sen=1)ef e} (Q). Una

loc

fungao w € C(Q) € uma subsolugao (supersolu¢ao) no sentido da LP-viscosidade de F = f

em Q se para toda @ € W?P(Q) e xq que seja mdzimo local (respectivamente minimo) de
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u— @ temos

essliminf (F(D*@(x), Vo(x),u(x),x) — f(x)) < 0
X—X0
(esslim sup(F(D?@(x), V(x),u(x),x) — f(x)) > 0, respectivamente).
X—X0

Definicao 3.3. Seja F com estrutura, n < 2p (1 <p,sen=1)cef c C°(Q). Una
fungao u € C(Q) € uma subsolugao (supersolug¢ao) no sentido da C-viscosidade de F = f
em Q se para toda @ € C*(Q) e xy que seja mdzimo local (respectivamente minimo local)

de w— @ temos

F(D?@(x0), V@ (x0),1u(x0),%0) < f(x0)
(F(D%@(x), Ve (x),u(xo),x0) > f(xo), respectivamente).

Isto é, a solucao no sentido da C-viscosidade é a nocao classica de solugao no
sentido da viscosidade. Além disso, essa condi¢ao para p, se justifica no sentido de que
funcoes em W?P sao duas vezes diferencidvel q.t.p., se p > 5. Isso foi demonstrado em
Calderén e Zygmund (1961).

Definigao 3.4. Uma LP-subsolugdo (supersolucdo, solugdo) forte em Q para F =1, com
f € P, p > n, € uma funcio P € WHP(Q), tal que F(DAP(x), Vi (x), P(x),x) < f(x)
(>f, =1) para x € Q q.t.p..
Teorema 3.1. Se F possui estrutura, n <p < oo e f €L} (Q).
i. Seu € uma LP-solucao forte de F < f em Q, entao w é uma solugao no sentido da
LP-viscosidade.
il. Se K f sdo continuos, entdo w € uma solugcao no sentido da C-viscosidade se, e
somente se, W € uma solucao no sentido da LP-viscosidade.
iil. Sen < q < p entdao, u € uma solugao no sentido da LI-viscosidade se, e somente
se, W € uma solucao no sentido da LP-viscosidade.
iv. As afirmacgoes i., ii. e iii. permanecem vdlidas se substituimos F < f por F > f ou

F=f.
Demonstragao. Ver Teorema 2.1 em Crandall et al. (1996). |

Definicao 3.5. Seja u : QO — R wma funcao. Chamaremos de conjunto de contato

superior a sequinte cole¢ao,
YHuw) :={x € Q; Ip € R™ tal que u(y) < u(x)+p-(y—x) paray € Q},

Utilizamos uma letra diferente do classico I' para evitarmos um abuso de

notacao nos proximos capitulos.

Teorema 3.2 (Estimativa ABP). Seja f € L™(Q) eu € C°(Q). Seu é uma solugdo no
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sentido da L™-viscosidade para
P):A,Y(Dzu’ Vu) <f em {u>0}
entao

supu < supu’ + diam(Q)C(A,y, n, diam Q)| [[in -+ -
Q 20

Similarmente, se w € uma solu¢cao no sentido da L™-viscosidade para

f < P{A’V(Dzu, vVu) em {u<0}

entao
supu” <supu + diam(Q)C(A,y,n,diam(Q))[[f [linpre@w))-
0 00
Demonstragao. Ver Proposigao 3.3 em Caffarelli et al. (1996). |

Teorema 3.3. Seja f € LY (Q), com p > n, e u uma solugio no sentido da LP-
viscosidade de P{Avy(Dzu, Vu) < f (respectivamente, f < P{A’Y(Dzu, Vu)) em Q. Entao
u € duas vezes superdiferencidvel (respectivamente, subdiferencidvel) q.t.p. em Q. Em
particular, se F possui estrutura e u € uma solucao no sentido da LP-viscosidade de
F =0, entao u € duas vezes diferencidavel q.t.p. e as derivadas de W satisfazem a equagao

F=0 q.tp..

Demonstragao. Ver Teorema 3.6 em Caffarelli et al. (1996). [

Corolario 3.1. Nas hipoteses do Teorema 3.3, se w € WIZ(;E(Q) € uma subsolugcao no

sentido da LP-viscosidade (supersolug¢do) de F = f, entao ela é uma LP-subsolugao (super-
solugdo) forte de F =1 em Q.

Demonstragao. Ver Corolario 3.7 em Caffarelli et al. (1996). |

Teorema 3.4. Sejam F., F operadores com estrutura para m =1,2,..., p > n e sejam
f,fm € LP(Q) para m = 1,2,... e sejam w, € C°(Q) subsolucdes (supersolucies) no

sentido da LP-viscosidade de
Fm(Dzum,Vum,um,x) =f, em Q

para m = 1,2,.... Assuma que W, — u uniformemente em compactos quando m — oo,
e que para By(xo) C Q e @ € W?P(B,(xp)), se

gm(x) = Frn(D?@(x), Vo (x), um(x),X) — fm(x),
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g(x) = F(D?e(x), Vo (x),u(x),x) — f(x),
entao
109 — gm) " llir (B, (xe)) — O (I10g — gm) " llir(Brixo) — 0) -
Além disso, u € uma subsolugdo no sentido da LP-viscosidade (supersolugdo) de F = f.
Demonstracao. Ver Teorema 3.8 em Caffarelli et al. (1996). [

Por fim apresentaremos um importante resultado de existéncia. Winter (2009)
obtém estimativas W2P até a fronteira do dominio para solucdes de equacoes totalmente
nao lineares. Dessa forma, ele estende os resultados de estimativas WP interior obtidos
por Caffarelli (1989b). Além disso, ele explora algumas consequéncias, em particular, o

proximo teorema. Mas antes de enuncid-lo precisamos de uma defini¢ao:

Defini¢ao 3.6. Seja Q C R™ aberto limitado. Dizemos que a fronteira de Q é CV' se
para cada x € 9Q), existem T >0 ey :R"™' — R de classe C"' tal que a menos de uma

rotacao ou reordenacao dos e€ixros

QNB.(x) ={y € Q; v(y') <yn}NB.(x). (17)

Figura 1 — Ilustracao da definicio de dominios com fronteira C"'.

Fonte: elaborado pelo autor.

Teorema 3.5 (Existéncia e unicidade). Sejan < p < oo, Q CC R", 9Q € C"' ¢

considere o sequinte problema de Dirichlet

{ F(D*u, Vu,u,x) =f em Q (18)

u=q em 0Q)

onde f € LP(Q), @ € WP ¢ F possui estrutura e é conveza em x. Entdo, existe uma
tinica solugdo no sentido da 1P-viscosidade para (18). Mais ainda, w € W*P(Q) com

estimativa

Iullwar(a) < C (o) + ll@llwar ) + [Ifllr ) ,
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com 0 < C = C(n,p, A\, A, Q) universal.

Demonstragao. Ver Teorema 4.6 em Winter (2009). [

3.2 Existéncia das barreiras de Pucci

Agora nés estudaremos barreiras adequadas para problemas de Dirichlet en-
volvendo os operadores extremais de Pucci.
Doravante, sendo u € C*(Q) denotaremos
ou o*u

Wy = aXian’

= 0x;
onde 1T < 1,j < n. Além de ser uma notagao cldssica na teoria, isso também ajuda a
simplificar a notacao.

O proximo Lema trata a respeito de propriedades que a hessiana de funcoes
radiais de classe C? possuem é uma versao mais simples do Lema 5.1 de Braga e Moreira
(2018).

Lema 3.2 (Hessiana de funcoes radialmente simétricas). Seja w € C*(0,00) e u(x) =
w(|x|) para x € R™. Entao,
a. ue C3R™\{0});

b.
w’([x])

D?u(x) = ]

w’(Ix])  w(x])
- Idnxn —
) ( Ix|2 Ix[?

> - (x ®x)
para x € R™\ {0}, Aqui entendemos a notacao ® da sequinte maneira: dados
a,beR™, a®b € a transformacao linear x — (b -x)a;

c. Os autovalores de D*u(x) sao w”(|x|) e w"g‘x\) com multiplicidade 1 e n— 1, respec-

tivamente. Em particular, para qualquer U C R™\ {0},

/(1)
ID W < sup {|w"(|x|)|, I

xeu |X|
d. Se w € conveza e decrescente em (0,00), seque que

M):A(Dzu(x)) =A [w”(lxl) + (%) w’(lxl)} Vx € R™;

e. Analogamente, se w € concava e crescente em (0,00), seque que

M A (D*u(x)) = A {w”UXD + (A(”_ ”) w’(|x|)1 Vx € R™.

Alx|

Demonstragao. Observe que o item [a.] é trivial. Pois, a fungao x — |x| é C* em R™\ {0}
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e w € C%(0,00). Nos voltemos para o item b.. Ora, temos que Vu(x) = w/‘illxnx. Entao

b, = (U
)

- () g0

R N S N

(@) (k)Y w(x])
= X1X]< ME E )+61]—|X| .

D2u(y) = 2 1d + (‘”"("‘” - ‘”'“"”) (x®x).

Portanto,

Para o item c.] Fixemos x € R™\ {0}. Entao, pelo item b.

Dlu(x)- =~ = [ nxn+(wﬂ(|;’)_w,(|;")).(x®x)}.i
x| IX\ x| x| x|
LWl x| (@) @) x
= |x| |x|+( PR NE ) @)
GO (w"u»cn ) w’(IXI))X|X|
P ST
W) e x @)
xp < Mg e
w"(x]) .
x|

Agora seja & 1 x, entao

Druge-t = [0 g, (DI ]

-l (Y
B M) RS
_ o),
B

Para finalizar esse item, seja U € R™\ {0}. Fixemos x € U. Temos pelo Teorema espectral
que existe uma base {&;}; formada por autovetores de D*u(x). Em particular, dado

v € R™\ {0} podemos escrever v =Y I | o;&; entdo

X)-v= Z o D*u(x)&; = Z Ao &g,
i=1 i=1
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onde {A{}; sdo os autovalores de D*u(x). Logo,

n
lw’(Ix])]
ID2u(x) vl < 3 iloads] < max [o[v] < sup {Iw”(IXI)I, —= M.
- 1<i<n u |X|

Assim,
lw’(Ix])]

‘Dzu(x) : ’:—" < s%p {Iw”(lxl)l, T} , para todo v € R™\ {0}. (19)

Note que sendo v algum elemento da base candnica do R™, temos que |D?u(x)-v| é norma

de uma coluna da matriz D*u(x). Dai e de (19) segue que a norma de qualquer coluna da

lw (x|
x|

matriz D*u(x) majorada por supy {Iw”(!xl)l, } A fortiori, o médulo de qualquer

entrada da matriz D?u(x) tem esse mesmo controle. Dessa forma,

/(1)
D) < sup{|w"(|x|)|, i)
xeu |X|

Por fim, no item d. temos que w” > 0 e w’ < 0 Entao,

- (D2 _ _ oy oy w(x])
M A(D™u(x)) —A;el—i—/\ei;)el_)\w (Ixl) + A(n—1) ™
Logo,
Mia(Dulx)) =2 (wld + 20 i)).
O item e. segue mutatis mutandis o item anterior. |

Sejar >0, ue (0,1) e xog € R™. N6s definiremos o anel
A (x0) :i={x € R™; ur < |x —xo| < 1}.

Enunciaremos os Teoremas da barreira que garantem a existéncia, unicidade
e propriedades geométricas. Por simplicidade, consideremos xo = 0 e tome A = A,;(0).
Além disso, é importante ressaltar que esse proximo Teorema respeito da existéncia é uma
vez mais simples do Teorema 3.1 de Braga e Moreira (2018) onde consideramos somente

uma parte dele.

Teorema 3.6 (Existéncia da Barreira ndo homogénea). Sejam My >0, 7> 0epn € (0,1).

Assuma que f € LI(A) com q € [n,+00). Entdo, existe uma unica L™-solugdo forte,
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Iy € C°(A) para os sequintes problemas de Dirichlet

M):A(DZF_) =f, em A M{A(Dzﬂ) =1, em A

r =My, em 0B (x0) Iy =0, em 0B (%)

r =0, em 0B (xo). Iy =M,, em 0B.(xp).
(20)

a. Sen < q < oo entdo e € W24(A). Com estimativa,

I llwzaia)y < C (Mo + IIflliaga)

onde C = C(n, q,A\, A, u,1,v) > 0.
b. Se q = o0 entdo a estimativa acima vale para qualquer v € (M, 00).
c. Se f e CY(A) entio as TF serdo solucies no sentido da C-viscosidade.

d. T* sdo radialmente simétricas se f o for.

Demonstra¢do. Assumiremos, a priori, que n < p < oo. Defina @* : A — R por
@*(x) := 1*(|x]) onde

(=) e V() = (=)

Claramente, @~ = My em 0B, ¢ @ = 0 em 0B, e similarmente ¢@* = 0 em 0B, e

@* = M, em 0B,. Mais ainda, @ € C®(A) c W?P(A). Ora,

, M
@ () =I5 (K) < Mo e Vo™ (x)| = (15)(IX])] < —=———,
(1 —p)
como +\/ +\n +\/
gty - CND gy (D GV g
x| x| x|
entao,
+y/ EV/ ESY
Dol = [CN0D gy (V00 g
x| x| x|
Mo MO MO ~
M (r3u2(1 —w e - u)) ctn,)
= C.My
onde C, = rzu(]Tu)C(n) + (r3uzg1—p] + r4u3g1—uj> C(n, 7). Dessas consideracdes,
0%Thariy = | 10*00P + V6% (P + D= ()P ax
A

1 P
< M"J 1+( ) + CPdx
°Ja (1 —p)
= (MoC")P,
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1

onde C* = {!A\ [1 v (T(ﬂ_mf + CE} }5. Logo,

||(Pi||W2,p(A) < C"Mo

Observe que com @F podemos reescrever os problemas em (20) da seguinte

maneira:

{ M;:/\(Dzr,) = f, em A { M{A(D2r+) — f, em ./4. (21)

I =@, em0A. I, =", em 0A.

Portanto, pelo Teorema 3.5, os problemas em (21), admitem uma tnica solu¢do I'* no

sentido da LP-viscosidade. Mais ainda, existe C > 0 universal tal que

I w2 ) < C (MMt a) + 0T hwzway + 1flliea)) -

Pelo Teorema 3.1 segue que I't sdo também solucdes no sentido da L™-viscosidade e se
f € C°(A), entdo as I'* serao solucoes no sentido da C-viscosidade.

Agora, utilizando a estimativa ABP (Teorema 3.2) temos que

IMelliooa) < ITellieooa) + Crllfllinre rx))
< l@Fllteaa) + Cillfllina)
11
< Mo+ GlAR?|fllra)

Mo + Collfllira)-

1 1
com C, = Cy|A|»"». Entao,

ITellwzry < C (M5l + 1@ [lwaw ) + [flle )
< C (Mo + Collfllie(a) + MoC* + [[fllr )
= C(Mo(1+C*+ (1+ C)llflltr(a))
< Cmax{(1+ C*), (1 + C2){Mo + [IfllLr ()
< C(Mo+ IIfllea),

com C = Cmax{(1+4 C*), (1 + C,)\

Com isso, temos que as Iy sao solucoes no sentido da LP-viscosidade que sao
W?P(A). Entdo, pelo Corolario 3.1, as I'y sdo LP-solucdes forte. A fortiori, as T'y sao
L"-solucoes forte. Novamente, pelo Teorema 3.1 as L sao solugoes no sentido da L™-
viscosidade.

Se p = 00, entao f € L'(A) para todo r € (n,00). Logo, o obtido acima ainda

é verdade. Assim, provamos a., b. e c.. Prosseguiremos checando d.. Com efeito, seja
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R € O(n). Temos que f(Rx) = f(x) para todo x € A.

Fixaremos uma notagao para nos ajudar nas proximas estimativas.

Ri1 Rz Riz ... Rin
R — R21 . Rzz . R23 . Rzn
Rn] RnZ RnS .. Rnn

nxn

Denotaremos por Ry e R¥, respectivamente, a l-ésima linha e k-ésima coluna da matriz R.
b )

Assim, entendemos, para cada x € A que

R]'X R1 X

R R? - x
Rx = : e Rix=1[

R -x R™-x

Facamos umas consideracoes mais gerais, defina v(x) = uw(Rx) entao,

vi(x) = (u(Rx)); = Z(Rl - x )i (Rx) Z Ruw (Rx) = R'- Vu(Rx)

Logo,
Vv = R"Vu(Rx).
Prosseguindo,
Vij (X) = (Z Ruul(Rx ) Z Rh u1 RX Z Z Rhulk RX Rk]
1=1 ~ 1=1 k=1
Portanto,

D?v(x) = R"- D?u(Rx) - R

para quase todo ponto x € A.
Dal, os autovalores de D*v e D?u sdo os mesmos nos pontos onde essas matrizes

existirem. Com isso, temos que
M)fA(DZV) = Mf\f/\(Dzu(RX))

Dessas consideracoes, segue que I't(x) e T't(Rx) sao solugoes do mesmo problema. Pela
unicidade Ty (x) = 'y (Rx) para todo x € A. Como R € O(n) foi arbitraria segue que Ty
sao radiais.

n
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3.3 Barreiras de Pucci homogéneas

Agora para My > 0, nés sabemos pelo Teorema 3.6 que existe uma tnica

solucao no sentido da C-viscosidade para cada problema de Dirichlet abaixo

M):A(Dzrﬁ) =0, em A M;:A(Dzrj_) =0, em A
g =M, em 0B:(%o) I =0, em 0B, (%o)
™ =0, em 0B, (xo). s =M, em 0B.(xq).

e essas solugoes sao radiais. Para explorarmos as propriedades dessas fungoes apreciemos
o seguinte Lema que é uma versao simplificada da Proposicao 6.1 de Braga e Moreira
(2018):

Lema 3.3 (Barreiras de dimensao um). Sejam A,8,p > 0 com & < p defina

(pé,p,/\)\bé,p,A : (0> OO) — R

dadas por

P T

tiA dt, wé’p‘A(r) = Té)p’AJ tiA dt

(pé,p,/\(r) = Té,p,AJ
P

T

com Tsp A = (fg tA dt) o As sequintes propriedades sao verdadeiras:

a. @5pa, Wspa € CP(0,00) € @50, P50a >0 em [0, pl;
b. @spna € (estritamente) convera e (estritamente) decrescente com

©5,0A(8) =T, @spalp) =0;
c. Wspa € (estritamente) concava e (estritamente) crescente com
©5,0A(8) =0, @spalp) =1;
d. @50, Pspa satisfazem a sequinte EDO:
w’ (1) + ?w’(r) =0 comr e (0,00).

Demonstracao. O item a. segue do Teorema fundamental do calculo, que (@soa)" €
C>°(0, 00) pois

(@spn) (1) = =17

Analogamente, o mesmo vale para ({5, 4). Por construcao, @spa, Wspea > 0 em [0, pl.

Nos voltando para b. vemos que

(@s,04) (1) = —17" <0, ¥r € (0,00)
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(@s,00)"(r) = AT >0, ¥r € (0,00).

Novamente pela definicao de @5, segue que @spa(8) =1, @spa(p) = 0. A prova do
item c. segue mutatis mutandis os detalhes do item b..

Por fim, chequemos d.. Ora,

A A
(@epn) (1) =AT AT+ (v M) = Ar AT - Ar AT =0

(@5,0,0)" (1) + —
T T

as estimativas para s, a sao similares. [ |

Assim como em Braga e Moreira (2018), as funges @spa € Pspa desempe-
nham um papel importantes para a demonstracao dos préximos resultados a respeito da
existéncia e geometria das barreira homogeénea. Esse resultados correspondem a Pro-

posicao 6.2 do artigo deles.

Teorema 3.7 (Existéncia da Barreira homogénea). Sejam My > 0, r > 0, p € (0,1) e
Y = @ + 1. Seja 'y a unica solugao no sentido da L™-viscosidade para os sequintes

problemas de Dirichlet

MXA(DZIY) =0, em A M;\"A(Dzrj) =0, em A

I =My, em 0B (xo) s =0, em 0B (xo)

™ =0, em 0B, (xo). s =M,, em 0B,(xo).
(22)

Entéo, Tt € C®(A) e sdo radialmente simétricas. Mais ainda,

M
og Ou(log2 Ix — xo| —log, 1), se vy =2,
FOI=Y Mol
W(]X—Xoﬁﬂ'—rzﬂ’) se vy > 2,

e =M, —T*.

Demonstracao. Usando a notagao do Lema anterior ’

rj (X) = MO@ur,r,y—](

x—xo) e THx):=MoPurya(x—xl) xe€A

Note que I’} sdo radiais por construgao e pelos Lemas (3.2) e (3.3) segue a regularidade
das mesmas e que satisfazem os respectivos problemas de Dirichlet.
Ora,

T

rj(x) - Mo(pl“‘mv(’x - XOD = MOTm,r,yJ ti(yin dt.

[x—xol
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Se vy = 2 entao,

T _ (Jf t! dt)1 = (In(r) — In(ur)) " = (ln (L))]  loge)
ur,TyY Hr ur 10g2 (u) .

Logo,

(0 = My (22150 ) 1)~ Inl = sa) = (o2 Qogallx = o)~ o)

Agora, se Y > 2 temos que

T -1 2y ( T)Ziy -1 7 _
Y — t_(y_” t = ! i = Y .
o= ([ o) = (T2 e

) - 2—vy T2 — |x —xo*Y
m = Mo (i) (s

- <r2—Y(1N£O W) ) (7 =k =f™)
M
((m)z‘y(uz—z - 1)) (7 = beml)

<—MO(W)Y2> (I = xol Y —17).

1 — 2

Entao,

Agora observe que My —T* é de tal sorte que é nula em 0B, (xo) e vale My em
0B, (xo). Além disso, D?(My—T*) = —D?T™*. Tendo em vista propriedades dos operadores
de Pucci,

M A(D* (Mo —T*)) = M A (—=DT*) = —M; , (D*T*) =0
Entao, My — T'* resolve o mesmo problema de Dirichlet que T’} pela unicidade 7 =

My —T*. [ |

Corolario 3.2. Seja Tt solugoes problema de Dirichlet em (22). Entao, ezistem 0 <

0, () <Oy (1) tais que

B0 My _jor S Ms g -
e
S M it 08, (xa)) < 7)< 2 M i 0B, a)), (20)
M dist(x, 0B (x0)) < Th(x) < M dist(x, 9B, (x0)),



onde,
1 ( —1 ) v 2 1 < _1 )
n2 € = — se
ey(u) o In2 10g2ul>¢2 G)V(H) — In2 HIOgZ 18
y=27= 53 s v>2 V=g

Evidentemente 0y (p) — 0 e ©y(n) — oo quando p — 0.

Demonstragcao. Nos concentremos a priori em I'*. Observe que

My 1 (x—xo) w _,
wioy ) log,un2|x —xof*’ Y=
VI*(x) = o)
Mo (pr)Y o
]_—W(Z—Y)!X—XM (x —x0), se y>2.
Logo,
M, 1 1 w _,
* ) logyun2|x —xol’ Y
V0= Mg{yar) 2
ﬁh’ —2x—xo'", se y>2.
—u
Portanto, se y =2
MO Mo

< ™ <
Jviw‘mﬂﬂ&MW

In2(—log, w)r

esey > 2
Mo (pur)y—2 Mo (ur)Y 2
-2 < r* < -2
(v )“_wﬂWJ_IVJﬂ_“_wﬂmmqw )
MopY 2 Mo
— 22— < ™ < —mMm
= Y- D < VPRI S
O mesmo controle vale para VI, pois VIT = —VI™*.
Defina
(1 _
ev(u) _ { In2 < logzypi2> Yy=2
1 1 _
(v — 2)m7 Y > 2.
Sejay € 0B, (xo) temos que (y) =0¢e
1
M™(x) = J VI (x+tly —x)) - (y —x) dt.
0

47



48

Como T™* é radial entao, ' (x) = &(|x|), com & € C*°(0, c0),assim,

rl

(x) = OV(£(|X+’£(1J—X)|))'(U—X)d’t
_ ! / (U_X)
= | Elertly 0N -

rl

= | &(x+tly—x)lly—x[dt.
Jo

Se vy = 2 entao &(t) = l(j\g—z"u(logzt — log, 1), logo,

1

M 1 1 M,O

M (x) :J ° atly — x| < MOW,
o logy wIn2 [x + t(y — x| T

para todo y € 0B, (xq). Sendo y € 0B,, de tal sorte que |x —y| = dist(x, 0B,) segue que

Mo@y(u)

M™(x) < dist(x, 0B, (xo))

De maneira similar, obtemos o respectivo controle inferior. Dessa forma,

Mo it v, 0B, ) < 1) < 2L i 0 ).

O caso em que y > 2, segue mutatis mutandis.
Com respeito a I}, temos pelo Teorema fundamental do cdlculo que dados

X,y 6.71,

1 1
Mx)—Ti(y) = L VIT(x+tly—x)) - (y—x)dt = Jo VI (x+tly—x)) - (y—x) dt.

Dessa forma,
1

M) = T x) = | V(e tly = 1)) (y =) e
0
Portanto, considerando x € 0B (xo), temos I'f (x) = 0. Entao, seguindo os mesmo passos
nas estimativas com respeito a I'* vemos que

B M it (x, 0B x0)) < T210) <

M dist(x, 0B+ (x0)).

3.4 Geometria das barreiras de Pucci nao homogéneas

Controles semelhantes aos que obtemos na secao anterior podem ser obtidos

sob certas condicoes para as barreiras nao homogéneas. Esse é essencialmente o conteido
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do préximo Teorema.

Teorema 3.8. Seja My > 0, 1> 0 e n € (0,1). Assuma que f € C°(A) NLI(A),
q € (n,00). Entdo, existe uma tnica solugcdo no sentido da viscosidade em W>4(A) para

o sequinte problema de Dirichlet

M):A(DZF_) =f, em A= Ay r(x0)
I = Mo, em aBm(XO) (26)
r =0, em 0B, (xo).

Além disso, existe n* € (0,1), dependendo somente de constantes universais e W, tal que

se C M
n - Vi

IfllLa(apr) < ===

T q

entdo, para todo x € A,

M M _
% < |VT_(x)] < Oy(1) - Mo em A. (27)
‘ 0 M C) M
M dist(x, 9B, (xo)) < T_(x) < # dist(x, 9B;(xo)). (28)
Mais ainda, para qualqueri=1,2...,n,
or_ orx M,
— — -0 . 29
H OXi X ||poergy ~ 5OT v (29)

Demonstragao. Pelo Teorema 3.6, existe uma solucao I'_ no sentido da C-viscosidade com

estimativa W2P, especificamente,

ITellwz.aia) < C (Mo + [[fllLaga))

onde C = C(n, q,A, A, 1, 1,y) > 0.
Doravante, como na prova do Teorema 3.1 de Braga e Moreira (2018), supo-
nhamos por absurdo que (27), (28) e (29) nao sejam satisfeitas. Entao, podemos encontrar

uma sequéncia {fi} € LI(A) com |[|fyllaia) — O e soluges T,

M):A(Dzl“k) = fk, em A = Apr,r(X())
" =M,, em 0B:(%o)
Fk = O, em aBT(Xo).
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e {yr} € A—0B.(0), {xi} C A tais que

V()| < 2

ou IVFk(xk)I > ZG)Y(LL) (30)

I(yx) 6y (1) Ne(yi)
dist (yk> Br) = 2 o dist (yk) Br)

> 20, (1) (31)

Observe que pelos mergulhos de Sobolev, W>P(A) — Ch'a(A). Entao, existe

uma constante C; > 0 universal tal que
Ml -2 < CMo + [Ifilliaca) < C.

A PP 1,-n 1,-n ICESU
Logo, a sequéncia {Ii} é limitada em C 4. Como o mergulho C* " a «— C"2a ¢

. N 1,41 ~
compacto, existe uma subsequéncia {I;} que converge em C" 24" para uma funcio Iy

Pelo Teorema 3.4 a Iy, é solucao de

M A(DT) =0, em A= Ay (%o)
Foo = Mo, em an(Xo)
I =0, em 0B, (xo).

Agora, defina
Vic = [V ()| = [V (1) -

Pela convergéncia em Ch"%n temos que
Vil < [[VIX — Tl 4y — 0, quando k — oo.

Por (30) e pelo Lema 3.2, nds temos

0y (1)

3 > |V (xi)l

IV ()| = VT (5) | 4+ [V T (x40
i + [V (x4
Vi + 0y ().

v

Logo,

0
%u) > Vi + [V ()| > vie + 0, ().

Maneira similar, a segunda possibilidade
20, (1) < Vi + [V (x| < vie + Oy (1.

Como {xy}x>1 ¢ limitada, entao existe {xy;} subsequencia convergente. Dessa forma, para
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0, (p) existe um jo € N tal que para j > jo, temos vy; < 0y(n). Logo,

0, (1)
2

De onde segue um absurdo.

> 0, (1) + VI (x| = 0, (1) + 0y (1) =20, ().

Mais ainda, como Iy, — I',yc = 0 em 0B,, temos pelo Teorema fundamental do

calculo

1
N(Y) —Teo(y) — (N(2) =T (2))] = JV(Fk—roo)(yt—ﬂ—t)Z)-(y—Z)dt

0
IV — VIllieo(ayly — zl.

IN

Se z € 0B, segue que
IN(y) — Teo (Y < IVTi = VIl yly — 2|, Vz € 9B,.

Em particular,

Ne(y) = T (Y)l < MV = VIgglleo ) dist(y, 9By).

Dessa forma,

v o ) — Too (Y

0 do k .
dist(yy, 0B,) — 0, quando k — oo

pois [Vi| < [[VTx — VIgllieo(a). Assim, por (31) e pelo Lema 3.2, segue que

1 _ [
zey(u) > Vi + (Y

_ el S oL
T distly, 0By) = T v(1)

ou

20, (1) < Vi + —oolUx)

U e (),
C T distlyy, 0By) = T v(1)

Mutatis mutandis, argumento utilizado nos caso dos gradientes, da origem a

outro absurdo. Com isso finalizamos a demonstragao. [ |

Vale lembrar que o Teorema acima vale analogamente para ', solucao de

M{A(Dzﬂr) =, em A
I, =0, em 0B, (xo) (32)
I =M,y, em 0B, (xo).

A demonstragao é anédloga.

Corolario 3.3. Considere as hipdteses do Teorema anterior e seja I solugdo de (26).
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Entao,
8, (WMo 1] _or . Mo [6,(w) 0, (1)
“y TR0 —x).e— | < < 29 .
- (xo=x)-ei— 5| < o (x) < = " (xo =x) - ei + =3 (33)
Demonstragao. Observe que por (29),
or- or= Mo
_ < 2. .
’axi () = 5 ()| = 5oy v, VxeA
Isso implica que
Mo or- or- M,
o < — —9.
50r Oy(n) < Ox; (x) x4 () < 50r 0y(1)
or= Mo or- Mo or-
7 < — Y
= M e M = F o) S g Bk o)
VT Mo or- Mo VT
_ e —— -0 < <_-2.9 — .
Usando as estimativas em (23),
8, (WM 1] _or Mo [ L)
_ - < 20 —x).
" (xo—x)-ei—g5| < . () < — . (xo—%)-eit+ —5
[ |
O Teorema 3.8 segue vélido quando supomos q = oco. Com efeito, se f €

Co(A) NL>(A) entdo f € LI(A) para todo q > 1 pois |A| < co. Entdo, basta pedir que

a norma L* de f seja suficientemente pequena. Isto é, existe n* € (0,1), n* =n*(n, A, A)

tal que
"™

fllioor gy < =———"—.

[IllLoo(a) < TR
Ora, temos para todo q > 1

1 "M 1 1. n "M "M

f < o) Ald < =————=—[Byla(1 —pa)ra < —5———(14+[By]) = ==
1llLaa) < [[fllceo(q) Al _r2(1+|B1|)| 19 (1 —pa) _r2*5(1+|B1|)( B4) e

Assim, o teorema segue valido.

Nao somente isso, mas vale a pena salientar que se f tem a norma L* sufi-
cientemente pequena podemos encontrar subsolucao e supersolugao radial (C*) no anel
para os problemas de Dirichlet envolvendo os operadores de Pucci e satisfazendo todas as

estimativas apontadas anteriormente.
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3.5 Estrutura nao divergente do g-laplaciano, alicerces para o principio da

comparagao

Aqui faremos consideragoes sobre o operador Ay afim de utilizarmos as bar-
reiras de Pucci. O contetido apresentado foi lapidado a partir do Exemplo 4.1 e parte da

demonstragao do Teorema 3.1 de Braga e Moreira (2018).

Defina Ag(x, Vu) = g%gj”

Agu = div(Ag(x, Vu)).
Para w € C'(Q), com Vw # 0, defina a seguinte aplicacdo A,, : Q — R™

Vue Hy(t) = @ para t > 0. Com essa notacao,

dada por

An(x) = (MIVW( )|—1) vwha) o VW) g

g(IVwx)]) il S w)]

onde g satisfaz (4) e Id,xn é a matriz identidade.

Teorema 3.9. Seja w € W2'(Q) N C'(Q), tal que Vw # 0. Entio A4(-, VW) €
Wl,]

Le(Q;R™) e a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula,

Agw = H(I[Vw|)tr (A,,D*w) .

Mais ainda, o espectro da matriz A, (x) estd contido em [As, Ag,], onde As := min{1,0} e

Ag, max{1, go}. Em particular, para quase todo x € Q,
Hy (IVw(x)) (M), 4, (D*w(x)) < Agw(x) < Hg(IVW)DM;, 1, (D*w(x)).

Demonstragao. Ora,

(IVe(x))

g
Ag(x, Vo(x)) = == ——<—Veo(x).
s Ve(x)|
11701 & - g(IVe)
Para checarmos que Aq(-, Vo) € Wy (Q;R™) é suficiente provamos que Yol o
@
WLL(Q), i = 1,2,...,n. Ora, isso é verdade devido a regra da cadeia e a regra do

produto para fungoes de Sobolev. Portanto, Ag(-, V) € WL (Q;R™). Com isso, faz

loc

sentido falarmos em divergéncia.
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Assim,

. = v
Agw = div(A4(x, VW)) = ;ai(g%vx“m)

_ oy [y (9vwh _9(Ivwl)
-2 o (gt )+t
I P ) .
=2 T ZWW(g(WwD 'VW'”)V“W“

i=1

1
_ = (VD) oo Wi ow
— H(IVw) [Z(g ol = 1) 2wy

IVw|

g(Ivw [Vwl = [Vw|

Aw( )

= H(IVw)tr (A, (x)D*w).

Com respeito ao espectro de A,,(x), considere p € R™ e defina A, = (aij)nxn
onde ai = p; - pj. Em particular, A, é a matriz associada a transformacao linear p ® p.
Defina agora, AJ := Idnxn + aAp, seja v € R™ um autovetor de Ay, e A, seu respectivo

autovalor, logo,
AV = (Idnxn + @A)V =v + oA = (1 4 oAy )v.

Isto é, 1 + aA, é autovalor de Ag. Por outro lado, se w é autovetor de Ag‘ com A, seu
respectivo autovalor, temos que

Apw =

1
(Ag - Idnxn) = _(Aw - ])W
06

RI—

Logo, &(AW— 1) é autovalor de A,. Com isso, temos que A é autovalor de A, se, e somente
se, 1+ aA for autovalor de A7
Uma vez que A, seja uma matriz auto adjunta nao negativa temos que seus

autovalores entdo em [0, [|A,|l]. Ora,

1ALl = sup |A,€] = sup|(p - E)pl < [pl*
<1 <1

e Apl-p—l [pl%. Entao, ||A,|l = [p|>. Portanto, os autovalores de Ay estao em [1,1+ alpl?]

se o« >0, e em [1+ afpl’,1] se « < 0. Em particular, se [p| =1 e o < a < &, segue que
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os autovalores de Ag‘ entao em

[min{1, o 4+ 1}, max{1, o+ 1}].

Tendo em vista essas tltimas consideragoes, sabendo que

w
!VWI’ =1 e por (4) que

5 1< 9 UVW)

- 2 IVw|l—-1K —1
gy V=TS9

segue que o espectro de A, (x) estd contido em [min{1,8}, max{1,go}]. Defina Ay =
min{1, 8} e Ay, = max{1, go}.

Portanto,
Agw = H(IVw|)tr (A, D*w).
Entao, pela definicao dos operadores de Pucci, segue para quase todo x € QQ que
Hy([Vw(x)) (M), o, (D?0(x)) < Agw(x) < Hy(IVW(x))M;, o, (D*w(x)).

Com esse resultado podemos estudar como as barreiras se comportam quando

avaliadas no g-laplaciano. Seja I'_ solucao de

MDY =f,  em A= Ay, (x0)
I = Mo, em aBm(Xo)
I =0, em 0B, (xo).

Assumindo a condicao, do Teorema 3.8, isto é

n*Mo
IfllLa (A, < 5w
°74q

Entao, para qualquer V C A%,r aberto, temos que se f > 0, em V entao,

(v, 9 (25)
Ag(I) > H(IVI)M;y, 4, (D) = gwr, 2 —%w

Dessa forma,

8 0
Ag(T_) > min { (eyéu)) , (%)g } (20,(w)'H <¥) f > Lof
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onde

1 e, (0, (w\® .
Lo 2®y(u)mm{( ! )( s ) ,(Z@y(m)@,(zey(m)g}.

De maneira similar, se I', é solucao de

M}:A(Dzlﬁr) =f, em A := Ay (%o0)
r =0, em 0B, (xo)
I = M07 cm aBT(X’O)v

e f <0emV, entao Al < NoH, (@) f, em V, onde

2 eﬁt ' eWJ/r 90 + 5 + g
Noi=grsmad ()45 ) oy, eejtwie f

v
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4 SOLUCOES NO SENTIDO DA VISCOSIDADE PARA O PROBLEMA DE
FRONTEIRA LIVRE

Agora que terminamos a parte preliminar do nosso trabalho, definiremos inspi-
rados em De Silva (2011), as solugoes no sentido da viscosidade para o nosso problema de
fronteira livre. Por fim, checaremos regularidade C* até a fronteira de um problema de
Neumann envolvendo um operador linear da forma nao-divergente. Ressaltamos que para
os nossos fins, é suficiente a regularidade CH* até a fronteira. Tal resultado ¢ utilizado,
na demonstracao do Improvement of Flatness.

Seja QO C R™ um aberto limitado. Para u € C°(Q) considere Q*(u) :=
QN{u>0}e Flu):=0o{u>0NnQ.

Definigao 4.1. Sejam u, @ € C°(Q), diremos que @ toca w por cima em x se (respec.

toca por baizro), u(x) = @(x) e existe um aberto O tal que
@ >u (respec.p <u) em Q.

Diremos que ¢ toca estritamente u em x se a desigualdade acima for estrita
em Q\ {x}.
Definigao 4.2. Seja u € C°(Q), diremos que w € subsolugio (respec. supersolugdo) no
sentido da viscosidade para (2), se pra toda funcio @ € C*(Q) que toca w por cima

(respec. por baizo) em x € QT (u) e Vo(x) #0,
Ago(x) > f(x), (respec. Agp(x) < f(x)).

e se @ € C*(Q) € tal que @* toca w por cima (respec. por bairo) em x € F(u), e
IVel|(x) # 0, entao

IVol(x) =2 Q(x),  (respec.  [Veol(x) < Q(x))

Definigao 4.3. Sejav € C*(Q). Dizemos que v é uma subsolucao estrita de (2) (respec.
supersolugao estrita )se
(1) Agv > 1 em QF(v) (respec. Agv < f).
(il) Se x € F(v) entao [VVv|(x) > Q(x) (respec. 0 < [Vv|(x) < Q(x)).
Observe que pelo fato de v ser uma subsolugao estrita, F(v) é uma hiper-
superficie C?, isto segue pelo Teorema da Funcdo Implicita. O mesmo vale se v for

supersolucao estrita.

Lema 4.1. Sejam u, v, respectivamente, solu¢do e subsolugdo estrita para (2) em Q. Se

u>vtem Q, entaou>v em QF(v) UF(v).

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que existe xo € Q7 (v)UF(u) tal que u(xq) = vt (xo).
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Por outro lado, note que se xo € Q7 (v), entao v (xy) > 0. Consequéntimente xo € Q1 (u).
Além disso, temos pela continuidade de u que Q" (u) é aberto.
Retornando ao Lema, temos que se xo € Q7 (u). Logo, v toca u por baixo em
Xo. Entao,
Agv(xo) < f(xo).

Absurdo! Pois, v é supersolucao estrita.

Agora, se xo € F(v) temos que ou xy € Q7 (u), ou xo € F(u), ou xo € {u < 0}°.
Se xo € QF(u) caimos no caso anterior, agora, se xo € F(u) temos que |Vv|(x0) < g(xo)
outro absurdo! Assim, resta nos o caso em que xo € {u < 0}°. Ora, neste caso, existe
Bs(xo) C {u < 0J° tal que u < 0 em B;(xp). Como u > vt em Q segue que o mesmo vale
em B;s(xo). Logo, xo € {v < 0}°. Absurdo, pois xo € F(v). [ |

4.1 Regularidade até a fronteira para o problema limite

Considere, o seguinte problema de Neumann, onde consideraremos solugoes no

sentido da viscosidade:

{ tr(AD?0) =0 em B, N {xy > O}, (34)

U, =0 em B,N{x, =0}

onde A = (ajj)nxn € uma matriz simétrica de coeficientes constantes com todos os auto-
valores positivos.

Sabemos que o operador tr(AD?(-)) é a menos de uma mudanca de sistema de
coordenadas o laplaciano. A rigor, seja B = (b;;) uma matriz de ordem n nao singular
e u de modo que tr(AD?u) = 0. Defina 1i(x) = u(Bx). Para facilitar a compreensao de

algumas estimativas, introduziremos a seguinte notacao:

Wi
V2
B =
Vn
onde v; = (byy, big, ..., bin), parai=1,2,...,n. Isto é, cada v; é uma linha da matriz
B. E de f4cil checagem que
Vi - X
Vy - X
Bx =



99

Tendo em vista essa notacao,

Ui(x) = Z W (Bx) (vie - x)i

k=1
e
wy(x) = (Z W (Bx) (v - X)i)
k=1 j
= Zukl(BX)(Vl x)j (Vi - x)i
k=1
= Z ukl(BX)bljbki-
k=1
Portanto,

D?ii(x) = B'D*u(Bx)B.

Seja A := BTAB, dessa forma sendo B uma matrix ortogonal, segue das propriedades do

trago de matrizes

tr(AD*i(x)) = tr(BTABB'D?u(Bx)B)
= tr(B'TAD*u(Bx)B)
r(BBTAD?u(Bx))
= tr(AD*u(Bx)) = 0.

|
-

Ora, sendo A uma matrix simétrica existe uma matriz ortogonal O de tal
sorte que OTAO = D onde D = (Ai8ij)nxn ¢ uma matriz diagonal. Dessa forma, defina

P = (A’%Sﬁ)nxn e tome B = OP. Pois, com essa escolha
B'AB = (OP)'AOP = P'OTAOP = P'DP = Id, n.

Portanto,
Ali(x) = tr(AD*u(x)) = 0.

Logo, podemos considerar o laplaciano em (34), ao invés do operador nao-

divergente. Ou seja, basta estudarmos o seguinte problema:

{ Ai=0 em B,N{x, >0}, (35)

U, =0 em B,N{x, =0}

Definicao 4.4. Seja 1 uma fungdao continua em B, N {x, > 0}. Dizemos que . € uma

solugdo no sentido da viscosidade para (35), se dado um polinémio quadrdtico P tocando
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U por baizo (respectivamente por cima), em X € B, N{x, > 0},
(i) Sex € B, N{xy > 0}, entao AP(x) < 0 (respectivamente AP(x) > 0), isto é 1 é
harmonica no sentido da viscosidade;
(il) Se x € B, N{xy = 0} entdo Py(x) <O (respectivamente P(x) > 0).
Note que na definicao podemos escolher o polinomio P que tocando 1 estrita-
mente, seja tocando por cima ou por baixo. Ora, seja P um polinomio que toca u por

baixo em X, e seja 1 > 0. Defina
P, (x) :==P(x) —nx — x|%.

Claramente, temos que P,(x) < P(x) em B, N{x, > 0} —{x}, P,,(x) = P(x) se, e somente
se, X = X e toca u por baixo em X.

Agora, digamos que P toque 1 por cima, entao defina

P, (x) := P(x) +nlx — x|

param > 0.
Também é suficiente verificar (ii) para polindmios P, tais que AP > 0. Com

efeito, seja P um polinomio quadratico que toca 1 por baixo. Entao, defina
IS(X) = P(X) - ﬂ(Xn - in) + C(n)(xn - 72n)z-

Ora, paral1 <i<n-—1,

f)i =P e Pn(x) =P,—m+ C(n)(xn - in)z-

Daf, Py = Py, i = 1,...n—1, e Puy = Pon + 2C(n). Dessa forma, AP =
AP ~ ~
AP + 2C(n). Observe que se C(n) > - entdao AP >0 e P, (X) =P (X) —n < —.
Lema 4.2. Seja . uma solu¢ao no sentido da viscosidade para (35). Entao w € uma
solugao cldssica. Em particular, i € C*(B, N{x, > 0}).
Demonstracao. Seja
. u(x) se x € B,N{xy, >0}
uwi(x) =4 _
u(x’y—xn) se x € B,N{x, <0}
Afirmacao: u* ¢ hamonica no sentido da viscosidade e consequentemente suave em B,.
Prova da Afirmacao: Seja P um polinomio que toca u* em x € By, estritamente por

baixo. Mostraremos que AP < 0.

Ora, se x € B, N{xy, > 0} entao é imediato que AP < 0. Agora, se X €
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B, N{xn < 0}. Temos que
Entao defina em B,

Seja O C B, N{x,, < 0}, vizinhanca de X, onde P(x/,x,) < u(x’,—x,), e defina
-0 = {(X/) _Xn); (X/)Xn) € O}

Claramente, —O C B, N{x, > 0}. Entéo para cada x € —O

P(X/» _Xn) = P(X/> _(_Xn)) = P(X/axn) < ﬁ(X/> _Xn)

€0

P(i/)in) = P(i,ﬂ_(n) = ﬁ(i/)in)-

Entao P, toca 1t por baixo, em (X/,%,), Entdao, AP = AP < 0.

Dessa forma, resta nos verificar quando X € B, N {x,, = 0}. Para isso, defina,

P(x) + P(x', —xx)

S(x) := >
Entao,
1
AS = 3 (AP + AP) = AP
¢ ]
Sn(x) - Z(Pn(xl>xn) Pn(xlaxn)

Claramente, S, (x’,0) = 0.
Agora, seja O um aberto tal que P toca u* por baixo e observe que da x € O

temos que ou x = (x’,x,,), onde, x, é diferente ou igual a zero. Se x, =0
S(x',0) =P(x/,0) < u*(x,0).

Por outro lado, se x, # 0 vem que

S(X) — P(X »Xn) +2P(X >_Xn) S LL*(X )Xn) +2u*(x >_Xn) — LL*(X) (36)

e se S(x) = u*(x) entado, de (36),
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P(x',xn) + P(x', —xn) w (xyxn) + W (x', —xn)
2 2
= P(X,> Xn) + P(X/» _Xn) = u*(xly Xn) + u*(xl) _Xn)

= P(x) —u(x) = u(x,—x,) —Px'yx) > 0.

Dai, P(x) = u*(x) entdo, x = X. Portanto, S toca u* por baixo em X estritamente.

Agora, defina para € > 0,
Sc(x) = S(x) + exn.

Afirmacgao: S, toca por baixo u* em algum x. € B, N {x,, > 0}, a menos de adigao de

uma constante.

Prova da Afirmacao: Seja 6 > 0 tal que u* —S > 0 em Bs(x) \ {X} e 0 < A < 6. Defina
Asa(x) = Bs(x) \ BA(X) e 1
0<ey<— inf (W—S8).

P Asalx)
Assim, para x € As(x) N{x, > 0},
w(x) = Se, (x) = u'(x) —S(x) — exxn
> w(x)—S(x)—erp
> u(x)—S(x)— inf (W —S
w(x) — S(x) A?s]i(i)(u )
> 0.

Logo, S, (x) < u*(x) em Asa(X) N{x, > 0}.
Suponha por absurdo, que para todo x € Bs(x) N{x,, > 0},

u*(x) — S¢, (x) # 0.

Pela continuidade de u* e S, e conexidade de Bs(x)N{x, > 0}, segue que ou u*(x)—S,, >0
ou u*(x) — S, (x) < 0 em Bs(x) N{x, > 0}. Como u*—S,, >0 em Asx(x) N{xy, > 0},
temos que

u —S, >0 em Bs(x)N{x, >0}

Entao, S, toca u* por baixo em X € Bs(X) N {x,, = 0}. Logo, (S¢,)n(X) < 0. Assim,

Sax)+ea <0 = S.(x) <—e&r<0.



63

Absurdo! Pois, S, (x) = 0. Logo, existe x,, € Bs(X) N {x, > 0}, tal que
u*(X£)\) - SE)\(XEA)) = 0.

A fortiori, o mesmo é verdade para 0 < ¢ < €y, para algum x. € Bs(Xx) N{x, > 0}.

A priori nao sabemos se S, toca u* por baixo em X. Pois, o conjunto
Q. :={x € Bx(x) N{x, >0}, u* — S, <0}

pode ser nao vazio. O que torna delicado o estudo. Seja 0 < T << 1, tal que B.(x,) C
Bs(x) N{x, > 0}. H& duas possibilidades ou B./(x;) N Q, = & para algum 0 < v/ < T, ou
B.(x.) NQ, = @.

Para a primeira situagao nao hé o que fazer, pois, neste caso S, toca u* em x,

e o resultado segue. Por outro lado, no segundo caso. Defina

b:= sup (S.—u").

BA(X)N{xn>0}

Note que o supremo acima é atingido em Q., pois S, —u* > 0 em Q.. Pela continuidade
de S, —u* existe X, € Q, tal que b = S.(x¢) —u*(X¢). Veja que X, nao pertence {x, = 0}.
Pois, Q, N{x, =0} = @. Com efeito, se exite (x’,0) € Q,

u (x’,0) — S(x’,0) =u(x/,0) — S, (x'0) < 0.

Isso é uma contradicao, uma vez que S < u* em Bs(x). Disso vem que se X, € {x, = 0}

entao
S(Xe) —wf(xe) = Sc(xe) —u*(Xe) > Se(x) —u*(x) > 0, para todo x € Q.,

donde vem outra contradigao. Entao, x. € Q7.

Agora defina

uw(x) — Qe(x) = ui(x)—Sc(x)+b
= uw(x) — Se(x) + Se(xe) —u*(x)
= Se(X¢) —uf(Xe) — (Se(x) —u(x))
> 0

Entao Q. toca u* por baixo. O que prova a afirmagao.

Da afirmacao vem que AS; < 0, entao AP < 0. O que prova a primeira



64

afirmagao. Logo, u* é harmonica no sentido da viscosidade em B,. Portanto, u* ¢

harmonica no sentido cldssico em B,. Dai t € C*(B, N{x, > 0}). [ |

Temos observado que o operador que nos serd tutil (operador do problema

limite) assume a seguinte forma:

£y= s (L — 2
g = Au+ — 1) Opnu = tr(AgD™u),
g(1)

onde

1 0 0 . 0

O 1 0 . 0

Ag: . .
o0 o0 .. <0

9 / nxn
para algum g satisfazendo (4). Temos que A4 é uma matriz uniformemente eliptica com
constantes de elipticidade Ay, = max{1,go} e As := min{1,6}. Entdo, pelo resultado

anterior u sendo solucao do problema de Neumann com o operador acima é C*.

Teorema 4.1. Seja u solugao de (34), com |ullicpry <1 e0 <1 < 1. Entdo, eviste

uma constante C > 0 universal tal que para todo x € BT,
2
lu(x) —u(0) — Vu(0) - x| < Cr2.

Demonstracao. Considerando uw*, temos que u* € C*(B,), entao

lu*(x) —u (0) — Vu*(0) - x| = |x'- Jl(l —s)D*u*(sx) ds - x

0

IN

1
n2|xlzz||DZU*”L°°(Br)

IN

nzc(n, Joy 6)T2||u*||]_°°(8r)

Cl (Tl, gdo, 5)1‘2

IN
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5 REGULARIDADE DA FRONTEIRA LIVRE

Neste capitulo trabalhamos os resultados centrais desta tese. Iremos inicia-
lo apresentando as propriedades Lipschitz local e estimativas de nao-degenerescéncia das
solugoes do problema de fronteira livre. A seguir provamos a desigualdade do tipo-Harnack
onde nos inspiramos em De Silva (2011). Este dltimo resultado implica no improvement
of flatness, que é o ingrediente fundamental na demonstracao da regularidade C"* da

fronteira livre.

5.1 Regularidade Lipschitz local e estimativas de nao-degenerescéncia

Lema 5.1. Seja u uma solugdo no sentido da viscosidade de (2), em By com f € C°(By)N
L9(By), g >mn, e0 < Q € C%By) NL*®(By). Entdo, existe uma constante ng € (0,1) e
C, dependendo de n,d, go e g(1) tal que se

max{|[fllcacs,), [|QllLe@,) — 1} < Mo (37)

entao,
u(x) < C,dist(x, F(u)), x € By(u). (38)

Em particular, para x € Bﬁ;(u),

|VU|(X) S CO}
para alguma constante Cy > C,. Mais ainda, se F(u) € grdfico de uma fungao Lipschitz
em By, B% NFu) #3 e
1Q — lreos,) < Mo,

entdo existe outra constante universal ¢, = ¢,(Mn,0,go,q) > 0 tal que
u(x) > c,dist(x, F(u)), x € Bi(u). (39)
2

Se q = 00, entao Mo, C,, Co e c, nao dependem de (.

Demonstragdao. Seja xo € B} (u) e defina dy = dist(xo, F(u)). Agora, considere o seguinte
escalonamento, :

v(x) = u(x%odox)’ x € By.
Entao, v é uma solugdo no sentido da viscosidade de (2) em B; trocando f e Q por
f(x) = dof(xo+ dox) e Q(x) = Q(xo + dox) respectivamente. Assim, para provarmos (38)

precisamos mostrar que v(0) < C,.
Afirmacgao: Existe C, > 0 suficientemente grande tal que v(0) > C, nao pode acontecer.

Prova da Afirmacao: Suponha, por absurdo, que para qualquer escolha de C, tenhamos



v(0) > C,. Pela desigualdade de Harnack,

supv < C

B;
2

1nfu-|— g U|1E||LQ(B1))] .

2

Logo,
v(0) < C(v0)+ g (Ifllas,)
v(0
500 = Y g e,
C.
> ?— (HfHLq (B1))
C. 4
> ?—9 (Mo)-
Tomando
0<n <M :=mi &6 AN (M < G
nsn=miaisc) \z2c) (999 =9\2c)-
vem que

v = S gy = g (g (22)) =2

para todo x € B%.
Seja I'_ : A%’] (0) — R, solucao de

_ f

My pg, (DT2) = EOH—O(C—) em A=Ay ,(0)
2C

r_ ch em 0B (0)

=0, em 0B¢(0).

onde fo := |f] + A, para algum A, > 0, a ser definido a posteriori.

Pelo Teorema 3.8, se

L Cs C,
IfllLas,) <M~ e AN < ;
V=Tac 4B,|3C
entao,
* C* P
IfollLags,) <M 7 e A >f.

Pelo principio da comparagao (Teorema 2.8),

v(x) = T_(x),

para todo x € A%J (0).

66
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Agora se yo € F(u) satisfaz do = [xo — Yol € 2o = 90;0"0, entdo a parte positiva

d

de T toca v por baixo em zy € F(v) e consequentemente, pelas condi¢oes da fronteira

livre,

VI (20)] < Q(z0) < 1+

Mais uma vez, pelo Teorema 3.8,

0,(3)C.
IVI_(z0)| = 42C
De (40) e (41), tomando
4C(1 +no) : {~ C*}
C.> < =

segue um absurdo. Pois, com essa escolha, segue que

T4+m0 < IVI_(z0)] < T 41p.

Y

(40)

(41)

Isso ocorreu devido termos assumido que v(0) > C,, para qualquer que pudesse ser C, > 0.

Assim, vale (38). Como consequéncia disso, sendo x; € By (u) e dy := dist(xy, F(u)), dado

X € Bq, (x7) temos
2

u(x) < C, dist(x,F(u)) < C,Jx —z| para todo z € F(u),

entao,
u(x) < Cu(lx —x1/ +|x1 —z|) para todo z € F(u).

Logo,

u(x) < 2C,d,
para todo x € Bq, (x1). Entao,

2
sup u < 2C,d;.
By (x1)
2

Pela regularidade interior C* de u,

~ Hu”LW(BE(XO)) oaen
Vu(xo)] < C doz +dog (dy *lIfllLas 4. (xo)))
~ |2C.,d o1-n
< C[ & %+ dog '(d, qﬂo)}

VAN
(@)}

| — |
N
@)
*

+
N =
(e}

3
=3
o
"
I
o)

(o)

Lo
2
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Para provarmos o controle inferior, isto ¢, (39). Tomemos I’y solugao de

—f
M DT,) = —x——, A=A ,(0

)\5,/\90( L) ()Hg (zc—é) em %,1( )
I =0, em aB%(O)
[ =c¢, em 0B4(0),

para uma constante ¢ > 0.

Para f e A, suficientemente pequenos temos que

T .

Assim, se ¢ < 2(19;(“;), entao VI | < 1 —1p em B%. A menos de rotacao, podemos
assumir que F(u) é grafico de funcao Lipschitz na direcdao x, e tenha em vista v como
anteriormente.

Note que I'y(x +4e,) > 0 em B;(4e,) e u < 0 nesse conjunto. Entao transla-
demos o gréfico de I'y (x +4e, ) até tocar o gréfico de v. Note que I'y deve tocar na altura

¢ =T.(2). Com efeito, seja I, tal funcdo. Por construcao,

Ag(]:+) < —f<fem/l (42)
<

VT, | 1 —n0<Qemfl

onde A é 0 novo anel obtido pela translacio. Em particular, A = By (yo) \B%(yo) para
algum yo. Temos que provar que z € 0B;(yo). Veja que se z € <B1(yo) \B%(yo))o.
Entao, I, toca v por cima em Z, pela regularidade de T, Ag(li)(i) > f(z). Isso fere (42).
Agora checando outra possibilidade, isto é, se z € 0B 1 (yo) vemos que Ii(i) =
v(z) = 0, dai, Z € F(u) a parte positiva de I'y toca v por cima em z. Entao, |[VI|(z) >
Q(z), ferindo (42). Entao, z € 0B;(yo).
Assim, v(z) = ¢ > 0. Entdo z € B (v). Da primeira parte,

donde concluimos que ¢C,;' < 1. Logo, B & (z) C Bf(v) e B%(i) NFu) = 2.

2C

Temos que F(u) = {(x/,x,); h(x’) =x e h:B; — R é Lipschitz} onde B; é a

bola unitéria de R™ .

Afirmacao: Existe v > 0 que s6 depende de h tal que
B,(0) C B{(v) e B,(0)NF(u) =9

Prova da Afirmacgao: Pela regularidade de F(u) existe um cone C(xo,0) com vértice em
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(0, h(0’)) e 0 angulo 0 € (0, 2‘) de abertura depende da constante Lipschitz da funcao h.
Mais ainda, esse cone s6 intersecta a fronteira livre em (0, h(0')).

Por construgao, dist(0,0C(xo,0) N B;(xo)) < dist(0, F(u)). Além disso,
dist (0, 0C(x0,0) N B,(x0)) = Ix1], para algum x; € 9C(xo, 0).

Note que os pontos (0, h(0)), 0 e x; formam um triangulo retangulo, reto em

x1. Vejamos a figura abaixo, para auxiliar na compreensao do raciocinio.

Figura 2 — Ilustracao do cone para a existéncia do 7.

C((0', 1(0)),0)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
]
X Bi(v)
1

1

1

1

1

(0, h(0))

Fonte: elaborado pelo autor.

(g)— o = bl =sin (5 In(o))
Q
2
zZ=

Logo,

Portanto, tome r = sin O que o prova o afirmado.

.
Agora sendo ( yZn), defina ¢ : B — R dada por

Por construcao o grafico de P é “o grafico da h transladado na direcao e, para tocar o
ponto z”. Mais ainda, o mesmo é conexo por caminhos e estd contido em By (v).

Se 0 € Graf(y), existe um caminho que denotaremos por &, contido em
Graf(1) ligando Z a 0. Logo, podemos cobrir & por bolas abertas de raio s := min{r, & pTon

pela compacidade podemos extrair uma subcobertura finita, digamos, {Bs(x)}l_;, onde

1=1>»

x1 =z e x; = 0. Note que

J
JIBils™ = > [Bs(xi)| < [Byl,
i=1
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J
uma vez que (U Bs(xi)) C By. Portanto, ] < Sin

i=1

Nos voltando para UL1 Bs(xi), segue da desigualdade de Harnack existe c; > 0
(para 1o pequeno ) tal que
v(0) > cv(z) = ¢oC =: c,.

Contudo, pode ocorrer de 0 ¢ Graf(\y). Neste caso, considere o segmento
[(0’,(07)),0] e o concatene com o caminho &, definindo entdo um caminho que liga z a

0. O demais passos seguem de maneira similar.
[ |

Teorema 5.1. (Regularidade Otz’ma) Seja 0 < Q € C°(By)NL>®(B;), f € C°(B;)NLI(By)
com q >mn, ew uma solugdo ndo negativa no sentido da viscosidade de (2). Entao existe

C:=C(n,9d,90,9(1),q) > 0 tal que para todo x € B%,

() < € (Il + I1QUe(p) + 97 (Ifllais,)) - distx,Fw).  (43)

3
7

Em particular,

IVtlieie ) < € (Iullsgey) + 1QUe s + 97 (Iflacs,))) (44)
2

3
7

Se q = 00, entao C nao depende que (.

Demonstracao. Seja xy € B%. Se dy := dist(xo, F(u)) > %, entao

1
u(xg) < Zzu(xo) < 2/[ullpees ) - do

W

e a prova do Teorema segue em Xy,. No caso, onde dy < %, temos dois casos a serem

considerados. Se para a constante ng € (0, 1) universal do Lema anterior tivermos que

max{||fllLa, [|Qlloc — 1} < Mo, (45)

entao, nao teremos mais o que fazer. Se nao vale (45), seja € > 0 e defina
N 1Qlltoo(84) + g <||f||LQ(B1)) L.
T+m0 Mo

u(x
Ne

Seja v(x) = ). Temos que v é solucdo no sentido da viscosidade de

Ay, =T, em B;yN{v>0}
Vv = Q,, em F(v),
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onde g.(4) = 8, 1. = 1 ¢ Q) = 2

Temos que g,(1) =1 e satisfaz (4)

q 1
IfullLacs,) = (Jm If, |9 dX) = m”ﬂhq(m) <Mo.

Do mesmo modo,

1Qullteogy) — T < 1o

Dai, pelo Lema anterior,

IVV]liee8,) < Co = [Vu(xo)| < CoNe.

2

Fazendo, ¢ — 0 temos o desejado. A estimativa (43), segue de maneira similar. |

5.2 Desigualdade do tipo-Harnack

Lema 5.2. Seja u uma solugdo no sentido da viscosidade de (2). Entdo, existem co, € €

(0,1) tal que 0 < € < €9, se

1fllage,) < coe® e Q= Tlliegs,) < €, (46)
1
pr(x) <ulx) < (px) +&)" em By, p(x)=x,+0, o] < 0 (47)
e . :
€
ulxo) = (P(xo) +3) + Xo=15en, (48)
entao,
u(x) > (p(x) +ce)t, em B,. (49)
Analogamente, se
< (p(xo) + £>+ (50)
u(xo) < (p Xo) + 5
entao
u(x) < (p(x)+ (1—cle)”, em B. (51)

Aqui ¢ € (0,1) também é universal.

Demonstra¢ao. Nés provaremos (49). A prova de (51) segue similarmente. Primeiro,

obsevemos que u > p em By entao Bz% (x0) C B (u). Neste caso, para qualquer r € (0, %),

nés concluimos que h(x) = u(x) — p(x) satisfaz
Ag,enh = f, em Bzr(Xo).

Agora pelo Lema 2.4, sabemos que existem C; que depende somente de go, tal que se



g: C197
Age.h = Cif
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satisfaz as condicoes estruturais para a validade da desigualdade de Harnack. Neste caso,

pelo Lema 2.6, (46), (49) e assumindo que gy < 1, existe uma constante universal C > 1

tal que
1 _
h(x) > Shix) =7 [67(C) + g7 (Co+ e ¥
> %—r[6*1(cz)+g”(cz+1)+1}
€ *
= E—T‘C

(52)

onde C* :== G'(C;) + g7 "(C; + 1) +1 > 1. Pela regularidade C"* local, sabemos que

u € Ch(B. (x0)) com estimativa

1
70

-1
||uHC““(Bi(xo)) < Colllwlleorgyy + g (IfllLags)]
70
2

< Co24+e+g'(1)ew)
< 3C07

onde o = «(n, 9,90, q) € (0,1), Co = Co(n,d,go,q) > 1 e estamos assumindo que

. 1 1 \?
£<mm{1+g1m’(g1(n> }

Agora dividiremos a prova em dois casos:
Caso 1: |[Vu(xg)| < %.

Por (53),e 0 <1 < % temos que, para qualquer x € B.(xg),

Vu(x)] < [Vu(x) — Vulxo)| + [Vu(xo)

[Vu(x) — Vu(xo) o ]
’X — Xo’ + -
Ix — xo|* 4
1
< hlleneae | xon™ + 1
70
1
S 3COT'(x + Z
Assim, podemos escolher
1
= mi 1 1 o
P 800 \ 126,

para obtermos

1
< —
IVu(x)| < 3

(53)

(54)



Agora usando (52), com 1, = gd;

u(x)

T

—p(x) > 5C

ao invés de 1, obtermos que

£ ™
> — —C'ry=ce + —

8

para todo x € By, (x¢). Ainda, para qualquer x € B,,(xo), de (54),

u(x) —u <

Logo,

segue de (55) que

T
c*e—g <
<
<

para todo x € By, (xg). Assim,

para todo x € B, (Xg), onde Xo = xo — 5 en. Note que

Xl =[x — 3
Xo| = |Xo — =€
0 0 7 n

x—%en> < ‘u(x)—u(x—%en>
< e
= el
22"
T
= 7
u(x)ﬁu(x 1%en> r4_1
u(x) —p(x)
o) o
u(x—%en>+%—xn—c+%—%
wfo-Ge) 3 - (o= 5)-3
w(emge) g -px-3e) -3
u<x—%en> p(x—%en>—2
w(x=gen) v (-3e) -3
u(x) —p(x) > ce,
<ottty oL 1]
2 10 2 10 160 5

Neste ponto considere o seguinte problema de Dirichlet

MXB,AQO(DZIL) = g*zyﬂ, em A= 'Airz 4 (%0)

r=1,
r =o,

5 25
em aB%rz (%0)

em OB%(X_O).
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(55)
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Para n* € (0,1) como no Teorema 3.8,

lle *fllLaia) <

gl

* 4 *
" & fllaw < 82511 = coe’.

4

Defina p := 3

T5. Sabemos que para qualquer x € B a (X%0),

40, (p)

100, (p)
B AL e < =i
0< S < IVI_(x)] < 1

Dai, I'_ nao possui pontos criticos em A°. Logo, os pontos criticos estdao em 9.4. Portanto,

0 <T_ < 1. Disso podemos estender " =1 em B,(Xg).

Defina para todo x € B% (%0),
v(x) =p(x) +cee(To—1) e w(x) =v(x)+t,

para t > 0.

Figura 3 — Ilustracao para o argumento com a funcao vy.

Fonte: elaborado pelo autor.

E claro que

Assim, consideremos

tozzsup{tzo; vi<uemB

)}

wis

Dividiremos o caso 1 em dois subcasos:
Subcaso I: Se ty > c,e o Lema esta provado.
De fato, de (28),

0 > 2238 s, 08, () = 22 (5~ el ).
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Se x € B%(x_o), temos que

u(x) > px)+ceel(x)

8 \5
50,(p) (4 7
> p(x)+e g (g—ﬁ)
B 50, (p)
= P +egs

Como B 1 C B 7 (X0). O resultado esté provado!
Subcaso II: Para ¢y > 0 suficientemente pequeno t < c,e nao pode ocorrer.
Argumentaremos por contradigdo. Suponha que ty < c,e para qualquer g.

Pela maximalidade de t, existe yo € W tal que
u(yYo) = v, (Yo)-
Mostraremos que Yo € B,(Xp). De fato, por construcao
Vi, < P(x) <u(x) em aBg(x_o).

Note que
Vv, = en + e VIL = [V | =len + ¢, VI

Entao,

T—celVIL| < [V <T1+4c, VI

100 100
=1— C*EJ < Vvl <1+ C*Eﬂ'
4 4
Em particular para 0 < ¢ < zoey]W’
1 3

Ora, sendo C4 := min {H (%) ,H (%)} sabemos que

AgVy,

v

Hg(|VVt0|)M>;,/\go (D%v,)
CgM{é’AgO(C*sDZE)
Cgc*e./\/l;w\go(DzF,)
Cgc*se’zlfl(x)

f(x)

v
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desde que € < Cy4c,. Ainda,

v, or.
> 0 — 1 *
|Vvt0| axn ’ + C4€ axn
Por (33),
T _ 50,(p) [, 1
e AL —x)-e, ——|.
o = 4 ((X" x)-en 50) (57)

Neste ponto, observamos que para ¢ suficientemente pequeno (X — Xx) - e, é maior estri-

tamente do que 51—0, em {vy, < 0}N A.

De fato, se
:
c*£<%—|0|
entao
AN{v, <0 = An{p(x) +ce(T-(x) — 1) +t, < 0}
= AN{xp+o+cee(l(x)—1)+1t, <0}
= An{xy < —o—c.e(T-(x) = 1) —to}
= AN{x, < —o+c, — (to+c, )}
C ANn{xn < —0+c,)
C AN{xn <lol+c,}
1

C Aﬂ{xn<%}

Assim,

(XO_X)'en - 10_?_7611
> 1 _T‘] . 1
10 2 20
S 1 1 _ 7
20 160 160
Dai, e de (57)
or— 50,(p) [ __ 1
—_ = > Y —x)-e. — —
x. = 4 ((XO x)-en 50)
L 500e) (7 1
- 4 160 50
69
entao,
69
> 1] — —— .
Vv, > 1 ZOSOC*EGY()
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Mais uma vez para ¢ suficientemente pequeno
Vv, | > 1+ e2>Q em ANF(vyy).

Logo, v, ¢ uma subsolucao estrita em A. Logo, u > VI[Z em A. Portanto, yo € B,(%o).

Mas isso é uma contradi¢ao pois

w(yo) = vi, (Yo) = v(yo) +to = P(Yo) + to < P(yo) + cxe < ulyo)-

Isso prova o Caso 1.
Caso 2: |Vu(xo)| > JT.
Usando novamente que u € C]’“(B%O(Xo)) e (53), temos para T € (1, —),

3C > |[Vu(x)]

= [Vu(x) — Vu(xo) — Vu(xo)|

IVu(xo)| — [Vu(x) — Vu(xo)|

le — 3Cor™.

v

v

Em particular, para

<m.n - @ —.
f3 = {(3C0);¢)80}<8

Entao,

1
3 <IVul <3Cy em By (xo).
como U é solucao no sentido da viscosidade de

f(x)

tr(Au(x) . DZLL) = m
9

= fO(X’)7

com x € By, (x0). Onde as constantes de elipcidade de A, sdo A; e Ag,. Agora pondo
C; :=min {Hg (%) y Hg (SCO)}.
Pela Desigualdade de Harnack classica, para operadores uniformimente elipticos

como acima,

1 2-n
u(x) —plx) > E(u(xO)—P(Xo))—C?‘rg fllLasy)
£ 4 2=
2 2_C:O C] ]T3 q£2
Z C]E.

para todo x € B %3 (x0), se € > 0 suficientemente pequeno. Dai, os demais passos seguem

como no Caso 1. [ ]
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Teorema 5.2 (Desigualdade do tipo Harnack). Seja w uma solu¢ao no sentido da visco-

sidade de (2). Suponha que
IfllLa,) < coe® e [|Q — (s, < €. (58)
Existe uma constante ¢* > 0 tal que se para algum xo € By N{u > 0} UF(u) e u satisfaz
(xn +a0)” < ulx) < (% +bo)", (59)

em B.(xo) C By, com |ag| < 21—0 e

0<by—ap<er, e<e* (60)
entao existe uma constante universal 1y € (O, 4%) tal que
(Xn + a])+ S U(X) S (Xn + b1)+7 em Bpor(XOJ (61)

com
ap<a; <b;<by, by—a; <(1—cler

onde c € (0,1) e Wy dependem somente de n,8,go,q,9(1),97"(1) e G

Demonstrac¢ao. Podemos supor sem perda de generalidade que xo = 0 e v = 1. Pondo

p(x) =x, + ap e por (60)
pr(x) <ulx) < (px) +¢€)".

Entao, pelo Lema 5.2 segue o resultado. [ |

Como em De Silva (2011),

Coroléario 5.1. Seja u solugio no sentido da viscosidade de (2) supondo (58). Se u
satisfaz (59) em B%(xo) C By, entao

u(x) — xn
€

U, (XO) =

£
2e* 7’

possui modulo de continuidade Holder em xo fora da bola de raio 1sto €, para todo

xe{u>O}UF(u)ﬂB% com |x — Xo| > 55

2e*x

[ue (%) — e (x0)| < Clx —xo[*

para alguma constante oy e C dependendo somente de n,8,go,q,9(1),g (1) e G7'(1).

Se q = oo a constante ¢ nao dependem de .
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Demonstracao. A menos de escalonamento podemos supor que v = 1. Temos que
(Xn + aO)Jr S LL(X) S (Xn + b0)+

em Bq(xo) com by — ap < e. Entdo pela Desigualdade de Harnack (Teorema anterior),

1

segue que existe oy € (0, 4—0) tal que

(xn+a)" <u(x) < (xn+b))"  em By (xo)

com by —a; < (1 —c)e.

Observe que
1
by —a; < (1—cle=(T—clepo— = €10
Lo

com ¢ = (1 — c)et. Desejamos aplicar o Teorema anterior novamente, contudo, é

necessario que g7 < €¢*. Supondo que isso seja verdade, segue que

(xn+ @) <u(x) < (xn+b2)"  em  B(xo)
Ko

com b, —a; < (1 —c)ejpo = (1 —c)%e.

Assim, seguindo esse raciocinio, temos que
(Xn + am)+ S LL(X) S (Xn + bm)Jr €m Bug“‘ (XO)

com by, —an < (1 —c)™e, se

< e” (62)

Contudo isso nao é verdade para todo m € N.
Observe que de (62),
T\" *
(1-a) <%
o €

Tomando o logaritmo na base (1 — C)t, temos

E*
< hall

8*
Defina 8o = log; ) 1 = Entao, para m < §, vale (62) e

Ho

1
e(1— c)5°—50 < g*.
Ho
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Por outro lado, temos em B%n (x0), para m < &,

+_ b )t —

Se x € By (x0) \ Bso (x0) € tal que T (x) > te(xo), temos de (63) que

(Xn + bm)+ —Xn

’115 (X) - 115 (XO)l c - 115 (XO)
(Xn + bm)+ —Xn o ((XO)n + am)+ — (Xo)n
- € € '

H4 quatro situacoes a serem estudadas em funcao do sinal de (X, + by)™ —xn e ((Xo)n +

am)t — (xo)n em todas as situagoes,

(Xn + bm)+ — Xn — ((XO)n + am)+ + (XO)n bm — A
€ e

IN

Entao,

bm_am

|11£(X) _ﬁe(XON < < (1 _C)m-

£

Se x € Bum(xo) \Buzs0 (x0) é tal que 1 (x) < U, (xo), segue mutatis mutandis que
0

—(Te (x) — e (x0)) = [Ue(x) — e (x0)| < (T =)™

Portanto, a desigualdade acima ¢ valida para todo x € Bym (xo) \Buao (x0). Assim, para x
0

nesse dominio, vem que

e (x) = Ue(x0)] < (T =)™

1 log 1 (1—c) m
= —_— Ho
Ho

my

:“'07

onde y := —log. (1 —c).
Ho

Por fim, seja 1 := |[x —xol, com x € By (xo) \Buéo (x0) entao, existe my € N tal
0

que
peot < v <pg = —my <log i T4+ 1< —mp+1.
Ho
Logo,
log 1 r+1\ 7Y 1
08¢ (e, T) < 08¢ (e, py ) < pp? < (— Ho ) =<1 = Ix — xol"
Ho o T—c
1
Tome C :=

1—¢
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5.3 Improvement of flatness

Definigao 5.1 (Distancia de Hausdorff). Sejam A;B C R™ compactos. Definimos a
distancia de Hausdorff entre A e B, por

dy(A, B) = max {sup dist(a, B), sup dist(b,A)} )

acA beB

Figura 4 — Ilustracao para o definicao da distancia de Hausdorff.

sup dist (b, A1)
beB

Fonte: elaborado pelo autor.

Lema 5.3. Sejar > 0, defina para E C R™, Ug(r) = E+ B,(0). Entao, dados A,B € R"
compactos,
dH(A,B) = inf{r > O, A C uB(T) eB C UA(r)}

Demonstragao. Defina dj(A,B) = inf{r >0; A C Ug(r) e B C Ua(r)}. Seja r > 0 tal
que A C Ug(r) e B C Ua(r) entdo, se x € A, temos que x = Y, + z, de modo que y, € B
e z, € B;(0). Logo, para cada x € A,

dist(x,B) <Ix =yl =Yy + 2z« — Yl = Iz <7

Portanto,

sup dist(x,B) < r.
XEA

De maneira similar vemos que sup dist(x, A) < r, Dessa forma,
xEB

dH(A>B) S d*H(A)B)

Agora, defina v, = dy(A, B).
Afirmagao: r, € {r > 0; A C Ug(r) e B C Ux(r)}.
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Prova da Afirmacgao: Dado, x € A, seja y, € B tal que dist(x,B) = [x —y,| e defina
Zy = X — Yy. Assim,
X:yx+x_yx :Ux‘l'lx

Claramente, y, € B e

|z| = dist(x,B) < sup dist(w,B) < r,.
WEA

Com isso, x € U,, (B). Mutatis mutandis, B C U,, (A). Dai, segue o afirmado. Portanto,

Pelo que ja foi efeito, temos a igualdade desejada. |

Teorema 5.3 (Improvement of flatness). Seja uw uma solugdo de (2) tal que
[f]l Lo (B,) < coe? e Q- Hliooy) < e
Suponha que w satisfaz
(xn—&)" <ux) < (xn+¢€)" para x € By, (64)

com 0 € F(u). Se 0 <1 <1y para vy universal e 0 < € < gy para algum €y dependendo de
T, entao
e\t e\t
(x-v—r§> gu(x)g(x-errz) , X €B; (65)

com |v| =1 e|v—en| < Ce? com C > 0 universal.
Demonstra¢ao. Como em De Silva (2011), a prova segue em 3 passos. Defina

Qouw)={u>0lUF(u)NB,, 0<p<T1.

Passo #1(Compacidade): Fixemos 0 < v < 1p, 1o universal a ser definido no Passo #3.
Suponha por absurdo que podemos encontrar uma sequéncia ¢, — 0 e uma sequéncia
{uhes1 de solugdes no sentido da viscosidade de (2) com f, € L=(B1)NC%(By) e 0 < Qi €
C°(B;) tal que

Ifillios,) < coer e 1Qx — (s, €t (66)

quando k — oo, tal que
(Xn — &) < we(x) < (xn + &))" (67)

para x € By, 0 € F(u). Mas as w’s nao satisfazem a tese do Teorema. Defina 1 :
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Figura 5 — Perspectiva geométrica do improvement of flatness.

A

Fonte: elaborado pelo autor.

Oq(uw) — R com

. wie(x) — Xn
Wy (x) =
€k
Note que por (64),
1< <T=swX)<T, em Q(u).

Do Corolério da desigualdade de Harnack vem que dados x,y € Q 1 (u),

€x
57

My (z) — e (x)] < Cilz—x[Y  para todo z € Q;(u) NBi(x) com |z —x| >

1
2

uma vez que Qq(u) N Bi(x) C Q(u), e de maneira similar segue que

Nl

Ty (z) — e (y)l < Cilz— vyl para todo z € Q(u)NBi(y) com |z—y| > £

2 £*

Sey € Q4(u) ﬂB% (x) ou vice versa, nao hé o que fazer. Agora, caso contrario, [x —y| > %
entao,
e (x) — W (y)

Ix —ylv

<2'Ci27 =(G
Dai segue que
[ (x) — w(y)l < Cilx —yl”

. . Ex -
com C; ey universais, [x —y| > o X,y € Q%(uk).

Observe que se x € F(uy) entao (x, — &x)™ = 0 entao, xp < g e (xn + &) <0
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entao, —x, < gx. Consequentemente, para todo x € F(u),
Ixnl < €.
Logo, para cada 6 > 0 a menos de uma quantidade finita de w’s,
B% N{xn > 06} C O_%(uk)

Entao, por Ascoli-Arzeld existe uma subsequéncia Uy, de Uy que converge uniformemente

parauézB% N{xn > 6} = R, em B% N{x, > 8}. e para |[x —y| > 0 temos que

lus(x) —us(y)| < Cilx —yf¥

com X,y € B% N {xn > &}

Agora seja 0 < &’ < 6, pelo mesmo argumento existe ug : B% N{x,>0}—-R
tal que uma subsequéncia de Uy, converge uniformemente em B 1 N{xn > &'} para ela.
Observe que B 1 N{x,>d8}CB 1 N{xn > 8}, em particular, tal subsequéncia de Uy, restrita
a B 1 N{xn > &} converge uniformemente para us, a fortiori, us, é uma extensao de us. Isso
prova que Uz nao depende do & > 0. Assim, podemos definir u,, : B 1 N{xn > 0} — R, como

as constantes Cq e vy nao dependem de & temos que a Holder continuidade se preserva.

Afirmacao: Consideraremos as 1 definidas em Q 1 (uy). O grafico das 1, sobre Q 1 (wy)

converge para o grafico de 1., sobre B 1 N {xn > 0} na distancia de Hausdorff.

Prova da Afirmagao: Defina Gy := {(x,y) € Q%(ul) x Ry y=u(x)} e Go ={(x,y) €
B 1N {xn > 0} X R; y = uy(x)}. Queremos mostrar que Gy converge para Gy, quando
k — o0, na distancia de Hausdorff.

Seja (a,Ux(a)) € Gy, dado & > 0 existe y € B% N{xn > 0} tal que [y —a| <9,

e seja k >> 1 tal que g, < 8. Dal,

dist((a, (@), G) < (ly — a? + [ (y) — 1o (@))?
< N0+ (y) — U (Y) + U (Y) — Uso(a)])
< 0+ Mk(y) — Uso (Y + [uoo (Y) — Uso(a)l)
<

T — —qalY
n <6 + [ uoollLOO(B}m{ané}) + Cily —a )

< Ly — Y.
< n <6+|Iuk umlle<B£m{Xn>5}) +Cid )
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Logo,
(ayuo(a))EGo

1 1, — Y
sup  dist((a, ux(a)), Gx) <n (5 + [t umlle(B;m{ané} + C1d > :

Por outro lado seja (b, (b)) € Gy, k >> 1 tal que % < % ey € B%{xn > 6}, de tal
sorte que 3 8 < |b—1y| <26. Dai,

dist((b, (b)), Go) < (fy — b + [l (b) — oo (y) ) ?
< n (20 + ug(b) —uk(y) + e (y) — v (y)l)
< 126+ fi(b) — Te(y)] + iy — ueo (y))
<

L, — Y
n (26 + [t uoollLoo(Bﬂxm}) + Cily — b )

<n (26 + [t — Ul

Logo,

sup  dist((b, (b)), Go) < n | & + [T — Uool| + Cy87 | .
(b,ii (b)) EG PR 0 « LW(B%H{XHZQ)

Dessa forma,

. — Y
dn(Gk, Go) < n <5+ [ uooHLoo(B%ﬂ{ané}) +Cid ) :

Portanto,

limsup dH(Gk, Go) <n (6 + C]éy)

k—o0
para todo & > 0. Dali,
lim sup dH(Gk, Go) < 0.

k—oo
O que prova o afirmado.
Passo # 2(Solugao limite): Afirmamos que 1, é uma solu¢ao no sentido da viscosidade

de
Louse =0 em BT

Onlle =0 em B%ﬂ{xn:O}.

De fato, seja P um polinémio de segundo grau tocando u., em xy € B 1 N{x, >
0} estritamente por baixo, nds precisamos provar que
(1) Se xq € B% N{xn > 0} entao L4P(x0) < 0;
(i) Se xq € B% N {x, = 0} entao 0,P(xq) <O.
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Suponhamos a priori que xo € B% N{xn > 0} e & > 0 tal que Bs(xy) CC
B% N{xn > 0} e P(x) < U (x) para todo x € Bs(xo) \{xo}. Pelo que foi visto no Passo #1,

[t — ool lLoo (B (xg)) — O

quando k — oo a menos de uma subsequéncia. Entao, em Bs(xo) para cada k € N, existe
jx € N tal que j > jy, implica
Iy — Ueo| < %
Logo,
- 1 . 1
uj—i<uoo<uj+i.

Dai, defina vy =1, — % e wy =1, + % Portanto,
Vi < Uy < Wi

em B5 (Xo).
Como P toca U, estritamente por baixo, segue que P < w em Bs(xq). Assim,

defina para cada Xk,

0 <by:= inf (wx —P) =wi(xx) — Pxx)
Bs(xo)

onde xy é o ponto onde o nfimo ¢ atingido. E importante ressaltar que by > 0, pois
se by = 0, temos que P toca wy em xi. Isso é um absurdo, pois U, < Wi em Bs(xo).

Logo, P 4 by toca wy por baixo em xy. Dai, P+ by — % toca u;, por baixo em xy. Defina

‘— b — 1
Cx = Dy e
Note que ¢, — 0 se, e somente se, by — 0. Ora,
. 1 2
b= _inf (wy(x) = P(x)) < wilxe) = P(xo) =, () + 1. — Plxo) < 7

Bs(xo)

uma vez que P(X) = g (xo).
A menos de uma subsequéncia x, — x;, devido a compacidade de Bg(xo).
Logo,

P(x1) = 1}550 P(xi) +cx = ]}Lrgoﬂjk(xk) = Uso(X1).

Dessa forma, xo = x1, pois P toca U, estritamente por baixo em xo. Com isso, temos que
nenhum subsequécia de x esta contida em 0B;(x), pois assim, xo € 0Bs(xp). Portanto,
apenas uma quantidade finita de x; pertence a fronteira de Bg(xo).

Por outro lado como F(u) — B 10 {xn = 0} na distancia de Hausdorff, temos
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que pra k >> 1 Bs(xo) C Q7 (u;, ). Desde que P+ ¢y toca por baixo 1, em Xy, temos que

W, (x) = Plxx)+cx

R W, (%) — (Xi)n = P(x) + cx

iy
= U (xk) = &, (P(x) +cx) + (xi)n.

Dai defina, em B,

Pr(x) == &, (P(x) + ci) + Xn.

Logo, por construcao, Py toca u;, por baixo em Xj.

Dessa forma,

= g(IVP) = g (IVPDIVP — g(IVPD) | & 5 1 = o =
AP = —APy + = (Pr)i(Pi); (Pu)i
o M VP2 ; Y
g(IVPy]) g (IVPDIVP — g(IVP) | & =+ =
2 e AP+ = (Pr)i(Py)jexPys.
VP VP ; Y

Dai

g(IVPi]) g'(IVPIVPI = g(IVP) | 5= 5 1 (3 "
{W—ﬁjAm[ k |V15kk|3 k ]Z(Pk)i(Pk)jPﬁ}—fk(xk)go, (68)

ij=1

onde fy = ;—kfk. Fazendo €, — 0, segue, pela regularidade de g e ¢’, a estrutura de Pe fr

e (66) ) ) ) )

) 90PN ) IVPOIVR —g(VP)

Tl|VPk| . [VPy )

(b) Z“Sk)i(]sk)jpij = Z(ﬁkpi + Oin) (&xPj + 8jn) — Z 8indinPyj = Pun;
(@) 1060l < el < coce — 0. v

Em particular, fi(x) — 0. Usando (a), (b) e (¢) em (68) segue que quando k — oo

—¢'(1) —g(1);

g(1)AP(xo) + (g'(1) — g(1))Pnn(x0) <0 = L4P(xo) <O.
Prova de (ii). Se xo € B 1 N {x, = 0}, podemos assumir que
LyP(xo) > 0.

Note que para k suficientemente grande x, € F(uy). E facil ver por um argumento de
contradicao. Mais ainda,

VP > 1— & |VP| >0
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para k suficientemente grande.

Desde que P* toca u, por baixo em Xp, temos que

VP < (Quxi))? < (1+€2)? <1+ 3¢t

VP = 2]VP (x> + T4 26Pn(xi).

Em conclusao,
el VP(xi)l* + 2ePn () < 3¢y,

dividindo por ¢y e fazendo k — oo, 0,,P(xq) < 0.
Passo #38 (Improvement of flatness): Pelo Lema 4.1 Tomando 0 < v < J—l, ex € B% N{xn >

0} temos que
|uoo(x) - uoo(o) - vuoo(o) ' X| S Cofz

onde Cy > 0 é universal.

Dali, e usando o fato que 0 € F(uy) € (Us)n = 0, vem que

oo (X) — Uoo(0) — VU (0) - x| < Cor?
e —Cor? < U (%) — U (0) — Vg, (0) - x < Cor?
= —Cor?+V-x <ux(x) <v-x'+ Cor?,

para todo x € B, N{x, > 0} onde v := ((Uao)1(0)y..., (Uso)n-1(0)). Note que pelas

estimativas do gradiente,

¥ = [Vl < Cl, 1, ) < EO

1
2

Por outro lado, temos do Passo #1 que Gy converge para G, na distancia de Hausdorff.

Entao, para k >> 1

C 2
inf{s > 0; chGo+Bseeoch+Bs}<%.

Logo,

Cor?
(%) = Uoo (X)] < 1 (%, Tue(%)) — (%, Uoo (X))] < n% = Cor?.
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Assim,

—Cor? + V- x/ < U (x) < V- X'+ Cor?

= —Cor? + VX' < ux(x) — W (x) + e (x) < ¥ -x' + Cor?
= —Cor? + V%' — (U (%) — T (x)) < Tie(x) < —(Uoo(x) — T (x))V - X' + Cor?
= 2Cor?+v-x' <i(x) <V -x' +2Cor?

para todo x € Q,(u). Assim, sendo C; := 2Cy, temos para todo x € Q,(u) que

W (x) — xp

—Cirt4+v-x' < <V-x'+Cr?

Ex
= —6Cir? 4 6V X + xn < W (%) < Xn + eV - X'+ ,Cir

(ek{U 1 )

Defina, v :=
el +1

. Dal,

—e G+ voxy /el +1 <w(x) < voxy /e + 14 6.Cir?, com x € Q. (). (69)

Observe que

2
1§\/si+1§1+%,

pois para t € (0,1),

t2 ' t 1
1+——\/t2+1> =t— >t(1——>>0.
( 2 Vi +1 -

Entao, pelo Teorema fundamental do célculo,

tZ
T+5 = Vel te(on

Dai, e olhando pra v - x em (69), temos que se v -x > 0, entao, usando a desigualdade de

Cauchy-Schwarz

et et et
V-x—r?kgv-xgv-x\/si%—] Sv-x(1+?k) §v-x+r?k.

Agora, se v - x < 0, temos que

el et el
v-x—i—r?kzv-xzv-x\/ei#—] 2v-x(1+?k) zv-x—r?k.
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Entao, independente do sinal de v - x, temos a partir de (69),

2 2
13 3
—e Gt +v-x —r?k <u(x) <v- x—l—r?k + 6, Cy1°.

Considerando, 1oC; < %, e k >> 1 tal que g < %, segue que

2 2

€ €
—£,Cy7? +v-x—r?k < (x) < v-x+r?k + 6, Cy?

= 1£r+vx r€k<u(x)<v x+r€k+er]
4% 4 = = 4 "y

TE TE
= veox— —C <wlx) <Veox+ =8,

2 2
com x € Q,(uy). Entao, para k suficientemente grande

(v~x—r%)+ < (x) < <v~x+r%)+ em B,,

contradizendo a hipdtese de absurdo.

5.4 Resultados principais

Enfim, na primeira subsecao, exploramos o improvement of flatness para con-
seguirmos a demonstracdo do Teorema Flatness implica Ch*, onde buscamos, inspirados
nas notas de BOZHIDAR (2019), lapidar os detalhes. Ja na segunda, para obtermos
o Lipschitz implica Ch*, precisamos recorrer a teoria de fronteira livre do p-laplaciano.
Especificamente, e sem querer atenuar os resultados, a mesma teoria desenvolvida por
Caffarelli em 1987, mas voltada para o p-laplaciano. Esses resultados sao desenvolvidos
em Lewis e Nystrom (2012).

Impondo um controle universal para 6 — gy e exigindo mais propriedades para
N-fungao G, obtermos um resultado de estabilidade entre as solugoes do g-laplaciano e

p-laplaciano.

5.4.1 Flatness implica C"*

Lema 5.4. Dados vi,v; € R", entdo

1

1
B4 \? J 2 2
—V,| = SV — X - d
( 5 v — v, . [x - vi —x-vy| dx
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Demonstracao. Observe que a igualdade acima é equivalente a

][ Vi —V2
x| dx = ——,
B, | Vi — V2 n+2
que é equivalente a provar que
2 1
w-x["dx = ——
B, n+2

para todo w € SV,
Pela simetria de By é suficiente considerarmos w = e,,, entao temos que checar

a seguinte igualdade

}L xidXZL.
B n+42

Observe que
J: !xlzdx:ZJ[ xfdx:nj[ xfldx.
B, = JB, B,

Essa segunda igualdade é verdadeira devido a simetria de B;. Dessa forma, veja que

1
J xPdx — J J £ A (£)ds
B 0Bs

0

1
= J n|B;[s*™ " ds
0

TL|B1|S“+2 1

n+2
n(By|
n+2

0

Isso prova o Lema. [ |

Teorema 5.4 (Flatness implica C"*-1). Seja w uma solucdo no sentido da viscosidade
nao negativa para (2). Suponha que 0 € F(u) e Q(0) = 1. Eziste uma constante universal

€ € (0,1) tal que, se o grafico de w € e-flat em By, isto €,

(xn— &) <u(x) < (xn+8)", x€By
Ifllieey) <€ e [Qlcosm,) <E, (70)

entao F(u) N B% ¢ grdfico CH*. A constante € depende somente de 1, 8,go,g(1),g7 (1) e
G'(1).

Demonstracao. Seja u uma solucao no sentido da viscosidade para o problema de fronteira
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livre

Agu=1f, em Bjyn{u>0}
IVu| =Q, em F(u).

Fixemos T > 0 como uma constante universal, tal que
. C
?gmln{ZO,ro}, (71)

com Ty a constante universal do improvement of flatness. Para a escolha do T, seja

€0 := &o(T) dado também pelo Teorema 5.3. Agora, tome
gi=¢} ¢ g =2 (72)
Nossa escolha para € nos garante que
(xn—e0)" <u(x) < (xn + &))" em By
Assim, pelo Teorema 5.3,
(x-w —r%)Jr <u(x) < (x-w —i—r%)+ em Bs,

com |[vi| =1 e |vi —vo| < Ce} (onde vy = ey).

Considere a sequéncia de reescalonamentos u : By — R

W) = U(Agx)
klx) ===
com A\, = T k = 0,1,2,..., para T fixado como em (71). Entao, cada w satisfaz o

seguinte problema de fronteira livre

Aguk = fy, em BN {uk > 0},
V| = Qy, em Flwy),

onde

fil(x) = MAf(Ax) e Qul(x) = Q(Akx).

Afirmamos que as escolhas em (72), implicam que as fi’s e Qy’s satisfazem (58). De fato,

2k kny—2k .2 2
il sy) < Allflliee(y) < Akgg = T€0 < c52 75 < Co€ys

Qi(x) =11 = 1Q(Ax) — Q(0)] < [Qlcoms s, AP < e5TP < efes2 ¢ < coeg,

para todo x € Bj.
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Dai e da condicao € da hipdtese do Teorema, temos pelo improvement of flat-

ness que
_&\ T _€\ Tt
(x-v1—r7> <uy(x) < <x-v1+r7> ,

onde [vi —en| < Ce3, [vil =1 e x € B;. Logo, em By,
0 g

e

(T‘x'w —r%)Jr <u(rx) < (?x-w —l—r%>+

S e 8) S ()

= (x-vi—e) T <wx) < (x-vi+e)t.

Aplicando novamente o improvement of flatness, segue mutatis mutandis que em By
(x-va—e) <wx) < (x-va+ e
com |[v; — V3| < Cé3 e |va] = 1. Dessa forma, para cada k = 0,1,..., e x € By

(x-vi—ea) <w(x) < (x-vie+e)”

7
com Vi1 — Vil < CeZ e vy | = 1. Aqui vy = e,. Estd tltima desigualdade é equivalente a
+ k q g q

+ +
(x-vk—%fk> <u(x) < (x-vk—k%fk) ,

~ €o0_
com x € Byu. Dai vem que se x € F(u) N By entdo [x - vi| < z—irk. Logo,

€o_
F(u) N Ba C {Ix v < z—irk}.

Por outro lado, dados m,k € N, podemos supor m > k e dai, k = m + s.
Logo,

S
Vi — Vil = [Vik = Vigs| < Z IVicr(i-1) — Vit
i=1

S
1
2
< D eCop
i=1

Dai, segue que {vyJx=1 é de Cauchy. Logo, existe um vy tal que klim Vi = Vo. Da estimativa
—00

acima, obtemos, fazendo s — oo, que

80C > 1 EQC
2 2 < o
i=1

i=

[Vic = vo| <



Agora tome x € B% N F(u), e seja k,
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tal que

T—,kJr] S T_'k.

Entao,

Ix-vol = Ix-(vo—vi+ Vil
< e (vo— Wil + IX Vkl
< v — vollx| + oo
80 k
< 22k’ X+ C2
Tk+1
< C5 (I |+ —)
< cEop (141
A T)
1 In2
Seja y € (0,1) tal que 7= =171". Logo, vy = _ln_ Assim,
nr
€0 1
: < X0 )
vl < Py ( " r)
= Ceogrr (1+71)2M|
< 2Ceo™ ™1 4+ 71 x]
< 2Ceox"TT(1 47
< Creolx"*,
com Cy:=2C(1+77").
u(xo + sx)

Defina up(x) = (x - Vo)™, e Uy, s :=

U = U,O)fk.

, com Xo € F(u). Claramente,
S

Afirmacao: |[uy s — Upllies,) < CisY para todo s € (O, %)

Prova da Afirmacgao: Como

(x-vi—ea) <wx) < (x-witea),

temos que

(x - vie — &) — up(x) < w(x)

= —x-vi— & —x - Vol < uy(x)

—uo(x) < (x- v+ &) —uo(x)

—uo(X) < |X'Vk+€k—X'V0|.



Note que
|X Vo — (X * Vi + Sk)| S |Vk — 'Vo||X| + & < & + EiC = £k(] + €kC).
Portanto,
—x - vie =& —x - Vol < we(x) —uolx) < x - vie+ e —x - v
= —&(1 4+ &C) <u(x) —up(x) < ex(1 4+ &C)
= |we(x) —uo(x)] < e(1+ & C).
Logo,

£
e = Uollioo(ay) < €1+ €xC) < ex(1+C) = (1= C).

Dai, u, converge uniformemente para 1.

Seja 0 < s < %, entao existe k € N tal que

k41

=

f.

7

,T.

7 °F

IN

Tome p tal que s = pr, isto é, p = % . Entao, temos para x € By que

u(sx) = u(pt™x) =u(ty) yeB,.

Logo,

95
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Dali,
u(sx) u(sx)
‘ s W) < ‘ o W] fu(x) —ul
< ak(1+%)+%(1+C)

IN
&

(VAN
™
|
VR
N
+
o
+
SN o=
N~ ———

onde Cq:= g9 (2 +C+ %) 2. O que prova o afirmado.
Temos pelo Lema 5.1, que a solucao u é Lipschitz e nao degenerada. Isto é,

existem ¢, C > 0 universais tais que

cdist(z, F(u)) < u(z) < Cdist(z, F(u)), para todo z € B} (u).
2

1
Em particular dado yo € Q" (u) N B% e 0 <1 < min {E’ dist(yo, F(u))}, temos que

lu(yo)l > cdist(yo, F(u)) > cr.

Daf, |[wlltee(s, (yo)) = €T

Afirmacgao: Existem C, 1y > 0 tais que

(1) QT (ups) D{x € By; x-vy > Cr7},
(1) QF(ups) N{x € Bi; x-vo < —C1'} = 0.

Prova da Afirmacao: Seja 0 < s < % pela afirmacao anterior, temos que

Ugs(x) > (x-vo)" — CysY
>

(x-v—Cys")*t.

Dai, segue (i). E C deve ser tomado maior ou igual a Cj.

Para checarmos (ii), suponha por absurdo que existe y € By tal que

Us(y) >0 e y-vo<—Cs’
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com C > C;.Entao,

0 <upsly) =

comy = Y Logo,
2 C
Uo25(y) >0 € Y-vo < —ZSV-
Pela nao degenerescéncia de u, segue, tomando 0 < p := min { dist(y, F(uo2s)), %}, que
Uo26(7) > cdist(y, Flugzs) > cp = lluosllie(s, ) = cp-

Seja 0 < 1o < 1 tal que CrJ < 1 e s < T, entdo,

_Cs_C1
P~ =3¢~ 7

Logo, B,(y) C By.
Se necessario podemos diminuir p para que 1y =0 em B,(3). Entéo,
(25)YCy = [luo2s — Uollieo () = llwo2s — Uollieo (s, ) = lluwo2slli(s,x)) = cp.
Como podemos diminuir o s, seja s > 0 tal que p = % Entao,
csY v
CT < Jugs — Wolliee(sy) < Ci(2s)Y.

2y+1

Tomando C > , temos um absurdo. Logo, vale (ii). Por fim, defina

v+ 1
C= (1+—) G e rozmin{—,Cy}.
c 2

O que prova o afirmado.
Por simplicidade, até aqui fizemos consideracoes, tendo em vista, o blow-up em
0 € F(0). Contudo, essa argumentagao pode ser feita pra qualquer ponto de F(u) N B 1.

Pois, dado y € F(u) N B%, temos que B%(y) C By, logo, vale que

(Xn — §)+ <u(x) < (Xn + §)+ em B%(y)
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Logo,

 ntyn—t) < ) < (e vynte) cB
ZX“ Yn — € < uly ZX < an Yy +€) , comx 1.

1
= (xXp +2yn —28)7 < Zu(y+zx)§(xn+2yn+25)+, com x € Bj.

= (n+2(yn—€))" < 11 (X) < (a+2(yn+8)", comx€By.

Ora, sabemos que se y € F(u) entao, |[y,| < €. Entao,

—t
=0 <
=2y, +¢) < 4

[\
<
3
[\
el

De maneira similar, segue que —2(—y, + €) > —4¢€. Entao,

(xn —48)" <u, 1 (x) < (xn+48)", com x € By.
y

Nl

Disso segue a existéncia de um vetor unitario vy que goza das mesmas propriedades de
Vo.
Afirmacgao: Seja v : F(u) N B% — S™', dada por x — V. Entao, existe R,x € (0,1) e
C > 0 tais que

|Vx0 — Vyol S C|XO _yo|“7 on,yo S F(u) N BR'

Prova da Afirmacgao: Sejam «, R € (0,1) a determinar, e tomemos xg, Yo € F(u) N Bg.
Defina, T = [xo — yo/P. Assim, dado x € B,

a0 — g )] = o+ 1) — ulyo + )
Lip(u)

X0 — Yol

= Lip(u)lxo — yol .

Precisamos que 1 seja tal que 0 < r < %, entdo, é suficiente temos |xo —yol? < (2R)P < 12

”Lon,s - uX()HLOO(B]) S C] sY
Iye,s — Wyl < Crs?.
Logo,

IN

o (%) — 1wy, (X)) iy (%) = Uy, (3)] + g r (%) — Wy, , ()] + Tty (%) — wy,, (%)

< 2CvY 4+ Lip(u)lxo —y()l]_ﬁ.
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Seja B > 0 tal que T — 3 = By. Dessa forma, 3 = el—PB =+t y . Defina o« =1 — 3,

H—y
assim,

Uy, (%) =y, (x)] < (2C; + Lip(u))xo—yol™ = [ux, —uy,llies,) < (2C1 + Lip(u))xo—yol*

Pelo Lema 5.4, temos que

1

Sl (MY e )
[Vxe — Vol ( Bl ) (JB] X - Vi — X - V|7 dx
< (n+2> [( I(x-vxo)*—(x-vl_;oﬁlzdx)2
B4
+ ( (X - Vo)™ (x-vyo)lzdx>2]
B,
. 2( * ) ( |(x~vxo)+—(x'vyo)+|2dx)

+
< 2"t ) Bl — g oy
< 2Vn+2(2C;y + Lip(uw))lxo — yol™.

Tome C = 2v/n + 2(2C; + Lip(u)). O que prova o afirmado.
Defina para ¢ > 0, e xo, v € R",

CE(xo, V) i={x €R™ £V - (x —x0) > €|x — Xo[}.

Afirmagao: Para cada € > 0 existe R > 0, tal que para xo € F(u) N B3

[N}

u>0 em C/(xo,Vx,) N Br(Xo)
u=0 em C;(xg,Vy,) N Br(x0).

Prova da Afirmacao: Sabemos que

Q% (Uy,r) D{Xx € By; x - vy, > Cr¥}.

Entao,

{xeB1; M>O}D{XEB1;X~VXO>CTY}

= {y € B, (x0); %y) > O} ) {y € B, (x0); Yy~ xo CVy > CrV} .

T



100

Como escolium da prova desse resultado, temos que para todo x € B,
uXo,T(X) 2 (X : VXo - CrY)"' .

Logo, para todo y € B, (xo),

Dessa estimativa acima e supondo que y € Cl(xo, Vy,) N B:(Xo) segue que

. +
u(y) > (y X0 Ve — CT‘Y)

T T
= uly) > ((y —x0) - vy — Cr* )7
= uly) > (ely —xol — CrY+])+.

Como esta ultima desigualdade é estrita, temos que u é positiva nos pontos do cone em

questdo. Dai, sé precisamos determinar T de modo que ely — x,| — Cr¥*! > 0. Ora,

Crvt!
> CrY

£ > =
[y — %ol

ou seja, ¢ necessario que Cr¥ < e. Logo, para r > 0 tal que Cr¥ < ¢, temos
Cj(XO)VXO) N BT(XO) C Q+(u)-

Por outro lado, se 0 < Cr¥ < ¢ entdo, C, (xo,Vx,) N B:(x0) N QT (u) = @.
Mostraremos que a contrapositiva é verdadeira por absurdo. Suponha que exista y €
CZ (%0, Vxy) N Br(xo) tal que u(y) >0e Cr¥ < e.

Ora, sabemos que 0 < u(y) < ((y —xo) - Vx,) " + Cr¥™!. Logo, suponha que
(y —x0) - vy, < 0. Entao,

O<u(y) <Crr' <e.

Como ¢ > 0 é qualquer, segue que u(y) = 0, logo, temos uma contradigdo. Suponha

agora, que (Y —Xo) - vy, > 0. Entao,

eyt

0 <u(y) < ((y—x0) Vo) + CT < —ely — %ol + er < er < —.

Y

De maneira andloga, segue da arbitrariedade de ¢ > 0, uma contradi¢ao. O que prova o
afirmado.

Considere vy o vetor normal em 0 € F(u). Podemos assumir sem perda de
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generalidade que vy = e,. Entao,
O (u) ={(x',xn) € RV x R; x, > 0.

Seja ¢ € (0,1) e R > 0 tal que CRY < ¢. Defina, p = Ry/1 — &2 que é o raio
dos paralelos de S*! gerado pela intersecio com os cones C(0,e,) e C- (0, e,).

Figura 6 — Ilustracao do cones, inspirado nas notas de Bozhidar
Velichkov 2019.

Fonte: elaborado pelo autor.
Seja x' € B) ={y’ € R™; |y’| < p} e defina
SY ={(x,t) € Bg; u(x/,t) >0} e S ={(x,t) € Bg; u(x’,t) <O}
Por construcao,
SY o {(x,t)eBr; t>eR} e S D{(x/,t) € Bg; t < —eR).
Defina h: Bj — R dada por
h(x') =inf{t € R; VT € (t,p), u(x’,T) > 0}.

Note que (x',h(x")) € F(u) N By x [—p, pl, pois, (x’,h(x) + 1) € QF(u), para
todo t € (0,p — h(x’)). Dali, existe {xi,} C QT (u) tal que xi converge para (x’,h(x’)),
entdo, (x’,h(x’)) € Q*(u). Resta-nos checar que u(x’,h(x’)) = 0.

Suponha por absurdo que exista x’ € B, tal que u(x’,h(x')) > 0. Pela
continuidade de u existe Bs(x’,h(x’)) tal que u é positiva nessa bola. Entao, para
T € (h(x)—56,h(x)), u(x, T) > 0. Portanto, h(x’) ndo é o infimo. Temos um absurdo. De

maneira similar, vemos que u(x’, h(x’)) nao pode ser negativo. Logo, u(x’,h(x’)) = 0.



102

Figura 7 — Construgao da funcao h, inspirado nas notas de Bozhidar
Velichkov 2019.

Fonte: elaborado pelo autor.

Agora, seja x| € Bf com 0 < & < p, e ty := h(x{). Dai, (x§,to) € F(u) N Bg.

Por construgao, temos que se x € C/ (0, e,), entao,
Xn =X - e > ex| > glx/|

esex € C;(0,en),
—Xn > €[x/|.

Logo, como (x{, h(x{)) nao pertence a C/(0,e,) U C, (0, e,) temos que
—elxgl < h(x)) < elxgl.
Dessa forma, seja xg = (x§, to),

ol = /gl + (xR < (/I + elxol? < 8T+ €2 < 8V2.

Afirmacao: Para 6 << 1,

u > 0 em C;:(XO) e'n,) N BR(XO)a
u=0 em C; (xo,en) N Bgr(xo).

Prova da Afirmacao: Sabemos que

u>0 em C}(x,Vy,) N Br(xo),
u=0 em C;(xg,Vy) N Br(xo).
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Figura 8 — Czis(xo, en) C Ci(xo,vxo)-

Fonte: elaborado pelo autor.

Para provar a afirmacao é suficiente provar que
+ -
ng(xm en) C Cg (XO)VXO)'
Para isso, seja x € C3.(xo, e,) entdo,

Vi (X —%0) = (Vg —€n +en) - (x —x0) > 2elx — xo| + (Vyx, — €n)(x — Xo).

Note que
Vey — €nl = [Vxy — Vol < Clxol* < C(V28).
Entao,
[(x — %) - (Vxy — €n)l < C(V28)*x — Xql.
Logo,

Vo (X_XO) > 2€|X_XO| + (on - en)(X_XO)
> 2elx —xo| — C(V28)%|x — x|
= (2 — C(V28)™)x — xq

= g|x — x|

para 6 << 1. O que prova o afirmado.
Como consequéncia do afirmado, em qualquer ponto (x/,h(x’)) com [x/| < 9,

podemos “colocar” um cone C3.(x, e, ). Portanto,

By x (=5,8) N Q" (u) ={(x',t) € Bf x (=8,8); h(x') <,
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Bi x (—8,8) — Q" (u) ={(x/,t) € B x (—95,8); h(x) >t}

B; x (—6,8) NF(u) ={(x',t) € B; x (—,5); h(x') =t}

Agora checaremos a regularidade de h.

e h ¢ Lipschitz.
Com efeito, sejam x7,x; € Bf e x1 = (x],h(x])) e x2 = (x5, h(x3)). Como

x1 & C3.(x2, en),
h(x)) —h(x;) = (x1 —%2) - en < 2ebxy —x2| < 2e(lx] —x3| + [h(x7) — h(x3)]).
Como x; ¢ C3.(x1,en), segue de maneira andloga que
h(xz) —h(xq) < 2e(lx — x5 + [h(x7) = h(xz)]).

Logo,
(h(x1) —h(x)l < 2e(lx — x5 + h(x1) = h(x3)])

= (1 —=2¢)lh(x7) —h(x)l < Ze(lx] —x3l.

Entao, para 0 < ¢ < JT

h(x;) —h(x})] <4elx; —x5|,  paratodo xi,x; € B{.

e h ¢é diferencidvel.

Sabemos do improvement of flatness que xo = (xg, h(x{)),

—Ch —xo["™ < (x —x0) - Vi, < Clx —xo""!

para algum y € (0,1) e qualquer x = (x’, h(x’)) com x’ € Bj{.
Para simplificar a notacao, definamos v = v, entdo, v = (v/, v, ). Dai, defina

v/ = —v’. Entao,

e
R(x') — hix) — (x' = %) - —| < —|x —xo]"*".
Vn| 7 [val
Como

x —xo| < X" —xgl +h(x") —hixg)l < (1+4e)lx" — xgl,



105

temos que
! / / / {/, C Y+ |7 1 y+1 / /
h(x") —h(xq) — (x —xo)-v— Smﬂ +4e)" X" —xg = o(|x" —xgl)
n n
i’/l
quando x — X¢. Logo, Vh(xg) = .
n

e Vh é CO,
Dados x’,y’ € B}, temos que x = (x’,h(x)) e (y’,h(y’)) sdo pontos de F(u),
entao,
[Vie = vyl < Clx —y|* < (1 +4e)*x" —y'I*.

Daf, para todo x’ € B} C R™, x’ = vy := V(y/h(x1)), 580 a-Holder continua, a fortiori,

as componentes da aplicacao x’ — v, também o sdo. Ora, como,

(=Vh(x), 1)

T T IV
Logo, (=Vh{x7), 1) ¢ a-Holder continua. Em particular, x" — ] é o-
1+ |Vh(x)]? 1+ |Vh(x)?
Holder continua. Entao,
1 1
|X/ _ /|ch 2 o
k V1 + VA x/)\z 1+ IVRy)E
| VTHIVR)P = /T +[Vh(x)]
VI +[Vh(x )Iz] [T+ Vh({y)P]
- V1+IVh(y )R —/1+IVh(x)]?
- 1 + Lip(h)?2
Portanto,
[(=Vh(x'), )| = [(=Vh(y"), DIl < (1 + Lip(h)*)Clx" —y’|*
Com isso,

((=Vh(x),1) = (=Vh(y"), 1)
’I Vh )UI(— (),) I(—Vh(y’)J)l(—Vh(y’)J)‘

IN

) ' x'),1)  (=Vh(y'),1
(- >1 ~|(=Vh(y"),

+ [[(=V D= 1(=Vh(y"), 1

< 2+ Llp(h) + Lip(h)? )C|X -y
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Dai, segue que Vh possui a propriedade desejada.

Assim finalizamos a prova do Teorema Flatness implica CH*. |

Teorema 5.5 (Flatness implica CH*-1I). Seja w uma solugdo no sentido da viscosidade
ndo negativa de (2). Suponha que 0 € F(u) e Q(0) = 1. Entdo, existe uma constante

universal € € (0,1) dependendo somente de n,8, go,g(1),g7'(1) e G7'(1) tal que se

3 E i
£ = 5 e &, = Ee".
1+ 1Qllcos 1) + s

e o grafico de u € e4-flat em By, isto é,
(Xn - 5*)+ < U(X) < (Xn + 5*)+; x € By.

entao F(u) N B & um grdfico Che,

Demonstragao. Se a estimativa (70) vale entao o resultado segue do Teorema 5.4. Caso

contrario, defina
u(e*x
v(x) = ( ), x € By.
£*

Nos temos que v é uma solu¢ao no sentido da viscosidade para

Agv="f* em ByN{v>0}
Vvl =Q*, em F(v),

onde f*(x) = e*f(e*x) e Q*(x) = Q(e*x). Ainda, 0 € F(u), Q*(0) =1,
(Xn - g)+ S V(X) S (Xn + E)+a X € B],

1l py) < €¥Ifllioopy) < &€ em  [Q*coss,) < (€9)P[Qlecoss,) < E.

Assim, pelo Teorema 5.4 concluimos que F(u) N B 1 é uma superficie C*. Isso implica

que F(u) N B% é uma superficie Ch*. [ |
5.4.2 Lipschitz implica CH*

O proéximo principal resultado é mais delicado e depende de teoria desenvolvida
para o operador p-laplaciano. Assim, para a sua prova é necessario alguns Lemas. O
primeiro é uma consequéncia do Lema 5.1 que profere a respeito da regularidade Lipschitz

local e estimativas de nao-degenerescéncia.
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Lema 5.5 (Nao-degenerescéncia forte). Seja w satisfazendo as hipdteses do Lema 5.1.

Entao, existem c >0 e 0 <1y < % universais tais que para cada x € F(u) N B%,

supu > cr Vr € (0,19).
Br(x)
Demonstra¢ao. Uma vez que F(u) é um gréfico de uma fungao Lipschitz temos que existe

¢, > 0 universal tal que
u(x) > c, dist(x, F(u))

para todo x € B7.

Dadozxo € Flu)n B% pela regularidade de F(u) existe um 19 > 0 de tal sorte
que o conjunto By(xo) N B} (u) contém um cone C(xq,0) com vértice em xo e o angulo 6
de abertura depende da coznstante Lipschitz da funcao que descreve F(u) em torno de xy.
Mais ainda, esse cone sé intersecta a fronteira livre em X,.

Seja 0 < r < 19 e considere B,(xp) e B%(xo). Tome y € <BT(X0) \W) N
C(xo,0), especificamente, queremos y no eixo do cone.

Por construgao, dist(y,0C(xq,0) N B,(xo)) < dist(y, F(u)). Mais, ainda

dist(y, 0C(x0,0) N B.(x0)) = [y — x4/, para algum x; € 0C(xo, 0).
Se x1 = X, entao [y — xo| = dist(y, F(u)) e

T
sup u > u(y) > Cy dlSt(U>F(u)) = C*|1J - X0| > Cyi-
By (x0) 2
Por outro lado, se x; # xo. Note que os pontos xo, y e x; formam um triangulo
retangulo, reto em x;. Vejamos a figura abaixo, para auxiliar na compreensao do ra-
ciocinio.

Figura 9 — Ilustracao do cone.

Eixo do cone —

| Clan,0)
1
i
y 9 .
R
<
1

1 /‘:‘\ QF(u)

Fonte: elaborado pelo autor.
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Logo,

sin <9> = y —xil & |y —xq| =sin (9) Ixo —yl.
2 Ixo — Yyl 2

Portanto,

0 0
sup u > u(y) > e, dist(y, F(u)) = c.ly —xi[ = sin (—) xo =yl > c,sin (—) I.
Br(xo) 2 2)2

Lema 5.6. Seja {f\} sequéncia localmente limitada de fungoes reais continuas definidas
num mesmo dominio. Assuma que existe uma familia {wy} de mddulos de continuidade

tal que, para uma constante Dy > 0,
If(x) — fuy)l < Diwillx —yl),  VkeN

e, para algum L,D; > 0,

L
t
J‘wf)dthz vk € N

0
Entao, a menos de uma subsequéncia, fy converge uniformemente localmente para uma

funcao f.

Demonstracao. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, é suficiente provar que {wy} é equiconti-
nua. Suponha por absurdo que isso nao ocorra. Entao, existe uma subsequéncia {wy;} e
ty; — 0 tal que, para algum ¢ > 0, wy;(ty;) > ¢, para todo j € N. E claro que podemos

assumir que 0 < ty; < L. Com isso,

L L
wy. (t 1
sz kﬂhuzﬁi-a:qmu—mmn.
te t te t )
j j
Para ty,; suficientemente pequeno, temos uma contradigao! [ |

Lema 5.7 (Compacidade). Seja 0 <1 <L < o0 e u: Q — R uma sequéncia solugoes

no sentido da viscosidade para

Agkuk =f em Q* (uk),
Vue| = Qx em  Fluy).

onde gy € G(8, 9o, &1,&2) com 1 < gy(1) < L e Flu) € um grdfico de fungoes Lipschitz

uniforme. Assuma ainda que

Ifxlliee () + [1Qx — Tl (q) = o(T1)
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quando k — oo. Entdo, existe goo : [0,00) — R satisfazendo (4) el < goo(1) <L, e
Uy - Q = R, tal que

(i) A menos de uma subsequéncia g — goo em C'(0,00) N C°[0,00) e w, — uo unifor-

mimente em compactos;

(ii) U € CHL(Q);

(111) o{ux > 0} — Of{ue, > 0} localmente na distancia de Hausdorff;

(1) Xw>0) = Xfuw>0) €m L'(B2).

(v) U € uma solugao no sentido da viscosidade de

{ Ag o =0 em QF(uy),

Vi =1 em  Flus).

Demonstracgao. O item (v), segue mutatis mutandis o passo 2# do improvement of flat-
ness.
Provemos (i). Pelo Lema 5.1 sabemos que as uy sao localmente Lipschitz e
limitadas. Entao,
e (x) —w(y)l < Colx —yl x,y e KCCQ

entao a sequéncia {u} é equicontinua. Pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, existe 1o, tal que
w, converge uniformemente. A fortiori, ¢ imediato que Uy € CHL(Q).

Agora, nos concentremos nas gi’s. Pelo Lema 2.1
gi (1) min{t®, 1%} < gi(t) < max{t’, t*}gi(1),
para todo t > 0 e k € N. Entao,
lmin{t®, t9°} < g, (t) < max{t®, t%°}L, (74)

para todot >0 e k € N.



Ora, gi(t) =

19k (%) — gr(y)]

onde wLL e d)l’L

denotando o modulo de continuidade de gy por w

Observe que

IN

<

Qo )2 g ) &Y \ng B g, (5)
= 1Qu.06) — Qu.(w)] £ + Q. (y) |2 - i
;,E(t)ngM+go gk)(:‘) _gkgy)'
wb’i(t)—maX{Xi’ I gedbi(t)
gy ML L o ),

ng

ng

oL

9

(t)

( ) gk(x)

(t

X

X

l

< wht(t

gk

para todo x € [l, L]. Portanto,

_ng
Qy () ) g ()8

)

IN

IA

Ty
(x)

X

max{L?, LgO}L a0 (I)lL(t).

l

tg'(x) — g(x)
X2

xg'(x) +9(x)

x2

g(x)(1 + go)

X2
max{L® L9}L(1 + go)
12

max{L% L9} (1 + go)
< P

, temos que

t O<t<L-1

Qo) 2 g (y) 9

sao, respectivamente, os médulos de continuidade de Qg, e

110

). Assim, para 1 < x,y < L com [x —y| < t, segue que

9k (t)
“—. Logo,
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Dessa forma,

L-1 L8 190\ -1 L-1 B
L (D;’E(t), dt < MJO wpr (t) dt + go JO @yt (t) dt
[, 19} L L—1
< %C(‘S)QO)E] <T) &2 (T)
5 .90 L1
N gomaX{L , L9} (1 + go) J tdt
12 0
~ L L-—1 ~
< ccts,gt () e () e

max{L% [90}L max{L8, 190} (14go)
T » 9o 2

que a menos de uma subsequéncia g, — Jo localmente uniformemente.

com C := max{ . Segue pelo Lema 5.6 que existe g, tal

Agora, defina go(t) = f(t) Joo(s) ds. Entao pelo Teorema fundamental do
célculo e pela convergéncia uniforme, gy — ¢o. Com isso, concluimos a prova de (i)
e (i1).

Para (iii), faremos uma prova por absurdo. Com efeito queremos mostrar que

dado K compacto, para cada ¢ > 0 existe um ky € N tal que para k > ky tenhamos
F(u) NK C Flug) NK + B, (0) (75)

Fli) N K C Flw) N K + B (0). (76)

A priori, suponhamos que (75) nao ocorra. Isto é, existem K, compacto e ¢y > 0 e uma

subsequéncia {uy; } tais que para cada j, existe um x; € F(w;) N Ko tal que
dist (x5, F(us) N Kg) > &o.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢y é menor ou igual a ry do Lema 5.5.
Caso isso nao ocorra, isto é £y > 19, poderiamos considerar 1y no lugar de ¢y na estimativa
acima.

Pela compacidade de Ko existe um xo tal que x; — Xo a menos de uma sub-

sequéncia. Entao, quando j — oo temos que
dist(x0, F(us) NKp) > €. (77)
Note que u,, satisfaz as hipéteses do Lema 5.1. Entao, se Uy (X)) > 0 temos que
U (Xo) > ¢, dist(xg, Fuse)) > cyéo. (78)

Ora, w (%) — Us(X0) € Wy (x;) = 0 para todo j € N. Entdo, por (78) temos uma

contradigao. Logo, U (Xo) < 0. Por (77), segue que xo € {u < 0}°. Além disso, Uy ¢
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identicamente nula em B (o).

Por fim, temos para j suficientemente grande que [x; —xo| < 5 entao,
B%o(xj) C Be,(%0)-

Pelo Lema 5.5,
S U > C fo
up kj = ?

B £ (Xj)
2
Da convergéncia uniforme segue o absurdo. Para ¢, existe j suficientemente grande

€0
sup Uy < Cz.

BiQ(Xj)
2

Para o caso em que (76) ndo ocorra, a demonstracao segue mutatis mutandis
ao caso checado acima.
Por fim, vamos averiguar (iv). Seja ¢ > 0 considere B; N{u., > €}. Da

convergencia uniforme existe que ko € N tal que

u u, .
k 00 2

Em particular, para k > ko segue que em B, N{u, > €}, we > 5;0. Entao, tendo em
vista, k > kg

A
J X(uw>0) — X0l dx = [X(uso>0) — X0l dx + J IX(weo>0) — X0l dx
B, JBrM{uco>e} BoN{uco<e}
r
= IX(uso>0) — X0yl dx
JBrN{uco<e}
.
= X >0} — Xfwe 0yl dx
JBoN{0<uco <e}
A

+ IX(we>0) — Xu >0y dx
JBorM{use <0}

By N{uce <0} N {u > 0} + B2 N{0 < ueo < €} N {ux < O}

Assim,

lim supJ |X{uoo>0} - X{uk>0}| dx =0
B2

k—o0

Portanto, vale (iv). |

Para o proximo Lema seja p € (1,00) e o p-laplaciano
Apu = div(|[VulP?vu).

Lema 5.8 (Lema de aproximacao). Seja p € (1,00), e* € (0,1), L>0eu:B; - R
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uma solucao no sentido da viscosidade de

Agu=0 em Bj(u),
IVul =1 em  F(u).

onde g satisfaz (4), g € G(8, 9o, &1,&2), g(1) =L e F(u) é um grdfico Lipschitz. Entao,

existe v: By = R uma solucao no sentido da viscosidade para

{ Ayv=0 em BJ(v), (79)

IVv|=1 em F(v).
¢ 1o = Holpy €%, L, &1, E2) > O tal que sc
max{[p — (1+8),Ip — (1 + go)l} < 1o

entao,
=Vl () < €7
Em particular, F(v) € localmente Lipschitz.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que encontramos uma sequéncia 0 < 0y < gox <
oo tal que
max{[p — (1 + &)L [p— (1 + gop)l} < px, Pk —0 (80)

Agkuk = O em Bj(uk),
|V1,Lk| =1 em F(uk)

onde gy satisfaz (4), g € G(9,go, &1,&2), gr(1) = L e F(uy) é um grafico Lipschitz, mas
para qualquer solugao de (79), existe ¢* > 0 tal que

Il —Vl|Leos,) > €*. (81)
Pelo Lema 2.1 sabemos que
gic(t) min{s®, s9°%} < gy (st) < max{s"™, s9}gy (t).

Logo, fazendo k — oo
Joo (1)S"! < goo(st) <SP guo(t).

Assim, por (80), conclui-se que

Jools) = LsP ™.
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Agora, pelo Lema 5.7 existe Uy, : B — R uma solugao no sentido da viscosidade para
Ag Us =LA U =0, em Bj(us),

onde W, — Uy uniformimente em compactos de B; e F(uy,) é localmente Lipschitz.

Seja xo € F(us) e @ € C%(B;) tal que @+ toca Uy estritamente por baixo
em Xo ¢ V@(xo) # 0. A prova onde @7 toca por cima U, segue de maneira similar.
Claramente, existe uma vizinhanca D de x; tal que V@ # 0. Mais uma vez, usando o

Lema 5.7 podemos encontrar x € F(u, ) N D e constantes ¢, — 0 tais que x, — Xg €

we(xk) = @ (xi) == (@(xx) + i)™

e W > @) em uma vizinhanca de xy.

Assim, pela condicao de Fronteira livre das u’s nés temos

Vo xi)l = [Ver(x)l < T.

Fazendo k — 00, U ¢ solucao no sentido da viscosidade de (79). Mas para k suficiente-
mente grande

*

||uk_uoo||L°°(B1) <&

Uma contradi¢ao com isso segue o resultado. |

Lema 5.9 (One-phase solution). Seja uy : R™ — R solugdo de

(82)

Apuy =0 em Q%(u)
Vu-v=1 em Fu),

e Flug) = {(x/,xn); h(x') = xn, X’ € R¥ "} com Lip(h) < oco. Entdo, h € linear e

u = (xn)" a menos de rotacgoes.

Demonstracao. Assumamos sem perda de generalidade que 0 € F(uy). Do contréario,
definiremos v(x) = u(x) — u(0).

Por Lewis e Nystrom (2012), desde que g é solugdo em B, de (82) entao, em
By, F(ug) é CH*. Logo,

lh(x’) —h(0) — Vh-x'| < Clx/|"™

com C > 0 universal e x" € Bj.
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Seja A > 0, e defina vy (x) = w, temos que vy é solucao global de

Ap\))\ =0 em QF (V)\)
Vvi-v=1 em F(vy).

}\ /
Entao, F(vy) = {(Ax/,Axn); h(Ax’) = Ax,}. Defina, hy(x) = h{ AX ). Assim, vy é solucao

em B;, logo, em B;

lha(x') —ha(0) — VR(0) - x/| < CK/["™
llh(Ax’)—h(O)—Vh(O)-?\x’l < Cp/|'**

N <
)\ /1140
[h(Ax") —h(0) — Vh(0) - Ax'| < C7‘—| ;\(1|+oc :
Logo, para y’ € By,
/ ) |y/|1+oc
M(y") =h(0) = Vh(0) -yl < C35

Fazendo A — oo, temos que h é linear. Como Vug - v = 1 em F(up) entdo, a menos de

rotacao uy = (xn)7. [ |

Teorema 5.6 (Lipschitz implica C"%). Seja w uma solu¢io no sentido da viscosidade
ndo negativa para (2) onde g € G(9, go, &1, &2). Assuma que 0 € F(u) e Q(0) > 0. Ewxiste
uma constante universal oy € (0,1) depende somente de n,d, B, go, &1 € & tal que se
go — 6 < wo e F(u) € o grdfico Lipschitz em uma vizinhanca de 0, entdo F(u) é CH* ¢
uma (menor) vizinhanca de 0.

Demonstracao. Seja € > 0 a constante universal do Teorema 5.4 e 1 (6, %) como no Lema
5.8. Sem perda de generalidade Q(0) = 1. Suponha ainda que go — & < po. Considere

we(x) = Uy, (x) = u(pkx),

Px

com px — 0 quando k — oco. Cada wy é solugao de

Aguk = fk em Q+(Uk),
V| = Qx em  Flw),

com
fi(x) == peflpex) e Qulx) :== Q[pix).

Mais ainda, para k suficientemente grande

Iflliee(B,) = Pxllflliee < E,



116

1Qi(x) — 11 = 1Qk(x) — Qx(0)] < pP[Qlcos,) < E.

Assim, pelo Lema 5.8, temos a menos de uma subsequéncia, U, — Uy, uniformemente em
compactos em R™, e o limite blow-up u,, resolve o problema de fronteira livre homogéneo
global de uma fase
Agus, =0 em {ue > 0}
{ [Vue| =1 em  Flug).

Desde que F(u) é um grafico Lipschitz em uma vizinhanga de 0 nés também temos que
F(us) é um gréfico de uma funcao Lipschitz. Agora, considere v : R™ — R soluc¢ao no

sentido da viscosidade de
Ayv=0 em {v>0}

IVv|=1 em  F(v).

onde p =1+ 5%’5 Em particular, pelo Lema 5.7

oo — V1 <

No| e

e F(v) é Lipschitz. Para k suficientemente grande

™2

u — Vo) <
Assim, pelo Lema 5.9 segue que v é uma one-phase solution, isto é a menos de rotacoes
v(x) =x;.

Neste caso, uy é e-flat em By, ou seja,

(Xn - E)Jr S LL(X) S (Xn + g)+7 X € Bl‘

Assim, podemos aplicar o Teorema 5.4 e concluir que F(u) é C"* para algum o € (0,1).
[ |
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6 CONCLUSAO

A nova abordagem desenvolvida por Daniela de Silva para problemas de fron-
teira livre, abrange um novo rol de operadores. Contudo, nem sempre é possivel obtermos
os resultados na mesma dire¢ao que De Silva (2011). Isso ocorre, naturalmente, devido as
limitagoes impostas pelo operador e a disponibilidade dos ingredientes necessarios. Espe-
cialmente, para o Teorema Lipschitz implica Ch*, que a entdo argumentacao depende da
one phase solution para o problema de fronteira livre com o devido operador.

No nosso problema, conseguimos de maneira satisfatéria, o Teorema Flatness
implica C*, e com respeito ao Lipschitz implica C"*, conseguimos provéa-lo impondo
condigoes sobre g e & — go. Dessa forma, conseguimos utilizar a teoria desenvolvida por
Lewis e Nystrom (2012), para o p-laplaciano e assim, chegamos nas condigoes do Flatness
implica Ch*.

Um outro obstaculo a ser superado, é saber se solucoes fracas sao solugoes
no sentido da viscosidade para o nosso operador. Pois essa nova abordagem se faz para
solucoes no sentido da viscosidade. Como o g-laplaciano é da forma divergente, é natural
que se tenham resultados importantes para as solucoes oriundas do sentido das distri-
buicoes. A titulo de exemplo, a desigualdade de Harnack para o g-laplaciano é valida
para solucoes no sentido das distribuicoes. Devido a equivaléncia entre esses tipos de
solugoes para o operador em questao, podemos recuperar as ferramentas necessarias e dar
os demais passos.

Em suma, o resultado chave é o Improvement of flatness que é usado de forma
recorrente na demonstracao do primeiro resultado principal, e para obté-lo é necessario
a desigualdade de Harnack. Além desse importantissimo teorema, as barreira de Pucci,
bem elucidadas em Braga e Moreira (2018), moram no cora¢ao das demonstragoes dos

resultados estruturais para o g-laplaciano.
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