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RESUMO 

No presente trabalho, após uma breve revisão da função W de Lambert, a função Wq de 

Lambert-Tsallis é introduzida. Basicamente, a função Wq é uma generalização da função W que 

resolve a equação Wq(z)expq(Wq(z)) = z, na qual expq(z) é a função q-exponencial usada por 

Tsallis em mecânica estatística não extensiva. É mostrado que a função Wq tem um papel em 

sistemas com comportamentos descritos por uma lei de potência, similar ao papel da função W 

em sistemas descritos por uma lei exponencial. Exemplos de funções Wq para diferentes valores 

de q são apresentados, algumas propriedades de Wq são descritas e, por fim, aplicações de Wq 

em diferentes áreas da engenharia e da física são discutidas.     

 

Palavras-chave: Função W de Lambert, Função Wq de Lambert-Tsallis, q-exponencial. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

ABSTRACT 

 In the present work, after a brief review of the Lambert W function, the Lambert-Tsallis Wq 

function is introduced. Basically, the Wq function is a generalization of the W function that 

solves the equation Wq(z)expq(Wq(z)) = z, where expq(z) is the q-exponential function used by 

Tsallis in non-extensive statistical mechanics. It is shown that Wq plays for systems described 

by a power-law, a similar role that the W function plays for systems described by an 

exponential-law. Examples of Wq functions for different values of q are provided, some 

properties are described and, at last, applications of Wq in different areas of engineering and 

physics are discussed. 

  

 

  

  Keyword: Lambert W Function, Lambert-Tsallis Wq function, q-exponential. 
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1. INTRODUÇÃO  

  

 

 A função W de Lambert (LAMBERT, 1758), (EULER, 1783) é uma função que aparece 

em soluções analíticas de problemas em diferentes áreas da engenharia, física e matemática. 

Basicamente, ela é definida a partir da seguinte equação W(x)exp(W(x)) = x ou, 

semelhantemente aexp(a) = b implica em a = W(b). A partir de sua definição pode-se perceber 

que a função W é útil no modelamento de sistemas físicos que são descritos por uma lei 

exponencial como, por exemplo, um circuito de corrente continua contendo apenas um resistor 

e um diodo. Adicionalmente, pode-se também notar a partir de sua definição que a função W 

possui uma relação importante com as funções exponencial e logaritmo. De fato, é possível 

calcular a função W a partir de uma relação de recorrência com a função logaritmo. 

 Em 1988, reconhecendo que a entropia de Boltzmann não se aplica a todos os sistemas 

físicos, Tsallis introduziu a sua entropia, chamada posteriormente de entropia de Tsallis 

(TSALLIS,1988), A entropia de Tsallis, por sua vez, mostrou o caminho para generalizações 

das funções exponencial e logaritmo, as funções q-exponencial (expq(x)) e q-logaritmo (lnq(x)), 

sendo q um número real, chamado de parâmetro de não extensividade, que parametriza as 

funções generalizadas. Ambas recuperam as funções originais quando q assume o valor 1. 

Existem outras generalizações como, por exemplo, as funções -exponencial e -logaritmo, 

propostas por Giorgio Kaniadakis (KANIADAKIS, 2002), em (DA SILVA, J. et al, 2020a), 

(DA SILVA, J. et al, 2020b) é apresentada a função W de Lambert-Kaniadakis, mas que não 

são consideradas neste trabalho. 

  Diante do acima exposto, a presente tese responde à seguinte pergunta: existe uma função 

Wq, generalização de W, relacionada às funções q-exponencial e q-logaritmo, que resolva o 

problema Wq(x)expq(Wq(x)) = x ou, similarmente, aexpq(a) = b implica em a = Wq(b)? A 

resposta é positiva. Existe toda uma família de funções Wq(x), aqui chamada de função de 

Lambert-Tsallis. No caso particular de q = 1, a função de Lambert é recuperada. Além disso, o 

valor da função Wq(x) pode ser calculado recursivamente a partir da função lnq(x). Assim como 

a função original W, a função Wq encontra aplicações em diferentes áreas da engenharia, física 

e matemática como, por exemplo, processamento de imagens, circuitos eletrônicos, física de 

semicondutores, física quântica, física estatística e solução de polinômios, dentre outras. 

Entretanto, enquanto a função W pode aparecer em soluções analíticas de sistemas físicos com 
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comportamento exponencial, a função Wq pode aparecer em soluções analíticas de sistemas 

físicos com comportamento regido por uma lei de potência. Há de se destacar que essa ligação 

de Wq com uma lei de potência claramente a torna apta a ser raiz de certos polinômios quando 

a potência em questão é um número inteiro. Por exemplo, as raízes de um polinômio cubico na 

forma deprimida (todo polinômio cubico pode ser escrito na forma deprimida) e as raízes de 

um polinômio de grau cinco na forma de Bring-Jerrard (todo polinômio de grau cinco pode ser 

escrito na forma de Bring-Jerrard) são facilmente escritos em função de Wq. Essas soluções são 

bem mais compactas que as soluções encontradas em (BRING, et al, 1786), (BRING, 1864), 

(JERRARD,1852), (JERRARD,1859), (HARLEY, 1963), (WEISSTEIN,2002), (KLEIN, 

1956). Tradicionalmente, a função expq é utilizada em física-estatística, descrevendo 

distribuições de probabilidade q-exponencial, q-Gaussiana dentre outras. A introdução de Wq 

proporciona o uso direto da função expq no modelamento de sistemas em diferentes áreas da 

física. 

 Já existem na literatura alguns trabalhos importantes com estudos, analises e aplicações 

da função Wq de Lambert-Tsallis, como a nova função de ativação para redes neurais do tipo 

Redes de Função de Base Radial em (DA SILVA J. L. M. et al, 2019), a função Wq foi usada 

no estudo do mapa logístico com decaimento exponencial deformado para determinar o ponto 

fixo e bem como para analisar a dinâmica da disentropia no regime caótico (DA SILVA, J. L. 

E et al, 2020b). A função Wq foi utilizada na solução de polinômios cúbicos (RAMOS, 2020a), 

e na determinação de limites da função de contagem de primos (RAMOS, 2020b), assim como 

na solução de problemas relativísticos em (RAMOS, 2020c). Recentemente em (RAMOS, 

2021) foram feitas soluções analíticas das raízes de três classes de polinômios de grau cinco e 

mais recentemente o trabalho sobre o estudo de circuitos onde temos a relação corrente-tensão 

como em um circuito RCD (resistor-capacitor-diodo) em (DE ANDRADE, et al, 2021). Por 

fim, a nova função Rq,Q(z), solução da equação Rq,Q(z) ×Q expq(Rq,Q(z)) = z é apresentada em 

(RAMOS, 2020) como uma generalização de Wq(z). 

 Por fim, a função Wq de Lambert-Tsallis apresenta uma interessante estrutura no plano 

complexo. Entretanto, nesta tese apenas as soluções reais são consideradas, uma vez que o 

interesse maior da tese além da introdução de Wq está na solução de problemas de engenharia e 

física.  

         Diante do acima exposto, a presente tese está dividia em quatro capítulos. O Capítulo 2 

traz uma breve revisão da função W de Lambert, a descrição de algumas propriedades e a 
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solução de alguns problemas matemáticos utilizando-a. O Capítulo 3 faz a introdução da função 

Wq de Lambert-Tsallis, descreve algumas de suas propriedades, apresenta um pequeno 

algoritmo para o cálculo numérico de Wq e mostra várias aplicações de Wq em diferentes áreas 

da física e da engenharia. Por fim, o Capítulo 4 apresenta as conclusões e as perspectivas de 

trabalhos futuros.     
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2  A FUNÇÃO W DE LAMBERT   

 

2.1 Introdução  

 

 Há inúmeras aplicações da Função W de Lambert na literatura nas mais diversas áreas nas 

soluções analíticas de problemas em matemática (CORLESS et al., 1996),( BORWEIN et al., 

1999), ( CHAPEAU-BLONDEAU et al., 2002) , ciência computacional (KLUSÁČEK, 2008), 

na cinemática enzimática (SCHNELL et al., 1997), na enegenharia (YI et al., 2006); (YI et al., 

2007), em mecânica estatística (CAILLOL, 2003), na dinâmica dos fluidos (PUDASAINE, 

2011), em cálculos de alcance de sistema a laser (STEINVALL, 2009), no estudo da velocidade 

de saída quanto a taxa de perda de massa do vento solar das partículas de plasma (CRANMER, 

2004) e etecétera e tal. 

 A função W(z) de Lambert é uma importante função elementar (CHOW.1999), (como o 

são sen(x), cos(x), exp(x), log(x), etc...) que encontra aplicações em diversos ramos da 

matemática, física e ciência da computação. A função W(z) é formalmente definida, para 

qualquer número complexo z, como a função que é a solução da equação 

 

( ) ( )W z
W z e z= .                                                                                                                      (2.1) 

 

Como a função W(z) é não injetora, existem infinitas soluções e elas são diferenciadas por um 

número inteiro, cada um representando um ramo de W. Desta forma, as soluções são 

representadas por Wk(z), k = 0, ±1, ±2, ±3... É de especial interesse os casos em que as soluções 

são reais, o que ocorre nas soluções de problemas físicos, por exemplo. Se z é puramente real, 

três situações são possíveis:   

 

I) Existem duas soluções reais, W0(z) e W-1(z).  

II) Só há uma solução real, W0(z).  

III) Não há nenhuma solução real. Todos os outros ramos são soluções complexas, 

mesmo para z real.  

 

Como citado no item I), para z real podem haver duas soluções reais, W0(z) e W-1(z). De fato, 

na faixa -1/e  z  0 existem dois valores reais de W(z). O ramo satisfazendo W(z)  -1 é o ramo 

principal chamado W0(z) enquanto que o ramo satisfazendo W(z)  -1 é chamado de W-1(z). Para 
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z > 0 só W0(z) é real e para z < -1/e não há soluções reais. O gráfico da função W(z) versus z é 

mostrado na Fig. 1.1. 

 

Figura 1.1 - W(z) versus z. 

 
Fonte: Elaborada pelo autor. 

 

Portanto, -1 < W-1(z) < 0 para -1/e  z < 0, e -1 < W0(z) < + para -1/e  z < +. 

  

2.2 Propriedades da Função W de Lambert 

 

 A representação em série de W0 é dada por (CORLESS et al., 1996)  

 

( )
( )

1

0

1

.
!

n

n

n

n
W z z

n

−


=

−
=                                                                                                            (2.2) 

 

Em (2.2) segue da inversão do Teorema de Lagrange (CARATHÉODORY,1954). 

 

O valor assintótico da função Wk é da forma (DENCE,2013). 

 

( ) ( ) ( )ln 2 ln ln 2 .kW z z i k z i k  + − +                                                                               (2.3) 
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A primeira e a segunda derivada da função W podem ser calculadas da seguinte forma 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

W z

W z W z W zdW z e dW z dW zdz
z W z e W z e e

dz dz dz dz
=  =  = +   

( )

( ) ( )

( )

( )

1
     para 0.

11
W z

dW z W z
z

dz z W zW z e
= = 

+ +    

                                                    (2.4) 

 

De forma semelhante encontra-se  

 

( ) ( ) ( )

( )

22

32 2

2
.

1

W z W zd W z

dz z W z

+  = −
+  

                                                                                           (2.5) 

 

Em geral tem-se que 

 

( )
( ) ( )( )

( )
2 1

 para 1.
1

nW zn
n

nn

e p W zd W z
n

dz W z

−

−
= − 

+  

                                                                            (2.6) 

 

Em (2.6) os polinômios pn obedecem à relação de recorrência 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 3 1 + 1    para 1
n

n n

dp
p n n p n

d


   


+ = − + − +                                               (2.7) 

 

sendo p1() = 1. Além disso, tem-se que pn(0) = (-n)(n-1)/n! para n  1. Por fim, as seguintes 

integrais podem ser encontradas na literatura (DENCE,2013). 

 

( )
( ) ( )

( )

2
1x W x W x

W x dx c
W x

 + −
 = +                                                                                  (2.8) 

( )
( ) ( ) 

( )

22

2

2 1 2 1
.

8

x W x W x
xW x dx c

W x

 − +    
= +                                                                 (2.9) 
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2.3 Exemplos da Utilização da Função W de Lambert 

 

Exemplo 1: 

 

Por definição, a solução de yey = x é y = W(x), ou seja 

 

( ) ( ) ( ) ( ).y y yye x W ye W x W ye y y W x=  =  =  =                                                  (2.10) 

 

Exemplo 2: 

 

( ) ( )/ / / /1
ln 1x y x y x y x yx x

y y x y e e x e W x W e
y y y

 
=  =  =  =  =  

 
 

( )
( )

.
x x

W x y
y W x

 =  =                                                                                                 (2.11) 

 

Exemplo 3: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln ln
ln ln ln ln .

y y W x
y y x x y e W x W y e W x y y e =  =  =  =  =

 
 (2.12) 

 

Exemplo 4:  

 

( )
( )

ln
ln xy xy xy

y
x y xy y e xy xe xye x

y

−=  =  =  − = −  − = −  

( ) ( ) ( )
( )

.xy
W x

W xye W x xy W x y
x

−
−

 − = −  − = −  = −                                              (2.13) 

 

Exemplo 5: 

 

( ) ( ) ( ) ( )ln .x y x y xx y y e ye W e W ye y W e= +  =  =  =                                            (2.14) 

 

Exemplo 6:  
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( ) ( ) ( ) ( )( )ln .
y yy x y e x y e y x xx y e e e e W e W e e e W e y W e= +  =  =  =  =               (2.15) 

 

Exemplo 7: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1

x yy y y xx y e x y e x y e x y e e
−−= +  − =  − =  − =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).x y x x xW x y e W e x y W e y x W e
− − =  − =  = −

 
                                      (2.16)  

 

Dos exemplos 6 e 7 tem-se que  

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )ln ln ln ,x xW e x W e W y y W y= −  = −                                                     (2.17) 

 

Válida no ramo principal quando y > 0.  

  

Exemplo 8: 

 

( )
1 1 1

.
y

y ye
x ye W ye W y W

y x x x

− −    
=  − = −  − = −  = − −   

   
                                    (2.18) 

 

Exemplo 9:  

 

1/2 1/2 1/2
2 1/2 2 2 2 2 .

2 2 2 2 2

y y y yx y x y x
x y e x ye e W W e y W

      
=   =  =  =  =    

    
(2.19) 

 

Exemplo 10: 

 

1/2
2 1/2 2 2 1/2 2

2 2

y y y yy x
x e y x e y ye x e

−
− − −=   =  =   − =   

1/2 1/2
2 2 .

2 2 2

yy x x
W e W y W

− −
−     

 − =   = −     
     

                                                                   (2.20) 
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Exemplo 11: 

 

( ) ( ) ( )
( )2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 .
2

y y y
W x

x ye x y e W x W y e y W x y=  =  =  =  =   (2.21) 

 

Exemplo 12: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ln ln ln ln
1 ln ln ln

y x y x y x y xyy x y e ye y x e x W y x e
− − −

=  =  = − = −  − =   

( ) ( ) ( )
( )

( )

ln
ln ln ln .

ln

W x
W x y x W x y

x

−  −  − = −  = −                                                 (2.22) 

 

Exemplo 13:  

 

Seja a seguinte equação diferencial de atraso com coeficientes constantes (CORLESS et al., 

1996) 

 

( )1 .
dy

ay t
dt

= −                                                                                                                         (2.23) 

 

Usando a solução teste y = et em (2.23) tem-se 

 

( ).t t

ke ae e e a W a     −=  =  =                                                                             (2.24) 

 

Como a equação diferencial em (2.23) é linear, tem-se que a seguinte função também é solução 

 

( )
.kW a t

k

k

y c e


=−

=                                                                                                                    (2.25) 

 

Se pelo menos um dos Wk(a) tiver parte real positiva, a solução y(t) cresce exponencialmente. 

 

Exemplo 14: 

 

A distribuição espectral da radiação do corpo negro é dada por 
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( )
( )

58
, .

exp 1

hc
T

hc kT

 
 


=

−
                                                                                               (2.26) 

 

Em (2.26), h é a constante de Planck, c é a velocidade da luz, k é a constante de Boltzmann,  

é o comprimento de onda e T é a temperatura. O comprimento de onda no qual (,T) é máximo 

obedece à lei de deslocamento de Wien, maxT = b, sendo b a constante de deslocamento de 

Wien. Para determinar o valor de b, pode-se derivar a distribuição de Planck em relação ao 

comprimento de onda e igualar o resultado a zero:  

 

( )

max max max

,
0 5exp 5 exp 0.

T hc hc hc

kT kT kT

 

   

    
=  − + + =   

    
                                      (2.27) 

 

A solução analítica de (2.27) pode ser obtida com a função W de Lambert 

 

( ) ( )

max max max max max

0 0

max max max max

max

5exp 5 exp 0 5 exp 5

5 exp 5 5exp 5 5 exp 5 5exp 5

5

hc hc hc hc hc

kT kT kT kT kT

hc hc hc hc
W W

kT kT kT kT

hc

kT

    

   



       
− + + =  − = −        

       

        
− − = − −  − − = − −            

        

− = ( ) ( )0 0

max

5exp 5 5 5exp 5
hc

W W
kT

− −  = + − −      

 

( )
max

0

.
5 5exp 5

hc k
T

W
 =

+ − −  

                                                                                         (2.28) 

 

Portanto, b = 2.89310-3 mK. 

 

2.4 Cálculo Numérico da Função W de Lambert  

 

 Não é objetivo da presente tese desenvolver ou melhorar técnicas numéricas para o 

cálculo da função W. Os principais softwares de cálculo numérico comerciais como Maple, 

Mathematica e MATLAB possuem a implementação da função que calcula W. Desta forma, a 

presente seção apenas discute de forma breve alguns métodos para o cálculo de W. 

 Em (CORLESS et al., 1996) pode-se reescrever (2.1) da seguinte forma  
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( ) ( ) ( )( )ln ln .W z z W z= −                                                                                                   (2.29) 

 

Para x > 0 e W(z) > 0, a eq. (2.29) representa a parte positiva de W0. Portanto, pode-se usar 

(2.29) para calcular W0(z) quando W0(z) > 1 ou, equivalentemente, z > e. Usando (2.29) de 

forma recursiva obtém-se 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )0 ln ln ln ln ln ln ln ln .

ln

ln

z
W z z z z z

z

z

= − − − − =                                (2.30) 

Para x < 0 e W(z) < 0, pode-se multiplicar ambos os lados de (2.1) por -1 e tomar o logaritmo:  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ln ln
W z W z W z

W z e z W z e z W z e z= − = −  − = −   

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ln ln ln ln .W z W z z W z z W z− + = −  = − − −                                           (2.31) 

 

A eq. (2.31) pode ser usada para calcular o ramo W-1. Usando (2.31) recursivamente obtém-se 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )1 ln ln ln ln ln ln ln ln .

ln

ln

z
W z z z z z

z

z

−

−
= − − − − − − − − − − − =

−
−

−
−

       (2.32) 

 O software Maple calcula a função W de Lambert fazendo uso do método de Halley 

(BROWN, 1977), (ALEFELD, 1981), que é um método de terceira ordem (usa a aproximação 

da função com derivadas de até terceira ordem). O método consiste na iteração do mapa 

(CORLESS et al., 1996; VALLURI et al., 2000; VEBERIC, 2009; JENN, 2002)  

 

( )
( )( )

1

2
1

2 2

j

j

j

w

j

j j w

j jw

j

j

w e z
w w

w w e z
w e

w

+

−
= −

+ −
+ −

+

,                                                                    (2.33)

  

sendo z a variável de entrada. A função W-1 também pode ser calculada através de sua expansão 

em série (BLONDEAU et al., 2002) 
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( )1

0

l

l

l

W z p


−

=

=                                                                                                                      (2.34) 

2 2 21

1 2 4 2 1

k k k k
k

k

k k

   
 − − −−  

= + − − 
+ + 

                                                                                                   (2.35) 

1

1

2

k

k j k j

j

  
−

+ −

=

=                                                                                                                                          (2.36) 

0 1 0 11,  1,  2,  1.   = − = = = −                                                                                                            (2.37) 

 

Em (2.34) p = -[2(ez+1)]1/2. A série em (2.34) converge para -21/2 < p  0, ou seja, para -1/e  z 

< 0, exatamente o domínio de existência de W-1. Os primeiros sete termos de (2.34) são: 

 

( ) 2 3 4 5 6

1

1 11 43 769 221
1 .

3 72 540 17280 8505
W z p p p p p p− = − + − + − + −                                                        (2.38) 

  

 Por fim, o sistema iterativo de Fritsch (FRITSCH et al.,1973) usado em (VEBERIČ,2012) 

é dado por 

 

( )1 1j j jw w + = +                                                                                                                  (2.39)

1 2

j j j

j

j j j

z q z

w q z


  −
=     + −  

                                                                                                     (2.40) 

( )
2

2 1 1
3

j j j jq w w z
 

= + + + 
 

                                                                                              (2.41) 

ln .j j

j

x
z w

w

 
= −  

 

                                                                                                                (2.42) 

 

3    A FUNÇÃO Wq DE LAMBERT-TSALLIS E SUAS APLICAÇÕES  

 

3.1 Introdução 

 

         Neste capitulo, a função Wq de Lambert-Tsallis é introduzida. Algumas de suas 

propriedades são discutidas, um algoritmo para o cálculo numérico de Wq é descrito e, por fim, 

aplicações de Wq em diferentes áreas da engenharia e da física são apresentadas.  
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3.2 As Funções q-Exponencial e q-Logaritmo 

 

 Podem ser encontradas na literatura (BORGES, 1998), (YAMANO, 2002), 

(CURADO,1990) (BORGES, 2004), ( NIVANEN et al.2003), diferentes generalizações da 

função exponencial. No contexto da mecânica estatística não extensiva, surgem as funções 

exponencial e logarítmica generalizadas quando Tsallis introduziu sua entropia em (TSALLIS, 

1988). Essas generalizações são parametrizadas por uma variável real usualmente chamada de 

‘q’. Quando q = 1 (ou no limite quando q tende para 1), a função exponencial é recuperada. 

Neste trabalho estamos interessados na função q-exponencial de Tsallis (UMAROV et al., 

2008). As operações com a exponencial generalizada de Tsallis requerem o uso das operações 

q-adição, q-subtração, q-multiplicação e q-divisão definidas por (UMAROV et al., 2008).   

 

 

( ): 1qa b a b q ab+ = + + −                                                                                                       (3.1) 

( ) ( ): 1 1qa b a b q b− = − + −                                                                                                                     (3.2) 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1 1 1

: max 1 ,0 1
q q

q q q q

qa b a b a b
− −

− − − −

+

    = + −  + −
                                             (3.3) 

( ) ( ) ( )1 1
1 1

: 1
q

q q

qa b a b
−

− −  = − +
 

                                                                                              (3.4) 

 

 A função q-exponencial de Tsallis, por sua vez, é definida como 

 

( )
( )

( )

( )

( )

1 1

1 1

se 1

: 1 1  se 1 &  1 1 0.

se 1 &  1 1 00      

x

qx

q

q

e q

e q x q q x

q q x

−

−

 =


= + −  + −   
  + − 


                                                         (3.5) 

 

Usando (3.1) -(3.4) as seguintes propriedades da exponencial generalizada de Tsallis podem ser 

obtidas 

 

qa ba b

q q qe e e
+

=                                                                                                                             (3.6) 

a b a b

q q q qe e e+ =                                                                                                                                                   (3.7) 
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qa ba b

q q qe e e
−

=                                                                                                                                                    (3.8) 

a b a b

q q q qe e e− =                                                                                                                                                   (3.9) 

 

Além disso, usando (3.1) -(3.9) podem-se obter as seguintes relações 

 

( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 101 .q b b q b b q bb b

q q q q q qe e e e e e
− − + − − + −      = = = =                                                                 (3.10) 

( ) ( )
( )  ( )

( ) ( )
( )

( )

1

1 1 1

1 1

1
1 1 1 1 1

q

q qx x

q q

q
e q x q x x e


  






−

− −

− −

− 
= + − = + − = + =        

 
         (3.11) 

( )

( )

( )
.

q
f t

qf t

q

ed
e

dt df t dt

 
 =                                                                                                               (3.12) 

 

De (3.11) obtém-se, por exemplo, 𝑒𝑞
𝑥𝑒2−𝑞

−𝑥 = 1. A função inversa da q-exponencial é o logaritmo 

natural de Tsallis, definido como sendo 

 

( )

( )
( )1

ln       0 & 1

1
ln :   0 & 1 .

1

não definido   0  

q

q

x x q

x
x x q

q

x

−

 =


−
=  

−
 

                                                                                     (3.13) 

 

Desta forma 

 

( )ln
 para 0q x

qe x x=                                                                                                               (3.14) 

( )ln  para 0 <   .x x

q q qe x e=                                                                                                (3.15) 

 

Novamente usando (3.1) -(3.4) as seguintes propriedades do logaritmo generalizado de Tsallis 

podem ser obtidas 

 

( ) ( ) ( )ln ln lnq q q qab a b= +                                                                                                  (3.16) 

( ) ( ) ( )ln ln lnq q q qa b a b+ =                                                                                                (3.17) 

( ) ( ) ( )ln ln lnq q q qa b a b= −                                                                                                 (3.18) 
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( ) ( ) ( )ln ln lnq q q qa b a b− =                                                                                               (3.19) 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

1
1

1 1

1 1
ln = = ln  .

1 1

q
q

q q

x x
x x

q q

 



 


−
−

− −

− −
=

− −
                                                         (3.20) 

 

3.3 A Função Wq de Lambert-Tsallis 

 

 A função Wq de Lambert-Tsallis é definida como sendo a solução de 

  

( ) ( )
,qW z

q qW z e z=                                                                                                                    (3.21) 

 

Usando as propriedades da q-exponencial (3.6) - (3.9) e do q-logaritmo (3.13) - (3.16), alguns 

problemas similares aos descritos no Cap. 2 podem ser resolvidos. Por exemplo: 

 

 

Exemplo 1:  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )ln .
y y y

q q q qy e e ey x y x y y x x

q q q q q q q q q q q q q q q q qx y e e e e e W e W e e e W e y W e
+

= +  = =  =  =  =   (3.22) 

 

Exemplo 2: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln ln
ln .q q qy y yx y y x y x

q q q q q q q q q q q q qx y y e e e e ye W e W ye y W e
+

= +  = = =  =  =     (3.23) 

 

Obviamente, Wq=1(z) = W(z). Para q  1, a eq. (3.21) pode ser reescrita como:  

 

( ) ( ) ( )
( )1 1

1 1 .
q

q qW z q W z z
−

 + − =                                                                                            (3.24) 

 

Ou seja,  
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( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
1 0.

q q q

q qW q W z
− − −

+ − − =                                                                                          (3.25) 

 

Pode-se notar que, para certos valores de q a equação (3.25) é um polinômio. Nesses casos, os 

diferentes ramos de Wq são raízes desse polinômio.  Por exemplo, para q = 0 tem-se os dois 

ramos reais de Wq dados por 

 

( ) ( )0 1 1 4 2  for  1 4qW z z z+

= = − + +  −                                                                           (3.26) 

( ) ( )`

0 1 1 4 2  for  -1 4 0qW z z z−

= = − − +   .                                                                    (3.27) 

 

Por outro lado, para q = 2 há apenas um ramo real: 

 

( )2 .
1

q

z
W z

z
= =

+
                                                                                                                   (3.28) 

 

Além disso, pode-se verificar que 

 

( )
3

2

2 1 2 2 1
( ) ,                                                            1/ 2,

z z
W z z

z


+ +

=  −                      (3.29) 

 

2

2

3

1
2

2

3

8 64 8
3 2 2 2

27 729 27

( ) ,                           0.2950,

8 64 8
9 2 2

27 729 27

z z

W z z

z z

 
  + + − + −   

 =  −

 
+ + − + 

 

                  (3.30) 
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3

33
4 3

3
3

3

1 6562 2916 81 9 2
( ) ,                           0

2 6561 2916 81

z
W z z

z z z
z

z z

+
= − − 

+
−

         (3.31) 

 

O ponto de ramificação da função Wq de Lambert-Tsallis (dWq/dz = ) é o ponto (zb = expq(1/(q-

2))/(q-2), Wq(zb) = 1/(q-2)), para q  2. Não existe ponto de ramificação com zb finito para q = 

2. Por outro lado, para q = 1 o ponto de ramificação da função W de Lambert (zb = -1/e, W(zb) 

= -1) é recuperado. De uma forma geral, Wq(z) também possui dois ramos de soluções reais, os 

quais estamos chamando de 𝑊𝑞
+(𝑧) e 𝑊𝑞

−(𝑧). O domínio de 𝑊𝑞
+(𝑧) é zb  z  + enquanto que 

o domínio de 𝑊𝑞
−(𝑧) é zb  z  0.   

 A análise assintótica da função Wq(z) varia de acordo com o valor de q então, como 

exemplo, vamos considerar apenas o caso q = 3/2. Neste caso, usando noções básicas de cálculo 

pode-se mostrar que: lim
𝑧→0

𝑊3 2⁄
± (𝑧) = 0. Além disso, o domínio do ramo superior é −1 2⁄ <

𝑧 < +∞   com o valor limite lim
𝑧→+∞

𝑊3 2⁄
+ (𝑧) = 2. Por outro lado, o domínio do ramo inferior é 

−1 2⁄ < 𝑧 < 0. Qualquer valor de z < -1/2 torna 𝑊3 2⁄
± (𝑧) complexo. Nota-se, entretanto, que 

em (3.29) é possível dar valores positivos para z e obter um valor real para 𝑊3 2⁄
− (𝑧), por 

exemplo, de acordo com (3.29), 𝑊3 2⁄
− (1) = 4 + 2√3. Entretanto, esses valores reais não 

satisfazem (3.21) e, portanto, z > 0 está realmente fora do domínio de 𝑊3 2⁄
− (𝑧). Observe que, 

de acordo com a eq. (3.5), o argumento de exp3/2(x) deve ser menor que 2. Portanto, 

𝑊3 2⁄
− (𝑧)𝑒𝑥𝑝3 2⁄ (𝑊3 2⁄

− (𝑧)) = 𝑧 requer 𝑊3 2⁄
− (𝑧) < 2 o que não ocorre para nenhum valor de z 

 0. A Fig. 3.1 mostra a curva de 3/2qW = versus z.  
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Figura 3.1 - 3/2qW = versus z. 

 

Fonte: (RAMOS., 2020a). 

 

 A Fig. 3.2 mostra o gráfico Wq(z) versus z no intervalo [0,10], para três diferentes valores 

de q: 0,75, 1 e 1,25. 

Figura 3.2 - qW versus z para q = 0,75, q = 1 e q = 1,25 

 

Fonte: Elaborada pelo autor. 
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3.3.1  Propriedades da Função Wq de Lambert-Tsallis 

 

 Similarmente ao caso q = 1, podemos obter uma série de propriedades analíticas para o 

caso mais geral da função Wq de Lambert-Tsallis. Entre elas está a derivada primeira para o 

ramo principal de Wq obtida a partir de  

 

( ) ( )( ) ( )
( ) 1(1 ) ( ) 1( )

( 2) ( ) 1

q

q

q
qW z q

q q

q

q W zdW zd d
W z e z

dz dz dz q W z

−− − +
=  =

− −
,                                          (3.32) 

    

sendo de fácil verificação que no limite q tendendo a 1 obtemos a derivada primeira da função 

W de Lambert 

( ) ( )

( )

1

1

(1 ) ( ) 1
lim

( 2) ( ) 1 1

q

q
q

q
q

q W z W z

q W z z W z

−

→

− − +
=

− − +  
.                                                                         (3.33)

        

Portanto, usando (3.32) tem-se que  

 

( ) ( )
2

2

( ) 1

1 1

qdW z z

dz z z

=
= −

+ +
,                                                                                               (3.34)                                                        

( )( )
( )( )

3

2

2

( ) 2 2 2 1 2

2 1

q
dW z z z

dz z z

+

= + + +
=

+
                                                                                   (3.35) 

0 ( ) 1

4 1

qdW z

dz z

+

=
=

+
.                                                                                                        (3.36)

        

Por outro lado, enquanto para a função W de Lambert tem-se 
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2 1
1 2 1 2

1 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

W z W z
W z W z W z z

W z W z

  +
+ =    

  
                                                                     (3.37)

       

para Wq tem-se 

 

1 2

1 2 1 2

1 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

q q q

q q q q

q q

W z W z
W z W z W z z

W z W z

  +
+ =    

   

.                                                           (3.38) 

   

3.3.2  Cálculo Numérico da Função Wq de Lambert-Tsallis 

 

 O cálculo numérico de Wq pode ser feito usando o método de Halley, (BROWN, 1977), 

(ALEFELD, 1981), (SCAVO et al.,1995), (GUNDERSEN, et al.,2006). Nesse método, a 

equação f(x) = 0 pode ser resolvida numericamente usando  

 

( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
2

2
1

2

f x j f x j
x j x j

f x j f x j f x j


+ = −

  − 

.                                                     (3.39)                       

 

Usando f(Wq) = Wq expq (Wq) – z = 0 em (3.39), o seguinte mapa calcula Wq(z):  

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

2

1

q

q q

w j

q q

q q

w j qw j

q q

q

w j e z
w j w j

e w j e
−

 −
 + = −

 
+ − 

  

                                                                  (3.40) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1

1 3 2
2

2 1

1
2

2

2

q q q

q q

w j qw j q w jq

q q q

q q

w j qw j

q q

q

w j
w j e z e e

q

e w j e

−

−
−

−

−

 
 − +  

   =
 

+ 
  

.                                                                (3.41) 
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 Deve-se levar em consideração que a convergência do mapa (3.40) - (3.41) depende de 

uma boa escolha do valor inicial do algoritmo na primeira iteração.  

 Pode-se notar também que para z > 0 e Wq(z) > 0, a função Wq de Lambert-Tsallis pode 

ser calculada recursivamente. Tomando o q-logaritmo em ambos os lados (3.21) ficamos com  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln ln ln ln .qW x

q q q q q q q q qW x e x W x x W x   =  = −                                            (3.42) 

 

Aplicando (3.42) recursivamente, obtém-se  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )ln ln ln ln ln ln ln ln .

ln

ln

q q q q q q q q q q q q q q

q

q

x
W x x x x x W x

x

x

= − − − −  =    (3.43) 

 

3.3.3 Aplicações da Função Wq de Lambert-Tsallis 

 

Exemplo 1: 

 Inicialmente, vamos considerar a distribuição q-exponencial cuja função densidade de 

probabilidade é dada por (PICOLI, 2009) 

 

( ) ( )2 .x

qf x q e  −= −                                                                                                            (3.44) 

 

Se o valor de f(x1) é conhecido, por exemplo, o valor de    pode ser determinado da seguinte 

maneira:  
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( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( )
1 1

1 11 1

1 1

1

2
2 .

2

qx x

q q

W x f x qx f x
f x q e x e

q x

   − −
− −−

= − − =  = −
−

                (3.45) 

 

 Se ao invés de q-exponencial a distribuição considerada é uma distribuição a q-Gaussiana 

(PICOLI, 2009), 

 

( )
2x

q

q

f x e
C

 −=                                                                                                                 (3.46) 

( )
( )

( )

1 3
2 3 1   for 1

1 2 1

  for 1

3 1
1   for 1 3

2 1 1

q

q
q q q

q q

C q

q
q q

q q







     −
 − −  −      

− −     


= =


    −  −        − −   

         ,                      (3.47) 

 

o valor de  e pode ser obtido a partir de f(x1) da seguinte maneira  

 

( ) ( ) ( )

2 2 2
1 1 1

2
22 2

1 1 1 1 2

x x x

q q q q

q

f x e C f x e e
C

  
 − − −

− −
 =  = = 
 

 

( ) ( )
( ) ( )( )2

1

2 2 2

1 11 1 222 2 2 2

1 1 11 1 2 2

1

2
                     2 2 .

2

qqx

qq

W C x f x
x e C x f x

x

 
− −−

− −

−
− = −  = −            (3.48) 

  

Exemplo 2: 

 

 A função Wq também pode ser usada para encontrar os pontos fixos de alguns mapas não 

lineares que empregam a função q-exponencial. Por exemplo, seja o seguinte mapa não linear 

com coeficientes constantes e usando a função q-exponencial:  

 

( )1 1 .
n

n n x

q

p
x x

e


+ = − +                                                                                                          (3.49) 

 

O ponto fixo requer xn+1 = xn = x. Portanto, o ponto fixo pode ser encontrado da seguinte forma,  
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( )
( )

1 .
qx

qx

q

W pp p
x x xe x

e





 
 

 
= − +  =  =                                                          (3.50) 

 

Exemplo 3: 

 

 A função Wq também aparece na solução de alguns polinômios em (RAMOS, R. V.2020a) 

Por exemplo, seja o polinômio de grau 3 na forma deprimida: x3 + ax + b = 0. Suas raízes são 

dadas por  

 

2

1 2 3

2

2

a b
x W

a

 
=  

 
.                                                                                                             (3.51) 

 

 Como exemplos, considere-se incialmente os polinômios P1(x) com a = 1 e b = -1/21/2 e 

P2(x) com a = 1 e b = 1/21/2. Nesse caso, suas raízes reais são, respectivamente, [W1/2(1)/2]1/2 = 

0.5451 e -[W1/2(1)/2]1/2 = -0.5451. As raízes complexas ((0.2726 + 1.1058i) e (0.2726 - 

1.1058i)) estão nos ramos complexos de W1/2(z) e podem ser encontradas numericamente.  

 Seja, agora, o polinômio P(x) = (x - 1)(x + 2)(x - 3) que, na forma deprimida fica da forma 

Q(y) = y3-(19/3) y+(56/27), com y = x - 2/3. As soluções de Q(y) = 0 usando (3.51) são 𝒚𝟏 =

√−(𝟏𝟗 𝟔⁄ )𝑾𝟏 𝟐⁄
+ (−𝟎, 𝟎𝟑𝟑𝟖𝟔𝟕) = 1/3, 𝒚𝟐 = √−(𝟏𝟗 𝟔⁄ )𝑾𝟏 𝟐⁄

− (−𝟎, 𝟎𝟑𝟑𝟖𝟔𝟕) = 7/3. Das 

relações de Girard tem-se que y1 + y2 + y3 = 0 (pois o coeficiente de y2 é zero), portanto y3 = -

8/3 que é obtido através de 𝒚𝟑 = −√−(𝟏𝟗 𝟔⁄ )𝑾𝟏 𝟐⁄
+ (𝟎, 𝟎𝟑𝟑𝟖𝟔𝟕𝒆𝒊𝝅). Nesta última raiz o valor 

inicial utilizado no mapa (3.40)-(3.41) foi wq(0) = -3/2.   

 

Exemplo 4: 

 

 O logaritmo de Kaniadakis é dado por  
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( )ln
2

x x
y x

 




−−
= = ,                                                                                                      (3.52) 

 

sendo  o parâmetro de generalização: ln=0(x) = ln(x). Se o valor de ln(x) é conhecido, então 

o valor do argumento x pode ser encontrado da seguinte forma: 

 

( )  
2 2 2 22

0 01 2 2x xx x x x x e y x e y
       

− − − −− − − − − = − = =  = 
 

 

   ( )
2

1

2
2 22 2 2

3 2 3 2 3 2 2 2

1 1
2 2 2 2 2 2

2 2

xx e y x W y x W
y




  


−

−

− −− −
  

=  =  =   
  

.                            (3.53) 

 

Exemplo 5: 

 

 A função inversa da função cosseno hiperbólico pode ser escrita usando Wq:  

 

( ) ( )
2 2 2

2 2

0 0 2

1
cosh 1 2

2 4

x x
x x

x x x e x ee e
x y y e e e e y e e

y

− −
− −

− −+  =  =  + = =  = 
 

 

22 2 2

3 2 3 2 3 22 2 2

1 1 1 1 1
2 2 ln .

2 2 2 2 2

xx e xe e e W x W
y y y

−− − −
    

− = −  − = −  = − − −    
    

               (3.54) 

 

Exemplo 6: 

 

 A dinâmica de um corpo de massa m inicialmente em repouso, em uma altura d, e que 

cai sob ação da gravidade, sofrendo uma resistência do ar que é proporcional ao quadrado da 

velocidade, satisfaz à seguinte equação diferencial:   

 

2dv
m mg kv

dt
= −                                                                                                                  (3.55a) 

dx
v

dt
= .                                                                                                                              (3.55b) 
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Em (3.55) g é a aceleração da gravidade, m é a massa, k é a constante que leva em consideração 

as propriedades aerodinâmicas do corpo, x é a posição e v é a velocidade. A solução para a 

posição x(t) encontrada na literatura é dada por (GREINER, 2006)  

 

( ) ln cosh .
m kg

x t d t
k m

  
= −    

   

                                                                                          (3.56) 

 

Usando eq. (3.54), tem-se que o tempo tfim para a posição xfim ser alcançada é dado por 

 

( )
3 2 2

1 1 1
ln .

2 2
2

fim

fim k
d x

m

m
t W

gk
e

−

  
  = − − − 

    

                                                                         (3.57) 

 

Exemplo 7: 

 

A função W de Lambert tem sido usada na análise do alcance de projeteis considerando 

que a resistência do ar depende de forma linear da velocidade. Por exemplo, uma análise do 

movimento de projeteis é feita em (HU et al., 2002), no qual usando a função de W Lambert é 

verificado que há relação direta ente a altura do ponto de lançamento e o alcance. Nos trabalhos 

de (MORALES, 2005) tem-se uma série de resultados numéricos a partir de expressões 

analíticas obtidas em termos da função W de Lambert para o alcance e o melhor ângulo de um 

projetil com arrasto linear. Em (WARBURTON et al., 2004), (PACKEL et al., 2004), 

(STEWART et al., 2006), tem-se a utilização da função W de Lambert para estudo e resolução 

de problemas no movimento de projeteis com a resistência do ar. E ainda em (ERLICHSON, 

1983), tem-se o estudo do problema do movimento de projeteis em situações com e sem a 

resistência do ar com o uso de simulações computacionais usando o método de Runge-Kutta.  

 O conjunto de equações diferenciais que modelam o movimento de um projétil em um 

meio resistivo (a resistência é proporcional à velocidade via constante k) são  

 

2

2
0

d y dy
k g

dt dt
+ + =                                                                                                               (3.58)                                                                                                
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2

2
0

d x dx
k

dt dt
+ = .                                                                                                                    (3.59)                                                                                               

 

As soluções das Eqs. (3.58) e (3.59) são, respectivamente (PACKEL et al., 2004), 

 

( ) kttg
y t e

k
  −= − − +         (3.60)                                                                                        

( ) ( )( )
1

cos 1 ktx t v e
k

 − = −
 

                                                                                               (3.61) 

( )
2

sin
1

kvg

k g




 
= − − 

 
.                                                                                                      (3.62) 

 

Nas equações (3.60) -(3.62) v é a velocidade no tempo t = 0 e  é o angulo de elevação. O 

alcance é o valor de x (t = tfim) e tfim é obtido de y (t = tfim) = 0. Portanto, usando (3.60) obtém-

se (k2/g > 1) (PACKEL et al., 2004) 

 

2 2 2 2 2

/2 /2 /2 /2

2 2 2 2 2 2

kt kt kt kt kt kt

k k k k k
kt

kt g g g g g

tg tg tg tg
e e e e e e

k k k k

k k k k k k
kt e e e kt e e kt W e

g g g g g g

    

       

     

− − −

+

     
− − + = − − +  − − = −  − − = −     

     

    
 + =  + =  + =           

 

2 21
expfim

k k k
t W

g k g g

    
= − +   

  

,                                                                                         (3.63)                                                                       

 

e o alcance é obtido usando (3.63) em (3.61).  

 Agora, vamos supor que o movimento vertical seja governado pela seguinte equação 

diferencial não linear 

 

22 2

2 2
2 0

kt

qe d y dy g dy g

q dt dt k dt k

 −
 

− − − = 
 

,                                                                                (3.64)          

 

cuja solução é 

  

( ) ,kt

q

g
y t t e

k
  −= − − +                                                                                                        (3.65)                                                      
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como é mostrado no Apêndice III. Para determinar tfim tal que y(tfim) = 0, fazemos 

 

2 21
0 .kt kt

q q q

g g g
t e kte t kt t W t kt

k k
 

 

− −  
= − − + − = − −  = − − − 

 
                              (3.66) 

 

Como não é possível isolar a variável t em (3.66), pode-se tentar encontrar a solução de (3.66) 

encontrando numericamente o ponto fixo do mapa  

 

2

1

1
.n q n n

g
t W t kt

k 
+

 
= − − − 

 
                                                                                                 (3.67)                                                                             

 

A Fig. 3.3 mostra (em um exemplo sem unidade) o gráfico da eq. (3.65) (k = 0.1, g = 32.2, v = 

50 e  = /4) para três diferentes valores de q (0.5, 1, 2). Os valores de tfim obtidos usando a eq. 

(3.67) são: q = 0.5 → tfim = 3.957, q = 1 → tfim = 2.121, q = 2 → tfim = 1.097. Todos esses valores 

estão em bom acordo com os valores de alcance mostrados no gráfico da Fig. 3.3. 

 

Figura 3.3 - y(t) versus t para três valores diferentes de q (1/2, 1, 2). 

 

Fonte: Elaborada pelo autor. 

 

Por exemplo, para q = 2 o ponto fixo tn+1 = tn = tfim é dado por  tfim = -(k/g+1/k) = 1.097. 
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Exemplo 8: 

 Seja uma espira de raio R pela qual flui uma corrente I. O campo magnético em um ponto 

axial a uma distância z do centro da espira é dado por 

 

( )
( )

2

0

3 2
2 2

ˆ.
2

IR
B z k

z R


=

+
                                                                                                       (3.68) 

 

Em (3.68) 0 é a permeabilidade magnética do vácuo. O valor de R para que o valor do módulo 

do campo na distância z seja igual a B, é dado por    

  

( ) ( )

2

2

3 2
3 32 2 2
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22 2 2 2
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2
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−

 
=  =  =  =  

  + +  + 
 

 

2 2

2 2

3 33 2 2 2
2 2 2

5 3 5 3 5 3 5 32 2
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2 3 3 33 3 2
.

2 2 3

R R

z z
B z B z B z B zR R z

R e e W R W
I z I z I I   

− −    
=  − = −  − = −  = − −   

   

  (3.69) 

  

que é valido no intervalo 0  Bz/(0I)  0.1925.  

 

Exemplo 9: 

 

 Uma cavidade óptica pode ser construída com dois espelhos separados por um distancia 

d. Os espelhos possuem coeficiente de refletividade dados por R1 e R2. Se o índice de refração 

do meio entre os espelhos é n e o comprimento de onda da radiação utilizada é dado por , 

então o fator de qualidade dessa cavidade, que é uma medida de seletividade da ressonância, é 

dada por        

 

( )

( )

1 4

1 2

1 2

1 2

2

1

R Rnd
Q

R R




=

−
                                                                                                        (3.70) 
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Se o valor de Q for estabelecido a priori, o produto das refletividades é dado por                                                                                                                            

 

2 2
2

1 2 3 2 2 2 2

1
.

4 2

Q
R R W

n d





 
=  

 
                                                                                                  (3.71) 

 

Como discutido anteriormente, 𝐥𝐢𝐦
𝒛→∞

𝑾𝟑 𝟐⁄
+ (𝒛) = 𝟐, portanto, 𝐥𝐢𝐦

𝑸→∞
𝑹𝟏𝑹𝟐 = 𝟏, como esperado.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



39 
 

4   CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS  

 

 4.1 Conclusões 

 

1. A presente tese introduziu uma nova função matemática, chamada de função Wq de Lambert-

Tsallis, que torna possível ou facilita a obtenção de soluções analíticas para problemas que 

sejam descritos por uma lei de potência. Desta forma, a função Wq encontra aplicações em 

diferentes áreas da matemática, física e engenharia. 

  

2. Um algoritmo numérico para o cálculo das soluções reais da função Wq foi apresentado.  

 

4.2 Perspectivas de Trabalhos Futuros  

 

   

1. Aprofundar os estudos nos ramos complexos da função de Lambert-Tsallis. 

2. Empregar a função de Lambert-Tsallis na resolução analítica de problemas de teoria quântica 

e clássica da informação. 

3. Pesquisar mapas não lineares que utilizam a função q-exponencial e tentar relacionar 

parâmetros da dinâmica com a função Wq. 
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APÊNDICE A – SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL DO PROJÉTIL COM 

EXPQ 

 

Demonstração de que equação (3.63) tem como solução (3.64)  
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Sabendo que: ( ) ,kt

q

g
y t t e
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Para derivada primeira  
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Para derivada segunda da exponencia de q:  
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dt dt df t dt dt f t

 
 = +
 
 

    

Como: 
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( )

( ) ( )
.( ) .( )

/
( )²

d f d g
g f

d dt dtf g
dt g

−

=       

Logo:  

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )2

( )

2

( )
( ) .

1
.

( ) / ( )²

q
f t f tq

f t
q q

qf t

q

d df t
e f t ed ed dt dte

dt dt df t dt f t

 
− 

= +  
 
 

 

( ) ( ) ( )

 

( ) ( )
( )2

( )

22

( )
( ) .

1
.

( ) / ( )

q
f t f tq

f t
q q

qf t

q

d df t
e f t ed ed dt dte

dt dt df t dt f t

 
− 

= +  
 
 

 

( )
( ) ( )2

( )

2

.( ) .1
.

( )²

qq
kt kt

q q qf t kt

q q

e kt t ed
e e

dt k kt

− −

−

 
− −   = +   − − 

  

 

( ) ( ) ( )2
( )

2

.( ) .

( )²

qq q
kt kt kt

q q qf t

q

e e kt t ed
e

dt k kt

− − − 
− − = − +

 −
  

 

( ) ( ) ( )2
( )

2

.( ) .

( )² ( )²

q q q
kt kt kt

q q qf t

q

e e kt t ed
e

dt k kt kt

− − −−
= − + −

− −
 

( ) ( ) ( )2
( )

2

.

( ) ( )²

q q q
kt kt kt

q q qf t

q

e e t ed
e

dt k kt kt

− − −

= − + −
− −

 

( ) ( ) ( )2
( )

2

.

( ) ² ²

q q q
kt kt kt

q q qf t

q

e e t ed
e

dt k kt k t

− − −

= − − −  

( ) ( ) ( )2
( )

2 ( ) ²

q q q
kt kt kt

q q qf t

q

e e ed
e

dt k kt k t

− − −

= − − −  

( )2
( )

2

1 1
1

q
kt

qf t

q

ed
e

dt k t kt

−

 
= − − − 
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Então teremos como derivada primeira e segunda as equações respectivamente:  

( )[ ]
'( )

q
kt

qeg
y t

k k


−

= − −   

( )
1 1

''( ) 1
q

kt

qy t e
t kt

 −  
= − − − − 

 
 

( ) 1 1
1

''( )

q
kt

qe

k t kt
y t

k


− 
  − − −    = −  

 
 
 

 

( ) 1 1
''( ) 1 .

q
kt

qe
y t k

k t kt


− 
  

 = − − − −  
   

( )
1 1

''( ) 1
q

kt

qy t e
t kt

 −  
 = − − − −  

  

 

( )
1 1

''( ) 1
q

kt

qy t e
t kt

 −  
 = − − − − 

 
 .  

 

Como (C.1) é:  

 

22 2

2 2
2 0

kt

qe d y dy g dy g

q dt dt k dt k

 −
 

− − − = 
 

 . 

 

Colocando (C.3) e (C.4) em (C.1) teremos  

 

( )
( ) ( )

2

2

2

[ ] [ ]1 1
1 2 0

q q
kt ktkt

q q qq kt

q

e ee g g g g
e

q t kt k k k k k k


  

− −−

−

   
      − − − − − − − − − − − =        

   

 

( )
( ) ( )

2

2

2

[ ] [ ]1 1
1 2 0

q q
kt ktkt

q q qq kt

q

e ee g g g g
e

q t kt k k k k k k


  

− −−

−

   
      − − − − − − − − − − − =        

   

 

( )
( ) ( )

2

2

2

[ ] [ ]1 1
1 2

q q
kt ktkt

q q qq kt

q

e ee g g g g
e

q t kt k k k k k k


  

− −−

−

   
      − − − − − − − = − − +        

   

 

( )
( ) ( )

2

2

2

[ ] [ ]1 1
1 2

q q
kt ktkt

q q qq kt

q

e ee g g g g
e

q t kt k k k k k k


  

− −−

−

   
      − − − − = − − + − − +        
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( )
( ) ( ) ( )

2
2 2

2

[ ] [ ] [ ]1 1
1 2 2

q q q
kt kt ktkt

q q q qq kt

q

e e ee g g g g g
e

q t kt k k k k k k k k


   

− − −−

−

     
           − − − − = − − − − + − + − − +                 

     

 

( )
( ) ( ) ( )

2
2 2

2

[ ] [ ] [ ]1 1
1 2 2

q q q
kt kt ktkt

q q q qq kt

q

e e ee g g g g g
e

q t kt k k k k k k k k


   

− − −−

−

     
           − − − − = − + + − − +                 

     

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 2

2 2

[ ] [ ] [ ]
2 2 2

q q q q q
kt kt kt kt ktkt

q q q q q qq kt

q

e e e e ee g g g g g
e

q t kt k k k k k k k k

 
   

− − − − −−

−

     
        + + = − + − − +           

     

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2 2

2 2 2

[ ] [ ] [ ]
2 2 2

q q q q q
kt kt kt kt ktkt

q q q q q qq kt

q

e e e e ee g g g g g
e

q t kt k k k k k k k k

 
   

− − − − −−

−

     
      + + = − + − − +       

     

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

[ ] [ ] [ ]
2 2

q q q q q
kt kt kt kt ktkt

q q q q q qq kt

q

e e e e ee g g
e

q t kt k k k k k

 
   

− − − − −−

−

     
      + + = − + −       

     

 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )2[ ] [ ]

2 [ ]² 2

q q q q
kt kt kt ktkt

q qq q q qq kt kt

q q

e e e ee g g
e e

q t kt k k k k k

  
  

− − − −−

− −

   
      + + = − + −         

   

 

( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( )[ ]

2 [ ] [ ]² 2

q q q
kt kt ktkt

q q qq q qq kt kt kt

q q q

e e ee g
e e e g

q t kt k k k k

   


− − −−

− − −

   
      + + = − + −         

   

 

( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( )[ ]

2 [ ] [ ]² 2

q q q
kt kt ktkt

q q qq q qq kt kt kt

q q q

e e eke g
e e e g

q t kt k k k

  


− − −−

− − −

   
      + + = − + −         

   

 

( ) ( )( ) ( )
( )[ ]1 1

1 2 [ ] [ ]² 2

q
ktkt

q q q qqkt kt kt

q q q

eke g
e e e g

q t kt k k k




−−

− − −

 
      + + = − + −           

 

 

( ) ( ) ( )
1 1 1

1 2 [ ] 2

kt
q q qqkt kt kt

q q q

ke g
e e e g

q t kt k k k




−

− − −      
+ + = − + −      

      

 

( )
1 1 1

1 2 [ ] 2

kt
qq kt

q

ke g
e g

q t kt k k k




−

−      
+ + = − + −      

      

 

( )
1 1

1 4

kt
qq kt

q

ke g
e

q t kt k k




−

− 
+ + = − + 

 

  ( )( )1 1 1
1 4

kt
qq kt

q

ke
g e

q t kt k
 

−

− 
 + + = − + 

 

 

( )
² 1 1

1 4

kt
qq kt

q

k e
g e

q t kt
 

−

− 
 + + = − + 

 
( )

² 1 1
1 4 0

kt
qq kt

q

k e
e g

q t kt
 

−

− 
 + + − + = 
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( )
² 1

4 0

kt
qq kt

q

k e kt k
e g

q kt
 

−

−+ + 
 − + = 

 

 

( ) ( )
1

1 4 0

kt
qq kt

q

ke
kt k e g

q t
 

−

− + + − + =  

( ) ( )
1 4

1

kt
qq kt

q

ke g
kt k e

q t 

−

− + + = −  

( )
² ² 1 1 4

kt kt kt
qq q q kt

q

k e k e ke g
e

q q t q t 

− − −

− + + = −  

Usando artifícios matemáticos chegamos à solução:  

( ) .kt

q

g
y t t e

k
  −= − − +  
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