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RESUMO

Algebrizar uma l6gica consiste em definir uma algebra a partir do sistema dedutivo de forma
que tal dlgebra represente o comportamento dessa l6gica em termos de deducdes e propriedades
gerais. Isso permite, por exemplo, a utilizacido de teorias sobre as equacdes nessas dlgebras
no estudo dos sistemas dedutivos. Os métodos de Lindenbaum-Tarski e de Blok e Pigozzi sdao
possivelmente os mais conhecidos na literatura para essa tarefa. Nessa dissertacdo € discutida a
algebrizagdo por esses dois métodos e apresentada uma semantica algébrica equivalente para a
Loégica da Inconsisténcia Epistémica (LEI), ttil para modelar situacdes e problemas de senso

comum e raciocinio por default em Inteligéncia Artificial.

Palavras-chave: semanticas algébricas equivalentes; algebrizacdo a Blok e Pigozzi; 16gicas

paraconsistentes.



ABSTRACT

To algebraize a logic consists in defining an algebra from the deductive system such that this
algebra represents the behavior of the logic regarding deductions and general properties. This
allows, for instance, the use of theories on algebraic equations for the study of deductive systems.
The methods known as Lindembaum-Tarski and Blok and Pigozzi are possibly the two most well
known in the literature for this task. In this dissertation it is discussed the algebrization by these
two processes and it is given an equivalent algebraic semantics for the Logic of the Epistemic
Inconsistency. which is a logic useful to model situations and problems of common sense and

default reasoning in Artificial Intelligence.

Palavras-chave: equivalent algebraic semantics; Blok and Pigozzi algebrization; Paraconsistent

logics.
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1 INTRODUCAO

Nesse capitulo apresentamos o objetivo da nossa pesquisa €, de maneira informal,
alguns conceitos de 16gica algébrica e o que significa algebrizar uma légica. Essa dissertagdo visa
a apresentar semanticas algébricas para a Ldogica da Inconsisténcia Epistémica (LEI) proposta por
Pequeno e Buschbaum (1991). LEI é uma l6gica paraconsistente, isto é, nem toda contradi¢ao
trivializa as dedugdes, no sentido de deduzir qualquer férmula. Revisamos algumas algebrizagdes
de diferentes l6gicas paraconsistentes para entender como as relacdes entre os sistemas dedutivos
considerados sdo representadas pelas classes de dlgebras obtidas pelo método de Blok e Pigozzi
ou similares. Exemplos de algebrizacdes para 16gicas modais também sdo mostrados uma vez
que LEI tem operadores com caracteristicas modais. L.ogicas paraconsistentes apresentam, em
sua maioria, dificuldades extras para a algebrizacdo se comparadas a 16gicas com a negacao
classica. Isso se deve, como sera discutido em detalhes mais adiante, ao fato de que a negacao
paraconsistente, a qual permite expressar formulas que seriam consideradas absurdos nas lgicas
cléssicas, dificulta a defini¢do de congruéncias nesses sistemas dedutivos. Apresentamos também
um breve historico dos trabalhos desenvolvidos na drea de algebrizacdes de sistemas dedutivos
com énfase nos trabalhos classicos da chamada escola polonesa de 16gica algébrica. Assumimos
alguma familiaridade com os conceitos bédsicos do estudo de Légica, mas definimos a seguir o
que € uma légica ou sistema dedutivo no intuito de apresentar a notagdo utilizada no texto.

A notacao nesse texto segue aquela adotada em Font (2006), dado que o autor traz
uma lista extensa de resultados e discussoes sobre algebrizagdo de l6gicas. Seja L um conjunto
de conectivos proposicionais. Uma L-férmula é construida a partir de varidveis proposicionais e
conectivos de L. Denotamos por .% my, o conjunto das L-férmulas. Seja o : {po, p1,...} = Fmyp
um mapa que leva cada varidvel em uma L-férmula. Visto como uma funcao de .#my em Fmy,
através da notacao o (@ (po, p1,---,Pn)) = @(Opo,0Op1,...,0py), ¢ € chamado de substituicdo.

Uma regra de inferéncia é um par (I, ) e dizemos que ela deriva diretamente uma
L-férmula y a partir de A C .% my, se existir uma substitui¢do o tal que 6(A) CT'e oy = @, em
que 6(A) ={o(v): v eA}. Uma férmula ¢ é um axioma quando (I", @) com I = 0 é uma regra
de inferéncia. Finalmente, um sistema dedutivo S é um par (L,Fg) em que Fg é uma relagdo
definida de 27 em .Zm; de tal forma que A g @ se @ pertence ao menor conjunto que contém
A, todas as instancias de substituicdo dos axiomas de S e € fechado para um conjunto de regras
de inferéncia.

Agumas das propriedades mais importantes de -g sdo as seguintes:
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P1) (reflexividade) o € I'=1"Fg ¢.

P2) (monotonicidade) I'Fspe I’ CA= Alg 0.

P3) (transitividade) '@ e, Vy e, Algy = Alg @.

P4) (finitariedade) I' g @ = I kg ¢ para algum I'" C T  finito.

P5) (estruturalidade) I' g ¢ = o(I') g 0@ para toda substitui¢do o.

Algebrizar uma l6gica consiste em obter uma dlgebra cujo comportamento seja
similar, de certa forma, ao comportamento da l6gica. Esse conceito serd formalizado em
discussdes mais adiante. Entendemos por Légica Algébrica o conjunto de técnicas, resultados e
estudos sobre essa relacdo de similaridade, em termos de semantica, entre as logicas e respectivas
algebras. O objetivo da algebrizagdo € obter uma relagdo em que os elementos do dominio da
algebra representem interpretacdes dos elementos do dominio da légica, os conectivos da lgica
sdo interpretados como operadores na dlgebra e os axiomas da l6gica sao interpretados como
teoremas, verdades equacionais, na dlgebra. A relagdo de deducao logica e relacdao de deducgdo
equacional sdo equivalentes.

Um exemplo mais conhecido dessa relagdo € a similaridade entre a dlgebra booleana
e l6gica proposicional. Intuitivamente ¢ comum considerar a dlgebra de Boole com dominio
formado pelos elementos O e 1, operador produto entendido como o produto da aritmética e
operador soma como a soma tomada mdédulo 2. Isso € feito para, por exemplo, lidar com l6gica
proposicional em problemas de programacdo ou mesmo em eletronica. Essa definicdo vaga
foi explorada e tornada formal ao longo de varios trabalhos, com motiva¢des bem diferentes
dessas apresentadas, mas principalmente em Tarski (1935), com tradugdo para o inglés em
Tarski (1983), no qual € apresentado o que chamamos de algebrizacdo a Lindembaum-Tarski. O
método de Lindembaum-Tarski ndo produz resultados interessantes ao ser aplicado a algumas
16gicas. Contudo, Blok e Pigozzi (1989) propdem uma nova maneira de estabelecer uma relacio
semantica entre logica e dlgebra que produz melhores resultados ao ser aplicada a algumas dessas
algebras. As logicas que admitem uma algebrizacdo no sentido de Lindenbaum-Tarski também
sdo algebrizaveis pelo método de Blok e Pigozzi de forma que este método representa uma
extensdo do primeiro. A algebrizagdo de sistemas dedutivos permite que estes sejam explorados
com o auxilio das ferramentas de dlgebra.

Uma revisao da literatura é feita em Font et al. (2003), Bueno (2004) e Font (2016).
A origem do estudo de 16gica algébrica é geralmente atribuida a Boole, De Morgan, Pierce e

Schroder. O tratamento formal do assunto comec¢a na década de 20 e tem como alguns dos
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principais colaboradores Lukasiewicz, Post, Lindembaum e Tarski, sendo a esses dois tltimos
atribuidos o mérito de ter, efetivamente, desenvolvido uma maneira sistemética de algebrizar
uma légica.

Rasiowa e Sikorski (1963) traz uma compilacdo de assuntos e resultados que sdo
utilizados extensivamente no contexto de algebrizacdo pelo método de Lindembaum-Tarski.
Rasiowa (1974) apresenta e discute algebrizagdo de 16gicas nao clédssicas. A Rasiowa e Sikorski
também ¢ atribuida uma demonstracdo do teorema da incompletude de Godel usando ferramentas
de l6gica e topologia, sendo esse um exemplo em que um resultado em estudos de 16gica podem
ser obtidos através de representacdes equivalentes em outras dreas da Matemdtica. Em 1970,
estruturas denominadas matrizes, que sdo essencialmente dlgebras que possuem certos elementos
destacados como especiais, passaram a ser utilizadas com mais frequéncia para a interpretacdo de
sistemas dedutivos de maneira algébrica. Em Czelakowski (1981), é apresentada uma pequena
alteracao no método de Lindembaum-Tarski que permite a caracterizacdo de uma classe de
légicas para as quais o método de Lindembaum-Tarski ndo pode ser aplicado com sucesso.
Wojiciski (1988) discute a algebrizagdo de 16gicas utilizando ferramentas de dlgebra universal e
teoria dos modelos.

Tipicamente, um sistema dedutivo é definido pelos seus axiomas e suas regras de
inferéncia. Los e Suszko (1958) mostram que uma relagdo que satisfaca P1 a P5 € uma relagdo
de consequéncia em algum sistema dedutivo. Esse ponto de vista permite definir g como
uma funcdo de 27ML em 27 ML sem a necessidade de definir axiomas e regras de inferéncia.
Esse resultado de Los e Suszko (1958) permite também explorar outras relacdes que possuam
propriedades andlogas a P1 - P5 e que sdo, portanto, equivalentes a g de certa forma. Uma
dessas relagdes € mostrada a seguir.

Dizemos que um conjunto 7 de L-férmulas € uma S-teoria se, para todo I' C 7,
I'Fs @ = @eT, paratoda ¢ € Fmy. Isto é, T é fechada para as regras de inferéncia e
contém todas as instancias que resultam de substitui¢des aplicadas aos axiomas. Defina Cnl" =
{9 € Fmp :T g ¢} a menor S-teoria contendo I'. O operador Cng é chamado de operador
consequéncia de S. Para Cng € verdade que

Cl) I' C CngI

C2) I'C A= CngA C Cngl;

C3) CngCngl' C CngI,

C4) Cn,I’ C UprCnsI”, com os I finitos;
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C5) o(CngI') C Cngo(T).
As condi¢des C1 a C5 correspondem de forma andloga as condicdes P1 a P5 respectivamente e
Cnyg pode ser visto como fungdo de 27 em 27", Isso nos permite identificar (L,Fg) como
(L,Cng). Essa representacéo € vista em Wéjcicki (1969). A mesma idéia é utilizada em Tarski
(1930), exceto por CS5.

Outra representacdo para (L,lg), vista em por exemplo Blok e Pigozzi (1989), é
obtida da seguinte forma: Uma L-matriz é um par (A,F) em que A é uma L-dlgebra (uma
algebra com os simbolos de L) e F' é um subconjunto do dominio A de A. Os elementos de
F sdo ditos designados. Seja .# uma classe de L-matrizes (matrizes sobre L-algebras) e F_,
a relagdo de conjuntos de L-férmulas em férmulas de .# my tal que I' F_, ¢ se, e somente se,
toda interpretacdo @ em A € .# estd em F desde que y € F para todo ¥ € I'. Denotamos ainda

yA(

interpretados por ag, ay, ... ,a,. Por brevidade, escrevemos ainda ¢ (@) e ¢(p). Assim, dizemos

ap,ap,...,a,—1) ainterpretagdo de y(po, pi1,...,pu—1) em A quando pg, pi,...,py—1 S30

que I E_, ¢ vale se, para toda matriz (A,F) em .#, yA(@) € F, para toda v € I, implica
@™ (@) € F. A relagio I=£ ¢ definida de forma andloga para o caso em que . possui apenas uma
matriz. Dizemos que .# € um modelo semantico matricial de S se I't-g ¢ implica' F_, @, para
toda @ € .%my. Dizemos ainda que F é um S-filtro se a matriz (A, F) é tal que I' g ¢ implica
r IZK ¢. Podemos interpretar g como F_, sempre que I -5 @ se, e somente se, ' =_, ¢ para
todo 'U @ C .#my. Esse resultado é semelhante aos teoremas de completude e corretude e,
em algumas situacdes, tem forte conexao com os mesmos. Outras formas de interpretar g sao
discutidas nos capitulos a seguir. Em particular, o método de Blok e Pigozzi tem a vantagem de
trazer uma Unica classe de dlgebras que interpretam .

Essas diferentes representacdes para a relacao de consequéncia g sdo interessantes
e, dependendo do contexto, convenientes para algumas demonstragdes. A representacao por meio
de dlgebras e a busca pela similaridade entre a dedugdo 16gica e deducgdo algébrica, pelos métodos
de Lindembaum-Tarski e Blok e Pigozzi, permitem uma visao geral sobre algumas légicas e
respectivas propriedades. Em particular, a algebrizacdao pelo método de Blok e Pigozzi garante a
unicidade da representacdo através de uma estrutura denominada quase-variedade equivalente
semantica, definida nas proximas secdes. Ha um conjunto de resultados sobre sistemas dedutivos,
como a prova da interpolacdo de Craig, que podem ser verificados do ponto de vista algébrico. A
vantagem de usar ferramentas de Algebra estd na diversidade de resultados produzidos nesse

ramo da Matematica. Por exemplo, considere a ainda a no¢do vaga de algebrizacao apresentada
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até esse ponto. Dizemos que um sistema dedutivo possui a propriedade de interpolagcdo de Craig
se uma férmula y implica ¢ e temos pelo menos uma varidvel atdbmica comum a ¢ e Y, entdo
existe uma férmula p, chamada de interpolante, que contém apenas os simbolos comuns a ¢
eayeétal que ¢ - p — y. Dizemos que uma classe de dlgebras possui a propriedade da
amalgamacdo se para trés membros A, B, C tais que B e C sdo morfismos ("funcdes") de A, entdo
existe D na mesma classe que € morfismo de B e C. Essas duas propriedades sdo tais que, para
uma classe de 16gicas modais, vale a propriedade da interporlacdo de Craig se, e somente se, a
respectiva semantica algébrica possui a propriedade da amalgamagao (Maksimova, 1991).
Nessa dissertacao, propomos uma algebrizacdo para a Logica da Inconsisténcia
Epistémica (LEI) pelo método de Blok e Pigozzi. Nosso resultado principal € a quase-variedade
semantica equivalente para LEI, a qual até o presente momento ndo havia sido apresentada.
Essa dissertacdo estd dividida da seguinte forma: No Capitulo 2, introduzimos de
maneira breve os conceitos de Algebra utilizados ao longo do texto. No capitulo 3, definimos o
esquema de algebriza¢do de Lindembaum-Tarski e exemplos de sistemas dedutivos que podem
ser algebrizados dessa forma, estudados em Rasiowa (1974). A algebrizagdo proposta em Blok
e Pigozzi (1989) € discutida no Capitulo 4. Os Capitulos 5 e 6 trazem informagdes sobre
algebrizacdes de 16gicas paraconsistentes e l6gicas modais. No Capitulo 7 usamos a discussao
e a apresentacdo da LEI como visto em Martins (1997). O Capitulo 8 traz a algebrizagado pelo
método de Blok e Pigozzi da Légica da Inconsisténcia Epistémica. Essa algebrizacdo € obtida
através de resultados de Blok e Pigozzi (1989). Por fim, o Capitulo 9 traz consideracdes finais

sobre o trabalho e possiveis extensdes.
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2 ELEMENTOS DE ALGEBRA UNIVERSAL

Apresentamos, nessa se¢ao, algumas defini¢coes de elementos basicos do estudo de
algebras como entidades abstratas da Matematica. Essas definicdes sdo elementos do estudo
de Algebra Universal, cuja histéria estd fortemente ligada ao estudo da relagdo entre Légica
e Matemadtica. Essa drea se dispde a explicar relagdes entre estruturas algébricas. Para uma
apresentacdo mais extensa, recomendamos Burris et al. (1981), capitulos 2, 1, 4 e 5 nessa ordem.
A exposicao feita em Burris et al. (1981) € muito semelhante em notagdo e em exemplos aquela
feita sobre o0 mesmo assunto em Blok e Pigozzi (1989).

De maneira geral, uma algebra é formada por um dominio, conjunto ndo vazio de
simbolos, e operacdes entre os elementos do dominio. Em geral, ao falarmos em 4algebras,
utilizaremos o simbolo ~ para indicar igualdade entre dois elementos do dominio.

A seguir, definiremos formalmente uma 4lgebra. Seja A um conjunto nao-vazio que
chamaremos de dominio. Para cada natural n, seja A" o conjunto de todas as n-uplas formadas

por elementos de A. Faca A = {0}.

Definicao 2.1 (Operacao) Uma operagdo n-dria sobre A é uma fungdo f de A" em A e, nesse
caso, dizemos que essa fungdo tem aridade n. Se f tem aridade zero, dizemos que f é uma
constante. Uma operacdo é finitdria se é de aridade n para algum n natural. E permitido que

operacoes tenham aridade infinita.

Definicao 2.2 (Tipo) Um tipo .F é um conjunto de simbolos de fungoes f associadas as suas

respectivas aridades.

Definicao 2.3 (Algebra) Uma dlgebra do tipo F é um par ordenado (A,F), em que A é um
conjunto ndo vazio e F é um conjunto de operagoes finitdrias sobre A tal que para cada operacdo
f em F temos uma operagdo f* em F. Quando o dominio estd explicito, denotamos f4 apenas
por f sem risco de confusdo. Escrevemos ainda (A, f1, f2, ..., fr) para denotar a dlgebra (A,F).

Nessa notagdo temos aridade(f;) > aridade(fi11).

A propriedade a seguir, presente em diversas dlgebras, serd extensivamente utilizada

no texto.

Definicao 2.4 (Propriedade do fechamento) Dizemos que uma dlgebra é fechada para uma
operacdo f de aridade n se, e somente se, a operacdo aplicada a n elementos da dlgebra fornece

como resultado um elemento da dlgebra.
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Assim, por exemplo, a dlgebra dos ndmeros reais equipados com as operagdes de
divisdo e adi¢ao usuais é fechada para a adicdo mas ndo para a divisdao, uma vez que divisao por
zero ndo é permitido nos nimeros reais.

Exemplos de algumas classes especiais de dlgebras sdo mostrados nos préximos

paragrafos.

Definicao 2.5 (Grupos) Um grupo G é uma dlgebra (G, L1 1) com uma operagdo bindria,
uma undria e uma constante, que satisfaz

GI) x-(y-z) =~ (x-y) 2

G2) x-1=1-x~x,

G3) x-x 1~xlxxl.

Definicao 2.6 (Grupo abeliano) Um grupo abeliano é um grupo que também satisfaz

G4) x-y~y-x.

Definicao 2.7 (Reticulados) Reticulados sdo estruturas algébricas que aparecem vdrias vezes
em Blok e Pigozzi (1989). Tais estruturas sdo definidas como dlgebras (L, ,\) satisfazendo
Ll) xVy~yVx e xNy~yAx,
L2) xA(yAz) = (xAy)Az e xV (yVz)~ (xVy)Vz
L3) xVx~x e xANx=x

[4) x=xV(xAy) e x=xA(xVy)

Um exemplo de grupo abeliano e de reticulado € a dlgebra formada pelo conjunto
dos numeros reais e as operacdes de soma e multiplicacdo usuais. O exemplo cldssico de grupo
ndo abeliano € o da dlgebra formada pelas matrizes quadradas de ordem n, para um » fixo, com a

operacdo de multiplicacdo de matrizes.

Definicao 2.8 (Algebra de Boole) A dlgebra de Boole ¢ possivelmente uma das mais ampla-
mente conhecidas. Ela foi idealizada nas investigacoes de Boole sobre o pensamento natural.
Formalmente é um reticulado distributivo (B,\,V,’ ,0,1), com duas operacdes bindrias e uma
undria, satisfazendo ainda

Bl) xANO=0 e xV1x1l

B2) xAxX'~0 e xVx ~1.

As élgebras de Boole foram criadas, por Boole, durante investigacdes sobre a Ldgica e a

Matematica na inten¢do de representar a logica proposicional.
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Definicéo 2.9 (Algebra de Heyting) Uma dlgebra de Heyting é (H,V,N\,—,0,1) com trés ope-
radores bindrios satisfazendo

HI) (H,V,N\) é um reticulado distributivo,

H2) xvVO0=0 e xV1x1l,

H3) x—>x=~1,

H4) (x > y)Ay=y e xA(x—y)=xAY,

H5) x— (yAz) = (x = y)A(x —2)

As élgebras de Heyting foram introduzidas para representar a semantica da logica intuicionistica
de Heyting.
As élgebras cilindricas de Tarski e Thompson foram idealizadas para ser uma repre-

sentacdo da logica dos predicados.
Definiciio 2.10 (Algebra cilindrica) Uma dlgebra cilindrica é denotada por
(A N, \/,/ ,€0,C1y---5Cn—1,0,1,doo,do1, - - ad(nfl)(n71)>7

com dois operadores bindrios, n+ 1 operadores undrios e n> + 2 constantes, satisfazendo, para
iejentre0en—1 eparauma ordenacdo < definida em A,

Cl) (A,V,N,,0,1) é dlgebra booleana,

C2) ¢i0=0,

C3) x <cjx,

C4) ci(xNciy) = (cix) A (ciy),

C5) cicjx = cjeix,

C6) di; =~ 1,

C7) dij=cj(dijNdji), sei# j#k,

C8) ci(dij Ax) Nei(dij AX') =0, sei# j.

O método de algebrizacio de Lindembaum-Tarski depende fortemente da idéia de

congruéncias e algebras quocientes.

Definicao 2.11 (Congruéncia) Uma relagdo bindria 6 sobre A é dita uma congruéncia se a;0b;,

para todo i, implica f*(ay,as,...,a,)0 f4(b1,bs,...,b,) para toda fungdo f € .F.

Definicao 2.12 (Classes de equivaléncia) As classes de equivaléncias de uma congruéncia 0
sobre um conjunto A sdo os conjuntos Ay, Ay - -, Ay, tais que a € A pertence a um, e apenas um,

A; e para todos os elementos a e b de cada A; temos a0b.
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Definicao 2.13 (Algebra quociente) A dlgebra quociente A/O tem como dominio as classes de

equivaléncia de 0 em A. Ela também é do tipo .% .

Um conceito de Algebra Universal bastante utilizado por Tarski é o de operador de

fecho. Em Blok e Pigozzi também € vista uma seméantica baseada nesses operadores.

Definicao 2.14 (Operador de fecho) Dizemos que C é um operador de fecho sobre A se, para
todo X C A, temos

o (reflexividade) X C C(X),

o (idempoténcia) C*(X) = C(X),

e (monotonicidade) X CY = C(X) C C(Y).

Operadores de fecho aparecem em diversas dreas da Matematica, além de Algebra
Universal. O envelope convexo de um conjunto de pontos no plano Euclidiano, sendo o envelope
definido como a interse¢do de todos os conjuntos convexos que contém todos os pontos do
conjunto, ¢ um operador de fecho. Um conjunto no plano € convexo se todos os pontos de um

segmento de reta unindo dois pontos do plano pertencem ao conjunto.

Definicao 2.15 (Operador de fecho algébrico) Um operador de fecho é dito algébrico se, para
todo X C A, temos C(X)={C(Y):Y CX, eY é finito}.

Esses conceitos podem ser utilizados em Légica. Por exemplo, é possivel mostrar que se C é
operador de fechoem S e X #Sétalque [X CY C S]implica [X =Y ouY = §], isto é, se X é
maximal em relacdo a inclusdao em S vale o seguinte resultado: se C € algébrico e X C § com
C(X) # S, entdo X estd contido em um subconjunto maximal fechado se S é finitamente gerado.
Um conjunto € finitamente gerado se ele € o fecho de algum conjunto finito. Isso pode ser usado
para mostrar que toda teoria consistente estd contida em uma teoria completa.

Esse ndo é o tinico exemplo de como usar resultados de Algebra Universal para
provar resultados em Logica. Veja, por exemplo, McNutty (1976) e Murskii (1971) baseados nas
idéias de Mal’cev-

Por fim, dois conceitos centrais na discussdo apresentada nos préximos capitulos sdo

os de variedade e quase-variedade. Esses sao definidos a seguir:

Definicao 2.16 (Variedade) Uma variedade é um conjunto de dlgebras fechado para homomor-

fismos, subdlgebras e produtos diretos.



18

Definicao 2.17 (Homomorfismo) Um homomorfismo h: A — B é uma funcdo tal que

h(f(ao,ar,...,an—1) = f(h(ao),h(ar),...,h(an—1))
para toda fungdo f de aridade n e para todo n.

Definiciio 2.18 (Subalgebra) Uma subdlgebra (B, %) de (A,.F) é uma dlgebra tal que A C B

e toda fun¢do da dlgebra (B,.7) é uma restri¢do da respectiva fungdo em (A, .7 ).

Definicao 2.19 (Produto direto de algebras) O produto direto de duas dlgebras A e B do

mesmo tipo é uma dlgebra cujo dominio é o produto cartesiano dos dominios de A e B e para

cadafungdo f temos f((xlayl)7 (x23y2)7' X (xmyn)) = (f<X1,X2,. . ,xn),f(y17y27- .. 7yi’l))

O teorema mostrado a seguir € de considerdvel importancia no estudo de algebriza-

coes de logicas visto no Capitulo seguinte. Antes definimos classes equacionais.

Definicao 2.20 (Classe equacional) Um conjunto de dlgebras que satisfaz um conjunto de

equacgoes é dito uma classe equacional.

Teorema 2.1 (Birkhoff) O teorema de Birkhoff mostra que um conjunto de dlgebras é uma

variedade se, e somente se, é uma classe equacional.
E suficiente entendermos ao longo desse texto que variedades sdo classes equacionais.

Definicao 2.21 (Quase-Variedade) Uma quase-variedade pode ser definida como uma classe
de dlgebras que satisfazem um conjunto de quase-equagoes. Uma quase-equacdo é uma sentenca
do tipo (sy =) AN(sa=b)A...; N(Sy—1 X t,—1) — s = 1, em que cada simbolo s,t,s; e t;

representa uma varidvel.

Nos proximos dois capitulos, comecamos a utilizar os conceitos de Algebra Universal

vistos aqui para as tarefas de algebrizacdo de sistemas dedutivos.
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3 ALGEBRIZACAO A LINDENBAUM-TARSKI

Introduzimos, nesse capitulo, a algebrizacdo a Lindenbaum-Tarski, um importante
conceito no estudo de Légica sob o ponto de vista de Algebra. Esse processo corresponde a
fatorar a dlgebra das férmulas em classes de equivaléncia de um certo operador ou congruéncia.
Isto é, tomamos a dlgebra quociente da algebra das férmulas em relagdo a uma relagao de

congruéncia. Para cada classe, temos um elemento da dlgebra que a representa.

Definicao 3.1 (Algebra das Formulas) a dlgebra das formulas tem como dominio todas as
formulas de uma linguagem e os operadores da logica sdo representados por operadores

similares na dlgebra.

O trabalho de Tarski (1935) representa um marco no estudo de 16gica algébrica e é

apresentado de forma resumida no que segue. Considere a ldgica proposicional (LP).

Definicao 3.2 (Consequéncia da Légica Proposicional) A relacdo de consequéncia -1 p pode
ser definida através dos seguintes axiomas.
LPI) ¢ = (¥ = @);
LP2) (¢ = (¥ = 7)) = (¢ = ) = (¢ = 7)),
LP3) ¢ = @V y;
LP4) y — @V y;
LP5) (¢ = 7) = ((y = 7) = (9VY = 7))
LP6) o ANy — @;
LP7) o Ny — y;
LP8) (¢ = y) = (¢ = 7) = (@ = WAY));
LP9) (¢ — ~y) = (v — ~@);
LPI0) —~(¢ = y) — y;
LPII) oV —¢@
e da regra modus ponens (MP) de inferéncia {@, 0 — y} = y.

A relagdo -7 p pode ser definida de outras formas mas essa € conveniente para a que € mostrado a
seguir. Um dos resultados mais conhecidos para a 16gica proposicional € o teorema da completude
e corretude. Esse pode ser enunciado como I' -7p ¢ se, e somente se, [' - ¢, em que 2 é uma
algebra de Boole com dominio {0, 1}. A relagdo -, é tal que I' -, ¢ se, e somente se, Y = 1

para todo y € I', implica ¢ = 1. Essa defini¢do, de consequéncia algébrica, sera detalhada mais
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adiante. A demonstracdo desse resultado € comumente encontrada em livros de introdugado ao
estudo de Légica e fornece uma visao geral sobre o processo descrito em Tarski (1935).

Um homomorfismo na édlgebra .#my é uma fungdo h : Fmy — {0,1} tal que
h(A(Qo@1...0n—1) = A(h(@o)h(@1)...h(@,—1)) para todo conectivo A de aridade n. A de-
monstragdo de I' =7p @ implica I -5 ¢ consiste em mostrar que, para um homomorfismo
h: Fmp — {0,1}, temos he = 1 para todos os axiomas da 16gica proposicional e que a regra
MP preserva o valor 1, isto é, se h(¢) =1 e h(¢ — y) = 1, entdo h(y) = 1. O resultado I -5 ¢
implica I' =7 p @ segue por contradi¢do. Suponha que I' -, ¢ mas I' ¥7p ¢. Uma teoria maximal
consistente € tal que adi¢do de qualquer nova férmula a teoria gera uma teoria trivial, que deduz
qualquer férmula. E possivel mostrar que existe uma teoria maximal consistente I de LP tal que
' C T’ com ¢ ¢ I''. Para essa teoria seja h : Fmy — {0,1} tal que h(y) =1se y€I". Resta
mostrar que 4 € um homomorfismo. Isso pode ser feito por inducao estrutural. Detalhes podem
ser vistos em, por exemplo, Font (2016).

A teoria I na demonstra¢@o do teorema da completude € utilizada no processo de

algebrizac¢do de Lindenbaum-Tarski da seguinte forma.

Definicao 3.3 (Operador de Leibniz) Seja Q um operador em 27mL T e T como acima, tal

que
a=B Q) s aefelouaef ¢l

Essa relagdo de equivaléncia define o conjunto .#my /T”. Propriedades das teorias
maximais consistentes tais como oV € I' < o € " ou B € I/, podem ser utilizadas para
mostrar que QI" define uma congruéncia na dlgebra das féormulas. De tal forma que a dlgebra
quociente, aquela cujos elementos sdo classes de equivaléncia de QI”, pode ser identificada com
membros de 2.

Uma defini¢do equivalente para € é
a=p Q)Y a+ Bel’
ou ainda
a=p(QYsa—B,—acl.

Usando essa segunda definicao serd possivel estender o método de Lindenbaum-Tarski a outras

l6gicas que possuam —, como serd mostrado mais adiante.
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O processo de Lindenbaum-Tarski para a 16gica proposicional segue os mesmos
passos descritos.Os passos a seguir estao sumarizados em Font (2016).
I) Tome I C .#my. Existe um ¢ tal que I'¥;,, ¢ e escolha I" maximal consistente, ' C I e
pEr’.
II) Defina QI como na prova da completude.
II) Mostre que QI" é uma congruéncia na dlgebra das féormulas.

IV) Mostre que .#my /T” é uma édlgebra de Boole. Isso pode ser feito, por exemplo, da seguinte
forma. A classe AB das dlgebras de Boole ¢ uma variedade, isto €, um conjunto de 4lgebras
que satisfazem um conjunto de equacdes, com apresentacdao equacional dada por

aV(bVce)=(aVb)Vc

avVb=xbVa,

aV(anb)~a;

aVvV0=~a;

aV (bNc)=(aVb)N\(aVec);

al(bVe)=(anb)V(aAc);

aV-a=1;

al—a=Q0;
e cada igualdade pode ser mostrada usando 7 p o <+ B sempre que o ~ 3. Para mostrar
que a A —a ~ 0, por exemplo, veja que a/QI" % —a/QI", pois ¥1p a < —a.

V) Mostre que ¢ € Fmp, a €' < a/QI" e T /QI7.

VI) Mostre que todos os elementos de I sdo equivalentes.

A élgebra quociente Fmy/T” é uma élgebra de Boole por IV). A fungdo 7 :
Fmp, — Fmy/QI" com n(a) = a/QI”, em que o/QI" é a classe de equivaléncia de o
sob QI", ¢ um homomorfismo e por I) 7(T") C (I") = {1} e w(¢) # 1. Isso nos leva a identifi-
car 7 como o homomorfismo /4 da prova da completude e corretude apresentado anteriormente.
Indicamos por Fpg a relagio entre conjuntos de equagdes e equagdes tal que I' Fog o ~ 3 se
a validade de todas as equagdes em I' implica a validade de & =~ f3, para todos os membros de
AB. Segue entdo, por contraposi¢do, que FapClHp. Mostrar que -7 pCFAp se resume ao que
foi feito para =5, mas agora tomando interpretacdes {OA, 1A}, para uma dlgebra A € AB.

Esse resultado pode ser adaptado para obter outras implicagdes. Por exemplo, um
teorema de representagcdo € algo que permite que uma algebra A em uma classse %~ seja

representada por uma dlgebra A’ € J#” de tal forma que A possa ser imersa em .#”. Makinson
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(2005) comenta que tipicamente um teorema de representacio gera um teorema de completude
algébrica similar. Font (2016) comenta ainda que a escolha de I pode trazer caracteristicas
diferentes a dlgebra quociente final.

O processo de algebrizacdo de Lindenbaum-Tarski pode ser estendido para as alge-
bras implicativas dado que a maioria dos passos utiliza apenas propriedades de —. Font (1999,

2006) trazem discussdes sobre as contribui¢cdes de Rasiowa para a drea.

Definicao 3.4 (Légica Implicativa) Uma logica implicativa é um sistema dedutivo sobre uma
linguagem L que contém — satisfazendo
LIl) Fri @ — @;
LI2) o >y, Wy =z @ — 20
LI3) Para cada conectivo A de aridade n,
P — Yo, --- On—1 = Yn-1

YVo— @, --- ,WYn—1—Qn—
LI4) ¢, 0 = vy y;

LI5) o v — 0.

FLIAQy...Qu1 = AWo... Wy_1;

Em Rasiowa (1964) sdo apresentados alguns exemplos de 16gicas implicativas usando, em geral,
os axiomas da légica proposicional.

A seguir discutimos como aplicar o0 método que foi usado na algebrizagdo da légica
proposicional as 16gicas implicativas. O processo € muito semelhante, exceto que a dlgebra
obtida ndo é necessariamente uma algebra de Boole. Seguimos o que € visto, por exemplo, em
Rasiowa (1974).

Seja L uma légica e I" uma teoria de L. Defina as relacdes <r e QI" da seguinte

forma
a<rbsa—bel

a=b((QI')a—b,b—acT.

O seguinte teorema ajuda a reproduzir os passos 1 a 5 do método de Lindembaum-Tarski.

Teorema 3.1 (Passos para a algebrizaciao a Lindebaum-Tarski) Seja L uma logica.
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1) A relacdo <t é uma ordenagcdo parcial em ¥ my para toda L-teoria T se, e somente
se, valem as propriedades LIl e LI2. Se isso ocorre, QI" é uma congruéncia em % my,
compativel com <r, e a relacdo <r define uma ordenagcdo < em Fmy/QI.

2) A relacdo QI é uma congruéncia em % my, para toda L-teoria I se, e somente se, ocorre
LI3.

3) Toda L-teoria I é um conjunto superior de sua relacdo <r, no sentido de que o €I e
o <r B = B €T, se, e somente se, vale LI4.

4) Toda L-teoria I representa uma uinica classe de equivaléncia da relagcdo QI se, e somente
se, x,y Fr x — y. Essa condi¢cdo é denominada regra G.

5) Essa classe de equivaléncia estd no topo da cadeia de <t se, e somente se, vale LI5.

Prova: Veja o teorema 2.2 de Font (2016).

O processo de Lindenbaum-Tarski segue da mesma forma. Considera-se uma teoria
maximal consistente I" tal que I' ¥ ¢. Definimos QI e o teorema anterior garante os passos da
algebrizacdo exceto por LT4, pois ndo necessariamente temos uma dlgebra booleana. Perceba
que uma vez que essa dlgebra € conhecida temos um novo teorema de completude em relacio a

essa dlgebra.

Definicao 3.5 (Algebra de Lindembaum-Tarski) A dlgebra quociente obtida pelo método de
Lindembaum-Tarski é denominada dlgebra de Lindenbaum-Tarski da teoria I'. Em particular,

quando I" = Cnp 0, temos a dlgebra de Lindenbaum-Tarski de L.

Voltamos nossa atencao agora para essas dlgebras. Gostariamos de obter uma classe
2 de dlgebras na qual uma versao do teorema da completude algébrica seja valida. Definimos
uma classe de dlgebras com a propriedade -1, ¢ =F » @ ~ T, com T representando o tinico
elemento de I'/QI" e provamos que essa classe contém todas as algebras de Lindenbaum-Tarski.
Seguindo Font (2016), seja L uma légica implicativa e considere a classe Alg; de dlgebras A que

satisfazem as suposi¢des da defini¢ao 3.5 enunciada a seguir.

Definiciio 3.6 (Algebras para légicas implicativakALG1) Para todos TU{Q} C Fmy e h €
Hom(Fmp,A), com Hom(Fmyp,A) representando a classe de todos os homomorfismos
de FmpemA, hI' C {1} seTFp ¢.

LALG2) Sea,be A, entdoa—b=1eb—a=1=a=b.

E possivel mostrar que
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1) Set. @ e A€ Alg;, entdo hgp = 1 para todo h € Hom(.Fmyp,A).
2) Sep el y,entio Algi F o ~ y.
3) Alg] F ¢ =~ x — x, para toda férmula ¢ tal que -, ¢.
4) Algi Fx —x~y—y.
A constante T discutida anteriormente representa x — x para algum x fixo.

Com essa notacdo, toda formula verdadeira pode ser entendida como a equacgao
¢ ~ T. Desse modo, as regras de inferéncia sdo levadas em quasiequacgdes. Por exemplo, modus
ponens pode ser reescrita como (x ~ T)A(x -y~ T) — (y~ T) e aregra G é reescrita como
(x~T)A(y=T)— (x >y~ T). A demonstragdo de que toda dlgebra de Lindenbaum-Tarski
estd em Alg; pode ser vista em Font (2016, pag. 81). Essa transformagdo também permite definir

uma classe de dlgebras parecidas com Alg; mas sem a dependéncia da l6gica L.

Definicdo 3.7 (Algebras implicativas) A classe L. de dlgebras implicativas é definida con-
tendo todas as dlgebras (A,—) tais que

All) y —wy=T;

AR2) (x—>yx=T)AN(y—zrT)—=x—zr T,

Al3) x> TxTe

Al4) x>y~ THAN(y—=xrT)—=x~y.

Claramente, Alg; C Al, para toda l6gica implicativa AL

A Tabela 1 a seguir mostra algumas légicas algebrizdveis a Lindembaum-Tarski
mostradas em Font (2016). A maioria dessas légicas estdo relacionadas ao trabalho de Rasiowa
e coautores.

Algumas outras l6gicas que podem ser estudadas do ponto de vista de Rasiowa

(1964) sdo vistas em Hajek (1998) e Galatos et al. (2007).
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Tabela 1 — Légicas e respectivas semanticas algébricas para alguns exemplos selecionados. Fonte:

Font (2016)
Conectivos Sigla Nome da légica Algy
— LI, 1dgicaimplicativa positiva algebras de implicacdo positiva
— LC_, ldbgica implicativa cldssica algebras implicativas
—,V, A LIT  16gica positiva algebras de Heyting generalizadas
—,V, A\, l6gica minimal de Johanson  lattices complementados contraposi-
cionalmente
—,V, A, légica positiva com semi- lattices semi-complementados
negacao
—,V, A\, LI  1dgica intuicionistica algebras pseudo-booleanas
—,V,A\,, = l6gica construtiva com nega- algebras quasi-pseudo-booleanas
,~ cdo forte de Nelson
—,V, A, 0 LC  16gica classica algebras de Boole
—,V, A\, 0,0 S48 16gica modal $4 global algebras booleanas topoldgicas
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4 ALGEBRIZACAO A BLOK-PIGOZZI

Como comentado na se¢do anterior, nem todo sistema dedutivo admite uma alge-
brizacdo pelo método de Lindenbaum-Tarski. Em particular, sem o conectivo — o método
de Lindenbaum-Tarski costuma falhar. Blok e Pigozzi (1989) comentam que algumas légicas
importantes como os sistemas de 16gicas modais de Lewis S1, S2 e S3 nao sdo algebrizaveis
pelo método de Lindenbaum-Tarski. Isso € devido, por exemplo, a falta da regra da necessidade
dada por = @ = O¢@. Dessa forma, a relagdo QI definida anteriormente ndo € congruéncia pois
= ¢ — y ndo implica - O¢ — Oy. Outro exemplo cldssico em que a algebrizacdo pelo método
de Lindenbaum-Tarski falha, no sentido de que produz uma algebra que € essencialmente a alge-
bra das férmulas, é o fragmento da l6gica intuicionistica de Heyting que ndo possui o conectivo
—. De modo geral, o método falha também quando hd um conectivo — mas a implicacao s6 é
verdadeira e produz teoremas da forma - ¢ — y quando hé, de fato, uma deducdo de y a partir
de @. Veja, por exemplo, Anderson e Benalp (1975).

O método proposto por Blok e Pigozzi estende o de Lindenbaum-Tarski no sentido de
que toda légica expressa por meio de uma dlgebra de Lindenbaum-Tarski possui uma algebrizacao
pelo método de Blok e Pigozzi, desde que ela possua um simbolo T ou que T possa ser definido
de alguma forma, como x — x para um determinado x. Algumas légicas que ndo sdo algebrizdveis
pelo método de Lindenbaum-Tarski admitem uma algebrizacdo pelo método de Blok e Pigozzi.

Seja % uma classe de dlgebras e considere a relacdo F , entre conjuntos de L-
equacdes nele mesmo tal que I'F - ¢ ~ y se, e somente se, para toda dlgebra A € % e toda
interpretacdo a = (apaj ...a,—1) das varidveis em I'U{¢@ ~ y} em elementos de A, temos
EA(a@) ~ nA (@), para todas as equagdes £ ~ 1 em I implica ¢* (@) ~ yA(@). Dizemos que
F » € uma relac@o de consequéncia equacional. Perceba que essa relacdo € semelhante a g
no sentido de satisfazer P1-P3 e P5. Serd conveniente nessa dissertacdo assumir que F _» serda
finitaria no sentido de P4. Vista dessa forma, F_, pode ser usada para representar a semantica de

Fs.

Definicio 4.1 (Seméantica algébrica) Formalmente % é dita semantica algébrica de S = (L,tg)
se, e somente se, =g pode ser interpretada da seguinte maneira: existe um conjunto finito de

equacdes 8 ~ € = 8(p) =~ &(p) em uma varidvel tal que, para todos T U{¢} C Fmy

s o< {6(y)=e(y), wel}Fy 6(0)=e().
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Definicao 4.2 (Equacoes definidoras) Dizemos que as equacdes no sistema 0 =~ € sdo equa-

coes definidoras de uma semdntica algébrica para S.

Sendo F_ finitdria, se #" é uma variedade satisfazendo um conjunto de equacdes
& ~n={&/P) ~ni(p),0 <i<n-—1}, podemos definir de forma andloga a relagio F o,
em que # < é a quase-variedade gerada por .#", como vilida entre I" e @ se, e somente se,
Ayer§ (W) = n(y) — §(¢) ~ n(¢). Note que a finitariedade de = 4 implica que F ¢ e F 40
coincidem e que %~ € semantica algébrica de S se, e somente se, % Q também for.

O seguinte teorema, demonstrado em Blok e Pigozzi (1989) mostra a equivaléncia
entre as defini¢des de semantica algébrica em Blok e Pigozzi (1989) e Czelakowski (1981). Esse
ultimo denota por semantica algébrica uma classe de matrizes .7 tal que toda M € .# é uma
S-matriz com um tunico elemento designado. A definicdo de Czelakowski estd mais alinhada

com os trabalhos de Rasiowa.

Teorema 4.1 (Blok e Pigozzi, 1989, pag. 15) Seja S um sistema dedutivo, % uma quase-variedade,
e 0 = 1 um sistema de equacdes em uma varidvel. As afirmacdes a seguir sdo equivalentes.

i) A éuma semdntica algébrica para S com equagoes definidoras 6 = 1.

ii) A classe M = {<A,Ff%n> ‘A€ Ji/} com Flf%n ={acA:5a)=n"(a)}, é uma

semdntica matricial para S.

A prova decorre imediatamente das defini¢cdes de F » e F_,.

Quando L possui um simbolo T, ou quando o mesmo pode ser definido em L, a
classe .# = {(A,{TA}) : A € %} é uma semantica matricial para S se, e somente se, % é
semantica algébrica para S com equagdo definidora p ~ T.

Veja que tanto a légica proposicional quanto a ldgica intuicionistica usadas no
exemplo de algebrizacdo pelo método de Lindenbaum-Tarski no capitulo anterior admitem
semantica algébrica com equagao definidora p ~ T.

Dizemos que, se L’ é sublinguagem de L, <A, a)A> pep € um L'-reduto de A. Usando
um resultado de Mal’cev (1958), Blok e Pigozzi (1989) provam que se .#” é semantica algébrica
para S com equagdes definidoras 6 ~ 1 e L' contém todos os conectivos em & ~ 1, entdo a
classe "’ de L'-redutos de membros de % é semantica algébrica para o L'-fragmento de S.
Além disso, pode ser provado que a classe de todas as dlgebras isomorfas a subdlgebras em 7"

¢ semantica quase-algébrica para S’
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Esse resultado tem implicacdes importantes. Na algebrizacdo de Lindenbaum-Tarski
da l6gica proposicional podemos remover conectivos desde que nao sejam —, e ainda assim €
provavel que o método possa ser aplicado com poucas modificagdes. Retirando — da légica
proposicional, ou do Calculo Proposicional Intuicionistico (CPI), podemos retirar — e ainda
conseguimos uma semantica algébrica para o fragmento de CPI contendo {A,V,—, T, L}.

Blok e Pigozzi (1989) comentam que ha uma classe muito maior que a variedade das
algebras de Boole que servem como semantica algébrica para a 16gica proposicional. No entanto,

a classe das dlgebras de Boole permite interpretar a relacio entre g e F_» também como

lreEye{feon:Exnelltso o y.

O bicondicional <+ tem um papel fundamental na algebrizacdo a Lindenbaum-Tarski. Blok
e Pigozzi (1989), ao generalizar o método de Lindenbaum-Tarski, propuseram usar relacoes,
possivelmente incluindo <+, que sejam capazes de representar a “igualdade” na 4lgebra das

férmulas, como mostrado na seguinte defini¢ao.

Definicao 4.3 (Semantica algébrica equivalente) Dizemos que uma semdntica algébrica *
é uma semdntica algébrica equivalente se, e somente se

SAEI) Tks @ < {6(y) = n(y): y €T} s 8(@) = n(9), e

SAE2) existe um conjunto finito de operadores bindrios A(p,q) = {Aj(p,q),0 < j<n—1} tal

que

E =y ARy 6(EAY) = n(EAY).

Definicao 4.4 (Férmulas de equivaléncia) As formulas em A sdo chamadas de formulas de

equivaléncia de S em % .

Um exemplo desse processo de algebriza¢do € mostrado no final desse capitulo.
Um sistema dedutivo € dito algebrizdvel a Blok-Pigozzi se admitir uma semantica

algébrica equivalente. Blok e Pigozzi (1989) o seguinte teorema.

Teorema 4.2 (Condicao suficiente para existéncia de semantica algébrica equivalente) Para
uma classe & de dlgebras, se existir um sistema finito A tal que

i) TExr o~y {SAn:S~nEltFspAye

ii) paratoda formula v € Fmy, v 45 8(v)Ag(v),
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entdo X é semantica algébrica equivalente para S com equagdes definidoras 0 ~ € e formulas

de equivaléncia A.

O seguinte teorema garante a unidade da quase-variedade semantica equivalente para um sistema

dedutivo S.

Teorema 4.3 (Unicidade da quase-variedade semantica equivalente) Seja S um sistema de-
dutivel algebrizdvel e sejam ¥ e ¥~ duas semdnticas algébricas equivalentes para S. Se 4 2

e "2 sdo as quase-variedades geradas por X e ¢, entdo H#C = #'2. Além disso,
A _“_S A/ ed ~E.

Para a prova desse teorema, veja Blok e Pigozzi (1989), teorema 2.15.
E possivel axiomatizar .# ¢ da seguinte forma. Faca
i) 0(v) =~ e(y), para todo axioma y;
ii) 6(pAp) =~ e(pAp);
iii) para toda regra de inferéncia ({yo, ¥1,...,¥u—1},0)},

O(wo) ~ e(Wo) N+ ANS(Wu—1) = E(Wu—1) — () =~ €(),

iv) 6(pAq) ~ &(pAg) = p~q.

A prova dessa afirmagdo pode ser vista em Blok e Pigozzi (1989), teorema 2.17.

Exemplo 4.1 (Algebrizacao a Blok e Pigozzi) Como exemplo desse processo de algebrizacdo
considere o sistema dedutivo CPI_,, o fragmento de CPI que contém apenas o conectivo
— de CPI. A quase-variedade semantica equivalente de CPI_, é chamada de variedade de
dlgebras de Hilbert como visto em Diego (1966). Os axiomas de CPI_, sdo p — (q — p)
e(p—>(g—r)—=((p—q)— (p—r)). Suaiinica regra de inferéncia é modus ponens.
Comecamos definindo T para cada membro da variedade equivalente semdntica % de CPI_,.
Faca TA = a — a, para um a € A fixo, para cada A € ¥ . Observe que (p — p) — (g —q) é
provdvel em CPI_, entdo pA — p* = ¢ — q* = T4, para toda A € . Fazendo §(p) =p e

e(p) =T temos equagédes definidoras e A(p,q) = {p — q,q — p} é uma relagdo de equivaléncia.
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Pelo teorema anterior temos como axiomatizagdo das dlgebras de Hilbert:

p—=(g—=p)=T
p=@—=r)=p—=q9—=pP—=r=T
prlTep—grTl=g~T

p—orgrTeq—prT=p=q.

Blok e Pigozzi fornecem vérias caracterizacoes diferentes de sistemas dedutivos algebrizaveis.

Uma das mais uteis € apresentada nos teoremas a seguir.

Teorema 4.4 (Regra pratica para algebrizacao a Blok e Pigozzi) Um sistema dedutivo S é
algebrizdvel se, e somente se, existir um sistema A de formulas em duas varidveis e um sistema
finito 0 = € de equacdes em uma varidvel tal que para @, ¥ e v € Fmy, temos
i) Fs AQ;
ii) AY b5 YAQ;
iii) @AY WAV g @AV,

iv) para todo conectivo @ de aridade n e @y, ..., 0,1, W,... Yp_1 € Fmy,

PoAYD, - ., Qu1AY—1 Fs OP .. O 1AY) .. Y.

v) vkg 8(v)Ag(v).

Nesse caso, 8 ~ € sdo equagoes definidoras e A contém as relagoes de equivaléncia.

Veja que as regras de 1) a iv) sdo muito similares aquelas vélidas para QI" discutida no capitulo
anterior.
Alternativamente, o pontos iv) e v) do teorema anterior podem ser substituidos por

V) @, Ay g v (destacamento)
vi) @,y s @Ay (regra G).

Exemplo 4.2 (Aplicacao da regra pratica para algebrizacao a Blok e Pigozzi) Considere o
sistema denominado standard system of implicative extensional propositional calculus, abreviado
SIC, em Rasiowa (1974) e Rasiowa e Sikorski (1963). A linguagem desse sistema tem uma

quantidade finita de conectivos de aridade no mdximo 2 e um conectivo —. Os seguintes
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teoremas e regras de inferéncia derivadas definem SIC.

}_SP—>P7
p,p—qtsq,

pP—q,q—rtsp—r,

ptsq—p,
p —q,q9 — pFs Pp — Pq para todo operador undrio P

p—q,q9 — p,r — 5,8 —rtgs Opr — Qgs para todo operador bindrio Q.

Basta tomar A(p,q) = {p — q,q — p} e equagdes definidoras §(p) ~n(p) = p =~ pAp. Essa
classe de logicas contém a logica proposicional e IPC, muitos de seus fragmentos e extensoes,

logicas modais normais e logicas multivaloradas.

A algebrizacdo a Blok e Pigozzi uma extensdo poderosa do método proposto por
Lindembaum-Tarski. O desenvolvimento tedrico visto em Blok e Piggozi (1989) explorava
ndo apenas a conexao entre verdades semanticas e verdades equacionais em classes de dlgebras
como a relacdo entre outras semanticas desenvolvidas, por exemplo, pela escola polonesa, como
as semanticas matriciais. Sobretudo, os teoremas e regras praticas apresentados em Blok e
Pigozzi (1989) viabilizam o estudo algébrico de diversos sistemas dedutivos de uma maneira
clara. Algumas outras propostas para a algebrizacao de 16gicas modais e paraconsistentes sao
discutidas nos capitulos a seguir. Para as 16gicas paraconsistentes, em particular, os resultados
disponiveis dependem muito fortemente das 16gicas a serem algebrizadas. Essa dificuldade é

parcialmente mitigada pelo método de Blok e Pigozzi.
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5 ALGEBRIZACOES PARA LOGICAS PARACONSISTENTES

Tratamos, nesse capitulo, a algebrizacao de 16gicas paraconsistentes. Classicamente,
sistemas dedutivos atendem o principio da explosdo que trivializa a relacdo de consequéncia
diante de uma contradi¢do. Essa caracteristica é também conhecida como principio da Ex
Condradiction Sequitur Quodlibet (ECSQ). As l6gicas paraconsistentes nado obedecem esse
principio. Isso permite um tratamento cuidadoso das contradi¢cdes. Uma discussdo extensa sobre
as origens e a fundacgdo filos6fica das 16gicas paraconsistentes pode ser vista no capitulo 2 de
Coniglio e Carnielli (2016). Historicamente, uma das primeiras légicas semelhantes aquelas
que conhecemos como logicas paraconsistentes € descrita por Vasiliev entre 1912 e 1913. Em
seus trabalhos é mostrada uma 16gica livre do principio da explosdo e da lei do terceiro excluido
denominada 16gica imagindria. Seu maior crédito é por, mesmo sem esse principio, tipicamente
presente em outras ldgicas, permitir inferéncia de maneira pratica e mantendo a coeréncia entre
as consequéncias derivadas de determinados conjuntos de informacdes. Em Jaskowski (2004),
traducao de um trabalho anterior do préprio Jaskowski, € apresentado um sistema que traz
semelhancas com modalidades mas que tipicamente € vista sob a ética da paraconsisténcia. Seu
sistema € conhecido como légica discussiva. A l6gica proposta em Hallden (1949) possui trés
valores que sdo usados de tal forma a conferir um cardter paraconsistente da mesma.

Logicas paraconsistentes sao também denominadas Légicas da Inconsisténcia For-
mal (LFI, em inglés) como em Carnielli e Coniglio (2016). Os mesmos autores ressaltam que
LFIs ndo provam contradi¢des mas permitem o raciocinio sob hipéteses contraditorias. Durante
todo o desenvolvimento de temas relacionados a l6gicas paraconsistentes, € importante ressaltar
a diferenca entre nao-consisténcia e nao-trivilidade. Em Williams (1981) ¢ feita uma desambi-
gui¢do dos conceitos de inconsisténcia e contradi¢do, em que a primeira estd associada a alguma
contradi¢do ndo explosiva enquanto a segunda causa a trivializacdo. Veja da Costa (1959) para
uma discussao sobre o assunto, por exemplo.

Dizemos que uma negacao ~ € cléssica se € tal que, para toda féormula ¢, nenhum
modelo satisfaz @/ ~ o e sempre € verdade que oV ~ ¢. Quando a negacdo € tal que aV ~
o nao € verdade para alguma férmula o dizemos que a negacdo € paracompleta. Logicas
paracompletas ndo sdo o objeto de estudo nesse texto, mas cabe comentar que enquanto légicas
paraconsistentes estdo associadas a ideia de acomodar informagdes possivelmente excessivas,
as logicas paracompletas tem a capacidade de trabalhar com falta de informagdo. Em l6gicas

paracompletas, a lei do terceiro excluido € que ndo estd presente.
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Uma pergunta pertinente € se a negacdo paraconsistente pode, de fato, ser considerada
uma negac¢do. A ideia de que o pode ou nio ser considerada verdade parece semelhante a idéia
de que o pode assumir valores diferentes em diferentes estados de uma relacdo estrutural,
confundindo assim a defini¢do de negagdo paraconsistente com a de modalidade. Embora haja,
de fato, semelhancas entre as abordagens, as l6gicas paraconsistentes permitem o tratamento de
informacgdo conflitante em um "mesmo estado"se comparado ao funcionamento das relagdes de

consequéncia em légicas modais.

Exemplo 5.1 (Negacio paraconsistente) A l6gica C| é um membro da hierarquia C, de da
Costa (1993). Nela encontramos o conceito de "normalidade"de uma sequéncia, expressada
como oa. tal que oo, 0, ~0 ¢, B, enquanto o, o, —~0 =, B. Na logica Cy, contudo, oo é

definida como (0t \ - ).

Ainda nesse capitulo abordamos em mais detalhes a l6gica Cj.

Os trabalhos de Nelson (1949, 1959) sdo de grande importincia para a drea. Em
Nelson (1949) € proposta uma extensao da logica positiva intuicionistica com um conectivo para
representar a "falsidade construtivel". De forma independente, Markov (1950) define uma relacao
entre a negacgdo forte e implicagdo intuicionistica com o mesmo proposito de Nelson. Ambos
queriam superar a limitacdo representada pelo cardter ndo construtivo da negacao intuicionistica.
Em Nelson (1949) a 16gica mostrada é de primeira ordem e paraconsistente. Mas € Nelson
(1959) que apresenta o que conhecemos como légica paraconsistente de Nelson.

Carnielli e Coniglio (2016) comentam que paraconsisténcia tem ligagdo com o
principio da falsificacdo de Popper. Sob orientacdo de Popper, Cohen propds um modelo no qual
temos a lei do terceiro excluido mas nao temos o principio da explosao.

Um outro aspecto do ambiente em que logicas paraconsistentes foram desenvolvidas
¢ referente a natureza da Ldgica como ciéncia. Trés pontos de vista diferentes podem ser
apresentados sobre a natureza dos estudos em Légica. Esses sdo: o ponto de vista ontoldgico,
epistémico e linguista. Nao hd consenso sobre qual ponto de vista prevalece ou quanto algum
prevalece sobre os demais. Certamente ndo sdo independentes, pois ndo € possivel negar que a
semantica estd ligada ao aspecto ontolégico, nem que ndao h4 um aspecto linguistico associado
ao estudo do pensamento. Contudo, da origem das légicas paraconsistentes, podemos afirmar
que esta € mais ligada ao aspecto epistémico. A ldgica classica € motivada principalmente

pelo aspecto ontolégico, enquanto a intuicionistica, a qual estd ligada a génese das 16gicas
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paraconsistentes, foi tipicamente motivada pelo aspecto epistémico. A 16gica cldssica estd mais
ligada a idéia de preservacao da verdade através de um conjunto de regras, enquanto as logicas
paraconsistentes surgem principalmente de 16gicas construtivas nas quais algo € considerado
verdade apenas se € possivel exibir uma prova construtiva ou falso se € possivel construir a
negacao.

Os trabalhos de Brouwer e Heyting pdem Légica como o estudo de construcoes
mentais e separa o estudo de Logica da Matematica. As ideias de Brouwer e Heyting foram
desenvolvidas por Kolmogorov (inicialmente de forma independente) e também por Gentz e
Godel. Do ponto de vista dos trabalhos dessas escolas cabe investigar se a contradi¢do faz parte
do mecanismo de raciocinio e de que forma. Ha evidéncias claras que o tratamento cuidadoso das
contradi¢cdes € importante para a construcao de verdades 16gicas. Para uma discussao filoséfica
sobre o assunto, veja, por exemplo, Carnielli e Coniglio (2016) e da Costa et al. (2005).

Apresentamos agora algumas ldgicas paraconsistentes como exemplos. Uma das
légicas paraconsistentes mais simples que podemos apresentar € a Ldogica da Inconsisténcia
Minimal Bésica, denotada por mbC como visto em Carnielli e Coniglio (2016). Seguindo
0s mesmos autores, definimos primeiro l6gicas da inconsisténcia formal, uma denominacao

alternativa para logicas paraconsistentes.

Definicsio 5.1 (Logicas da inconsisténcia formal) Seja £ = (®,F) uma légica padrdo. As-
suma que £ contém uma negag¢do — e o(p) é um conjunto de formulas que dependem apenas de
p. Dizemos que £ é uma logica de insconsisténcia formal (LFI) se
i) 0,—0 ¥ W para algum par ¢ e .
ii) hd duas formulas @ e P tais que o(at),B ¥ B e o(at),~a ¥ B.
iii) o(¢),0,—¢ by para todo ¢ e y.

Quando o(p) é unitdrio, utilizamos apenas op. A condi¢do ii) da defini¢do pode ser
relaxada para permitir que os pares o ¢ 8 que satisfazem as duas condi¢des sejam diferentes.
Isso nos leva as chamadas LFI fracas. Essa versdo mais fraca das LFI foi proposta em [5,6]
como uma alternativa a defini¢do das LFI. Uma versao mais forte das LFI pode ser obtida se
os pares o € 3 dos pontos i) e ii) devem ser os mesmos. Observe que, de fato, como sugere a
nomeclatura, toda LFI é uma LFI fraca e toda LFI forte € uma LFI. As implica¢des no sentido
inverso ndo sao validas. Assim, uma estratégia para mostrar que uma certa logica € LFI consiste

em mostrar que a mesma é uma LFI forte.
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Definicao 5.2 (Légica da Inconsisténcia Minimal Basica - mbC) Carnielli e Coniglio (2016)
definem essa logica sobre a linguagem proposicional cldssica, adicionada do operador de
consisténcia o, através do cdlculo de Hilbert a seguir:
e a—(f—a)
(= (B—=7)—=(a—=p)—=(a—=7)—=(a—=7))
o— (B — (APB))
(aAB) = a)
(anB)—PB)
o— (aVp)
B —(axVvp)
(=)= ((B—=7) = (aVp)—=7)
e (a—pB)Va

e OV
e o0 — (a— (—a—fB))

e a regra modus ponens de inferéncia.

Aregraoa — (a — (—a — B)) é conhecida como Lei da Explosdo Suave. Sem ela
temos o cdlculo para a 16gica proposicional cldssica positiva CPL™, ao qual nos referimos no

capitulo 3.

Teorema 5.1 (Meta-teorema para mbC) A l6gica mbC satisfaz as seguintes propriedades.
i) T',o e B se, e somente se, T' 0 00 — B.
ii) SeU,abpc @ e, B e ¢ entdo T, 00N B e @

iii) Se ;o e @ e I, = =y @ entdo T e 9.

A seguir mostramos como funcionam as avaliacdoes dos valores das férmulas em
mbC. Cada férmula pode resultar em um de dois valores verdade mas o valor de & nao determina
o valor de ~¢. Em Carnielli et al (2007) o termo bivalorac¢ao € usado para se referir a esse tipo

de valoracdo. No mesmo artigo, esse tipo de valoracao é mostrado para varias LFIs.

Definicao 5.3 (Valoracao para mbC) Uma funcdo v cujo dominio é o conjunto das formulas
em mbC e que assume valores em {0, 1} satisfazendo

)vienB)=1wv(a)=1ev(B)=1.

i) viovVB)=1+<v(a)=1ouv(B)=1.
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i) vio - B) =1+ v(ax) =0o0uv(B) = 1.
) v(—a)=1+v(a)=1ev(oa)=0.

v) vica)=1=v(a) =0ouv(-a)=1
Com isso podemos definir um operador de consequéncia semantica em mbC.

Definicao 5.4 (Consequéncia semantica em mbC) A relacdo de consequéncia semantica ¢
é tal que U Fpc @ se, para toda valoragdo v, temos v(9) = 1 sempre que v(y) = 1 para todo

yel.

Teoremas de completude e corretude tém papel central na algebrizag¢do a Lindembaum-

Tarski e Blok-Pigozzi. A seguir, é enunciado um teorema de corretude e completude para mbC.
Teorema 5.2 (Completude e corretude para mbC) Para todos TU{¢} de Fmp .
r I_me ¢ Sal ':mhc ¢

A demonstracdo desse teorema pode ser vista na pagina 36 de Carnielli e Coniglio
(2016).

Para a prova da corretude, veja Carnielli e Coniglio (2016). As defini¢cdes utilizadas
14 sdo equivalentes a algumas que mostramos aqui em capitulos anteriores. O resultado a seguir

tem um lugar especial na prova da completude.

Teorema 5.3 (Lindembaun-Los) Seja L uma logica Tarskiana e finitdria sobre uma linguagem
L. Considere T'U ¢ tal que I' ¥ ¢. Entdo exitste um conjunto A de formulas em . my, tal que

I' C A e A é maximal em Fmy.

Com o resultado de completude e corretude é possivel expressar propriedades da
mbC sem recorrer ao célculo de Hilbert. Baseado nisso, Coniglio e Carnielli mostram uma série

de resultados correlatos. Citamos alguns para fins de exemplo.

Teorema 5.4 (mbC como LFI forte) Seja op = {op} para uma varidvel proposicional p. En-

tdo a logica mbC é uma LFI forte.

Teorema 5.5 (Metapropriedades de mbC baseadas em valoracao) Em mbC as seguintes pro-
posicoes sdo verdadeiras

1) aN—a e —op, mas —opkupe 6N
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2) ot Fppe (A —x), mas (A —=a) ¥ oppe o0
3) o — B Fupc oV B mas VB Fupe o — B.

4) oo,V B Fpc —o0 — B.

Fica evidente que mbC nio satisfaz a regra da substitui¢do, pois & = 8 ndo implica
por exemplo #a = #f para todo operador #. A negacdo — de mbC ndo é tdo forte quanto a

negacdo classica. Podemos definir uma negacao forte em mbC da sequinte forma.

Definiciio 5.5 (Negacio forte em mbC) A negacdo ~ em mbC é tal que aN ~ ot e o — (~

o—pB).

Coniglio e Carnielli demonstram completude e corretude para mbC adicionada de
~. Dessa forma, tabelas verdade podem ser usadas para demonstrar, por exemplo, os seguintes
resultados.

o | Fupe 0.
o sel',¢ F,pc L entdo I' 0 —0.
® ~ ¢ e P eppe~ @ — 0.
Béziau (1990) observa que nem todas as formulas marcadas com o precisam conser-

var consisténcia.

Definicao 5.6 (Propagacao forte da consisténcia) Seja L uma extensdo de mbC que satisfaz
a propriedade da propagacdo da consisténcia em relagdo a — e o. Dizemos que L possui a
propriedade da propagaccdo forte da consisténcia se valem os seguintes axiomas.
i) (caxVof)—o(anpP).
ii) (caNof)—o(aVp).
iii) (caVof)— o(a— B).

Béziau (1990) mostrou que toda l6gica L extensdao de mbC que satisfaz essas con-
dicoes satisfaz também aquelas da defini¢ao de propagacao da consisténcia. O contrdrio nao €
necessariamente verdade.

As logicas que constituem a hierarquia de da Costa possuem uma caracteristica
conhecida como propagac¢do da consisténcia. A 16gica C; contém todos os conectivos usuais.
Ela foi desenvolvida para ser base para teorias inconsistentes mas ndo triviais. Suas férmulas sdo
definidas como o conjunto das formulas obtidas a partir de {A,V,—, =} da maneira usual.

Para C; temos a seguinte definicdo.
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Definicao 5.7 (Axiomas e inferéncia para C;) Os axiomas de C\ sdo:
I a—(f—a).

(@—=pB)—=(a=(B—=7)—=>(x=7))

oA —a

aNB — B.

a— (f—anp).

o— (aVvp).

B — (aVvp).

(@=y) = ((B—=7) = (aVB—=7)).

modus ponens

X 2 N SN R D

Como comentado anteriormente, o operador de consisténcia o de C; € definido como
oot = =(a A —ar). Da Costa denota por férmulas bem comportadas aquelas tais que —(a A —¢t)
e mal comportadas as que ot A —o. A negac¢do — ainda € tal que -——a — @, bastando analisar os
dois casos. A légica C; é construida de tal maneira a propagar a consisténcia, garantindo que
féormulas bem formadas ao serem concatenadas por conectivos mantenham sua plausibilidade.
As regras necessdrias para isso sao

e oo Nofl —o(aNAP),
e caNofl —o(aNof3),
e ocaNofl —o(a — B).
Essas podem ser condensadas em o Aoff — o(aAB)Vo(aAB)Vo(aAB)Vo(a— B). Dessa

forma, definimos C; através dos postulados a seguir.

Definicao 5.8 (Postulados para C;) Os seguintes postulados definem C,
—1) a— (B — ).
—2) (@ B) = (&= (B—7) = (@ 7))
—3) a,o— B/B.
A1) aAB — a.
N2) aAB — B.
N3) o= (B — (A B)).
Vi) a— (oV ).
Va) B — (aVP).
V3) (@—=7) = ((B—=7) = (aVB—=7)
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—1) of = ((a = B) = (& = =) = —a)).
) oo Aofl = o(axAB)Vo(axAB)Vo(aAB)Vola— B).
—3) oV Q.

—4) Do — Q.

A consequéncia sintética é definida de maneira usual. Nao é dificil mostrar que

valem os seguintes resultados.

Teorema 5.6 (Reducao ao absurdo paraconsistente) Se para um conjunto de formulas I te-

mos ¢, o, TU{a} ¢, BeT'U{a} ¢, =B, entdo T ¢, —o.
Uma defini¢do de valoragdo para C; € descrita em da Costa e Alves (1977).

Definicao 5.9 (Valoracao para C|) Uma valoragdo é uma funcdo tal que
1) vie)=0—=v(a)=1

2) vi(0—a)=1—v(a) =1

(
3) v(eB)=v(ie—=B)=v(ie = -B)=1—(ax)=0
4)vio—=B)=1<v(a)=00uv(B)=1
S)viaenB)=1<v(a)=v(B)=
6) viavB)=1l<v(a)=1ouv(f)=1
7) v(a) =v(of) =1 =v(o(aVp)) =v(c(anp)) =v(o(ax = B)) =1

De posse dessa definicao de valoragdo podemos usar a definicdo de consequéncia
semantica como feito para mbC. Com base nisso, teoremas de completude e corretude podem
ser usados para mostrar, por exemplo, o teorema a seguir, como feito em da Costa et al. (2004)

Uma caracteristica interessante de C; € vista também em da Costa et al. (2004). Se
adicionarmos a regra =(a A —at) a 16gica C; temos o cdlculo proposicional cldssica. Além disso,
¢ mostrado também que a Logica proposicional intuicionistica positiva estd contid em Cj e varios
outros resultados.

No restante desse capitulo discutimos alguns aspectos da algebrizacdo das légicas
paraconsistentes. Observamos, de antemao, que os resultados para l6gicas diferentes sdo bastante
diversos. Logicas de Benalp foram introduzidas em Dunn (1996) com a inten¢do de auxiliar
o tratamento de informacgdo potencialmente inconsistente e incompleta de forma ndo trivial.
Logicas super-Benalp sdo generalizacdes das l6gicas de Benalp, entre as quais podemos citar

as légicas de Benalp com trés valores, Logica do Paradoxo e Légica Forte de Kleene. Em
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Albuquerque et al. (2017) é mostrado um reticulado de dlgebras associadas as légicas super-
Benalp que auxiliam o entendimento (e visualiza¢do) das relagdes entre elas. Uma ordenacao
parcial € definida para essas dlgebras baseada no conjunto de teoremas de cada lgica. O trabalho
de Albuquerque et al. (2017) é baseado em Rivieccio (2012) e Prenosil (submetido).

Béziau (1998) mostrou que ndo existe maneira de algebrizar, por método semelhante
ao de Lindembaum-Tarski, 16gicas paraconsistentes nas quais uma negagao paraconsistente siga
aregra da dupla negacéo e —(a A —a) seja teorema. A negacdo paraconsistente € o grande atrativo
das l6gicas paraconsistentes. Béziau estudou algumas propriedades da negacdo cldssica que
ndo sdo compativeis com a negacao paraconsistente. O resultado de Béziau (1998) € similar
aquele da incompatibilidade do teorema da substituicao para a légica C1 de da Costa. Para
C1, Mortensen (1980) mostrou que é impossivel definir uma congruéncia nao-trivial. Urbas
(1989) mostrou ainda que a adi¢do do teorema da substituicdo a C1 a trivializa. Esses trabalham
sugerem questionar quao compativel € a idéia de paraconsisténcia e o teorema da substituicdo. A
prova do resultado de Béziau (no teorema 4.1 do artigo) utiliza a notacdo do operador de fecho
Cng de Suszko. Uma aplicacdo direta desse teorema mostra que as légicas de Ansejo (1966),
D’Ottaviano e da Costa (1970) e LP de Priest (1979) nao sao algebrizaveis a Lindembaum-Tarski.

Lewin e Mikenberg (2006) introduziram légicas baseadas em estruturas chamadas
de matrizes paraconsistente-literais e paracompletas-literais. Hirsch e Lewin (2008) mostram
que todas essas logicas sdo algebrizaveis a Blok e Pigozzi e fornecem uma caracterizacao de
l6gicas finitamente algebrizaveis.

Lewin et al. (2000) estudam seméanticas algébricas para sistemas dedutivos seme-
lhantes as 16gicas anotadas (annotated logics) (Subrahmanian, 1987). Ldgicas anotadas foram
propostas por Subrahmanian (1987) como fundacdes 16gicas de programacgao. Podem ser utiliza-
das para raciocinio ligado a bancos de dados que contém informagdes inconsistentes. Em Blair
e Subrahmanian (1989) € mostrado que essas légicas sdao paraconsistentess. Uma abordagem
baseada em teoria dos modelos pode ser vista em Abe (1992) e do ponto de vista de teoria da
prova em da Costa et al. (1997). Essas 16gicas ndo sdo estruturais e portanto ndo sdo algebrizaveis
pelo método de Lindembaum-Tarski. Lewin et al. (1997) propuseram uma versdo estrutural para
essas logicas, mantendo-as o mais préximo possivel de suas versdes originais. Para essa versao
estrutural valem as técnicas de algebrizacdo. Para tal, eles adicionaram operadores unérios e
axiomas para ajustar os mesmos. Os autores mostram ainda uma traducao dos sistemas originais

para as versoes estruturais tal que uma férmula é verdade em um sistema se, e somente se, é
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verdade no outro.

Baseados na quase-variedade semantica equivalente, eles obtém procedimentos de
decisdo para essas logicas.

Algumas légicas l6gicas paraconsistentes, embora ndo algebrizdveis no sentido de
Blok e Pigozzi, sdo algebrizdveis por semanticas que envolvem estruturas conhecidas como
multidlgebras. Isso foi feito em Coniglio et al (2016) para 16gicas da inconsisténcia formal.

Munoz-Venegas (2006) aplicou o método de Blok e Pigozzi a 16gicas estruturais.
Venegas estudou a aplicagc@o dessas ideias a légicas ndo estruturais gerando o que denominou de
semanticas algébricas possivelmente nao estruturais. O autor mostra ainda que vérias proprieda-
des semelhantes as das 16gicas estruturais permanecem vélidas. ele fornece uma caracterizagao
intriseca de 16gicas algebrizaveis dessa forma.

Omori (2017) estuda a algebrizacio das l6gicas de Sette. A légica P! de Sette
¢ algebrizdvel a Blok-Pigozzi como mostrado em Pynko (1995). Pynko mostra que quase-
variedade para P! ndo é quase-variedade semantica algébrica de nenhuma outra 16gica. Essa é
uma exibicdo clara de que algumas caracteriza¢des por meio de semanticas algébricas podem ser
usadas para definir caracteristicas de unicas de sistemas dedutivos.

Em Hermann (1993, 1996) € mostrado um exemplo de sistema dedutivo cujo ope-
rador - é equivalente a consequéncia equacional - 5, mas - € finitdria enquanto |- ndo é.
Czelakowski perguntou se o contrdrio aconteceria. Em Raftery (2010) € mostrado um desses
exemplos. Em Sette e Carnielli (1995) sdo mostradas outras 16gicas parecidas com P! que
também € algebrizdvel a Blok e Pigozzi.

Dada a discussao sobre a possivel interpretacio de negag¢des paraconsistentes como
operadores modais, discutimos no préximo capitulo as l6gicas modais e a algebrizacdo das

mesmas.
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6 ALGEBRIZACOES PARA LOGICAS MODAIS

Nessa secdo apresentamos a proposta de algebrizagdes para 16gicas modais como
vista em Blackburn (2001) e suas referéncias.

Uma linguagem proposicional modal é uma linguagem proposicional como aquela
apresentada no capitulo 1 adicionada de operadores denominados modalidades. Em geral, lingua-
gens proposicionais modais sdo sintaticamente simples, mas possuem uma grande diversidade
de aplicagdes, especialmente por sua adequabilidade ao expressar estruturas relacionais. Tais
estruturas sao abstragdes de conceitos como ordem parcial, drvores, entre outros.

A LEI, apresentada no préoximo capitulo em maiores detalhes e introduzida no
capitulo 1, possui similaridade com uma légica modal. Um dos operadores que confere a LEI a
caracteristica de 16gica paraconsistente pode ser interpretado como uma modalidade.

As defini¢des e teoremas no restante desse capitulo podem ser vistas em Blackburn

(2001).

Definicao 6.1 (Estrutura relacional) Uma estrutura relacional é uma tupla em que o primeiro
elemento é um conjunto ndo vazio e os demais sdo relacoes definidas sobre os elementos desse

conjunto.
Vejamos a seguir alguns exemplos de estruturas relacionais.

Exemplo 6.1 (Ordem parcial como estrutura ) Ordenagdes parciais sdo estruturas relacio-
nais que podem ser vistas como a dupla (A, R) em que R satisfaz VxRxx, Vxyz(Rxy ARyx — x =)

e Vxyz(Rxy A Ryz — Rxz).
Exemplo 6.2 (Sistema de transicao rotulado) Sistemas de transicdo rotulados sdo tuplas
<W7Ra1 7Raza e 7Ran>

em que, para (s,t) € W x W, temos (s,t) € Ry, se, e somente se, hd uma execugdo do programa

a; que comegca em s e termina emt.

Exemplo 6.3 (Arvores como estruturas relacionais) Uma drvore é uma estrutura relacional
T =(T,S) em que T é um conjunto de nds e S é uma relagdo de antecessor satisfazendo:
e O conjunto de nos contém um uinico elemento r tal que Vt3t|,tp,--- .1, tal que t, =t e

Stiti+1 ety =r.
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e Cada elemento de T possui um tinico antecessor.

e Ndo hd ciclos. Isto é, ndo hd uma sequénciat =ty,tp,--- ,t, =t tal que Stit;. .

A seguir definimos a linguagem modal bésica que € utilizada na constru¢do de outras

linguagens modais especializadas.

Definicao 6.2 (Linguagem Modal Basica) A linguagem modal bdsica é definida usando um
conjunto de simbolos proposicionais e um operador modal < (diamante). O conjunto de formulas

bem formadas nessa linguagem é dado pela regra

¢ :=plL=olyVolog,
em que p é qualquer simbolo proposicional.

O operador unério ¢ tem seu dual definido como [J¢ := —¢—¢. A férmula o¢ é
geralmente lida como "pode ser que ¢". Ja o dual € lido como "necessariamente ¢". Alguns
exemplos em que temos féormulas certamente verdadeiras em 16gicas modais bdsicas sdo Ll¢p —
o@, isto €, "se necessariamente ¢ entdo € possivel que ¢". Ou ainda, ¢ — [Jo¢p e o — Lo .

Um exemplo de 16gica modal sdo as logicas epist€micas. Essas lidam com pen-
samento sobre conhecimento. Uma légica modal epist€mica pode conter, por exemplo, um
operador undrio K para representar por K¢ "o agente sabe ¢", ao invés de [1¢. Contudo, nesse
contexto, @ — K¢ nao € necessariamente verdade, enquanto na linguagem modal basica ¢ — Ll¢
geralmente € tomada como verdade. Para uma discussdo mais extensa sobre operadores modais
e possiveis teoremas em légicas modais veja, por exemplo, Blackburn et al (2001).

Légicas modais podem ser bem mais gerais. Os operadores modais podem ser varios
e ndo necessariamente unarios. Definiremos primeiro tipos de similaridades modais antes de

introduzir linguagens mais gerais para légicas modais.

Definiciio 6.3 (Tipo de similaridade modal) Um tipo de similaridade modal é um par (O, p)
em que O é um conjunto ndo vazio de operadores /\1,/\y,--- e p : O — IN retorna a aridade de

cada operador.

Definicao 6.4 (Diamantes) Operadores modais undrios sdo chamados de diamantes e escreve-

mMos ©1,00, -+ .

Com isso, podemos definir linguagens modais além daquelas definidas como lingua-

gens modais bdsicas.
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Definiciio 6.5 (Linguagem modal .%m;) Uma linguagem modal é um par (t,P) em que T é
um tipo de similaridade modal e ® é um conjunto de simbolos proposicionais. O conjunto de

todas as formulas dessa linguagem é gerado pelas regras

:p[ L= |91V G A(P1, 02, Pp(n))
em que p é elemento de P.

O dual de A também pode ser definido.

Definicao 6.6 (Dual de operadores modais /\) Para cada /\ € O, defina

V((pl?"' a(pl’l) - _'A(_‘(Plu"' 7_‘¢n)

. Para p(A\) > 2, 7 € denominado nabla.

Mostramos agora, como exemplo, a l6gica dindmica proposicional como vista em

Blackburn (2001).

Exemplo 6.4 (Ldgica dinaAmica proposicional) A linguagem dessa logica possui infinitos dia-
mantes. Cada diamante é da forma (), em que T é um programa e (T)¢ é interpretada como "a

execugdo de um programa T no estado atual nos leva possivelmente a um estado com informag¢do

[

O dual de (7) é [n] e [] ¢ é interpretado como "toda execugdo de 7 no estado atual
nos leva a um estado com informagao ¢".

O conceito de substituicdo apresentado no capitulo 1 permanece o mesmo para
linguagens modais exceto pela adi¢cdo de (A (@, ,9,)) = A(c(d1),- -+ ,0(Pn)).

As defini¢des apresentadas até esse ponto sdo, em geral, de carater sintatico. Nos
exemplo, ao apresentar interpretacdes introduzimos um pouco de semantica. O formalismo
matematico para semantica em légicas modais € atingido através dos conceitos de modelos e

frames. Seguindo Blackburn (2001), temos as seguintes definicoes.

Definicao 6.7 (Frame) Um frame para uma linguagem modal bdsica é um par % = (W,R) em
que
o W é um conjunto ndo vazio. Chamamos os elementos de W de estados ou mundos.

® R é uma relagdo bindria em W.
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Definicio 6.8 (Modelo) Um modelo para uma linguagem modal bdsica é um par M = (F,V),
em que % é um frame e V é uma fun¢do que associa a cada varidvel p em ® um subconjunto
V(p) de W, ou seja, V define uma valoragdo das varidveis proposicionais em cada um dos

estados.

A funcdo dos frames em linguagens modais € representar o contexto no qual o
raciocinio ocorre através de uma estrutura relacional. J4 os modelos ddo sentido aos elementos
da relagdo estrutural nos frames. Com esses dois conceitos bem definidos podemos definir a

relacdo de satisfabilidade em modelos de linguagem modal bésica.

Definicao 6.9 (Satisfabilidade em modelos de linguagem modal) Seja w um estado em um
modelo .# = (W,R,V). Definimos recursivamente a definicdo de satisfabilidade de ¢ em M no
estado w como

o M ,wlk p se, e somente se, w € V(p), com p simbolo proposicional.

o ./ ,wlk L, nunca.

o . ,wlk—0¢ se, e somente se, nao M ,wl- @.

M w QN se, e somente se, M, wIE @ ou A wlE .

M ,w 0@ se, e somente se, para algum v € W, temos Rwv e 4 ,v I+ ¢.

O operador [J tem sua regra dada recursivamente como .Z ,w |- [1¢ se, e somente
se, para todo v € W com Rwv, .Z ,v I ¢. Um conjunto de férmulas ¢ satisfeito por .Z em w se,
e somente se, cada uma de suas formulas € satisfeita no estado w. Uma férmula ¢ € dita vélida
em ./ se vale em todos os estados do modelo; nesse caso, escrevemos .7 |- ¢.

Finalmente, podemos definir operadores de consequéncia semantica entre conjuntos

de férmulas e férmulas.

Definicao 6.10 (Consequéncia semantica local) Seja T um tipo de similaridade e S um con-
junto de estruturas do tipo T. Seja ¥ um conjunto de formulas e ¢ uma formula em uma
linguagem do tipo T. Dizemos que ¢ é consequéncia local de X sobre S, e denotamos ¥ g @, se

para todos os modelos # em S e para todos os pontos w em M, se M ,w X, entdo M ,w - ¢@.

Definicao 6.11 (Consequéncia semantica global) Seja S um conjunto de estruturas do tipo T
e L e @, respectivamente, um conjunto de formulas e uma formula. Dizemos que ¢ é uma
consequéncia global de ¥ sobre S, e denotamos por X H—‘§ @, se, e somente se, para todas as

estruturas G em S, se 4 |- X entdo 9 I ¢.
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A algebrizagdo das 16gicas modais € discutida a seguir. Ela requer um pouco mais
de elaboracao devido as estruturas relacionais e aos operadores modais.
Comecamos seguindo ainda Blackburn (2001) definindo tipos para dlgebras apropri-

adas para l6gicas modais.

Definicao 6.12 (Tipo de similaridade modal algébrica) Seja T um tipo de similaridade modal.
O tipo de similiraridade modal algébrica F; sobre ® é a tupla formada por (N, —, 1L, A\, Ny, -++)
de aridades 2,1,0,p(A1),p(A2),---.

Em Blackburn (2001) os termos do tipo F; sobre ® sdo denotados por TER (D).
Aqui indicaremos como Fm ¢
A algebrizagdo da l6gica modal bésica € obtida em Blackburn (2001) através de uma

algebra booleana adicionada de operadores que representam operadores modais.

Definicdo 6.13 (Algebra de Boole com operadores) Seja T = (0,p) um tipo de similaridade

modal. Uma dlgebra booleana com operadores do tipo T é dada por (A,+,<,0, fa,, fr,, ).

Essa dlgebra ¢ tal que (A, +, x,0) é uma dlgebra booleana e fx, tem aridade p(A;)
além de satisfazer
e (normalidade) fa(ay,az,- - s p (A )) ~ 0 sempre que algum a; ~ 0.

e (aditividade)

fA(al>a2>"' 7aj+alj7'“ 7ap(A,~)) %fA(ala"' yAjy e 7ap(A,-))+fA(a17"' 7a/j>"' 7ap(A,-))

Quando ndo houver riscos de confusdo, podemos omitir T em Fm .. A l6gica modal

bésica possui os operadores e muito do comportamento da légica proposicional. Portanto, é
razoavel incluir todos os elementos de dlgebra booleana em uma semantica algébrica para a l6gica
modal basica. Os operadores fa tem propriedades adequadas para representar as modalidades.
Veja, por exemplo, o caso em que ¢ = /\;, temos:

e f(0)=0e

o flx+y)=rx)+f0)
que corresponde a

e ol < le

® o(pVq) <> opVog,
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com o simbolo <+ € usado para indicar que a implicagdo ocorre nos dois sentidos. Outra
propriedade dos operadores undrios ¢ capturada por f, € a regra da prova: - p — g entdo - op —
©q. Para verificar essa propriedade, observe que a + b ~ b se, somente se, a < b em uma dlgebra
booleana. Entdioa < b <> a+brb< fla+b)~ f(b) < f(a)+ f(b) = f(b) <> f(a) < f(D).

Definimos agora a dlgebra que possui um papel central nas algebrizacdes de 16gicas

modais mais gerais. Para tal precisamos do operador definido a seguir.

Definicao 6.14 (Operador mg) Seja R uma relagcdo de aridade n+ 1 em um conjunto W. De-

fina:
mp(Xy,--+,Xn) ={w € W|IRwwiwa---wy},
para algum wi € X1, wo € Xp, -+, w,, € Xj,.

No caso em que R € bindria, mg pode ser entendida como o conjunto de elementos

em W que enxergam ou acessam algum elemento em X.

Definicao 6.15 (Algebras complexas) Seja T um tipo de similaridade modal e considere um
frame F = (W,Ra,,Rn,, - ,) do tipo T. A dlgebra complexa completa de F é a expansdo
da dlgebra de subconjuntos & (W) adicionada dos operadores mg A, Para cada Aj em T. Uma

dlgebra complexa é uma subdlgebra da dlgebra complexa completa.

A interpretacdo dos operadores MRy, ¢ dada a seguir. Se V(¢) é o conjunto de
estados em que ¢ ¢ verdade, entdo V(Ai(¢1, -, 9n)) = mr, (V(¢1),V(¢2),+,V(¢n)). Esses
operadores representam a idéia de que as informagdes de um estado sdo acessiveis a partir de

outros.

Exemplo 6.5 (Algebra booleana com operadores como algebras complexas) Se 7 ¢ um tipo
de similaridade modal e # = (W,Ra,,Rp,,- -+ ,) um T-frame. Entdo a dlgebra completa obtida

a partir de ¥ é uma dlgebra booleana com operadores.

A prova dessa afirmagdo no exemplo pode ser vista em, por exemplo, Blackburn
(2001), proposi¢do 5.22.
E possivel também mostrar o sentido inverso da implicacdo. Toda dlgebra booleana

com operadores € isomorfa a uma 4lgebra complexa. Para mais detalhes veja Blackburn (2001).
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Definicao 6.16 (Assinalamento) Seja T um tipo de similaridade modal e ® um conjunto de
varidveis. Assuma que </ = (A,+,—, L), fa,,--- é uma dlgebra booleana com t-operadores.

Um assinalamento para ® é uma fungdo 6 : & — A.

Os simbolos usuais V e = podem ser usados no lugar de 4+ e —, porém essa forma
apresentada € conveniente para a defini¢@o a seguir. A func¢do 0 pode ser utilizada para criar uma

funcado ) que leva cada termo do tipo T em um elemento do dominio de A.

Definicao 6.17 (Funcao significado) A funcdo significado ) definida em t-termos é dada por:
1) 8(p) = 0(p),
2) G(L) 0,
3) 6(-s) =—6(s),

4) 6(sV1)=0(s)+6(1),

5) B(A(s1,52,+150)) = fa(B(51), -, 8(sn)).

Com isso, seja s /& t uma equagdo com tipo 7. dizemos que a mesma € verdadeita
em A se para cada assinalamento 6 temos 8 (s) = 6(¢). Denotamos por A I s ~ 1.

Quando A € uma élgebra completa, o seu dominio € subconjunto do conjunto das
partes de W. Nesses casos, 0 é interpretado como uma valoracio modal. E possivel mostrar
que (Z,0), wE ¢ se, e somente se, w € 5((])), FTIF¢~Tetambém que F ' IF o ~ v se, e
somente se, .# = ¢ <> W, em que .7 * é dlgebra complexa. A prova dessa afirmagio pode ser
vista em Blackburn (2001) (proposicao 5.24).

O préximo teorema € uma consequéncia direta desse resultado e estabelece o paralelo

entre a validade em frames e verdades equacionais em dlgebras complexas.

Teorema 6.1 (Relacao entre validade em frames e teoremas em CmK) Seja Cm.% a classe

das dlgebras complexas de frames em % . Entdo, se ¢ e ¥ sdo formulas do tipo T,
H E ¢ se, e somente se CmA |- ¢~ T,

CmA E ¢ =~y se, e somente se, ¥ F ¢ <> .

Voltamos nossa ateng¢do agora para a relagdo - .

Teorema 6.2 (Completude algébrica para logicas modais) Seja T um tipo de similaridade

modal e ¥ um conjunto de t-formulas. Seja J# X a logica modal normal axiomatizada por ¥.
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Entdo, para todas as formulas @, temos &= y.x ¢ se, e somente se, Vs = ¢ =~ T, em que Vy é o

conjunto de dlgebras booleanas com operadores em que o conjunto {y ~ T | y € L}.
Finalmente, definimos dlgebras de Lindembaum-Tarski para 16gicas modais normais.

Definicéo 6.18 (Algebra das férmulas para légicas modais) Seja T um tipo de similaridade
algébrica e ® um conjunto de varidveis proposicionais. uma dlgebra das formulas de tipo T é da
forma (A, +,—, L. (fa)act) em que A é o conjunto de todas as T-formulas, com + e — definidos

como anteriormente, e para AET:

falte,- ta) = A1, tn).

Definicao 6.19 (Relacao de congruéncia para légicas modais normais) Seja T um tipo de si-
milaridade modal, ® um conjunto de t- formulas e A uma logica normal modal. Defina a
relacdo = no conjunto das formulas como ¢ =5 Y se, e somente se, =x ¢ <> Y. Lemos " e Y

sdo equivalentes modulo A.

Perceba que essa congruéncia €, essencialmente, diferente daquela mostrada no
Capitulo 3 devido a presenca de operadores modais.

O seguinte resultado é mostrado em Blackburn (2001).

Teorema 6.3 (Congruéncia no conjunto das formulas modais) Seja © um tipo de similari-
dade modal, ® um conjunto de formulas e A uma logica modal normal. A relacdo =, é uma

congruéncia na dlgebra das t-formulas.

Equipados com essa congruéncia, nos resta apenas tomar a dlgebra quociente entre a

dlgebra das férmulas e as classes de equivaléncia de =,.

Definicao 6.20 (Algebras de Lindembaum-Tarski para légicas normais modais) Seja T um
tipo de similaridade modal, ® um conjunto de formulas e A uma logica modal normal. Denota-

mos a dlgebra de Lindembaum-Tarski pela dlgebra quociente £y = (Fmp | =p,+,—,L).

Blackburn (2001), por exemplo, mostra que essas dlgebras sao dlgebras booleanas
com operadores.
No préximo capitulo, definimos a Ldgica da Inconsisténcia Espistémica (LEI).

Ressaltamos que a LEI por ser uma ldgica paraconsistente tem algumas semelhancas com as
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l6gicas modais. De fato, a impossibilidade em estabelecer uma algebrizacdo a Lindembaum-
Tarski para a 16gica do capitulo seguinte é semelhante aquela encontrada pela falta da regra da
necessidade para o operador [] de algumas l6gicas modais. No entanto, o operador que causa a

impossibilidade na LEI € a negacao paraconsistente.
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7 A LOGICA DA INCONSISTENCIA EPISTEMICA

Nesse capitulo apresentamos a Logica da Inconsisténcia Epistémica - LEI (Logic of
Epistemic Inconsistency) - proposta por Buschbaum e Pequeno (1989). A LEI foi criada com o
intuito de lidar com contradicdes advindas do pensamento por default de maneira mais sensivel
que a logica classica de uma maneira discutida a seguir.

A LEI incorpora caracteristicas paraconsistentes. Ela foi idealizada de forma a ser
util em situagdes em que uma pluralidade de visdes sobre um assunto estd envolvida (Martins
e Pequeno, 1994). Em geral, podemos afirmar que a semantica da LEI € construida com essa
mentalidade embora a mesma seja definida por meio de axiomas e regras de inferéncia sobre
sua relacdo de deducdo. Martins e Pequeno (1994) comentam que a LEI € de grande valor para
a Inteligéncia Artificial, dado que os problemas do mundo real aproximados por Inteligéncia
Artificial apresentam, em geral, as caracteristicas de pluralidade, conhecimento parcial, e incon-
sisténcia presentes na semantica da LEI. Em Martins e Pequeno (1994) € apresentado um célculo
de sequentes para LEI. O restante dessa se¢do segue aproximadamente o que € visto em Martins
e Pequeno (1994).

LEI usa a mesma linguagem da l6gica de primeira ordem adicionada da negacao
paraconsistente e de um operador modal ? que marca plausabilidade. Uma férmula sufixada por
?, como A?, pode ser entendida como ““é plausivel que A” ou “h4 evidéncias que A”. Férmulas
livres de ? sdo entendidas como férmulas de classicas. Como em Martins e Pequeno (1994)
usaremos letras romanas maiusculas para indicar férmulas livres de ? e letras gregas mintsculas
para férmulas que contenham ? de alguma forma. A notagcdo ~ « € utilizada como abreviagao
para a — (p A—p), para um p arbitrédrio, é entendida como a negagao clédssica para a LEL
Entendemos ainda ~ o como negacdo forte em LEI.

A LEI foi construida para ter um comportamento igual ao da légica cldssica quando
lidando com férmulas livres de ?, mas ndo trivializando ao encontrar contradi¢do com férmulas
marcadas por ?. Ha duas formas de negacdo em LEI. A negagao forte ~ opera como a negagao
da légica classica, enquanto — € o operador conhecido como negacao fraca. Isso exclui, por
exemplo, teoremas como &? — ((—a)? — B?), mas se comportando como a ldgica cldssica ao
encontrar contradi¢des em que as férmulas sdo livres de ?. Os axiomas e regras de inferéncia de
LEI sao mostrados a seguir.

) a—(p—a);

2) (@—=pB)—=(a—=(B—=7)—=(@=7);
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3) {a,— B}, B);

4) aNB — o;

5 anB —B;

6) a— (B — (aAPB));

7 a— (aVP);

8) B—(aVvp);

9 (@=7) = ((B—=7) = (aAB =7));
10) ((a—B) > a)— a;

11) (¢ = B) = ((a@ — —B) = ~a);
12) =(¢ = B) <> NP

13) =(aAB) < —aV-B;

14) =(aVvp) < —an-B;

15) ——o < a;

16) (a? = B27)? — (a? — B?);

17) (aVB)?— (a?VB?);

18) (—at)? > ~(a?);

19) ¢ — o

20) a?? — a?;

21) a? = (~~ )7,

22) a?A~ (B)?— (an~B);

23) _o—2B
o? — B7;
24) o«

~ ((~@)?);

Os axiomas 1 a 15 sdo tipicos da ldgica cldssica. O axioma 11 € a redugdo ao
absurdo para as féormulas cldssicas. Perceba a presenca de férmulas plausiveis, isto é, aquelas
marcadas com ?. Isso é fundamental para o tratamento paraconsistente dessas formulas (Martins
e Pequeno, 1994). O axioma 16 implica que ? € irrelevante para implicagdes quando o antecessor
e o sucessor sdo plausiveis. Os axiomas 17 e 18 tratam a distribui¢do de ? sobre V e a fatoragcdo
de ? sobre —. O axioma 19 € intuitivo e necessario, pois algo verdadeiro deve ser plausivel. O
axioma 20 mostra que ha apenas um nivel de plausibilidade. a linha duplicada nos sequentes 23
e 24 sdo usadas para indicar que a forma implicativa dessa regra de inferéncia ndo é permitida.
Nesses dois casos, se tais regras fossem permitidas na forma implicativa teriamos a? — o, que

ndo € desejdvel se observada a ideia por trds da seméantica da LEI
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Posto dessa forma, LEI possui duas negagdes, a cldssica ~ e a paraconsistente —.
Pode ser visto em, por exemplo, Martins e Pequeno (1994) que
1) todos os teoremas da l6gica cldssica sdo validas em LEI para férmulas livres de ?;
2) A negacdo paraconsistente — tem o comportamento cldssico para férmulas livres de ?;
3) anegacdo ~ tem o comportamento cldssico no sentido que
Fla—=B)— (a—=~p)—o~a)e
F~(~a) — a.
Dizemos que uma férmula € ?-fechada, isto €, que uma férmula estd no escopo de ?,
se é da forma o? ou =3, ~ B ou B#yem que B e ysdo ?-fechadas e # € {—, A,V }.
Para a algebrizacao da LEI € necessario um operador que seja similar ao bicondi-
cional < da l6gica cldssica. Na proxima secao utilizamos um operador definido em Martins e
Pequeno (1994) para esse fim. As seguintes regras de deducado natural sao usadas no capitulo

seguinte.




que .

1

LI
—(a—=pB)
—aV -
S(anp)
—a/N—f
~(avB)
.
“(a=B)
an—B B
—(aAPB)
Cav-p
~(avp) ,
-aAB a
(—a)?
—(a?) I
—(a?)
Cay
% E,
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em que Y é ?-fechado ou ndo depende de nenhuma suposi¢ao nio ?-fechada outra
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[a]

BB,

~ O ~
~r~ O
—a b~

No préximo capitulo mostramos como podemos utilizar um resultado de Blok e

Pigozzi para obter uma seméntica algébrica para LEL.
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8 ALGEBRIZACAO PARA A LOGICA DA INCONSISTENCIA EPISTEMICA

Nesse capitulo apresentamos formulas de equivaléncia e equagdes definidoras para a
LEI Martins e Pequeno (1994) define um conectivo de implicacao forte = tal que @ = f8 é uma
abreviagdo de (o — B) A (= — —a). O bicondicional forte < é definido como a < 3 se, e
somente se, &« = B e B = a. Assim, um candidato natural para o conjunto A de férmulas de
equivaléncia é A(o, B) = {A1 (o, B), A (0, B),As(e, B), A4, B)} ={ax — B, — at,—mx —
BB — —a}.

Teorema 8.1 (Algebrizacao da LEI a Blok-Pigozzi) LEI é algebrizdvel, no sentido de Blok e
Pigozzi, com equagdes definidoras 6 ~ € em que d(Q) = (@ — @) > @ e (@) = (¢ — @) e con-
junto A de formulas de equivaléncia com A(a,B) ={A(a,B),M(a,B),As(a, B), A, B)} =

{oo = B,B — o, — —=f,- — —a}.

A prova desse teorema € mostra a seguir. Usaremos o teorema 4.4 de Blok e Pigozzi,
apresentado no Capitulo 4.
1) FLEr @A;@, com 1 < i <4, ¢ imediato pela regra da introdugdo da implicacio;

i1) Ay g1 WA;@, com 1 < i <4, é imediato pois os dois lados representam 0 mesmo
conjunto de férmulas;

iii) @AY, WAy FLEr @Ay, com 1 <i<4,poiso — B, = yYFiLEr o —= ;

iv) QoAWy, Q1A ..., @AY, FLEI A(Qo@1 ... @) AL (Yo ... W,), com 1 <i <4, em que
A é conectivo de ordem n = 1,2, é consequéncia do teorema da substitui¢do (teorema
2.1.20) de Martins (1997).

v) Resta mostrar que ¢ Frgr 8(@)Aie(@), para 1 <i<4,e 6(Q)Ae(Q) FLgr @, i.e., @ FLEr
(¢ = @) = @)Ai(¢p > @), paral <i<4, e ((¢— @)= @)A(Q — @) Frpr @. Isso ¢
feito a seguir.

Do 6(p)Aie(p):

_¢
o= L
(p—0)—=0)—=(¢—0)
2) o 0(p)Are(9):
(0 L
(0—0)—0 |

(=)= (90— 0)—0)
3) o 6(p)Ase(9):
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F(e—=9) =)'l .
(p—=@)N=9 p
¢ A
_PATP I -
~(p—e)
(9= 9) =)= (90— 0)

4) o 6(p)Ase(0):

-

Iﬁ,l

He=o)l' o

wﬂwb EQ%E&M
(@ — @) \—@

(¢ — @) — )

“(0—=¢) = ~((¢0—9)—0)

5) 6(@)Ae(@) FLEr @:

-

I

I

o'
o, (o209
(p—9)

)

(=)= (90— 0)—0)
(p—o)—o .
(p —

Segue, pelo teorema 4.4 de Blok e Pigozzi citado anteriormente, que LEI € algebrizavel conforme

E,

o enunciado do teorema.
O capitulo final discute algumas possiveis dire¢des a serem tomadas sobre futuras

discussoes acerca da algebrizacdo de LEI.
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9 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Nessa dissertacao foi apresentada uma semantica algébrica equivalente, no sentido
de Blok e Pigozzi, para a LEI. Essa logica foi extensivamente estudada em Martins (1997), onde
diversas propriedades sao listadas. A algebrizacdo a Blok e Pigozzi que foi apresentada é baseada
em um resultado enunciado em Blok e Pigozzi (1989). Além de exibir uma caracteristica de LEI
que ndo havia sido enunciada antes, o resultado obtido nessa dissertacio serve também como
exemplo de quao prético €, de fato, o teorema de Blok e Pigozzi utilizado.

O estudo de Algebra Universal tem muito em comum com o estudo de Légica sendo
o ultimo uma das motivagdes para o estudo do primeiro, pelo menos em seus estagios iniciais.
Dentre os aspectos relacionados ao estudo de Algebra Universal, o teorema de Birkhoff tem um
lugar especial por garantir que as variedades, cole¢des de dlgebras com propriedades desejaveis,
sdo representadas por conjuntos de equacdes as quais sao utilizadas para definir o comportamento
similar entre dlgebras e sistemas dedutivos.

Nesse trabalho, além do resultado principal, fizemos uma revisdo sobre algebrizacdes
para as classes de légicas paraconsistentes e modais.

Possiveis extensoes do presente trabalho podem, por exemplo, considerar as diferen-
tes maneiras de obter semanticas baseadas em teoremas de completude e corretude para légicas
paraconsistentes e 16gicas modais. Em particular, pode ser explorada a relagcdo entre LEI e
16gicas modais, como descrito em Martins (1997), para utilizar as estratégias de algebrizagcao

vistas em, por exemplo, Blackburn (2001) e reproduzidas em parte nos exemplos do capitulo 6.
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