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RESUMO

Na primeira parte do presente trabalho, a funcdo Wy de Lambert-Kaniadakis é introduzida. Ba-
sicamente, a fungdo W« resolve a equagdo W«(z)exp{W«(z)) = z, na qual exp«(z) é a funcéo x-
exponencial usada por Kaniadakis em mecanica estatistica relativistica. Em seguida a funcéo
R« € introduzida. Basicamente, a fungdo R« € uma generalizagdo da fun¢do Wy que resolve a
equacdo Wx(z)xexp{Wx(z)) = z, na qual x« € a operacdo x-produto. Na segunda parte desta
tese, as fungdes Wi« e R« S0 usadas para construir duas x-disentropias (D« e Dx«x). As x-disen-
tropias e a g-disentropia (Dg), que usa a funcdo Wq de Lambert-Tsallis, sdo entdo usadas no
calculo do emaranhamento de estados bipartes (Dgq), processamento de imagens (D«), mapas
ndo lineares (D« e Dq) e redes aleatorias (D«x). Por fim, a transcendentalidade das funcdes

expq(2), Inq(z) e Wq(2), para q irracional algébrico.

Palavras-chave: Fungdo Wqy de Lambert-Tsallis; Fungdo x-exponencial; Disentropia; Caos;

NuUmeros Transcendentais.



ABSTRACT

In the first part of the present thesis, the Lambert-Kaniadakis W is introduced. Basically, the
Wi function solves the equation Wi{z)exp«{W«(z)) = z, where exp«(z) is the x-exponencial func-
tion used by Kaniadakis in relativistic statistical mechanics. Following, the Rx« function is in-
troduced. Basically, the R« function is a generalization of the W function that solves the equa-
tion Wi(z)xexp{Wi(z)) = z, where x is the x-product operation. In the second part of this
thesis, the W« and Rx« functions are used to construct two x-disentropies (D« and D«x). The &=
disentropies and the g-disentropy (D), that uses the Lambert-Tsallis Wq function, are used in
the calulation of the entanglement of pure bipartite states (Dgq), image processing (Dx), non-
linear maps (D« and Dq) and random networks (D«x). At last, the transcendentality of the func-

tions expq(z), Ing(z) and Wq(2) for q algebraic irrational are shown.

Palavras-chave: Lambert-Tsallis Wq function; #-exponencial function; Disentropy; Chaos;

Transcendental numbers.
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1 INTRODUCAO

A funcdo W de Lambert € uma funcdo elementar que aparece em solucdes analiticas
de problemas de engenharia, fisica e matematica. Basicamente, a fungdo W de Lambert é defi-
nida a partir da seguinte equacdo W(z)exp(W(z)) = z ou, de forma similar, xe* = z implica em
X = W(z). A funcdo W é especialmente Util na solucdo de sistemas fisicos que sdo modelados
por uma lei exponencial. Uma generalizacao da funcdo W ocorre quando a funcdo exponencial
é trocada pela funcdo g-exponencial. Neste caso, tem-se a seguinte equacao Wq(z)expq(Wq(2))
=z, cujas soluces sao as fungdes Wy de Lambert-Tsallis. A funcdo Wy é especialmente til na
solucdo de sistemas fisicos que sdo modelados por uma lei de poténcia.

A primeira parte da presente tese traz duas novas generalizacdes da funcdo W de
Lambert: 1) A funcdo W« de Lambert-Kaniadakis, que é solugdo da equacdo W(z)exp«{W(z))
= 2. 2) A funcdo Rx« que € solugdo da equacdo R«(z) xx exp«R««(z)) = z. Embora néo esteja
claro no presente momento quais sistemas fisicos podem ser abordados através do uso de W«
ou Rxx, ambas as fungdes sdo uteis na construcdo de x-disentropias.

A segunda parte desta tese trata de disentropias. Primeiramente traz a definicdo de
duas x-disentropias, uma usando W e outra utilizando R«x, bem como apresenta uma aplicacdo
de cada uma delas. A disentropia que usa W« €é utilizada em um algoritmo de segmentacao de
imagens em preto e branco enquanto que a disentropia que usa R« é utilizada na analise do
grau de conectividade de uma rede aleatdria. Ainda nesta direcdo, a disentropia baseada na
fungdo Wq de Lambert-Tsallis é usada na anélise do emaranhamento de estados quénticos e na
analise do comportamento de alguns mapas nao lineares no regime cadtico, com expoente de
Lyapunov positivo, mas proximo de zero.

Por fim, a terceira parte desta tese faz uso do teorema de Gelfond-Schneider para
analisar a transcendentalidade de numeros gerados pelas fungdes expq(z), Ing(z) € Wq(z) quando
q é irracional e algébrico.

Diante do acima exposto, a presente tese esta dividia em oito capitulos. O Capitulo
2 introduz a funcdo Wy« de Lambert-Kaniadakis. O Capitulo 3 faz a introducdo da fungcdo Rxx.
O Capitulo 4 introduz as x-disentropias usando W«e R, bem como apresenta duas aplicaces
delas. O Capitulo 5 discute alguns mapas nao lineares com exponenciais deformadas. O Capi-
tulo 6 apresenta a andlise de alguns estados quanticos através da g-disentropia da funcdo de

Wigner desses estados. O Capitulo 7 analisa a transcendentalidade de nimeros gerados pelas
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fungdes Wq(2), Ing(z) e expq(z). Por fim, o Capitulo 8 apresenta as conclusdes e as perspectivas
de trabalhos futuros.
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2 A FUNCAO W, DE LAMBERT-KANIADAKIS

2.1 A generalizacdo da fungdo W de Lambert usando a exponencial generalizada de Ka-
niadakis

A funcdo W de Lambert é uma funcédo elementar que encontra aplicacées em dife-
rentes areas da ciéncia (CORLESS et al., 1996; VALLURI, Sree R.; DEFFEY, David J.; COR-
LESS, Robert M., 2000; JENN, D. C., 2002; CHAPEAU BLONDEAU, F.; MONIR, A., 2002;
VEBERIC, Darco, 2009; ROBERTS, Ken.; VALLURI, S. R., 2017; BERNARDINI, Alberto.

2016). Basicamente, a funcdo de Lambert € a solucdo da equacéo
W (z)e"" =z, (2.1)

A fungdo W possui infinitos ramos, mas apenas dois, denominados Wo(z) e W-1(z),
fornecem valores reais para argumentos reais. A fun¢do de Lambert tem sido utilizada para
fornecer solucgdes analiticas para problemas nos quais métodos numéricos sdéo comumente uti-
lizados, como na solucdo de equac@es transcendentais. Por exemplo, em (ROBERTS, Ken.;
VALLURI, S. R., 2017) foi mostrado como encontrar as autoenergias de um poco quéantico
finito quadrado usando W enquanto em (BERNARDINI, Alberto. 2016) a fungdo W foi usada
para modelar circuitos eletrénicos ndo lineares.

Uma generalizagdo recente de (1.1), chamada funcdo Wq de Lambert-Tsallis foi
proposta em (SILVA, George Barbosa.; RAMOS, Rubens Viana., 2019). Basicamente, Wq é a

solucgéo de
W, (z)exp, (W, (z)]=1z, (2.2)

na qual expq(z) é a funcéo g-exponencial de Tsallis (TSALLIS, Constantino., 1988). A funcéo
Wy possui aplicagdes em diversas areas da fisica, matematica e engenharia. Pode-se afirmar que
a funcdo Wy possui aplicagfes em problemas fisicos nos quais as variaveis dependente e inde-
pendente se relacionam através de uma lei de poténcia, enquanto a fungdo W possui aplicacfes
em sistemas fisicos nos quais as variaveis dependente e independente se relacionam de acordo
com uma lei exponencial.

Nesta tese introduzimos uma segunda generalizacdo de (2.1) usando a exponencial
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de Kaniadakis no lugar da fungéo exponencial:
W, (z)exp, (W, (2))=z. (2.3)

Em (2.3), exp,(z) é a funcdo x—exponencial proposta por Kaniadakis (KANIADAKIS, Gior-
gio., 2005)

1

epr(z)z[\/1+ K*z? +kz}", (2.4)

e a funcdo W« recebe o nome de fungdo de Lambert-Kaniadakis. Como exp,.—¢(z) = e?, tem-
se que Wy—o(2) = W(2).

E importante encontrarmos o ponto de ramificacdo (z»,W«(zy)), 0u seja, 0 ponto em
que as duas solugdes reais diferentes se encontram. Por exemplo, para a funcdo W de Lambert,
0 ponto de ramificacdo é (-1/e, -1). A solucdo no intervalo -1/e <z < 0 é denominada W.; en-
quanto a solucéo no intervalo -1/e <z < o0 é denominada Wo. O valor de W.{(zn) pode ser encon-

trado em dW,./dz|,, = . Usando (2.4) em (2.3), chega-se a

2.5
dz dw (25)

K

aw, (dWKeKWK jl

1
W e |,
Y1+ x2W?

consequentemente, a primeira derivada de W€ infinita para Wx = -0 @ Wi = -(1-x%) 2, isso é

valido em 0 < #* < 1. O valor de z, é encontrado usando (2.3) e (2.4)

1-x

1 e ﬂ/ 2 :_(1—1();
2 K (1+K)12+7; (2.6)

Zb :WK(Zb)eKWK(Zb) ==

A solucdo no intervalo z, <z < 0 é W, (z) enquanto a solugdo no intervalo z, <z < o é W, (2).

Usando (2.4) em (2.3) encontra-se



1

W (2) [«/1+ K W2 (z) + K\NK(Z)}K =z,

que, por sua vez, pode ser reescrita como
WKZ" + 21(2"VVK"+1 —7* =0,

Pode-se obter as solugdes reais de (2.8) usando a funcdo Wy através de

W, = [ L w _%(Z(l - ;c))]ﬁ,

z¥(1-x) 1
e
1
W. = 2KZK(K+1)W x_—l(é)% o
L (xk—1) 1-%1 Kk+1 \2k '
Consideremos inicialmente x = 1/3. Neste caso (2.8) fica da forma
2/3\2 3 2/3 3 Y3 _
(Ww) +FWV3 _EZ =0,

cujas solucdes, as fungdes de Lambert-Kaniadakis para x = 1/3, sdo

32
. 3.3 [.8
WJ/S(Z):(_M”JLM” 1+§zj .
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2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

O ponto de ramificagdo é (— 3/8, —V18/4). O grafico de Wasa(z) versus z é mostrado na Figura

2.1.
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Figura 2.1 - Wt (z) e W,7 (z) versus z para x = 1/3.

(-3/8,-18""2/4)

+
13

VV1/3(Z)

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Para k= 1/2, a funcdo de Lambert-Kaniadakis W1/2(z) € uma das raizes do polindmio

P(X) = x3-x%/z+2x-z cujo o ponto de branche é (-(4/27)"2, -(4/3)¥?). No intervalo z e [-(4/27)*?,

(4127)2], P(X) tem trés raizes reais e duas sdo usadas, vamos chama-las de I/Vl(/lz) e Wl(/zz) . Para

z > (4/27)"2, P(X) tem somente uma raiz real dada por I/Vl(fz) cuja expressdo analitica é dada por

€/272“ _1822+3~3~/2722—4.23+2

3 2_
W () ¥2(622-1) . 323 L (2.13)
e 322§/27z“ ~1822+34/3/2722-4.23+2 332 3z
Z3

O gréfico de W1, em funcdo z € mostrada na Figura 2.2.
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Figura 2.2 - W12 versus z.

172

T
=
=
1

W1/2
=

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
z

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Outro exemplo interessante é para x = 1/5 onde as funcfes de Lambert-Kaniadakis

sdo duas das trés raizes de

(x2/5)3+225]/5 xz/s—gzj/5 =0. (2.14)

O grafico de Wy=1/5 pode ser visto na Figura 2.3.

Por fim, para k= 1 tem-se

z

J2z+1’

W__,(z)= z>-1/2. (2.15)
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Figura 3 - Wi=15 em fungéo de z.

(-10/27,-5/(24)"%)

Wn':l/S

w=1/5

I I I I I I I I
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
z

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

Em z =-1/2, W1(z) apresenta uma assintota vertical com W1(-1/2%) = -o0. A funcéo é

da?wit(z)
dz?

<0.

monotonicamente crescente com Wi (+o0) = +oo e sua concavidade é

Para x> 1, ndo ha pontos de ramificacdo e W(z) é definido em toda a linha real. Por
exemplo, a Figura 2.4 mostra o grafico de W«(z) em funcdo de z para k=0, k=1e k=2, no

intervalo z € [0,10].

Figura 2.4 - Wi{(z) versuszpara k=0, k= 1e k= 2.

—s— =0
——x=1
—o—x=2

0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

Z
Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

As curvas na Figura 2.4 foram calculadas numericamente usando o método Halley
(CORLESS et al., 1996; VALLURI, Sree R.; DEFFEY, David J.; CORLESS, Robert M,
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VEBERIC, Darco, 2009). Nesse método, a equacdo f(x) = 0 pode ser resolvida numericamente

usando

21 (x()) £'(x(J)) | (2.16)

Fazendo f(Wi) = Wxexpd{Wx) — z = 0 e usando dexp(y)/dy = exp«{y)/(1+x%y?)"? em (2.16), a

fungdo Wi € obtida numericamente através do mapa

w, (i)er -z . (2.17)

w, (j+1)=w, (i)- \ -
A C) Y AT
[Wf«(i)ﬂlew[ L+ (§) ][ Qe =2

)

2w, (j)+2,1+ w2 ()

Por fim, chamando por W, o ramo superior e W,~ o ramo inferior, depois de algu-

mas manipulagdes algébricas, os seguintes limites podem ser obtidos

limW," (z) ~ (2x) Y4 290 (2.18)
x>0

lim W, (z) ~ —(2x )" 270 (2.19)
limW, () ~—(2x) ¥4 2740, (2.20)

20"
O<x<l

2.2 AplicagOes da funcdo Wi de Lambert-Kaniadakis

A funcdo Wi pode ser usada para encontrar a solugédo de equacdes que usam
a k-adicdo e as fungdes exp«(z) e In«(z). Por exemplo, seja a eq. (2.21)

X=y®_In (y). (2.21)
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A solucdo de (2.21) ¢é dada por

exp, (x)=exp, [y®, In_(y)]=exp, (y)exp, (I (y))=yexp, (y)=y =W, [exp (X)]. (2.22)

Seja agora

x=y®, exp,(y), (2.23)

cuja solucdo € obtida fazendo

exp, (X)=exp, (y®, exp, (y))=exp, (y)exp, (exp, (y))=exp, (y) =W, [exp, (x)]=

y=In_ {WK [exp, (x)]} : (2.24)
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3 AFUNCAO Ry

3.1 A generalizagédo da funcdo W« de Lambert-Kaniadakis usando a operagéo x-produto

A funcdo Wy de Lambert-Kaniadakis também pode ser generalizada, se a operacéo

x-produto € utilizada no lugar da operacgéo produto em (2.2):

Ru (2)xc 8. =7, (3.1)
Pode-se perceber que R« x=0(z) = Wx(z) e Rx=0,4=0(z) = W(z). Usando

In, (a® b)=In,(a)+In, (b) (3.2)
em (3.1) obtém-se

I, (R (2))+In (exp, (Ry (2))) =Iny (2). (3.3)
A equacdo (3.3) pode ser simplificada somente se K= «. Neste caso, tem-se
R.(z)=In_(z)-In_(R,(2)). (3.4)
Usando, agora, a definicdo da funcéo x-logaritmo, In«(z) = (zX - z%)/2x, em (3.4), obtém-se

R:(2)-R.5(2)+2xR, (2) (2" ~2)=0. (3.5)

As funcbes Rx«(z) sdo as raizes de (3.5). Por exemplo, para k=1, as solugdes sao

244z +102% +1-1

6z

R:,a(2) =2 (3.6)

A Figura 3.1 mostra o grafico de R« para x = 1, com sinal positivo na frente da

raiz quadrada, versus z.
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Figura 3.1 - Rk=1,x=1 Versus z.

1.5

1

1,K

R«

-1.5 ' ' ' ' -
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zZ
Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Para valores fracionarios de «;, soluc@es reais existem apenas para z > 0 (devido ao

termo z**). A Figura. 3.2 mostra o gréafico de R«« versus z (z > 0) for x € {0, Y4, ¥, ¥4, 1}.

Figura 3.2 - R« versus z (z > 0) for x € {0, Y4, %2, %, 1}.

z

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).
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4 DISENTROPIA USANDO AS FUNCOES W« E Ruxr

4.1 Disentropias estatisticas

Em um trabalho recente, a disentropia foi introduzida como uma medida de ordem
ou certeza (SILVA, George Barbosa.; RAMOS, Rubens Viana., 2019). As disentropias relaci-
onadas as entropias de Shannon e Tsallis tém sido usadas na teoria cléssica e quantica da infor-
macao (SILVA, George Barbosa.; RAMOS, Rubens Viana., 2019; RAMOS, Rubens Viana.
2020), em redes de funcdes de base radial (SILVA, J. L. M.; MENDES, F. V.; RAMOS, Rubens
Viana., 2019), como uma medida quantumness (RAMOS, Rubens Viana. 2019) e como uma
medida de aleatoriedade (RAMOS, Rubens Viana. 2021). Em muitos sentidos, a disentropia é
0 oposto da entropia: 1) A disentropia é méaxima para uma distribuicdo do tipo delta e minima
para uma distribuicdo uniforme. 2) A disentropia é concava enquanto a entropia € convexa. 3)
A disentropia € uma medida de ordem enquanto a entropia € uma medida de desordem. Entre-
tanto, essa equivaléncia em oposi¢do ndo é completa. Do ponto de vista matematico, a entropia
usa a funcdo logaritmo (e suas generalizacdes) e a disentropia usa a funcdo de Lambert (e suas
generalizac6es). O ponto importante é que, ao contrario da funcao logaritmo que retorna valores
complexos quando o argumento é negativo, a funcdo de Lambert retorna valores reais para
argumentos negativos dentro do intervalo correto. Essa propriedade permite calcular, por exem-
plo, a disentropia da funcdo de Wigner de estados quénticos Gaussianos e ndo Gaussianos,
enquanto a entropia da funcdo de Wigner sé pode ser calculada para estados quanticos Gaussi-

anos. Neste capitulo o interesse é nas disentropias que usam as funcdes Wxe Rx.

4.2 A x-Disentropia

A funcdo k-logaritmica e a entropia de Kaniadakis (x-entropia) sdo descritas, res-
pectivamente, por (KANIADAKIS, Giorgio. 2002; ABREU, Everton M. C. et al., 2018)

K —K

X —x
2K

In, (x) = (4.1)

S,=—>. pn%}Z p.In(p,). (4.2)
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A x=disentropia € entdo definida como sendo
D, =Y pW,.(p,). (4.3)

Diferentemente da disentropia proposta em (SILVA, George Barbosa.; RAMOS,
Rubens Viana., 2019), a x-disentropia ndo € obtida a partir da relacéo entre as funcées In«(z) e
W.(2). E introduzida ad-hoc. No entanto, como se pode ver, D« ainda mantém as propriedades
importantes. Por exemplo, é méxima para uma distribuicdo delta e minima para uma distribui-
cao uniforme. Considerando a distribuicao {p,1-p}, a Figura 4.1 mostra a xk-entropia e x-disen-

tropia em funcdo de p para k=0 e k= %.

Figura4.1 - Sce Dxversus p para k= 0e k= 1/2.

T T

0.8

0 1 1 ! 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

A x-entropia quéntica é dada por (OURABAH, Kamel.; HAMICI-BENDIMERAD,
Amel Hiba.; TRIBECHE, Mouloud., 2015):

T -k Ltk Ik _ gltk
r(,O P )zzﬂn ﬂ‘n . (44)

S =
«(P) 2K - 2K

A correspondente x-disentropia quantica é definida como
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=> AW, (4,), (4.5)

na qual 4, é o n-ésimo autovalor da matriz densidade p. Pode-se notar que a Fig. 4.1 também
descreve o emaranhamento medido por Sk e 0 desemaranhamento (SILVA, George Barbosa.;
RAMOS, Rubens Viana., 2019) medido por D« do estado puro de dois qubits |¢) = p¥?/00) +
(1-p)¥?|11), versus p (os autovalores dos estados parciais pag) = Tren)(|@){(@|) sdo p e (1-p)).

A disentropia usando a fun¢do Wy de Lambert-Kaniadakis foi introduzida de forma
ad-hoc, uma vez que néo foi encontrada relacdo direta entre Wi« e In«. Esse problema é resolvido

quando a funcdo R« € utilizada. Neste caso tem-se que

Se=—>.p,In.(p,)= an e (P1) anln [R...(p)]. (4.6)

O termo

=> PR (P,) 4.7)

é a nova x-disentropia. As curvas de D« com « = {0, ¥, %, ¥, 1}, para a distribuigdo {p, (1-

p)}, versus p, podem ser vistas na Figura 4.2.

Figura 4.2 — x-Disentropia da distribuicdo {p,1-p}, para x ={0, Y4, ¥, %, 1}, usando Rx.

0.56 3
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0.52
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0.4}
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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A x-disentropia quantica usando Ry« é

D, (£)=2 AR . (4). (4.8)

na qual Ai é o i-ésimo autovalor da matriz densidade p que representa o estado quantico consi-

derado.
Por fim, as versdes continuas das x-disentropias usando W« e R««Sd0 dadas por
(P()) = j POOW, (p(X) )dx (4.9)
o (P(X)) = j POIR,, (PO )X, (4.10)

4.3 AplicacBes da x-Disentropia

A entropia desempenha um papel importante em algoritmos de processamento de
imagens. Por exemplo, o algoritmo de segmentacdo, uma das tarefas mais basicas no processa-
mento de imagens que visa separar 0 objeto principal do plano de fundo, pode ser "ajustado”
maximizando a entropia (SPARAVIGNA, Amelia Carolina., 2015; ALBUQUERQUE et al.,
2004; KAPUR, J. N.; SAHOO, P. K.;. Wong, A. K. C., 1985; WANG, Shitong.; CHUNG, F.
L., 2005). Basicamente, a imagem segmentada é construida configurando todos os pixels com
valores menores que um dado limiar t para o valor ‘0" (preto) e todos os pixels com valores
maiores ou igual a t para o valor '255' (branco). Para uma imagem N x N, existem N? pixels. O
valor do k-ésimo pixel é v(x). Para um determinado valor limite t, o conjunto de pixels A = {a,
az,...,as} € composto apenas por pixels com valores maiores ou iguais a t enquanto o conjunto
de pixels B = {b1, ba,...,br} € composto apenas por pixels com valores inferiores at (r +s = N?).
Assim, as distribui¢bes de probabilidade para o objeto P(A)={pa(1),...,pa(k),...,pa(s)} e fundo
P(B)={po(1),...,pb(K),...,po(r)} podem ser construidos:
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p,(K)=v(a)/ 2(a) (411

p, (k) =v(b,) ZV(bi)- (4.12)

A x-entropia da distribuicdo P(A) (P(B)) é S{A) (S«(B)). Os valores S{A) e S«(B)
dependem do valor de t. O melhor valor de t é aquele que maximiza SABx =
SHA)[1+(x5:(B))?]¥? + SB)[1+(xS{A))*]*2. O mesmo método pode ser empregado usando a
k-disentropia da distribuicdo P(A) (P(B)), que é D{A) (D«B)). Os valores de D«(A) e D«(B)
dependem do valor de t. O melhor valor de t € o que minimiza DAB. = D.(A)[1+(xD«(B))*]Y?
+ Do(B)[1+(xD(A))"]**.

Como exemplo, vamos considerar a imagem da estrela V838 monocerotis (imagem

n° 26 encontrada em https://www.spacetelescope.org/images/archive/top100/). A x-disentropia

and x-entropia versus o valor limite de t, para x = 1/2, podem ser vistos na Figura 4.3.

Figura 4.3 — x-disentropia e x-entropia normalizada da imagem da estrela V838 monocerotis

versus o valor limite de t, para x = 1/2.

DAB 112 N

\ |

0 1 1 1 1 1
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t
Fonte: Elaborada pelo autor (2019).

O protocolo de segmentacéo descrito em (SPARAVIGNA, Amelia Carolina., 2015)
usando a minimizacdo da x-disentropia, DAB« (x = 1/2) produz a imagem segmentada mostrada
na Figura 4.4 (t = 124).


https://www.spacetelescope.org/images/archive/top100/
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Figura 4.4 - Imagem da estrela V838 monocerotis segmentada a partir do algoritmo baseado

na minimizacao da disentropia D=1/.

Fonte: https://www.spacetelescope.org/images/archive/top100/.

Como exemplo de aplicacdo da x-disentropia usando R, considera-se uma rede
aleatdria com N nds espalhados por uma area fixa. O n0 i esta conectado ao né j com probabi-
lidade pi; = exp (-odij)) onde o é um parametro da rede e djj é a distancia entre 0s nds. Vamos
também definir p; = jy=1,j¢i(1 — pij) como a probabilidade do n6 i ndo estar conectado a
nenhum outro nd. Como a area é fixa, quando o numero de nés aumenta, a distancia média entre
0s nds diminui, portanto, o valor médio de pijjaumenta e p; move-se para zero. Em outras pala-
vras, quando o numero de nds aumenta, cada né estara funcionando (conectado) com uma pro-
babilidade maior. Para quantificar o grau de conectividade da rede, usamos a x-disentropia mé-
dia:

(4.13)
1 &N ot N I B N o, _ N ot
WZ ]}‘!(1 e )RW 1}1(1 e ) +1 1}‘!(1 e ) R |1 1}'!(1 e )

Para calcular (4.13), o nimero de n6s N variou de 10 nds a 600 ndés em uma area de 10* km?

(100 km x 100 km). A distancia dj; é a distancia euclidiana em quildmetros e & = 0,17 / km.


https://www.spacetelescope.org/images/archive/top100/
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Os nds foram localizados aleatoriamente em cada simulacdo e a disentropia Dx«, para x = %,
foi calculada para cada nd. O grau de conectividade dessa rede, medido pelo valor médio de

D, versus N pode ser visto na Figura. 4.5. A Figura 4.6, por sua vez, mostra um exemplo de
posi¢des dos nos quando N = 100.

Figura 4.5 — Grau de conectividade (valor médio de D1/2,1/2 ) de uma rede aleatéria com N nds

versus N.
0.6
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Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Figura 4.6 — Topologia da rede aleatéria com N = 100 n6s (pontos amarelos), em uma area
quadrada de 100 km x 100 km.

100
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X

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Como se pode notar na Figura. 4.5, a rede aleatoria considerada estara totalmente
ativa, para os valores dos pardmetros utilizados, quando o nimero de nos é proximo a 400
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(pode-se ver na Figura 4.5 o valor maximo de D1/2,1/2 € aproximadamente 0,56). Este exemplo
ilustra uma rede Optica para comunicagdo quantica em que os dados sdo codificados em fotons
unicos,o = 0.17dB/km é o coeficiente de atenuacao da fibra dptica e pij = 1-exp(-od;) € a pro-
babilidade de o foton sobreviver a propagagdo de um link de fibra de dj; quildmetros de com-

primento.
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5 APLICACOES DE W, E W« EM EQUACOES A DIFERENCA COM DECAIMENTO
EXPONENCIAL DEFORMADO

5.1 Equacéo a diferenca com decaimento g-exponencial ou x-exponencial

Vamos considerar inicialmente a g(x)-versao do mapa nao linear usado no estudo

da sobrevivéncia de glébulos vermelhos descrito em (BRAVERMAN, E; SAKER, S. H., 2011)
Xpq = (L-a)x, +p/egy , (5.1)
naqual p,o>0e a < (0,1). A solucéo para o ponto fixo requer Xn+1 = Xn = X. LOgO
x=(1-a)x+ p/e;’(f() = oxeg, =op/a=x=W,, (O'p/a)/o. (5.2)
Por exemplo, estabelecendo p =1, «=0,9 e q = 2 em (5.1) pode-se observar na
Figura 5.1 o regime estavel para o = 0,5 (em cima) e o regime periédico para o= 1,1 (em
baixo). No regime estavel, 0 mapa converge numericamente para o valor x = 0,529105, en-

quanto o valor fornecido pela eq. (5.2) € x = 0,529104.

Figura 5.1 - IteracOes de (5.1) parap=1, «a=0,9e g =2: 0=0,5 (estavel), o= 1,1 (periddica).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).
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Por outro lado, usando x =%, p =50 e o = 20, obtém-se um ponto fixo para o =

0,2 e uma solucéo periodica para o = 0,85, como mostrado na Figura 5.2.

Figura 5.2 - Iteracdes de (5.1) parap =50, c=20e k= 1/2: a=0,2 (estavel), o = 0,85 (perio-

dica).
60
40J
.
x
20
" -
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
n
60
40
<
X
20
o e st B IO
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Para o caso estavel, o valor obtido numericamente e o valor fornecido por (3.15) sdo 0s mesmos:

x = 0,85304.
Agora, vamos considerar 0 mapa logistico com um decaimento exponencial defor-

mado,
P
Xna :Mn(l—xn)*'m. (5.3)
)

Substituindo xn+1 = xn = x em (5.3) obtém-se

X— =0. (5.4)

{26 +(1-2)x} et =P =Xt
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Portanto, se (5.3) alcanca uma solucéo estavel, seu valor sera uma das raizes de (5.4):

X_l[(;ﬂ1ji\/(l/1j2+4wq(,<)(|3)]_ (5.5)
2 A A )

Por exemplo, para ¥ = 0,75 e 4 = 0,5, 0 mapa dado por (5.3) converge para a raiz positiva de
(5.5): x = 0,68158. Similarmente, paraq=1,5e 4 = 0,2, 0 mapa dado por (5.3) converge para
a raiz positiva de (5.5): x =0,58447.

Por fim, vamos considerar o0 seguinte mapa

Xn+1 :ﬂ“xn (1_Xn)+ (56)

oX,

q(x)

Diferentemente dos mapas dados em (5.1) e (5.3), a solucéo estavel ndo pode ser obtida direta-
mente fazendo apenas Xn+1 = Xn = X Na eq. (5.6). Contudo, usando a fun¢do Wq em (5.6) pode-

se facilmente obter o mapa a seguir

1 oP
o = ;qu {WJ : (6.7)

Os mapas das egs. (5.6) e (5.7) tém o mesmo ponto fixo (embora n&o tenham a mesma dina-
mica). Podemos observar o diagrama de bifurcacdo (p =1, o= 0,9, g = 2) como mostrado na
Figura 5.3. No intervalo 0 <A <~0.53 0s mapas das egs. (5.6) e (5.7) convergem para 0 mesmo

valor.
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Figura 5.3 - Diagrama de bifurcacao dado pelas egs. (5.6) e (5.7) parap=1,0=09eq=2.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Os numeros de Lyapunov do mapa logistico com decaimento exponencial defor-

mado dados por (5.6) séo

1

Po(1+(L-q)ox, )a

(e;”" )2 ‘ )

N—o0

N
A(A)=lim %Zln A—22X, —
n=0

Poel™ ‘ .
1+(K'O'Xn )2 (e”x" )2‘

K

N
A(A)= |im%§c‘;|n A—=22%, -

N—

(5.8)

(5.9)

O diagrama de bifurcacdo e o nimero de Lyapunov dado pelo mapa (5.6) comg=2¢e k=%

podem ser vistos, respectivamente, nas Figuras5.4e55(p=1e 6=0,9).
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Figura 5.4 - Diagrama de bifurcacdo e nimero de Lyapunov versus A (eg. (5.6) comqgq=2,p =

le 5=09).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Figura 5.5 - Diagrama de Bifurcacao e nimero de Lyapunov versus A (eg. (5.6) com x=1/2,

p=1leo0=0,9).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

O regime ca6tico ocorre apenas quando o nimero de Lyapunov é positivo (o nu-
mero de Lyapunov é zero nos pontos de bifurcacdo). Em (LATORA, Vitor et al., 2000;
ANANOS. G. F. J; TSALLIS, Constatino., 2004), Tsallis mostrou que, no limite do caos (nu-
mero de Lyapunov positivo, mas proximo de zero), a diferenca de dois mapas logisticos idén-
ticos com decaimento exponencial, comegando com valores iniciais muito proximos, cresce

com um formato g-exponencial. Também foi mostrada que a entropia de uma ensamble (o valor
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inicial é escolhido aleatoriamente) de mapas logisticos com decaimento exponencial também
cresce na forma g-exponencial. No presente capitulo, uma anélise semelhante é feita conside-
rando o0 mapa logistico com decaimento g(x)-exponencial dado por (5.6).

Para analisar a sensibilidade as condicdes iniciais, calculamos &n) = Ax(n)/Ax(0)
para as primeiras 21 iteracGes, onde Ax(n) = x} — x2 e Ax(0) = x} — x5 = 10712, O indice
superior 1(2) indica o mapa 1(2). Para 0 mapa com g-exponencial, os pardmetros usados sdo A
=1,5932,9=2, 0=0,9 e p = 1. Varios célculos de &n) foram realizados escolhendo aleatori-
amente o valor inicial x3. O g-log do valor médio de &n) para diferentes valores de q estdo
mostrados na Figura. 5.6 enquanto o x-log do valor médio de &(n) para diferentes valores de x

estdo mostrados na Figura. 5.7.

Figura 5.6 - Ing(&n)) versus n para g =2 em (5.6).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).
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Figura 5.7 - In«(&(n)) versus n para g = 2 em (5.6).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

O comportamento dente de serra parece ser devido a relacdo entre os valores de g
usados em (5.6) e usados na funcdo g-log. Ndo diminui quando o nimero de amostras é aumen-
tado. Isso contrasta totalmente com a suavidade das curvas apresentadas em (LATORA, Vitor
et al., 2000; ANANOS. G. F. J; TSALLIS, Constatino., 2004), cujo mapa utiliza uma exponen-
cial ndo deformada. No entanto, o comportamento mais ou menos linear em Inq(&(n)) ainda
pode ser visto para g = 0,36 e k= 0,95. A segunda situacao considerada é q = 1,75 na eq. (5.6).

A curva de Ing(&(n)) versus n para diferentes valores de q estdo apresentados na Figura. 5.8.

Figura 5.8 - Ing(&(n)) versus n paraq = 1,75 em (5.6).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).
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Como pode ser visto na Figura 5.8, 0 comportamento "quase” linear aparece para q
= 0,34. A Tabela 5.1 mostra a relacdo entre g, 4 (e seu respectivo numero de Lyapunov) e 0

melhor valor de g (qv) para o qual Ing(&(n)) pode ser bem aproximado por uma linha reta.

Tabela 5.1-Relagéo entre g, A, A(L) e 0o melhor valor de q for para qual Ing(&(n)) pode ser bem
ajustado por uma linha reta.

g ineq. (5.6) A A Ob
2 0,000521 1,5932 0,36
1,75 0,000644 1,773 0,34
1,5 0,000430 1,843 0,32
1,25 0,006611 1,897 0,31

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Consideremos agora na eq. (5.6) com decaimento x-exponencial e atribuindo os
seguintes valores dos parametros: k=%, p =1, 0=0,9 e 4 =1,918. Os valores de Inxq(&(n))

para diferentes valores de x(q) estdo mostrados nas Figuras 5.9 e 5.10.

Figura 5.9 - InK &n)) versus n para x = % em (5.6).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).
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Figura 5.10 - Ing{&(n)) versus n para x =% em (5.6).

15

&n)>

In <
q

Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Com o objetivo de obter um comportamento aproximadamente linear de g-log e -
log, os melhores valores para g e x séo, respectivamente, ¢ = 0,75 na Figura 5.9 e x = 0,5 na
Fig. 5.10 analisando as Figuras 5.6 - 5.10, parece que 0 mapa logistico com decaimento expo-
nencial deformado mostra um crescimento linear modulado de Inq){&(n)) e, portanto, ndo se
pode dizer que o crescimento da distancia entre mapas idénticos que comegam com condigdes
iniciais muito préximas segue uma g- forma exponencial ou x-exponencial.

Por fim, pode-se analisar a variacdo da disentropia durante as iteracGes iniciais do
mapa. Para g = 2 na eq. (5.6) a variavel x, assume valores no intervalo [-0,2;1]. Esse intervalo
é dividido em 100 partes com cada pequena parte desse intervalo sendo um site. O mapa é
iterado cinquenta vezes e todo o processo € repetido K vezes. Para cada vez, o valor inicial é
escolhido aleatoriamente no intervalo [0,2.2x10°]. O nimero de vezes que 0 i-ésimo site foi
visitado por x» durante a m-ésima iteracdo € armazenado. No final, temos um histograma para
cada iteracdo e a disentropia desse histograma € calculada. Durante as primeiras 20 iteracdes, a
dindmica dos mapas é quase a mesma e, portanto, a disentropia é quase a mesma também. Apds
20 iteracdes, as solugbes comegam a divergir e mais sites séo visitados, diminuindo a disentro-
pia. No final, como um sistema aleatdrio, todos os sites séo igualmente visitados, fazendo com
que a disentropia se anule. A curva é mostrada na Figura 5.11. Os valores dos parametros utili-

zadossaoq=2,p=1,0=09e 1=1,6435.
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Figura 5.11 - Disentropia versus n para g = 2 em (5.6).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Como se pode ver na Figura 5.11, o decaimento da disentropia € quase linear para
q = 1 (sinal mais) e g = 2 (bola). O crescimento da disentropia na iteracdo nimero 24 néao é
suavizado com o0 aumento de amostras, mas pode ser eliminado se o nimero de sites aumentar

para 10000, por exemplo. No entanto, neste caso, o valor maximo da disentropia diminui.
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6 DISENTROPIA DA FUNCAO DE WIGNER COM g FRACIONARIO

6.1 Disentropia da funcao de Wigner com a formula de Rényi

A disentropia da funcdo de Wigner tem algumas propriedades interessantes. Se a
funcéo de Wigner é totalmente positiva, sua disentropia também € positiva e mede a pureza do
estado quantico. Por outro lado, se a funcéo de Wigner possui partes negativas, sua disentropia
pode ser positiva ou negativa. Quando é negativa, a disentropia pode funcionar como uma me-
dida de quantumness (RAMOS, Rubens Viana., 2019). A disentropia e a disentropia relativa da

funcéo de Wigner sdo dadas por

D, = jjwq (X, Y)W, (W(X, y))dxdy (6.1)
D, (W(X, ¥) [ Wiy (X, Y)) = _”W“ (%, Y)W, (W(X, ¥) | W, (%, y))xdy , (6.2)
nas quais
q(W(x y)||wref (x, y)):’W w(x,y))-W, ( e (%, y))‘ (6.3a)
W, (W, Y)Wy (%, Y)) =We (W(X, ) =W, (Wege (X, Y)) (6.3b)
W, (W(x, Y)|| Weer (X, y)) = W(x y) =Wy (X, y)) (6.3c)
W, (W(X, Y)|| Weer (X, y)): (|W(x Y) =W (X, y)|) (6.3d)

Em (6.2) e (6.3) a funcdo de Wigner esta representada pela letra w.

Em (RAMOS, Rubens Viana., 2019) o unico valor de q utilizado para o calculo da
disentropia da funcdo de Wigner foi g = 2, pois W2(z) retorna um valor real e positivo para
qualquer valor de z > -1. Quando a fungéo de Wigner possui valores negativos, usar a fungédo
de Lambert-Tsallis com um valor q fracionario no célculo da disentropia € complicado, pois
valores complexos podem ser retornados pelas poténcias fracionarias presentes. Para superar
esse problema, inspirado na entropia de Rényi, propomos a seguinte nova disentropia para 0s

casos discretos e continuos, respectivamente:
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Dy . =W, (ZN: p:j ’ (6.4)

D,.. =W, ([ p* (x)dx). (6.5)

D, (p)=W, [zz] . (6.6)

Em (6.6), A,, € 0 enésimo autovalor da matriz densidade p. A disentropia relativa quéntica (ba-

seada em Rényi) é

D,. (pIIT)=W, (1)-W, {Tr Hriprl;j D [1/2,1) U (L o) (6.7)

Dy, (PIIT) =W, (1)-W, (Tr[ (7)) [0.)U(L2). (6.8)

Como se pode ver em (6.7)-(6.8), adaptamos as formulas propostas em (MULLER-LENNERT,
Martin et al., 2013). Basicamente, usamos a funcdo Wq de Lambert-Tsallis em vez da fungéo
g-logaritmica. Além disso, para obter Dqo{d|o) = 0, 0 termo Wy (1) foi incluido. Considerando

a funcao de Wigner ao invés da matriz densidade, obtém-se a disentropia

D,. =W, (Iw" (%) dx) (6.9)

e as disentropias relativas

D, (w]w,)=W, (1)Wq[ {W}Z(X, Y)W (X, y)w}:(x,y)} dxdy], (6.10)
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para € [1/2,1)U(1,00) e

D, , (w|w,)= (”W (X, Y)W, (x, y)dxdy] (6.11)

para € [0,1)U(1,2). Em (6.10) e (6.11), w, (x, y) e w,(x, y) sdo as funcBes de Wigner dos esta-
dos quanticos considerados. Aqui, vamos usar apenas a ed. (6.10) ja que usaremos apenas o =
2.

A funcdo de Wigner do estado de nimero |n) é
Vo 2 (1) e 2 6.12
w (8.87)="(-1)"e L (418[)- (6.12)
Agora, considerando a ortonormalidade das funcoes de Laguerre,
j e™Ly ( (X)dx = Sy (6.13)

pode-se mostrar que Dg,« (Jn)) = Dq.e (IM)) para qualquer valor g e « = 2. Portanto, quando usado para
medir 0 quantumness, estaremos restritos a condicdo « = 2. Além disso, como a entropia de Rényi é
uma medida de pureza (ou mistura), para 0 mesmo valor de ¢, Dg,e=2 () retornard o mesmo valor para
qualquer estado puro p. Assim, Dg.e=2 () € maximo quando p € puro e minimo quando p é um estado
maximamente misto. Para verificar o comportamento das novas disentropia e disentropia relativa aqui
proposta, consideremos o seguinte estado quantico, uma mistura de um estado coerente adicio-
nado de um unico foton (PINHEIRO, Paulo. Vinicius. RAMOS, Rubens Viana., 2013) e um
estado coerente,

p=e| Bl +@—e") | B)(B|, (6.14)

que possui a seguinte funcdo de Wigner
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w(g)=e" (_sj(laz%;)')exp(—zg— ﬁ|2)+(1—eﬂ)§exp(—2|§— ﬂ|2). (6.15)

O grafico da disentropia de w(&) dado na eq. (6.15), usando a eq. (6.1), parag=2e
y= 2, para trés valores diferentes de £ (0.1, 0.5, 1), pode ser visto na Fig. 6.1. O estado de um
unico féton apresenta disentropia negativa, enquanto o estado coerente apresenta disentropia
positiva. Portanto, quanto menores séo os valores de te £, mais negativa é a disentropia e maior
0 quantumness. A disentropia negativa deixa clara o carater quantico do estado. Agora, consi-
derando o0 mesmo estado indicado na eq. (6.15), a=2eq € {2, 1/2, 3/2, 4/3}, tem-se as curvas
mostradas na Fig. 6.2. Comparando as Figuras. 6.1 e 6.2 pode-se notar que a disentropia € ma-

xima para os estados inicial e final e € minima quando a mistura € maxima em t =—log(0.5)/y.

Figura 6.1 - D,{a = 1} versus t para 8 € {0,1; 0,5 e 1} para (6.15).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).
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Figura 6.2 — Disentropia de w(p) dada pelaeg. (6.9) para f=0,1, a=2eq € {2, 1/2, 3/2, 4/3}.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Assim, Dq2 mede 0 quantumness medindo a pureza da fungdo de Wigner, quanto
maior a pureza maior é o quantumness. Uma medida de quantumness é Gtil quando se deseja
estudar a transicdo de um sistema fisico de quéntico para classico, no qual o estado final € um
estado misto que surge da interacdo do estado inicialmente puro com o ambiente. No entanto,
essa medida ndo funciona bem quando o estado final é um estado coerente (que € um estado
puro), como acontece na eg. (6.14). Como se pode observar na Figura 6.2, o valor final da
disentropia € igual ao valor inicial em t = 0. O estado coerente é considerado classico e, portanto,
seu quantumness deve atingir o valor minimo. Nesse caso, em vez de usar D2, deve-se usar a
disentropia relativa da funcédo de Wigner.

A disentropia relativa da funcdo de Wigner desempenha o papel de medida de dis-
tancia entre as funcdes de Wigner. Dependendo da equacdo (6.3a) - (6.3d) escolhida, ela pode
ser sempre ndo-negativa ou positiva e negativa. As Figuras 6.3 e 6.4 mostram a disentropia
relativa usando a eq. (6.2), para q =2 e y= 2, entre w(p) dada por (6.15) e w(|8X4) (6=0,5e f=1),
usando as egs. (6.3a) (curva l), (6.3b) (curva Il) e (6.3c) (curva IlI).
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Figura 6.3 - Disentropia relativa (g = 2) entre w(p) e w(|8){B]) para § = 0,5.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Figura 6.4 - Disentropia relativa (q = 2) entre w(p) e w(|B)B|) para § = 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

O estado de um Unico féton tem mais quantumness do que os estados coerentes
adicionados de um unico féton e o ultimo tem mais quanticidade do que o estado coerente, que

é considerado classico. Portanto, a distancia € maior quando S é menor. Além disso, o valor
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final da disentropia relativa é zero, pois p tende a |#Xp| para grandes valores de t. Entre os
pontos inicial e final, a dindmica da disentropia relativa depende da equacéo (6.3) utilizada.
Agora, vamos considerar a disentropia dada na eq. (6.10). A Figura 6.5 mostra a di-

sentropia relativa de w(p) baseada em Renyi. Os valores usados séo q € {2,1/2,3/2,4/3}.

Figura 6.5 — Disentropia relativa de w(p) dada pela eq. (6.10) e w(|B){f)) para f=0,1, a=2e
q e {2, 1/2,3/2, 4/3}.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

O comportamento monotono da disentropia relativa usando a (6.10) facilita sua in-
terpretacdo. E interessante ver que o estado coerente adicionado de foton Unico esta mais dis-
tante de |5){/4 do que qualquer mistura em (6.14).

Considerando agora o estado quéntico bipartido descrito em (DAHL, Jens Peder.

et al., 2006):

) =y |00) +C, | 02) + ¢, | 20), (6.16)
na qual

1+ad
Coo = (6.17)

\/(1+ ad)’ +a’d
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aJd

1
C,, =Cp = ——— .
T2 \/(1+ ad )2 +a%d

(6.18)

Nas eqgs. (6.16)-(6.18), a é o pardmetro de interpolacdo e D = 2d é o nimero de dimensdes do

sistema bipartido. Os autovalores do trago parcial de (6.16) séo

1

2
2
a=tl14]1- ad . (6.19)
T2 (1+ad) +a’d

Assim, o desentrelacamento do estado bipartido (6.16)-(6.18) é (SILVA, George Barbosa.; RA-
MOS, Rubens Viana., 2019; RAMOS, Rubens Viana., 2020)

D, () = AW, (2,) + AW, (2. ). (6.20)

Por outro lado, a funcdo de Wigner do estado (6.16) €

o(r,k)=z"e""[1+aP(a,d)] (6.21)
P(a,d)=y.r’ —yk*+y(r* +k*)-4yr’k*sin*(0) (6.22)
_5 1+aD/2+a (6.23)

& (1+aD/2)" +a?D/2

- a (6.24)

(L+aD/2)’ +a’D/2’

Em (DAHL, Jens Peder. et al., 2006) o volume da parte negativa da funcéo de
Wigner (6.21)-(6.24) foi usada para medir o entrelagamento do estado (6.16). Aqui, mostramos
que a disentropia da funcdo de Wigner pode medir o desentrelacamento do estado bipartido
(6.16). Pode-se observar na Figura. 6.6 o desentrelacamento do estado (6.16) versus a para q =
3/2,D=4,a=2¢e 6=5412.
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Figura 6.6 — Desentrelacamento do estado (6.16) usando Dq ((6.19)-(6.20)) e Dq,« da funcéo de

Wigner (6.21), versus a, para q = 3/2 e a = 2. Ambas as disentropias foram normalizadas de
acordo com seu valor maximo.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Como esperado, o desentrelagamento minimo (méaximo estado emaranhado) ocorre
em a =-2/D =-0.5 e o desentrelacamento maximo (estado separavel) ocorre em a = 0.
Consideremos agora 0 estado vortex descrito em (AGARWAL, G. S., 2011)

iw

|§>(S) cosh(r ( )

a'|¢) = Ze'““’ tanh" (r)/n+1|n+1Ln), (6.25)

W
no qual |&) € o estado de vacuo comprimido de dois modos

|£) =exp(&a'b’ - £"ab)|0,0). (6.26)
Na equacio (6.26), £= re'2. A fungdo de Wigner do estado (6.25) é

—1}<

" +|cosh(r) B° —sinh(r)ﬂei‘”‘zﬂ.

w(4,8)= [4‘cosh r)A-sinh(r)e'

(6.27)
exp[—z(‘cosh (r)A-sinh(r)e
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Em (6.27) A=x1+iy1 e f=x2 +iy2 sendo que x1 e y1 (X2 € Y») sao as quadraturas do primeiro

(segundo) modo. Na Figura 6.7 pode-se ver o grafico de D« Versus .

Figura 6.7 — Disentropia normalizada (Dq,«) da fungdo de Wigner de (6.25) versus r paraq=1/2e a=
2.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

O estado inicial (r = 0) é o estado desentrelacado |1)|0), portanto o desentrelacamento me-
dido pela disentropia Dq=1/2,«=2 € maximo neste ponto. O emaranhamento aumenta quando r aumenta:
0 emaranhado do estado de vécuo comprimido de dois modos |&) é dado por logz(e?) e o estado vortex

é mais emaranhado do que |& (AGARWAL, G. S., 2011). Isto €, Dg=1,=2 diminui quando r aumenta.
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7 ATRANSCENDENTALIDADE DE Wq
7.1 Transcendéncia de Wy e expq(z)

Um ndmero é dito transcendental (ou transcendente) se ndo é solucdo de uma equa-
¢do polinomial ndo nula com coeficientes inteiros. E conhecido que W(1) é um nGmero trans-
cendental. Usando a fungédo g-exponencial de Tsallis (TSALLIS, Constantino., 1988) na equa-
cao de Lambert-Tsallis (SILVA, George Barbosa.; RAMOS, Rubens Viana., 2019) e fazendo z

= 1 obtém-se o seguinte polinbmio
Y -(1-q)y-1=0=y" =(1-q)y+1 ("

onde y = Wgy(1). Por outro lado, o teorema de Gelfond-Schneider afirma que, se | e m sdo
numeros algébricos, com | = {0,1} e mirracional, entdo I™ é transcendental (JENSEN, Christian.
U.; Diego Marques., 2010).

Teorema 7.1.1 — Se g € um numero irracional e algébrico, entdo Wq(1) é transcendental.

Prova: Inicialmente g € um namero algébrico e irracional. Suponha que y em (7.1) é algébrico.
Nesse caso, de acordo com o teorema de Gelfond-Schneider, y%?! é transcendental. Por outro
lado, como q e y sdo algébricos, (1- q)y + 1 também é algébrico, pois o conjunto dos nimeros
algébricos é um corpo. Portanto, existe uma contradicdo, uma vez que o lado esquerdo de (7.1)
é transcendental e o lado direito da eq. (7.1) é algébrico. Assim, y = Wq(1) deve ser transcen-
dental [J.

Teorema 7.1.2 — Se g € um namero irracional e algébrico e & (# 0) é algébrico, entdo eq(0) é

transcendental.

Prova: Usando a funcéo g-exponencial de Tsallis (TSALLIS, Constantino., 1988) obtemos

e =[1+(1—q)5]ﬁ. (7.2)
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Desde que g e dsejam algébricos, 1 + (1-q)6 também é algébrico. Similarmente, desde que g
seja irracional algébrico, 1/(1-q) também é irracional algébrico. Entdo, de acordo com o teorema

de Gelfond-Schneider, eq(0) é transcendental .

Teorema 7.1.3 — Se g € um numero irracional e algébrico e z (= 0) é algébrico, entdo Wq(z) é

transcendental.

Prova: Usando a equacdo de Lambert-Tsallis (SILVA, George Barbosa.; RAMOS, Rubens
Viana., 2019) temos

(7.3)

Assume-se, inicialmente, q algébrico e irracional e Wq(z) algébrico. Neste caso, de acordo com
Teorema 7.2, expq(Wq(2)) é transcendental. Por outro lado, z/Wq(z) € a razdo entre dois nimeros
algébricos, logo, é também um ndmero algébrico. Portanto, isto é uma contradi¢do e Wq(z) ndo

€ um numero algébrico [1.

7.2 Outros resultados de transcendentalidade usando Wq(z), expq(z) e Ing(z)

A derivada de funcbes que geram ndmeros transcendentais para argumentos
algébricos nem sempre pode gerar imagem transcendental. Por exemplo, a derivada de € é ela
mesma, e sabe-se que para argumentos algébricos ndo nulos, a imagem para esta funcédo é
sempre um numero transcendente. Porém, 0 mesmo ndo ocorre com a fun¢éo In(z) cuja derivada
é 1/z, que para argumentos algébricos ndo nulos, possui derivada sempre assume valores

algébricos em tais pontos. Nesta perspectiva, apresentamos o seguinte teorema

Teorema 7.2.1 — Se zo (# 0) é algébrico e q € um numero algébrico e irracional, entdo

din,(z)/dz| __ étranscendental.
zZ=Zy

Prova: Usando a derivada da funcéo Inq(zo) (SUYARI, Hiroki.; WADA, Tatsuaki., 2007)
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d
dz

(lnq(z))zziq (z>0,vq), (7.4)

Logo, para z = zo algébrico ndo nulo, pelo teorema de Gelfond-Schneider, tem-se que 1/(z0)% é

transcendental [ .

Sabe-se também que e™ é um nimero transcendental, ja que e™ = (—1)~%. No
entanto, nada se sabe sobre a transcendentalidade (ou ndo transcendentalidade) de e¢. Usando

uma base g-exponencial, encontra-se o seguinte resultado

Teorema 7.2.1 Se ¢ é transcendental e g € Q\{1}. Ent&o expq(0) é transcendental.

Prova: Usando eq.(6), tem-se que 1+(1-q)d € transcendental e 1/(1-q) é racional. As poténcias
de nOmeros transcendentais com expoentes racionais também sdo transcendentais.

Consequentemente expq(d) com otranscendental e g € Q\{1} é um ndmero transcendental [].

Esse resultado permite mostrar que e; e ef para q € Q\{1} também sdo nimeros
transcendentais. Consequentemente, pelo Teorema 7.5, tem-se que d(expq(z))/dz = (expq(z))?

também é transcendental para este valor de g com argumento transcendental.

Algumas funcbes de Lambert-Tsallis retornam valores algébricos para argumentos
algébricos ndo nulos, por exemplo, W»(1) = % (SILVA, George Barbosa.; RAMOS, Rubens

Viana., 2019). Entdo, para esses casos, define-se 0 seguinte teorema

Teorema 7.2.2 Se z é algébrico ndo-nulo e Wq(z) € Q\{Z}. Entéo Wq(z)Wq(Z)w"(Z)é transcen-

dental.

Prova: Se Wq(z) € Q{Z}, entdo Wq(z)Wq(Z) é irracional algébrico (JENSEN, Christian. U.; Di-
ego Marques.,, 2010). Consequentemenete, pelo teorema de Gelfond-Schneider,

Wq(Z)W"(Z)Wq(Z) também é transcendental (1.
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8 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

8.1. Conclusoes

A presente tese pode ser dividida em quatro partes:

I) As fungdes W, de Lambert-Kaniadakis e Ry;

I1) A formula da disentropia baseada na entropia de Rényi;

I11) AplicacBes das funcoes de Lambert-Tsallis e Lambert-Kaniadakis em equacg@es a diferenca
com decaimento exponencial deformado;

IVV) A transcendentalidade de W,

As conclusdes referentes a cada uma dessas partes sao apresentadas a seguir.

8.1.1 As fungao Wi de Lambert-Kaniadakis.

1. Foi introduzida a fungdo Wxde Lambert-Kaniadakis como uma generalizacdo da funcao
de Lambert. Como uma aplicacdo da funcdo Wx, a x-disentropia também foi introduzida
de forma ad-hoc. Em particular, como Wi aceita valores negativos em seus argumentos,
também é possivel calcular a x-disentropia da funcdo de Wigner de alguns estados alta-
mente quanticos, o que ndo pode ser feito com a x-entropia. Como exemplo de aplicacéo
da x=disentropia usando W, foi apresentado um algoritmo de segmentagdo de imagens

em preto e branco.

2. Foi introduzida a funcdo R« como uma generalizacdo da funcdo Wi de Lambert-Kania-
dakis. Como uma aplicagéo da funcéo R« a x-disentropia foi reescrita usando a fungao
R« Neste caso, a xk-disentropia e a x-entropia estdo relacionadas através da relagéo entre
as funcgdes R« € Inx.. Como exemplo de aplicacdo da x-disentropia usando R, a -
disentropia media foi usada para medir o grau de conectividade em uma rede aleatoria
que modela uma rede Optica com perdas e que usa fétons Gnicos como portadores de

informacao.
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3. Umalgoritmo numérico para o calculo das solucdes reais da funcédo Wi foi apresentado.

8.1.2 A formula da disentropia baseada em Renyi.

1. A disentropia da funcdo de Wigner com g = 2 pode fornecer informacgdes importantes
sobre o quantumness e a pureza de um estado quantico. De forma a permitir o uso de
valores fracionarios para a variavel g, a funcéo de Wigner foi elevada ao quadrado dentro
do argumento da disentropia. Ha duas desvantagens nessa abordagem: 1) o quantumness
ndo pode mais ser medido, uma vez que a parte negativa da funcdo de Wigner foi retirada.
I) Diferentes estados puros apresentam o mesmo valor de disentropia (assim como
também apresentam o mesmo valor de entropia). Entretanto, a disentropia ainda pode ser
usada como medida de desemaranhamento de estados bipartidos puros. Observe que a
disentropia da funcdo de Wigner com g = 2 ndo pode ser usada para medir o
desentrelagcamento porque pode retornar um valor negativo quando a funcdo de Wigner
tem valores negativos. Por fim, a disentropia relativa pode ser usada como medida de
distancia entre as funcbes de Wigner e retornara apenas valores positivos.

8.1.3 AplicagOes das funcdes de Lambert-Tsallis e Lambert-Kaniadakis em equagdes a diferenca
com decaimento exponencial deformado.

1. As funcbes de Lambert-Tsallis Wq(z) e Lambert-Kaniadakis Wi{(z) sdo importantes
ferramentas matematicas que podem ser usadas no estudo de problemas modelados por
equacbes a diferencas com decaimento exponencial deformado. Em particular,
mostramos o calculo da solugdo de pontos fixos e a evolucdo da disentropia no regime

caotico fraco de um mapa logistico com decaimento exponencial deformado.

8.14 Atranscendentalidade de Wj.

1.Se g € um namero algébrico e irracional e z € um numero algébrico né&o nulo, entdo Wq(z)

e expq(z) séo transcendentais.
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8.2 Perspectivas de Trabalhos Futuros

Como perspectivas de trabalhos futuros pode-se citar:

1. Aplicar a fungdo W, de Lambert-Kaniadakis para encontrar solucdes analiticas de
problemas ligados a fisica e engenharia;

2. Investigar os ramos complexos das fungdes W, Ric € Wq;

3. Estudar o emaranhamento de estados quanticos através da disentropia da funcdo de
Wigner usando Wi, Rix, Wq € Rqg;

4. Buscar solucgdes analiticas de mapas ndo-lineares deformados usando W,.e Wy;

5. Investigar a transcendentalidade da fungéo W..

6. Analisar se as disentropias sdo aditivas ou ndo aditivas, extensivas ou nao extensivas.

7.Desenvolver a teoria da informacdo com a disentropia: disentropia matua, disentropia

condicional, disentropia conjunta, etc.
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APENDICE A - AFUNCAO Wy DE LAMBERT-TSALLIS

Uma possivel generalizagdo de W(z) é obtida resolvendo (1.1) com a funcéo g-ex-
ponencial de Tsallis no lugar da funcdo exponencial. Portanto, a equacdo de Lambert-Tsallis é

dada por

Wy (2) _
Wq (Z)eq =1 ’ (Al)

na qual eq(z) = [1+(1-0)z]¥®9 para q = 1 e [1+(1-0)z] > 0 (TSALLIS, Constantino., 1988;
CURADO, Evaldo Mendonca Fleury; TSALLIS, Constatino.,1991; YAMANO, Takuya.,
2002). As solucdes de (A.1) séo as fungdes Wy de Lambert-Tsallis introduzida em (SILVA,
George Barbosa.; RAMOS, Rubens Viana., 2019). Para q = 1 tem-se eq(z) = e* e W1(z) = W(2).

Pode-se encontrar uma expressao analitica para Wq(z) resolvendo a seguinte equagao

WD 4 (1-g)W Y - 29 =0, (A2)

q

Por exemplo, para g = 2 tem-se

W, (2)= -, (A3)

paraz € (—1,+).

As solugdes (A.1) sdo as raizes reais da equacdo (A.2). Pode-se mostrar que o ponto de
ramificacdo da funcdo de Lambert-Tsallis Wy € (2o = expq(1/(9-2))/(q-2), Wo(z0) = 1/(0-2)), para q # 2.
Néo ha ponto de ramificagéio com z finito para q = 2. A solugdo no intervalo [z, 0) € W, (z) enquanto
a solugdo no intervalo [z, ) é W (z). A funcdo W,"(z) mantém sua concavidade, pois
d*W,* (z)/dz* < 0 nesse intervalo. Por outro lado, W, (z) decresce a partir do ponto de ramificagéo

e atinge Wq(2) = 0 em z =-1/(1- q) além da solucéo trivial z = 0. Por exemplo, para g = 3/2 tem-se
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W3+(z):2(z+1)i;2\/22+1. (A4)

A funcao W;}Z (z) satisfaz a eq. (A.1) no intervalo z € [-1/2,0). O grafico Wz, é

mostrado na Figura A.1.

Figura A.1 - Wg=3/2 Versus z.

q=3/2

q=3/2

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para os valores g = {1/2,4/3} os ramos principais sao

2
332z + 22+i —ﬂ+£—2
27 729 27

W (z) = 1 (A.5)

12 2
932z + 22+E —ﬁ-i‘i
27 729 27

satisfazendo a eg. (A.1) no intervalo [-0,2950,%0) enquanto

3

W (@)=L i/ /656124;2916 81 932 i3 A6)
2 7 7 Zf/ 65612 +2916 81

z° z




satisfaz a eq. (A.1) em [-4/9,).
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APENDICE B - ENTROPIA CLASSICA E QUANTICA

Um dos pontos centrais em Teoria da informacéo € o estudo de entropia, ela quan-
tifica a incerteza associada ao sistema analisado. Dada uma variavel aleatoria X, os diferentes
valores i = {1,...,n} com probabilidade p; definem a distribui¢&o de probabilidade discreta da

variavel X. A entropia de Shannon é dada por

H(X)==2_p,log, ;. (B.1)

Se a variavel assumir apenas dois valores distintos, X = X, e X = X;, tem-se que

P(X =X,) =peP(X =X,)=1—p. Nesta situacdo, a entropia de X fica da seguinte forma

H(X)=-plog, (p)-(1- p)log, (1- p). (B.2)

A entropia serd maxima quando os eventos sdo equiprovaveis, no caso de (B.2),
p =P(X =X,) =P(X = X;) = 0,5. Neste caso, a entropia H(X) é igual a 1 bit. A distribuicdo

discreta que maximiza (B.1) é a distribui¢do uniforme,

P(X;a,b):bia, (B.3)

para todos os possiveis valores de X. Considerando o caso continuo, define-se a entropia dife-

rencial de uma variavel aleatéria através da integral:

h(X)=—] p(X)In[p(X)]dX . (B.4)

Se o suporte da integral for compacto (limitado e fechado), a distribui¢do p(X) que maximiza
h(X) e a distribui¢cdo uniforme como ja citado anteriormente. No entanto, se o suporte ndo for
definido em (B.4), mas a variancia for limitada, var(X) < V, a distribuicdo que maximiza a

entropia € a distribuicdo gaussiana (X~N(0,1))
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1/ x 2
f(x) = e_ZK(’j_ (B.5)

Em informacéo quéntica, um sistema fisico tem toda a sua informacao representada

pelo operador densidade p. A entropia de Von Neumann, S(p), é descrita por

S(p):—Tr(plnp):—Z/llln/ll, (B.6)

na qual 4 é o i- ésimo autovalor do operador densidade p. Dentre as principais propriedades de
S(p), destacam-se
e Nao-negatividade, S(p) = 0, sendo nula apenas para o caso de estados puros.
e E limitado superiormente por In d, sendo d a dimens&o do espaco de Hilbert do sistema
sendo S(p) = In d quando o sistema estiver no estado maximamente misto.

e E invariante a transformacdes unitarias,
S(UpUT)=5(p). (B.7)

A entropia de von Neumann é uma funcdo céncava. Se o estado quéantico é misto,
as probabilidades pi relacionadas ao operador densidade, Y.; p; = 1, fazem com que a entropia

satisfaca a desigualdade de Holevo

S(Z pipijzzpis(pi)' (B.8)

Rényi generalizou a entropia de Shannon a partir de uma familia de funcionais que
quantificam a aleatoriedade associada ao sistema. Numa perspectiva quantica, a entropia de

Reényi para um estado p depende do parametro de ordem a de acordo com
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Sa(p):ﬁlog [Tr(p“ )] (B.9)

sendo diretamente equivalente a entropia de Von Neumann no limite a — 1.

Na mecanica estatistica a entropia de Boltzmann-Gibbs é dada por

D

Ses =Kg In(@)=->"pIn(p,), (B.10)

i=1

sendo Kg a constante de Boltzmann, ® é o numero de microestados e pi a probabilidade asso-
ciada a cada microestado @i. Dentre as principais propriedades da entropia Sgc estéo a aditivi-
dade e a extensividade. A aditividade garante que para sistemas mutuamente independentes A

e B, a entropia da soma € igual a soma das entropias individuais
Sas (A+B) =S5 (A)+Sg (B). (B.11)

Ja o conceito de extensividade considera que, dado um sistema arbitrario Q = Ay +
Az + ...+ Na onde os N subsistemas ndo necessariamente independentes, existe um comporta-

mento assintético do limite

—S B.12
<o, .
N ( )

indicando que existe proporcionalidade entre a entropia e 0 nimero de subsistemas. Entretanto,
a entropia de Boltzmann-Gibbs ndo descreve as peculiaridades de sistemas fisicos complexos
(sistemas onde ocorre fortes correlagdes entre os diferentes microestados). Por essa necessi-
dade, a entropia Sgc foi generalizada a fim de descrever com boa aproximagao o comportamento
dessa natureza através de duas estatisticas independentes: Tsallis (1988) e Kaniadakis (2001).
A estatistica de Tsallis é baseada nas fungdes g-exponencial e g-logaritmica
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X

e

seq=1

e ={[1+(1-a)x '™ seq#1 & 1+(1-q)x>0, (B.13)

oYa-9) seq#1 & 1+(1-q)x<0

log(x) x>0&q=1

X(l—q) -1
log, (x) = x>0&q#1, (B.14)

ndo definido x<0
e faz uso da g-algebra
a+,b=a+b+(1-q)ab (B.15)
a—,b=(a-b)/[1+(1-q)b] (B.16)
ax b = max {I:a(l_Q) + b(l_Q) _1:|]/(17q) 0} — |:a(l—q) + b(l—q) _l:|:|/(1’q) (B 17)
g ’ = N .
1-

s b= a" b +1T/( ! (B.18)

A estatistica de Kaniadakis, por sua vez, é baseada nas func@es x-exponencial e x-logaritmica

epr(z)z[\/lwczz2 +kz}’(, (B.19)

" -7
2K
e faz uso da x-algebra (SERREZUELA, Ruthber Rodriguez. et al., 2016)
a+_b=ayl+x2b? +byl+x’a? (B.21)
a—_b=ay1+x?? —byl+x’a’ (B.22)

ax b=exp,(In (a)+In (b)) (B.23)
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a+ b=exp, (In (a)-In (b)). (B.24)

As entropias generalizadas de Tsallis e Kaniadakis, de um sistema fisico com @
microestados ocorrendo com probabilidade pi, assumem, respectivamente, as seguintes formas

para os casos discretos

D
1_2 P!

S, =k ql;—ll (B.25)
_ [P ee
S = k( - ] : (B.26)
e continuos
[1— | p(x)quj
S, =k| ——— (B.27)
q-1
S, = k[j(p(x) P K)dx}, com J' p(x)dx =1. (B.28)
2K

A existéncia da néo aditividade se deve matematicamente ao fato dos logaritmos

dos produtos generalizados ser diferente da soma dos logaritmos individuais:

In, (ab)=1In,(a)+, In, (b)=1In (a)+In, (b)+(1-q)In (a)In, (b) (B.29)

InK(ab)zan(a)\/Hrcz(an +In \/1+7c In.(a)) . (B.30)

Assim, tem-se diretamente as entropias generalizadas entre dois sistemas independentes A e B

como sendo
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S,(A+B)=S,(A)+S,(B)+@1-0q)S,(A)S,(B) (B.31)

S, (A+B)=S, (A)y1+x2(S, (B)) +5, (B){L+*(S, (A)) (8.32)

tendo nesse cendrio que a eq. (B.11) € um caso particular de (B.31) e (B.32) parag=1e k =0,

respectivamente.

No estudo de sistemas quanticos, as entropias de Tsallis e Kaniadakis fornecem
importantes informacdes sobre a matriz densidade p pois generalizam a entropia de Von Neu-

mann da seguinte forma

Sq(p)=—>A4%In,(4,) (B.33)

n

Sc(pP)=-2.4,In(4,), (B.34)

nas quais An sdo os valores préprios de p como mencionado anteriormente. Se p for um estado
puro, entao S,y (p) = 0, caso contrario (Sg(,)(p) > 0) indica que p € uma mistura de estados.
Assim, a entropia generalizada também funciona como um quantificador ou indicador de pureza
de um estado quantico p arbitrario. Uma outra representacdo de um estado quantico |y) é por
sua funcdo de quase-probabilidade, também conhecida como funcdo de Wigner (WALLS, D.
F.; MILBURN, G. J., 2007)

w(a) =230 (D (@)imnD (a)lv), 39

com |n) sendo o estado de nimero e D (a) o operador deslocamento de Glauber. As entropias

generalizadas das funcGes de Wigner sdo descritas entdo atraves de
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S, (w(a))=—[w(a)"In,(w())da, (B.36)

(B.37)

5. (w(a) = (j (w(a)1+K2_Kw(a)1K )daj |

podendo ser usadas para medir a ordem de pureza de determinados estados quénticos Gaussia-

nos, como estados coerentes

) =exp( 3l |3l 539

que possuem funcdo de Wigner estritamente positiva. Entretanto, as entropias dadas em (B.36)
e (B.37) ndo podem ser calculadas para estados fortemente quanticos, como estados de nimero
e estados gato de Schrodinger que possuem partes negativas em suas funcdes de Wigner. Essa
limitacdo se deve ao fato de Ing(z) e InAz) ndo retornarem valores reais para valores negativos

de seus argumentos.
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APENDICE C - O MAPA LOGISTICO

A equacdo a diferenca

Xpr = %, (1= X)), X, €01, 1l<r<4 (C.1)

é conhecida como mapa logistico e representa a densidade populacional no tempo n indicada
por x,. A funcdo quadrética f,.(x) = rx(1 — x) € zero nas extremidades f,.(0) =0 = f,.(1) e
méaximo em x,, = 1/2 determinado por f,.'(x) = 0. Para qualquer valor x, em (0,1), 0s x;
convergem na direcdo do ponto fixo ou atrator, especificamente para 0 mapa logistico, para
x*=1-1/r.x* é estavel, contanto que |f.'(x")| =12—7r| <1 ou 1 < r < 3, verificando

pela expansdo de Taylor da iteragdo préximo ao atrator:

X = T OC)+ £ 1OC) (X, = x*) +..., (C.2)
k) Xn+l_x*
f'(x )_—xn—x* . (C.3)

na qual os termos de ordem maior que 1 sdo desprezados. Logo, se |f,'(x*)]| < 1, 0 proximo
iterado, x,,,1, €sta mais perto de x* do que de x,,, 0 que caracteriza convergéncia do ponto fixo.
Entretanto, se |f,-'(x™)| > 1, x,4+, Se distancia mais de x* do que de x,,, implicando instabili-
dade ou divergéncia.

Mapas ndo lineares sao sensiveis a condicGes iniciais e aos valores dos parametros. Sejam

as distancias

AX, =[F O (%, +&)— £ (%), (C.4)

que aumentam para € > 0 pequeno. A distancia aumenta de forma exponencial conforme n —

o, 0U seja, Ax, /e = e*™ que é equivalente a termos
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lzlln
n

(n) _f(
{\f (X +&)— f (Xo)‘} (C.5)

£

sendo 4 o chamado expoente de Lyapunov. Escrevendo (C.5) em derivadas, o0 expoente médio

para a amostra é dado por

df ™ (xp)

dx

A=%ln|

= A(r) = lim = 3 Inlf'(r, %)) (C.6)

Outra forma de obtermos os expoentes de Lyapunov em mapas de uma dimens&o é pela defini-
¢ao de entropia

A(r) :j'P(x)In|f '(r, x,)|dx (C.7)

onde P(x) é a distribuicdo de probabilidade assintética dado o valor de parametro r. O expoente
de Lyapunov A é uma medida quantitativa da existéncia de caos. Quando 4 > 0, tem-se uma
natureza estritamente cadtica para 0 mapa. Ha uma forma paralela de verificacdo da dinamica
de uma equacéo a diferenca, o diagrama de bifurcacdo, que mostra a mudanca repentina na
evolucdo do sistema baseada em seus pontos fixos e o parametro r que bifurca (divide em dois

ramos) 0 mapa.
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The Wigner function is a mathematical tool that provides important information abouta quantum light state, like
entanglement and quantumness. For example, in a recent work it was shown the disentropy of the Wigner function
using the Lambert—Tsallis W.; function with g = 2 can be used as a measure ofquantumne.ss. When the value ﬂfq
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of the disentropy ofthe Wigner function oflligh]y interesting states, such as Schridinger cats. In order to overcome
this problem, we propose a new disentropy equation inspired by the Rényi entropy. The advantages and disadvan-
tages of this new disentropy are discussed and numerical examples are shown. © 2020 Optical Society of America
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Abstract Three generalizations of the Lambert W function were recently discussed in the literature: the Lambert-Tsallis W,
function, the Ry, function and the Lambert-Kaniadakis W, function. All of them have been used in interesting problems in physics
and engineering. In this direction, the present work introduces a fourth generalization, the new function R,(z), solution of the
equation Ry, (z) X expy(Ryx(z)) = z. In this work, it is shown this new function can be used to construct a new disentropy as well
it 15 used to model the x-diode, a hypothetical electronic deviee whose electrical current depends k-exponentially on the voltage
between its terminals. Analytical and numerical results for R, the new disentropy and x-diode are presented.



