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RESUMO

Neste trabalho, investigamos os efeitos teóricos da curvatura da fita de Möbius sobre a dinâmica

quântica de férmions relativísticos sem massa confinados a esta superfície a partir da solução da

equação de Dirac. Trabalhamos na aproximação de baixas energias, na qual a partícula apresenta

uma relação de dispersão linear e obedece à equação de onda relativística. A curvatura induz um

potencial efetivo geométrico quando a partícula executa uma volta em torno de um anel na fita.

Estudamos como o potencial modifica as autofunções e os níveis de energia, obtidos a partir de

uma aproximação WKB, analisando as regiões de poços e barreiras gerados pela curvatura. O

espectro de energia é estimado fixando o valor dos parâmetros que descrevem a fita, resultando

em um movimento em torno de fios e anéis.

Palavras-chave: confinamento; mecânica quântica em superfícies; grafeno; espinores; aproxi-

mação WKB.



ABSTRACT

In this paper, we investigate the theoretical effects of the curvature of the Möbius strip on the

quantum dynamics of massless relativistic fermions confined to this surface, starting from the

solution of the Dirac equation. We work on the approximation that at low energies the particle

exhibits a linear dispersion relation and obeys the relativistic wave equation. The curvature

induces a geometric effective potential when the particle performs a loop around the strip. We

study how the potential modifies the eigenfunctions and energy levels, obtained through a WKB

approximation, by analyzing the regions of wells and barriers generated by the curvature. The

energy spectrum is estimated by fixing the value of the parameters describing the ribbon, resulting

in a movement along wires and rings.

Keywords: confinement; quantum mechanics in surfaces; graphene; spinors; WKB approxima-

tion.
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1 INTRODUÇÃO

O grafeno é um material bidimensional estável formado por monocamadas de grafite.

Sua descoberta, no ano de 2004 [1], trouxe uma nova perspectiva para a física da matéria

condensada, despertando desde então um enorme interesse na comunidade científica. O impacto

foi tamanho que levou seus descobridores a serem condecorados com o prêmio Nobel de Física de

2010, apenas seis anos depois. Seu enorme potencial para utilização em dispositivos eletrônicos

vem garantindo o interesse e financiamento contínuos por anos. Ademais, o estágio atual de

avanço das ciências dos materiais permite criar estruturas curvas a partir de alótropos do Carbono

de variadas formas e tamanhos, com novas propriedades eletrônicas, magnéticas e mecânicas[2].

A estrutura do grafeno possui forma de hexágono, o mesmo padrão geométrico de

favos de mel, como mostra a Figura 1. Este arranjo pode ser decomposto em duas sub-redes

triangulares, representadas pelos pontos vermelhos e amarelos.

Pode-se modelar esta estrutura a partir de dois vetores base a1 e a2, dados por

Figura 1 – Estrutura de rede do grafeno.

a1 =
a
2
(3,

√
3) a2 =

a
2
(3,−

√
3), (1.1)

enquanto seus vizinhos são dados pelos vetores

d1 =
a
2
(1,

√
3) d2 =

a
2
(1,−

√
3) d3 = a(−1,0). (1.2)

O parâmetro a ≈ 1.42Å, chamado de parâmetro de rede, mede a distância entre os

átomos de carbono.

Desse modo, por que então estudar férmions relativísticos sem massa? Semenoff[3]

mostrou a conexão entre a dinâmica de elétrons em baixa energia no grafeno e férmions de Dirac
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em (2+1) dimensões, a partir da descrição fornecida pelo modelo tight-binding. O hamiltoniano

obtido tem a forma

H0 =−iν f (σ1∂x +σ2∂y), (1.3)

onde σi representa as Matrizes de Pauli na i-ésima direção e ν f a velocidade de Fermi. Esse

hamiltoniano leva a equação de Dirac bidimensional, sendo assim formalmente equivalentes

no limite quiral, ou seja, quando não há massa. Assim, elétrons no grafeno, quando em baixas

energias, apresentam uma relação de dispersão de energia aproximadamente linear em p, isto é,

proporcional ao momento. Isso faz do grafeno um dos materiais mais interessantes para pesquisa,

uma vez que algumas de suas características vêm dessa descrição, como o paradoxo de Klein

[4] que ocorre devido ao fato dos elétrons apresentarem um espectro com energias positivas e

negativas.

Estudos mostram ainda uma associação que pode ser feita na interpretação do spin

na equação de Dirac e a distribuição dos elétrons em subredes na estrutura do Grafeno, como

mostrado na Ref. [5], no qual spin up e spin down referem-se à probabilidade do elétron se

encontrar em uma subrede ou na outra, por consequência recebendo o nome de Pseudospin. Uma

revisão sobre as propriedades eletrônicas do grafeno e a dinâmica de elétrons a partir do modelo

citado foi realizada por Castro Neto et al. [6].

Nesse contexto, devido ao grande potencial de aplicações, foram publicados muitos

estudos da dinâmica quântica de partículas restritas à superfícies. Da Costa [7] investigou

a dinâmica quântica de uma partícula restrita a uma superfície bidimensional imersa em um

espaço tridimensional, usando a equação de Schrödinger, por meio de um potencial geométrico

responsável por restringir o movimento da partícula a essa superfície. Ele mostrou que a partícula

obtém informação de suas vizinhanças, isto é, a terceira dimensão, ao demonstrar que o potencial

induzido pela curvatura depende dadas curvaturas gaussiana e média da superfície. É também

possível acoplar intrinsecamente férmions à curvatura através de um acoplamento mínimo na

equação de Dirac[8].

Dessa forma, surgiu o interesse em investigar partículas de Dirac na fita de Möbius.

Mas, por que estudar essa superfície? É possível, de fato, moldar faixas de carbono para terem

este formato. Investigações teóricas mostram serem estáveis e apresentam suas propriedades

eletrônicas [9, 10]. Estudos mostram ainda que a construção de uma faixa de grafeno neste

formato aumenta a eficiência da transferência de cargas, condutividade e outras propriedades

[11], além da existência de um efeito spin-Hall [12, 13].
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Diante disto, Li e Ram-Mohan[14] propõem uma descrição da dinâmica quântica de

uma partícula restrita à superfície de Möbius, a partir da solução da equação de Schrödinger. Eles

investigaram os níveis de energia, o momento angular e o efeito da curvatura sobre a dinâmica

da partícula.

No contexto de férmions relativísticos, Flouris et al. [15] investigaram propriedades

topológicas e geométricas de transporte de uma fita de grafeno em formato de Möbius e, para

o caso não massivo, Souza e Furtado[16] estudaram o problema do confinamento a partir da

equação de Dirac, adaptando as condições de contorno para a superfície de Möbius.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

Ainda são desconhecidos os efeitos da curvatura de para um modelo de férmions

relativísticos sem massa em (2+1) dimensões, sendo a investigação deste tópico o principal

objetivo desse trabalho.

1.1.2 Objetivos específicos

Com isso, definem-se os objetivos específicos como:

• Obter, a partir da equação de Dirac, equações diferenciais para cada componente do espinor

que descrevem a dinâmica de férmions confinados à superfície de Möbius.

• Encontrar, a partir de uma transformação, uma equação auxiliar tipo Schrödinger, de modo

a identificar o potencial efetivo induzido pela curvatura.

• Obter o espectro de energia, a função de onda e seu módulo quadrado em pontos da fita.

• Investigar como o potencial modifica a dinâmica da partícula, comparando as barreiras e

poços com o quadrado da função de onda em algumas regiões da fita.

• Por fim, comparar as propriedades eletrônicas com aquelas encontradas em outras superfí-

cies.

1.2 Organização do trabalho

Finalmente, a organização do trabalho se deu da seguinte forma: O capítulo 2,

intitulado “Fundamentação Teórica” busca revisar os principais conceitos de relatividade restrita
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e mecânica quântica relativística necessários, discutindo ainda sobre o modelo Tight-Binding

para uma monocamada de grafeno e o acoplamento de espinores em espaços curvos, bem como

a fita de Möbius e suas propriedades.

O capítulo 3, “Metodologia”, apresenta uma revisão sobre os principais modelos

de acoplamentos de partículas à curvatura. São discutidos os modelos extrínseco, intrínseco e

suas diferenças metodológicas. Por fim, é obtida a equação de Dirac em 2+1 dimensões para

superfícies gerais.

No capítulo 4, “Resultados”, são apresentados os principais resultados obtidos a partir

da aplicação do modelo intrínseco para a superfície da fita de Möbius. Foram obtidas equações

diferenciais para a função de onda em cada componente do espinor. Obteve-se o potencial

induzido pela curvatura e, empregando uma aproximação do tipo WKB, foram encontradas as

soluções aproximadas e estimado o espectro em diferentes pontos da fita.

Finalmente, o capítulo 5 “Conclusões e Perspectivas Futuras” resume o que foi

realizado e os principais resultados obtidos, bem como o que pode ser realizado em trabalhos

futuros a partir deste.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 Revisão de relatividade especial e convenções

Antes de iniciar os conceitos relacionados propriamente de espinores e espaços-

tempo curvos, será realizada uma breve discussão de Relatividade Especial e as notações

utilizadas daqui em diante.

A relatividade especial, publicada por Albert Einstein (1879-1955) no ano de 1905

[17], é responsável pela unificação do Espaço e do Tempo em uma única entidade, o qual

é conhecido como espaço-tempo. Ela propõe dois postulados fundamentais, que podem ser

expressados como [18]

• O princípio da relatividade:

As leis físicas são as mesmas em todos os referenciais inerciais.

• O princípio da invariância da velocidade da luz:

A velocidade da luz no vácuo, c, é a mesma em todas as direções e em todos os referenciais

inerciais, e é independente do movimento da fonte.

As transformações que mantêm c invariante são conhecidas como transformações de

Lorentz. Elas relacionam dois referenciais inerciais, o qual pode-se tomar um como em estado

de repouso, o qual será chamado de S, e outro, S′, se afastando relativamente ao primeiro com

velocidade v na direção x.

A relação diz que as coordenadas em S′, escritas como (t ′,x′,y′,z′), em função das

coordenadas em S, (t,x,y,z), são dadas por

t ′ = γ

(
t − vx

c2

)
x′ = γ (x− vt)

y′ = y

z′ = z

, (2.1)

onde γ é chamado fator de Lorentz, sendo dado por

γ ≡ 1√
1−β 2

, (2.2)

com β = v
c .

As teorias, em geral, são escritas em termos de objetos matemáticos chamados de

escalares, vetores e tensores. Estes serão de suma importância em todo o presente trabalho.
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Vetores em um espaço tridimensional podem ser descrito em relação a uma determi-

nada base com 3 componentes. Se essa base for rotacionada, então estas componentes mudam,

mas sua distância até a origem não muda.

No espaço-tempo há uma classe especial de vetores, chamados quadrivetores. Estes

se caracterizam por possuir três componentes espaciais e uma componente temporal.

x =
(

ct , x,y,z
)

(2.3)

Parte Temporal Parte Espacial

A Relatividade Especial acontece em um espaço-tempo chamado espaço-tempo

de Minkowski, caracterizado por ser um espaço quadridimensional (1 dimensão temporal + 3

dimensões espaciais) plano. É o espaço-tempo mais simples que se pode ter, visto que espaços

mais complexos envolvem curvatura e/ou torção. O Espaço de Minkowski possui curvatura zero.

Além disso, denotam-se as componentes de vetores tridimensionais com índices do

alfabeto romano (i, j,k, ...) , com esses sendo 1,2 ou 3.

Vetor Tridimensional

x = (x1,x2,x3) ⇒ xi (i = 1,2,3) (2.4)

Para quadrivetores, denota-se a coordenada temporal com índice 0, e utilizam-se

letras gregas para representar suas componentes (Por exemplo, α,β ,µ, ...) e, dessa forma, estas

podem ser 0,1,2 ou 3. É dito que a coordenada x0 é do tipo Tempo e as demais do tipo Espaço.

Quadrivetor no espaço-tempo

x = (x0,x1,x2,x3) ⇒ xµ (µ = 0,1,2,3) (2.5)

A fim de diferenciar vetores tridimensionais e quadrivetores1, os primeiros são

escritos em negrito, de forma que quadrivetores possam ser escritos como

x = (ct,x) (2.6)

1 Note aqui, no entanto, que a principal diferença entre vetores e quadrivetores é que estes vivem em espaços
diferentes, visto que o primeiro é definido em um espaço tridimensional, e o posterior se encontra em um
espaço-tempo quadridimensional.
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Outro conceito importante é o de índices Contravariante e Covariante. Perceba que

os vetores foram escritos com índice em cima. Estes recebem o nome de índices Contravari-

antes. Para vetores cujas componentes tiverem o índice em baixo, como xµ , serão chamados

Covariantes.

Este é um aspecto que não existe no espaço euclidiano tridimensional. De fato, para

este espaço, essa distinção se torna irrelevante.

A diferença entre estas categorias de vetores está na forma que suas componentes se

transformam. Uma transformação geral de coordenadas de um referencial inercial para outro

mapeia as componentes da seguinte forma {xµ}→{x̄µ}. Um vetor qualquer é dito contravariante

quando se transforma como

x̄µ = ∑
ν

(
∂ x̄µ

∂xν

)
xν =

(
∂ x̄µ

∂xν

)
xν . (2.7)

Perceba que o somatório foi omitido. Esta é a convenção de soma de Einstein, que

implica que o somatório sobre índices repetidos podem ser omitidos. Em outras palavras, em

geral, quando houverem índices repetidos, está implícito um somatório.

Para um vetor covariante, tem-se a que o conjunto de componentes se transformam

como {xµ}→ {x̄µ} seguindo a relação dada por

x̄µ =

(
∂xµ

∂ x̄ν

)
xν . (2.8)

Note que um vetor covariante se transforma na forma inversa de um vetor contravari-

ante.

Voltando às transformadas de Lorentz, sua principal característica é que, mesmo

alterando as componentes, mantém inalterado o módulo de um quadrivetor [19]. Este módulo

pode ser calculado como

|x|2 = x · x = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2. (2.9)

Assim, é possível definir o produto interno para quadrivetores. Sejam a e b dois

quadrivetores que vivem no Espaço de Minkowski, com as componentes x = (x0,x1,x2,x3) =

(x0,x) e y = (y0,y1,y2,y3) = (y0,y). Então, o produto interno entre eles é dado por

x · y =x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3

=x0y0 −x ·y. (2.10)
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É possível escrever esse produto como

x · y = ηµν xµyν , (2.11)

onde ηµν é uma matriz dada por

ηµν =


η00 η01 η02 η03

η10 η11 η12 η13

η20 η21 η22 η23

η30 η31 η32 η33

=


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

. (2.12)

Essa matriz é, na verdade, um tensor, chamado de tensor métrico ou simplesmente

métrica. Ela é responsável por caracterizar um espaço-tempo, pois a partir dela é possível medir

distâncias entre pontos do espaço-tempo. Para uma distância infinitesimal em um espaço-tempo

qualquer caracterizado por uma métrica gµν , vale a relação

ds2 = gµν dxµdxν . (2.13)

Denota-se por ηµν a métrica para o espaço-tempo de Minkowski.

Outro aspecto importante da métrica é que ela relaciona vetores com índices contra-

variantes e vetores com índices covariantes, pela seguinte relação,

xµ = ηµν xν . (2.14)

Assim, é possível “subir” ou “descer” índices com o auxílio da métrica. A partir da

forma matricial (2.12) é fácil ver que, para espaço-tempo de Minkowski, a relação é dada porx0 = x0

xi =−xi

. (2.15)

Dessa forma, é fácil ver que o produto escalar entre x e y pode ser escrito ainda nas

formas

x · y =ηµν xµyν = η
µν xµyν

=xµyµ = xµyµ . (2.16)

Além do quadrivetor posição, outra definição importante é o quadrivetor momento,

escrito como

p = (
E
c
, px, py, pz), (2.17)
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onde E é a energia e pi é a componente do momento na direção i.

O produto interno p · p é então dado por

p · p = pµ pµ =
E2

c2 −p2 = m2c2, (2.18)

onde m é a massa de repouso da partícula. Note que a relação de energia encontrada é para uma

partícula livre relativística, geralmente escrita na forma

E2 = p2c2 +m2c4. (2.19)

Define-se também o quadrivetor ∂µ , composto pelas componentes

∂µ = (
∂

∂x0 ,
∂

∂x1 ,
∂

∂x2 ,
∂

∂x3 ) = (
1
c

∂

∂ t
,

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂ z
). (2.20)

O operador D’Alembertiano é definido como

∂µ∂
µ ≡ □=

1
c2

∂ 2

∂ t2 −
∂ 2

∂x2 −
∂ 2

∂y2 −
∂ 2

∂ z2

=
1
c2

∂ 2

∂ t2 −∇
2. (2.21)

2.1.1 O sistema de unidades naturais

A partir de agora, em nossas contas, faremos c = h̄ = 1. Este processo pode parecer

estranho a princípio, mas, na prática, o que é feito é somente escolher um sistema de unidades

no qual se quer trabalhar. Este é conhecido como Sistema de Unidades Natural.

É comum, na relatividade, a partir da famosa equação de Einstein

E = mc2, (2.22)

medir a massa em função da energia da partícula. Convenientemente, escolhe-se trabalhar com

unidades de Energia como eV (Elétron-Volt) e MeV (Mega Elétron-Volt). Dessa forma, pode-se

dizer que a massa do elétron é 0.511 MeV/c2, ou simplesmente 0.511 MeV .

Analogamente, quando se faz h̄ = 1, podemos expressar unidades de comprimento

em função da energia. O mesmo procedimento é frequentemente feito na Gravitação, quando

se toma a constante da Gravitação Universal de Isaac Newton (1643 – 1727) como G = 1, e na

Mecânica Estatística quando se toma a constante de Ludwig Boltzmann (1844 – 1906) como

kB = 1.

É sempre possível voltar ao sistema de unidades inicial colocando as constantes “de

volta ao lugar”.
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2.2 Mecânica quântica relativística

Tentativas de incorporar elementos da Relatividade na Mecânica Quântica remontam

desde a época surgimento de ambas teorias. A procura de uma Equação de Onda Relativística se

iniciou quando Erwin Schrödinger (1887 – 1961), em sua busca por uma equação descrevendo

as ondas de De Broglie, encontrou a expressão que é hoje conhecida como Equação de Klein-

Gordon. Esta foi encontrada em seus cadernos do final de 1925, onde, aparentemente, fez uma

tentativa de aplicá-la ao átomo de hidrogênio.

No entanto, por não considerar o spin do elétron, a equação prediz a estrutura fina

do átomo de hidrogênio incorretamente. Schrödinger então elaborou uma segunda tentativa do

problema e produziu o que é conhecido hoje como a Equação de Schrödinger, que funciona

brilhantemente, mas não é relativística. Esta nos diz como um estado quântico |ψ(x, t)⟩ evolui

no tempo, e pode ser escrita [20] como

i
∂ψ(x, t)

∂ t
= Ĥψ(x, t), (2.23)

onde Ĥ é o operador Hamiltoniano e ψ(x, t) é a Função de Onda. Desta forma, o Hamiltoniano

pode ser interpretado como o gerador das translações no tempo, e seus autovalores como as

energias permitidas do sistema2 [21].

Para uma partícula não relativística submetida a um potencial V (x̂), na grande

maioria dos casos, é possível escrever o Hamiltoniano na forma

Ĥ =
p̂2

2m
+V (x̂), (2.24)

sendo p̂ o operador momento linear em 3 dimensões.

Assim, a relação de dispersão para a partícula livre neste caso pode ser escrita como

E =
p2

2m
, (2.25)

com p sendo o autovalor do operador momento linear.

No entanto, para uma partícula relativística, essa relação se torna

E2 = p2 +m2, (2.26)

com p2 = p ·p.
2 Um sistema quântico pode apenas assumir certos valores discretos de energia, chamadas energias permitidas ou

níveis de energia.
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Para criar uma equação de onda relativística devemos tratar as grandezas E e p como

operadores da mecânica quântica, utilizando o sistema de unidades natural, que, devido à ligação

desses observáveis com os geradores de translação [21], podem ser dados por

E ⇒ Ĥϕ = i
∂ϕ

∂ t
(2.27)

p ⇒ p̂ϕ =−i∇ϕ, (2.28)

onde os operadores agem em uma função ϕ = ϕ(x, t). Substituindo em (2.26) os operadores e

aplicando à função de onda pelo lado esquerdo em ambos lados da igualdade, obtêm-se

−∂ 2ϕ

∂ t2 (x, t) =
(
−∇

2 +m2
)

ϕ(x, t), (2.29)

o qual, por fim, pode ser escrito como(
∂ 2

∂ t2 −∇
2 +m2

)
ϕ(x, t) = 0(

□+m2)
ϕ(x, t) = 0. (2.30)

Essa equação, vastamente conhecida na literatura, é conhecida como equação de

Klein-Gordon. Ela é a primeira equação de onda relativística, no entanto apresenta alguns

problemas quando interpretada como uma função de onda.

2.2.1 Os problemas na equação de Klein-Gordon

Uma das razões pelas quais a equação de Klein-Gordon foi inicialmente descartada

foi algo bastante desagradável que ocorre quando se calcula o fluxo da densidade de probabili-

dade.

A equação de continuidade do eletromagnetismo, escrita na notação de quadrivetores,

onde jµ é o quadrivetor corrente definido por jµ = (ρ, j), é dada por

∂µ jµ = 0. (2.31)

De forma análoga ao caso clássico (não relativístico), toma-se a parte espacial do

quadrivetor corrente como:

j =−i(ϕ∗
∇ϕ −ϕ∇ϕ

∗). (2.32)

Assim, a densidade de probabilidade é definida como

ρ = i
(

ϕ
∗∂ϕ

∂ t
− ∂ϕ∗

∂ t
ϕ

)
. (2.33)
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Se tomarmos, por exemplo, uma função de onda da forma φ(x) = Ae−ipx, teremos a

densidade de probabilidade dada por

j0 = ρ = 2|A|2E. (2.34)

No entanto, E não é positivamente definido. De fato,

E2 = p2 +m2 ⇒ E =±(p2 +m2). (2.35)

Como E pode ser positivo ou negativo, não podemos interpretar ρ como uma

densidade de probabilidade, pois não existe probabilidade negativa! Isso nos mostra que não é

possível interpretar a equação de Klein-Gordon como uma equação da mecânica quântica de

uma única partícula.

2.3 A equação de Dirac

De modo a solucionar os problemas com a Equação de Klein-Gordon que se discutiu,

Paul Dirac (1902-1984) propõe algumas mudanças. Ele percebe que a raiz desses problemas

reside no fato de que a equação de Klein-Gordon contém uma derivada de tempo de segunda

ordem como parte do operador D’Alembertiano ∂µ∂ µ =□. Dirac então percebeu que há uma

maneira de construir uma equação de movimento que é de primeira ordem na derivada do tempo.

Voltando o olhar para o operador (□+m2) que age na função de onda ϕ na equação

de Klein-Gordon, não se pode simplesmente tirar sua raiz ou quebrá-lo em uma multiplicação do

tipo (□+m2) = (
√
□+ im)(

√
□− im), pois

√
□ não é definido.

Dirac viu que uma possível solução era definir um quadrivetor γµ com as seguintes

propriedades:

(γ0)2 = 1 (γ i)2 =−1. (i = 1,2,3) (2.36)

No entanto, as componentes do quadrivetor não são números. Elas anticomutam

entre si! São matrizes, que recebem o nome de Matrizes Gama, e obedecem à seguinte relação

de anticomutação:

{γ
µ ,γν}= 2η

µν , (2.37)

onde {A,B} é chamado Anticomutador, e é definido como

{A,B}= AB+BA. (2.38)
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O que faremos então é acoplar γµ com as derivadas, definindo o operador

/∂ = γ
µ

∂µ . (2.39)

Assim, podemos escrever

/∂
2
= (γµ

∂µ)
2 =

(
γ

0 ∂

∂ t
+ γ

1 ∂

∂x
+ γ

2 ∂

∂y
+ γ

3 ∂

∂ z

)2
. (2.40)

Fazendo a expansão deste termo e usando as relações de anticomutação, percebemos

que só restam as multiplicações que envolvem os mesmos índices, no restando

/∂
2
= (∂0)

2 − (∂1)
2 − (∂2)

2 − (∂3)
2 =□. (2.41)

Assim,

(□+m2) =(/∂
2
+m2)

=(/∂ − im)(/∂ + im) (2.42)

Aplicando o operador à função de onda ψ(x), encontra-se

(/∂ + im)ψ(x) = 0 (2.43)

(iγµ
∂µ −m)ψ(x) = 0. (2.44)

Esta é a famosa equação de Dirac. Ela desempenha um papel fundamental na

mecânica quântica relativística e na teoria quântica de campos, pois é capaz de descrever

partículas de spin 1/2 como elétrons, neutrinos, múons, etc.

No entanto, o que são essas matrizes componentes do quadrivetor γµ? Não há uma

forma única de expressar essas matrizes. Temos a liberdade da escolha de sua representação

(desde que obedeça à relação de anticomutação!). Um exemplo de conjunto de Matrizes que

satisfazem essas relações é

γ
0 =


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

 , γ
1 =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0

 ,

γ
2 =


0 0 0 −i

0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0

 , γ
3 =


0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0

 .

(2.45)
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Essa representação das Matrizes Gama é chamada Representação Quiral. Há vá-

rias outras formas de representação, que podem ser convenientemente usadas em aplicações

específicas. É possível ainda simplificar a notação dessas matrizes, escrevendo simplesmente

γ
0 =

0 1

1 0

 , γ
1 =

 0 σ1

−σ1 0

 ,

γ
2 =

 0 σ2

−σ2 0

 , γ
3 =

 0 σ3

−σ3 0

 ,

(2.46)

onde 1 é a Matriz Identidade e σi são as Matrizes de Pauli, definidas como

σ1 =

0 1

1 0

 σ2 =

0 −i

i 0

 σ3 =

1 0

0 −1

 . (2.47)

2.3.1 Densidade de probabilidade

Se separarmos as derivadas espaciais da temporal, podemos chegar a uma equação

análoga à Equação de Schrödinger, do tipo:

i
∂ψ

∂ t
= Hψ = (−iα ·∇+βm)ψ, (2.48)

onde definiu-se

β = γ
0

α
i = γ

0
γ

i. (2.49)

Ambas a matrizes são hermitianas, pois:

β = β
† α=α† (2.50)

Agora, se tomarmos o conjugado hermitiano da Equação de Dirac e as combinarmos

convenientemente, obtemos a seguinte equação:

∂

∂ t
(ψ†

ψ)+∇ · (ψ†αψ) = 0 (2.51)

Se definirmos o quadrivetor jµ como jµ = (ρ, j) = (ψ†ψ,ψ†αψ), obtemos a equa-

ção de continuidade para a densidade de probabilidade,

∂µ jµ = 0, (2.52)
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com densidade de probabilidade definida por:

ρ = ψ
†
ψ. (2.53)

Assim, a probabilidade total é dada por:

P =
∫

d3xψ
†
ψ. (2.54)

Nota-se que a Equação de Dirac elimina com sucesso o problema de probabilidade

negativa. No entanto, ainda resta o problema dos Estados de Energia Negativa.

Posteriormente, Dirac e outros perceberam que estados de energia negativos implí-

citos na equação de Dirac poderiam ser removidos assumindo a existência de partículas com

a mesma massa que os elétrons, mas com carga elétrica oposta. Isso não apenas garantiu a

estabilidade dos átomos, mas também foi a primeira proposta da existência de partículas de

antimatéria. A princípio, não era tão clara a interpretação dessas novas partículas. De fato,

inicialmente nem se pensavam que fossem partículas. Dirac desenvolveu uma teoria que ficou

conhecida como a Teoria dos “Buracos de Dirac” para explicar este fenômeno. Posteriormente,

a Teoria Quântica de Campos incorporou naturalmente antipartículas em seu formalismo.

A evidência para os pósitrons (antipartícula do elétron) foi descoberta em 1932 em

raios cósmicos. Processos como produção de pares e aniquilação entre partícula e antipartícula

foram descobertos. Isso mostrou que não é necessário manter fixo o número de partículas durante

uma interação, como é feito na abordagem da Mecânica Quântica Relativística.

Por fim, apesar da equação de Dirac ter sido bem sucedida em alguns casos na sua

interpretação de uma partícula, como no cálculo do espectro relativista do átomo de hidrogénio

e no acoplamento spin-órbita para o elétron [22], a interpretação com uma única partícula não

é possível, uma vez que descreve tanto partículas como antipartículas. Assim, é necessário

elucidar que, apesar de ser uma função de onda, ψ tem propriedades muito diferentes. Para

ilustrar melhor essas características, encontramos as soluções de onda plana para a equação de

Dirac.

2.3.2 Soluções de onda plana

Note que o fato das Matrizes Gama γµ serem matrizes 4x4 implica que as funções

de onda são, neste caso, matrizes colunas de 4 componentes. Do estudo da Teoria do Momento

Angular, é conhecido que funções de ondas com várias componentes sugerem um Momento
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Angular Spin não trivial. Assim, as soluções da Equação de Dirac descrevem partículas com

spin [23].

Para investigar este fato, podemos aprofundar no entendimento desta equação encon-

trando sua solução mais simples: Partículas Livres.

Para isso definiremos a função de onda no espaço dos momentos Ψ(p), a partir de

uma Transformação de Fourier do tipo

ψ(x) =
∫ d4 p

(2π)4Ψ(p)e−ipµ xµ

, (2.55)

As componentes da função de onda ψ(x), por conveniência, serão escritas como

Ψ(p) =


u1(p)

u2(p)

v1(p)

v2(p)

=

u

v

 . (2.56)

O operador momento é dado por pµ = i∂µ . Definimos então o operador

/p = γ
µ pµ , (2.57)

de forma que a Equação de Dirac fique dada por (/p−m)Ψ(p) = 0.

Para maior simplicidade, consideremos o movimento da partícula sendo ao longo do

eixo z, de forma que

p1 = p2 = 0. (2.58)

Assim, podemos expandir o somatório, obtendo

(γ0 p0 + γ
3 p3 −m)Ψ(p) = 0. (2.59)

Em seguida, substituimos as Matrizes Gama, levando a
p0 −m 0 p3 0

0 p0 −m 0 −p3

−p3 0 −(p0 −m) 0

0 p3 0 −(p0 −m)




u1(p)

u2(p)

v1(p)

v2(p)

= 0, (2.60)

e, portanto,

det


p0 −m 0 p3 0

0 p0 −m 0 −p3

−p3 0 −(p0 −m) 0

0 p3 0 −(p0 −m)

= 0 (2.61)
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Obtemos então que

p2
0 − p2

3 −m2 = 0 (2.62)

p0 =±E =±
√

p2
3 +m2. (2.63)

Assim, encontramos que cada valor de energia está duplamente degenerado. Alterna-

tivamente, se escrevermos

det(γµ pµ −m) = 0 ⇒ det

(p0 −m)1 σ3 p3

−σ3 p3 −(p0 −m)1

= 0

⇒ det(−(p2
0 −m2)+ p2

3) = 0

⇒ p2
0 − p2

3 −m2 = 0, (2.64)

de forma que encontramos o mesmo resultado. Dessa maneira, podemos resolver a equação

(2.60) escrevendo a função de onda na forma

Ψ(p) =

u(p)

v(p)

 , (2.65)

onde

u =

u1

u2

 v =

v1

v2

 . (2.66)

Para E positivo, denotando por E+ =
√

p2
3 +m2, temos(E+−m)1 σ3 p3

−σ3 p3 −(E+−m)1

u

v

= 0, (2.67)

o que leva a

v(p) =− σ3 p3

E++m
u(p). (2.68)

Agora, se escolhermos duas soluções independentes para u(p) na forma

u(p) =

1

0

 u(p) =

0

1

 , (2.69)

obteremos, respectivamente

v(p) =− σ3 p3

E++m

1

0

=

− p3
E++m

0

 (2.70)

v(p) =− σ3 p3

E++m

0

1

=

 0
p3

E++m

 (2.71)
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De forma análoga, para o autovalor negativo de energia E=−
√

p2
3 +m2, obtemos

u(p) =− σ3 p3

E−−m
v(p). (2.72)

Escolhendo v(p) como

v(p) =

1

0

 v(p) =

0

1

 , (2.73)

chegamos em

u(p) =− σ3 p3

E−−m

1

0

=

− p3
E−−m

0

 (2.74)

u(p) =− σ3 p3

E−−m

0

1

=

 0
p3

E−−m

 . (2.75)

Obtivemos portanto as soluções

Ψ+(p) =

 u(p)

− σ3 p3
E++mu(p)

 Ψ−(p) =

− σ3 p3
E−−mv(p)

v(p)

 . (2.76)

se escrevemos de forma explicitamente, obtemos as soluções

Ψ
↑
+(p) =


1

0

− p3
E++m

0

 , Ψ
↓
+(p) =


0

1

0
p3

E++m

 ,

Ψ
↑
−(p) =


− p3

E−−m

0

1

0

 , Ψ
↓
−(p) =


0
p3

E−−m

0

1

 . (2.77)

A notação é sugestiva que estamos observando uma função de onda para uma

partícula de Spin 1
2 . As quatro soluções que encontramos são objetos de 4 componentes que

recebem o nome de Biespinores. Este, por sua vez, é formado de dois Espinores u e v.

Assim como Vetores, Espinores se distinguem pela forma como se transformam.

Esses também podem sofrer rotações e transformações de Lorentz, no entanto não possuem o

mesmo comportamento.
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No caso não relativístico, como constatado pela famosa experiência de Stern-Gerlach

[24], espera-se que elétrons tenham dois possíveis estados de spin, chamados spin up e spin

down. Por apresentar certas propriedades, os espinores são, portanto, os objetos mais adequados

para descrever partículas fermiônicas, conseguindo acomodar os dois estados de Spin do Elétron

[25].

No entanto, em sistemas relativísticos, como descrito pela Equação de Dirac, passa-se

a ter quatro componentes ao invés de duas. Como já discutido, estas surgem devido à existência

das antipartículas.

Por fim, a associação do spin no grafeno não é feita de maneira trivial. As partículas

em baixas energias não apresentam tais propriedades, visto ser um efeito relativístico. Entretanto,

cabe a interpretação citada anteriormente, onde o spin no modelo que descreve o Grafeno

está associado às propriedades estruturais deste, referindo-se a possibilidade de se encontrar a

partícula em uma das duas subredes que compõe a estrutura.

2.4 Tight-binding em uma monocamada de grafeno

O modelo Tight-Binding consiste em uma aproximação utilizada para descrever

elétrons, que não interagem entre si, sujeitos à um potencial periódico proveniente de uma rede

de íons. Inicialmente, consideramos que cada átomo está muito distante do próximo. Assim, o

estado do elétron pode ser descrito através da equação de Schrödinger com o potencial de apenas

um dos átomos,

Hatφn(r) =
(
− h̄

2m
∇

2 +Vi(r)
)

φn(r) = Enφn(r). (2.78)

A medida que a dimensão de r se torna da ordem ou maior que o parâmetro da rede,

o hamiltoniano do cristal começa a diferir de Hat . Assim, são necessárias correções na função de

onda devido a interação com os demais átomos, que serão dadas em termos das funções de onda

φn(r+R), para todos os N sítios R na rede [26].

No formalismo da segunda quantização, podemos definir um operador c†(R) que

cria um elétron no estado φn(r+R). Assim, podemos escrever o Hamiltoniano do cristal como

H =− ∑
n,R,R′

tn(R−R′)c†(R)c(R′), (2.79)

sendo tn(R−R′) a energia de hoping (“salto”) do elétron de um sítio para outro.

A estrutura do Grafeno não pode ser descrita por uma rede de Bravais, haja visto que

não é possível definir um conjunto de vetores pelos quais seja possível acessar qualquer ponto da
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rede. No entanto, é possível considerar uma rede triangular com uma base de dois átomos por

célula unitária. Os vetores base são dados por (1.1). Pode-se, assim, escrever os vetores base na

rede recíproca como

b1 =
2π

3a
(1,

√
3) b2 =

2π

3a
(1,−

√
3), (2.80)

Segundo Neto et. al [6], os pontos K e K′ são de importância particular para a física

do grafeno. São localizados nos cantos da primeira Zona de Brillouin3 e recebem o nome de

pontos de Dirac. Sua posições são dadas por

K =
2π

3a
(1,

1√
3
) K′ =

2π

3a
(1,− 1√

3
), (2.81)

Figura 2 – Zona de Brillouin do Grafeno, com
destaque nos pontos de Dirac.

Se considerarmos que um elétron no grafeno pode “saltar” para os primeiros vizinhos,

o Hamiltoniano que o descreve será dado por

HT B =−t ∑
<i, j>

(
a†

i bi +b†
i ai

)
, (2.82)

onde i( j) denotam pontos na subrede A(B). O parâmetro t (≈ 2.8 eV ) é a energia de

hoping para os primeiros vizinhos em diferentes subredes. Por fim, operador a†
i cria um elétron

na subrede A na posição ri, enquanto ai o aniquila. De forma similar, b†
j e b j desempenha um

3 Zona de Brillouin é definida como a célula primitiva do tipo Wigner-Seitz da rede recíproca.
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papel análogo para a subrede B. Os operadores obedecem às relações

{ai,a
†
j}= {bi,b

†
j}= δi j (2.83)

{ai,a j}= {a†
i ,a

†
j}= {bi,b j}= {b†

i ,b
†
j}= 0, (2.84)

onde δi j é chamado de Delta de Kronecker, definido como

δi j =

0 i ̸= j

1 i = j
. (2.85)

Em uma rede infinita, é possível fazer uma transformada de Fourier do Hamiltoniano,

de tal forma que podemos escrever

a j =
1√
N ∑

k
eik·riak b j =

1√
N ∑

k′
eik′·r jbk′ , (2.86)

com N denotando o número de células unitárias e k = (kx,ky). Substituindo em (2.82), obtemos

HT B =− t
N ∑

i, j
∑
k,k′

(
ei(k′−k)·r je−ik·(ri−r j)a†

kbk′ +h.c.
)
, (2.87)

onde h.c. indica o conjugado hermitiano do termo anterior.

Cada átomo tem três vizinhos mais próximos, assim, fixamos um ponto em j e

variamos i para cada vizinho. Obtemos

HT B =− t
N ∑

i, j
∑
k,k′

[
ei(k′−k)·r j

(
e−ikxa/2e−ikya

√
3/2 + e−ikxa/2eikya

√
3/2 + eikxa

)
a†

kbk′ +h.c.
]
.

(2.88)

Por definição, temos que a função Delta de Dirac é dada por

1
N ∑

j
ei(k′−k)·r j = δ (k′−k) =

∞, k′ = k

0, k′ ̸= k
. (2.89)

Portanto, temos que

HT B =−t ∑
k

[(
e−ikxa/2e−ikya

√
3/2 + e−ikxa/2eikya

√
3/2 + eikxa

)
a†

kbk′ +h.c.
]

=−t ∑
k

[(
2e−ikxa/2 Cos

(
kya

√
3/2

)
+ eikxa

)
a†

kbk′ +h.c.
]

≡ t ∑
k

[
g(k)a†

kbk +g∗(k)b†
kak

]
, (2.90)
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onde g(k) é o fator de estrutura da rede, dado por

g(k)≡ eikxa +2e−ikxa/2 Cos
(

kya
√

3/2
)
. (2.91)

Dessa forma, (2.90) pode ser escrito numa forma matricial, dada por

HT B = t

 0 g(k)

g∗(k) 0

 (2.92)

Assim, podemos diagonalizar a matriz de forma a obter seus autovalores, ou seja,

um espectro de energia dado por

E(k) =±t|g(k)| ≡ ±
√

3+ f (k), (2.93)

onde f (k) = 4 Cos(3kxa/2)Cos(kya
√

3/2)+2 Cos(
√

3kya).

Figura 3 – Dispersão de energia no grafeno.

A Fig. 3 mostra a dispersão de energia na primeira zona de Brillouin do grafeno. Nas

proximidades dos pontos K e K′, não há gap e a relação de dispersão (2.93) é aproximadamente

linear. Dessa forma, um elétron nesta região do espaço recíproco comporta-se como uma quasi-

partícula sem massa descrita pelo Hamiltoniano de Dirac, onde a relação de dispersão também

é linear [27]. É possível ver isso ao fazer uma expansão de Taylor do fator de estrutura g(k)

em torno dos pontos K e K′. Para o primeiro, mantendo apenas os termos de primeira ordem,

obtemos

g(k)≈ g(K)+
∂g
∂kx

∣∣∣
k=K

(kx −Kx)+
∂g
∂ky

∣∣∣
k=K

(ky −Ky) (2.94)

=
3a
2
(k′x − ik′y)(

1
2
+ i

√
3

2
) (2.95)

=
3a
2
(k′x − ik′y)e

−i 5π

6 (2.96)



33

onde definimos as coordenadas k′x = kx − 2π

3a e k′y = ky +
2π

3
√

3a
. De forma análoga para K′,

obtemos

g(k)≈ 3a
2
(−k′x − ik′y)(

1
2
+ i

√
3

2
) (2.97)

=
3a
2
(−k′x − ik′y)e

−i 5π

6 . (2.98)

É possível, assim, ver que os pontos K e K′ não são equivalentes.

Por fim, substuindo esses resultados na matriz (2.92), chegamos a conclusão que

H±
D ≈ h̄v f

 0 ±kx − iky

±kx + iky 0

 , (2.99)

com v f =
3ta
2h̄ denotando velocidade de Fermi e os sinais + e − referindo-se a elétrons de baixa

energia nas vizinhanças de K e K′, respectivamente.

Pode-se notar que esta é a forma exata do Hamiltoniano de Dirac para uma partícula

de velocidade v f , ao invés da velocidade da luz. Em suma, encontramos que elétrons em baixa

energia, no entorno dos pontos K e K′, apresentam um comportamento semelhante à férmions de

Dirac sem massa.

2.5 Espinores em espaços-tempos curvos

Tendo em mente a definição de espinor e o porquê de precisarmos deles para descre-

ver elétrons, é necessário acoplar estes objetos a espaços-tempos mais complexos. Em outras

palavras, é necessário migrar a teoria de um espaço sem curvatura para um Espaço Curvo.

A princípio, deve-se aprender como descrever um espaço-tempo de forma geral. Para

isto, é necessário postular que a geometria de um espaço-tempo qualquer é descrita pela sua

métrica gµν [28], definida por

ds2 = gµν(x)dxµdxν . (2.100)

A métrica é, em geral, simétrica sob os índices µ e ν e, portanto, contém 10 funções

das coordenadas xµ do espaço-tempo. É importante notar que não é possível definir um espaço-

tempo geral a partir de uma transformação de coordenadas em um espaço-tempo plano inercial,

como o espaço-tempo de Minkowski.

Suponha que se comece no espaço-tempo de Minkowski, cujas coordenadas inerciais

sejam X µ e a métrica ηµν . A partir daí, é possível fazer uma transformação para um novo sistema
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de coordenadas xα , que serão funções das coordenadas originais. A distância infinitesimal ds2

em ambos casos pode então ser escrita como

ds2 = ηµνdX µdXν = ηµν

∂X µ

∂xα

∂Xν

∂xβ
dxαdxβ = gαβ (x)dxαdxβ . (2.101)

Entretanto, a transformação de X µ em xα envolve apenas quatro funções das coor-

denadas. Assim, a métrica gαβ pode ter apenas quatro funções independentes. Isto vai contra

o postulado inicial, no qual a métrica gαβ (x) tem dez funções independentes. Portanto, é im-

possível obter um gαβ (x) geral transformando as coordenadas do referencial inercial para o

referencial não inercial. Analogamente, não é possível obter ηµν a partir de uma transformação

em gµν .

Ainda assim, pode-se realizar uma transformações de coordenadas de sistemas não

inerciais em outros sistemas não inerciais. Suponha um sistema de coordenadas xµ , podemos

escrever a métrica em um novo sistema x′µ da forma

ds2 =gµνdxµdxν

=gµν

∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
dx′αdx′β

=g′
αβ

dx′αdx′β , (2.102)

onde

g′
αβ

=
∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
gµν . (2.103)

Da definição de Tensores, observa-se que a métrica é um Tensor Contravariante de

Segunda Ordem (ou rank 2).

Apesar de não ser possível obter uma métrica de espaço-tempo plano a partir de uma

transformação de coordenadas em um espaço-tempo curvo, pode-se definir para cada ponto um

Espaço de Minkowski Tangente.

De maneira mais formal, considera-se um Fibrado Tangente4 TS no espaço-tempo,

um espaço 8-dimensional que é localmente o produto direto do Espaço S e uma fibra típica que

representa o Espaço Tangente. Para um espaço-tempo qualquer, a fibra típica é o espaço de

Minkowski. A fibra é “típica” porque é um espaço de Minkowski “ideal” [30]. A relação entre a

fibra de Minkowski típica e os espaços tangentes ao espaço-tempo é estabelecida pelas Tetradas.

As tetradas serão responsáveis por fazer uma cópia do espaço de Minkowski em

cada espaço tangente. Para diferenciar, usam-se letras do alfabeto latino (i, j, etc), variando
4 É a união disjunta de todos os espaços tangentes de uma variedade diferencial [29].
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de 0 a 4, para representar as componentes no espaço de Minkowski plano, e do alfabeto grego

(µ,ν , ...) para componentes do espaço-tempo curvo. Os primeiros recebem o nome de “índices

de Minkowski”, enquanto os posteriores de “índices de Riemann”.

Assim, sejam Ki os vetores de base no espaço-tempo de Minkowski. Pode-se tomar

a forma mais simples, dados por

K0 = (1,0,0,0)

K1 = (0,1,0,0)

K2 = (0,0,1,0)

K4 = (0,0,0,1). (2.104)

Dessa forma, as Tetradas, que denotaremos por e, serão responsáveis por um mapea-

mento do tipo

V : M → T S, V (Ki) =Vi (2.105)

Assim, os quadrivetores Vi vão constituir uma base no espaço-tempo. Em suma,

tem-se uma transformação da forma

xiKi xiVi (2.106)

espaço-tempo de

Minkowski Ideal

espaço-tempo de

Minkowski Tangente

V (Tetradas)

V−1

É possível ainda definir formas duais V i, tal que

ViV j = δ
j

i , (2.107)

constituindo uma base no espaço-tempo tangente ao ponto no espaço-tempo curvo. Uma forma

de definir estas bases é escrevendo em função de diferenciais exatas

V i = ei
µdxµ , (2.108)

com

ei
µeν

i = δ
ν
µ . (2.109)
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Assim, eµ

i são as componentes das tetradas, possuindo uma inversa ei
µ . Note que

essas componentes possuem um índice no espaço-tempo de Minkowski e outro no espaço-tempo

Curvo Geral.

Na prática, queremos transformar uma métrica geral em uma métrica com assinatura

da métrica de Minkowski. Tomando, por exemplo, a métrica para a superfície bidimensional de

uma Esfera, dada por

ds2 = r2dθ
2 + r2sin2

θdφ
2, (2.110)

podemos escrever na forma

ds2 = (V θ )2 +(V φ )2, (2.111)

tal que

V θ = rdθ

V φ = rsinθdφ . (2.112)

A transformação nos levou a escrever os tensores métricos na forma

gi j =

r2 0

0 r2sin2θ

 ⇒ ηi j =

1 0

0 1

 (2.113)

Dessa forma, em geral, temos uma transformação do tipo

g = gµνdxµ ⊗dxν ⇒ g = ηµνV i ⊗V j, (2.114)

levando à uma métrica geral à forma mais simples

ds2 = (V 0)2 − (V 1)2 − (V 2)2 − (V 3)2. (2.115)

V i é conhecido como uma-forma de base, pois é a base vetorial no espaço dual.

Por fim, observe que podemos escrever as componentes das Tetradas como uma

forma matricial a partir de V i = ei
µdxµ , resultando em

ei
µ =

r 0

0 rsinθ

 ⇒ eµ

i =

1
r 0

0 1
rsinθ

 (2.116)
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2.5.1 As formas diferenciais e as equações de Cartan

A vantagem de se trabalhar com as Tetradas é o método mais direto para se calcular

curvatura utilizando as equações de Cartan. Nosso objetivo é encontrar as uma-forma de

curvatura e os coeficientes de Rotação de ricci.

Dado um conjunto V a de uma-forma base, queremos calcular as derivadas dV a.

Essas quantidades satisfazem a equação [31]

dV a =−ω
a
b ∧V b., (2.117)

onde ωa
b são chamados de coeficientes de spin. Essa é a chamada equação de Cartan, que é

definida em função de um Produto de Wedge, definido por

α ∧β = α ⊗β −β ⊗α, (2.118)

com α,β são Uma-Formas quaisquer, e ⊗ denota o produto direto. Da definição é fácil ver que

α ∧β =−β ∧α (2.119)

α ∧α = 0 (2.120)

Dessa forma, podemos criar Formas de ordens maiores, aplicando produtos de Wedge

em Uma-formas, tal que um p-forma arbitrário pode ser escrito em termos de uma-formas bases

ωa como

α =
1
p!

αa1a2...apω
a1 ∧ω

a2 ∧·· ·∧ω
ap (2.121)

Voltando à equação (2.117), podemos escrever os uma-forma em função de uma

base dxµ , na forma

ω
a
b = ω

a
b µdxµ . (2.122)

Os coeficientes de conexão de spin ωa
b µ serão de suma importância no cálculo da

curvatura do espaço.
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2.5.2 Equação de Dirac no espaço-tempo curvo

A interação entre o espinor e a curvatura pode ser obtida através de um procedimento

chamado acoplamento mínimo [32, 33], que consiste em substituir a métrica de Minkowski na

teoria no espaço-tempo Plano por uma métrica gµν , dada por

ηab → gµν = ea
µeb

νηab, (2.123)

também, deve-se trocar as derivadas ordinárias por Derivadas Covariantes5 de Fock-Ivanenko, na

forma [34]

∂a → eµ
a Dµ = eµ

a
(
∂µ −Γµ

)
, (2.124)

onde Γµ é chamado conexão de spin, e é dado por

Γµ =
1
4

ω
ab
µ γaγb, (2.125)

com ωab
µ sendo os coeficientes de conexão de spin, que podem ser obtidos através da equação de

Cartan, e γa as matrizes gamma no espaço de Minkowski.

Dessa forma, a equação de Dirac toma a forma

(iγaeµ
a Dµ −m)ψ(x) = 0. (2.126)

Podemos ainda definir as Matrizes Gamma no espaço-tempo Curvo6 como

γ
µ = eµ

a γ
a, (2.127)

as quais, satisfazem

{γ
µ ,γν}= 2gµν . (2.128)

Portanto, chega-se na generalização da Equação de Dirac para um espaço-tempo

Curvo, dada por

(ih̄γ
µDµ −m)ψ(x) = 0 (2.129)

Essa forma é vastamente utilizada no contexto da mecânica quântica relativística

geral. O estudo desa equação e suas suas soluções, no contexto da relatividade geral, remontam

à década de 1940 [22, 35]. Desde então, essa área cresceu a medida que se exploravam soluções

exatas e aproximadas em vários contextos estacionários [36–38] e cosmológicos [39, 40]. Klein

e Collas [22] fornecem um conjunto mais completo de referências de aplicações neste cenário.
5 São chamadas Derivadas Covariantes pois são invariantes sob transformações de Lorentz locais nas coordenadas

do espaço-tempo tangente.
6 O sublinhado é usado para diferenciar as matrizes no espaço plano e curvo.
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2.6 A fita de Möbius e suas propriedades

A fita de Möbius é uma superfície construída a partir de uma faixa, unindo um

lado ao outro de forma que o resultado seja uma superfície unilateral. Ela foi descoberta

de forma independente por dois matemáticos em 1858. August Ferdinand Möbius (1790 –

1868), matemático e astrônomo, e Johann Benedict Listing (1808 – 1882), um matemático mais

jovem responsável por cunhar o termo “topologia” para o estudo de superfícies, determinaram

independentemente as propriedades da faixa de Möbius[41].

Esta superfície é o exemplo mais simples de uma superfície não orientável. Isto

significa que, se alguém vive em uma fita de Möbius, não consegue ter uma noção consistente de

“sentido horário” que sirva para todos os pontos, pois ao dar uma volta ao redor da fita chegaria ao

outro lado. Um cilindro, por exemplo, tem lados definidos sendo dito ser orientável. O conceito

de orientabilidade é um conceito importante da topologia e de difícil entendimento, sendo a

própria fita de Möbius útil como ferramenta para ilustrar essa ideia.

A Figura 4 ilustra como é possível construir uma fita de Möbius a partir de uma

faixa. Unindo ambos os lados nas direções apresentadas pelas setas, de forma que se toquem os

pontos 1 e 2, o resultado será como mostrado na Figura 5.

Figura 4 – Construção de uma fita de Möbius.

Esse tipo de estrutura possui ainda diversas aplicações na física, tais como um resso-

nador compacto com uma frequência de ressonância que é a metade da frenquência de bobinas

lineares construídas de forma idêntica [42], um resistor sem indução [43] e supercondutores com

alta temperatura de transição [44].
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Figura 5 – A fita de Möbius.

2.6.1 Coordenadas de superfície e métrica

Matematicamente, há muitas maneiras de descrever a geometria da fita de Möbius.

Uma delas pode ser encontrada ao minimizar a energia elástica associada à deformação, resul-

tando numa superfície desenvolvível, i.e., pode ser desenrolada num plano implicando em uma

curvatura intrínseca nula, o qual se aproxima do modelo físico para a fita. Contudo, depara-se

com a dificuldade de que esta modelação descreve a superfície por meio de equações algébricas

diferenciais, tornando a sua investigação mais complexa.

Uma forma mais simples de modelar a faixa de Möbius é gerar uma superfície a

partir da rotação de uma reta, onde um segmento perpendicular a ela é escolhido e o plano

formado é rotacionado em torno da reta fixa. Ao mesmo tempo, o segmento é rotacionado em

torno do seu ponto médio, de tal modo que a velocidade angular seja metade da primeira rotação.

O resultado será uma superfície com apenas um lado, com a torção desejada.

Finalmente, ao definir um sistema de coordenadas tal que a reta fixa é o eixo z,

encontramos as equações paramétricas que descrevem a superfície gerada.

r(u,θ) =
(

a+u Cos
θ

2

)
Cosθ î+

(
a+u Cos

θ

2

)
Sinθ ĵ+u Sin

θ

2
k̂ (2.130)

=

(
a+u Cos

θ

2

)
r̂+u Sin

θ

2
k̂ (2.131)

onde −L ≤ u ≤ L varia ao longo da largura da fita e a coordenada angular 0 ≤ θ ≤ 2π . O

parâmetro u mede a distância de algum ponto da superfície em relação ao círculo interno. Assim,

a faixa tem largura d = 2L. O parâmetro a mede o raio do círculo central. O vetor unitário radial

é dado por r̂ =Cosθ î+Sinθ ĵ.
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Esta parametrização descreve uma fita ideal, onde a dobra feita para colar as pontas

da fita é feita uniformemente, o que nem sempre acontece fisicamente. Trabalha-se, portanto,

com uma aproximação da fita de Möbius construída em laboratório.

Nota-se, a princípio, as propriedades de periodicidade da fita. De fato,é possível

notar que ao fazer uma volta completa pela fita, a coordenada z (na direção de k) muda de sinal.

Também, encontramos a mesma posição que teríamos ao trocar o sinal do parâmetro u.

Será utilizado um sistema de unidades onde a distância é medida em termos de L, o

qual chamaremos de udL (unidade de Largura), de forma que u irá variar de -1 a 1.

Figura 6 – Coordenadas e vetores base na fita de Möbius.

É possível ainda criar uma base vetorial móvel a partir da base fixa com o uso de

vetores tangentes, definidos como ei =
∂r
∂xi , como ilustrado na Figura 6. Tem-se então

eu =
∂r
∂u

=Cos
θ

2
r̂+Sin

θ

2
k̂ (2.132)

eθ =
∂r
∂θ

=

(
a+uCos

θ

2

)
θ̂ − u

2
Sin

θ

2
r̂+

u
2

Cos
θ

2
k̂. (2.133)

Dessa forma, é possível definir uma métrica que descreva a superfície da fita. Temos

gi j = ei · e j =

1 0

0 β 2(u,θ)

 , (2.134)

onde β (a,u,θ) =
√

u2

4 +
(
a+uCosθ

2

)2
. Assim, é possível escrever a métrica que descreve a

superfície bidimensional como

ds2 = gi jdxidx j = du2 +β
2(u,θ)dθ

2 (2.135)

Por fim, queremos estudar como a curvatura se distribui ao longo da superfície. Para

isto, usamos das definições de curvatura gaussiana e média de uma superfície.
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A Curvatura Gaussiana é uma propriedade intrínseca de um espaço que independe

do sistema de coordenadas usado para descrevê-lo. Ela mede a curvatura intrínseca a uma

superfície bidimensional. Do mesmo modo, a Curvatura Média, M, mede a curvatura de uma

superfície quando está submersa no espaço tridimensional euclidiano, e por esta razão é chamada

de curvatura extrínseca. Para a superfície da faixa de Möbius, temos

M = gi jbi j =
2(2(a2 +u2)+4auCos θ

2 +u2Cosθ)Sin θ

2

(4a2 +3u2 +2u(4aCos θ

2 +uCosθ))
3
2

(2.136)

K =
b
g
=− 1

β 2 ∂
2
u β =− 4a2

(4a2 +u2 +8auCosθ +4u2Cos2 θ)2 , (2.137)

onde bi j é chamado a segunda forma fundamental.

A Figura 7 mostra as curvaturas Gaussiana e Média para alguns pontos da faixa em

que o parâmetro u foi fixado, e o raio a foi tomado como 1. Fisicamente, isto refere-se a um anel

de largura muito pequena.

Figura 7 – Curvaturas Gaussiana e Média em pontos da Fita de Möbius.
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Observa-se que a curvatura acentua-se em pontos próximos às bordas, principalmente

nas regiões para θ = π

2 e θ = 3π

2 . Se analisarmos a paridades dessas funções, obteve-se que a

curvatura Gaussiana é uma função par, enquanto a curvatura média tem paridade ímpar. Ambas

funções se repetem em um intervalo de 4π .
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3 METODOLOGIA

3.1 Breve revisão dos modelos intrínseco e extrínseco

Há diversas formas de acoplar partículas com spin à curvatura. Uma das primeiras

formas desenvolvidas é o modelo proposto por Da Costa [7], onde uma partícula é restrita a uma

superfície, que está em um espaço tridimensional euclidiano, devido a um potencial externo

atrativo, dependente das curvaturas Gaussiana e Média da superfície. A abordagem trata de uma

única partícula em baixas energias, visto que se utiliza da equação de Schrödinger para tal.

Para uma dada parametrização da superfície r = r(x,y), é possível separar a equação

de Schrödinger em uma parte normal e tangente à superfície. Na superfície, a dinâmica da

partícula é dada por (
− h̄2

2m
∇

2 +VS

)
ψ(x,y) = ih̄

∂ψ

∂ t
, (3.1)

onde

VS =− h̄2

2m
(H2 −K) (3.2)

é chamado Potencial Da Costa, responsável por restringir a função de onda à superfície. H e

K se referem às curvaturas, respectivamente. Este potencial é atrativo para qualquer superfície

suave.

Outra abordagem é a generalização do modelo de Da Costa para a equação de Dirac,

desenvolvida por Burgess e Jensen [8]. Nas mesmas condições, tem-se uma superfície em espaço

tridimensional e a partícula é restrita a partir de um potencial confinante. A dinâmica da partícula

é descrita pela equação de Dirac na forma

(γaDa +µγ
3 +m)ψ = 0, (3.3)

onde mostraram que µ tem dimensões e propriedades de uma massa efetiva, definido em termos

da curvatura média,

µ =
H
2
. (3.4)

Para um limite não relativístico, encontraram o potencial efetivo dado por

VBJ =−H2

8m
. (3.5)
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3.2 Acoplamento mínimo com a curvatura

Existe ainda uma abordagem onde se acoplam intrinsecamente os espinores à curva-

tura, de forma que, diferentemente dos modelos anteriores onde a superfície vive em um espaço

tridimensional e a partícula é submetida a um potencial confinante até que seu movimento se

restrinja à superfície, tem-se agora um modelo onde a terceira dimensão não existe, acessível à

partícula apenas os pontos da superfície. A interpretação física desse modelo é que a partícula já

está confinada e queremos investigar os efeitos da curvatura apenas neste âmbito.

3.2.1 Equação de Dirac em 2+1 dimensões para superfícies arbitrárias

Apliquemos este procedimento para o caso bidimensional em um superfície arbitrária.

Seja uma superfície bidimensional no espaço-tempo descrita pela métrica gµν(x1,x2), da forma

gµν(x) =−dt2 +A2(x1,x2)(dx1)2 +B2(x1,x2)(dx2)2. (3.6)

É possível escrevê-la na forma

ds2 =−(V 0)2 +(V 1)2 +(V 2)2, (3.7)

com

V 0 = dt V 1 = A(x1,x2)dx1 V 2 = B(x1,x2)dx2. (3.8)

Essas são as Dreibeins1. Fazendo V a = ea
µdxµ , chega-se portanto a

ea
µ =


1 0 0

0 A(x1,x2) 0

0 0 B(x1,x2)

 eµ
a =


1 0 0

0 A−1(x1,x2) 0

0 0 B−1(x1,x2)

 . (3.9)

Partindo de (2.129), escrevemos a equação de Dirac para uma partícula sem massa

em 2+1 dimensões, dada por

ieµ
a γ

aDµψ(x) = 0 (3.10)

Na literatura, é possível encontrar estudos que aplicam essa equação para diversas

superfícies. Watanabe et al. [45] a estudaram para o Helicóide, uma superfície dada pela métrica

ds2 = a Cosh2u du2 +a Cosh2u dθ
2. (3.11)

1 Do Alemão, Drei significa “Três”, pois formam uma base tridimensional no Espaço-Tempo. Para o espaço-tempo
usual quadridimensional, as chamamos Vierbeins.
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Onde a é o raio interno da superfície, u mede a distância de um ponto até o raio

interno ao longo da superfície, e θ a coordenada angular. Esta superfície possui a simetria de

que, rotacionando de um ângulo qualquer, esta terá a mesma forma. A consequência principal

disto é que as funções A(u,θ) e B(u,θ) são, na verdade, funções apenas do parâmetro u.

Além disso, para superfícies com essa simetria, é possível fazer uma separação de

variáveis, de forma que as componentes dos Espinores podem ser escritas como

ψi(u,θ) = eiℓθ
φi(u), (3.12)

com ℓ sendo fisicamente o momento angular na direção de z, sendo uma quantidade conservada

devido à simetria axial do helicoide. No entanto, este não é necessariamente quantizado.

A equação (3.10) aplicada ao Helicoide, para estados estacionários, pode ser encon-

trada no artigo de Watanabe et al., leva a

i
a Cosh u

 0 ∂u + i∂ν +
Tanhuβ

2

∂u − i∂ν +
Tanhu

2 0

ψ1

ψ2

= E

ψ1

ψ2

 , (3.13)

e usando a separação (3.12), chega-se a

i
a Cosh u

 0 ∂u + ℓ+ Tanhu
2

∂u − ℓ+ Tanhu
2 0

φ1

φ2

= E

φ1

φ2

 . (3.14)

Este mesmo comportamento pode ser encontrado para o Cone [46], a Esfera [47] e a

Catenoide [48].

3.3 Método de aproximação WKB

O método WKB2 é uma abordagem que pode ser utilizada para encontrar soluções

aproximadas da equação de Schrödinger. Consiste em aproximar a solução em determinadas

regiões para um caso em que o potencial é constante ou varia lentamente.

Seguiremos a abordagem utilizada em [20]. A equação de Schrödinger em uma

dimensão é dada por

− h̄2

2m
d2ψ

dx2 +V (x)ψ = Eψ. (3.15)

2 WKB representa as iniciais de Wentzel, Kramers e Brillouin
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Para V(x) constante, temos que a solução da equação em regiões onde V > E ou

V < E é dada por

ψ(x) = A1e±ik1x (E >V ) (3.16)

ψ(x) = A2e±k2x (E <V ), (3.17)

onde

k1 =
√

2m(E −V ) (3.18)

k2 =
√

2m(V −E) (3.19)

Para V(x) não constante, mas variando lentamente, a solução deve ter a mesma

forma, mas agora a amplitude e k são funções de x. A equação de Schrödinger pode ser escrita

na forma

d2ψ

dx2 =− p2

h̄2 ψ, (3.20)

com p(x) =
√

2m(E −V (x)). Se supormos que a função de onda deve ter a forma

ψ(x) = A(x)eiW (x), (3.21)

então, ao substituir em (3.20) surgirão duas equações diferenciais, dadas por

d2A
dx2 −A

(
dW
dx

)2

=− p2

h̄2 A (3.22)

2
dA
dx

dW
dx

+A
d2W
dx2 = 0 (3.23)

A equação (3.23) pode ser facilmente solucionada, tem-se

d
dx

(A2 dW
dx

) = 0 ⇒ A(x) =
C√
W ′

, (3.24)

onde dW
dx ≡W ′.

Para solucionar a equação (3.22), que não possui solução analítica simples, toma-se

a aproximação

∂ 2A
∂θ 2 << A

(
∂W
∂θ

)2

, (3.25)

isto é, a amplitude varia lentamente, de forma que a solução fica dada por

(W ′)2 =
p2

h̄2 ⇒ dW
dx

=± p
h̄

(3.26)

W (x) =±1
h̄

∫
p(x)dx. (3.27)
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Portanto, a solução aproximada para a função de onda fica dada por

ψ(x)≈ C√
p(x)

e±
i
h̄
∫

p(x)dx (3.28)

Esta solução se mostra uma boa aproximação para casos em que E > V e E < V ,

no entanto, não funciona para regiões onde E ≈ V , visto que a solução (3.28) diverge. Este

problema é contornado supondo um potencial linear nas regiões de conexão entre as demais

regiões, encontrando o que chamam-se de fórmulas de conexão.

Como veremos, este problema não será encontrado nas soluções desenvolvidas neste

trabalho. O motivo para isso se trata da aplicação desta aproximação numa equação parecida com

a equação de Schrödinger, mas que não é a própria, sendo apenas uma equação auxiliar para se

chegar na solução. Desta forma, o surgimento de termos imaginários modificam a equação (3.23)

e consequentemente obtêm-se uma solução válida para todas as regiões, não sendo necessário a

utilização das fórmulas de conexão.
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4 RESULTADOS

A partir deste ponto, tem-se por objetivo aplicar a metodologia desenvolvida à

superfície que se deseja estudar, isto é, a fita de Möbius, considerando o modelo de acoplamento

intrínseco de férmions à curvatura.

Inicialmente, consideremos a forma da métrica para a fita de Möbius em 2+1 dimen-

sões,

ds2 =−dt2 +du2 +β
2(a,u,θ)dθ

2. (4.1)

É possível reescrevê-la como

ds2 =−V 0 ⊗V 0 +V 1 ⊗V 1 +V 2 ⊗V 2, (4.2)

de forma que,

V 0 = dt (4.3)

V 1 = du (4.4)

V 2 = β (a,u,θ)dθ (4.5)

Assim, pode-se escrever a partir de (3.8) que

ea
µ =


1 0 0

0 1 0

0 0 β (a,u,θ)

 (4.6)

eµ
a =


1 0 0

0 1 0

0 0 β−1(a,u,θ)

 (4.7)

É possível então obter as conexões 1-forma por meio da equação de Cartan. Tem-se

dV a =−ω
a
b ∧V b, (4.8)

e então,

dV 1 = 0 ⇒ ω
1
2 ∧V 2 = 0 ⇒ ω

1
2 = 0 (4.9)

dV 2 = ∂uβ du∧dθ =
∂uβ

β
V 1 ∧V 2 =−ω

2
1 ∧V 1

⇒ ω
2
1 =

∂uβ

β
V 2 = ∂uβdθ (4.10)
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Ainda, a partir de ωa
b = ω a

µ b dxµ , obtém-se que

ω
2

θ 1 = ∂uβ (4.11)

Encontradas as conexões 1-forma, é fácil obter a conexão de Spin, dada por

Γµ =
1
4

ω
ab
µ γaγb, (4.12)

portanto,

Γθ =
1
4

ω
21
θ γ2γ1 +

1
4

ω
12
θ γ1γ2

=
1
2

∂uβ γ2γ1 (4.13)

As matrizes de Dirac no espaço-tempo curvo são dadas em função das matrizes no

espaço plano,

γ
µ = eµ

a γ
a. (4.14)

Para o espaço-tempo bidimensional da fita, encontra-se que

γ
0 = e0

aγ
a = γ

0 (4.15)

γ
1 = e1

aγ
a = γ

1 (4.16)

γ
2 = e2

aγ
a =

1
β

γ
2, (4.17)

onde

(γ0)2 =−1 (4.18)

(γ1)2 = (γ2)2 = 1. (4.19)

A partir daí, tomando a equação (2.129), pode-se escrever a equação que descreve a

dinâmica de férmions sem massa na Fita de Möbius, chegando a

ih̄ eµ
a γ

aDµψ = 0

ih̄
(

γ
0
∂0 + γ

1D1 +
γ2

β
D2

)
ψ = 0

−ih̄γ
0 ∂ψ

∂ t
= ih̄

(
γ

1D1 +
γ2

β
D2

)
ψ. (4.20)

Multiplicando (4.66) por γ0 e usando (4.18), obtêm-se

ih̄
∂ψ

∂ t
=−ih̄

(
γ

0
γ

1D1 +
γ0γ2

β
D2

)
ψ (4.21)
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Para estados estacionários, é possível fazer a seguinte separação de variáveis

ψ(r, t) = e
iE
h̄ t

ϕ(r). (4.22)

Dessa forma, obtemos a equação usual para a ação do operador Hamiltoniano num

autoestado de energia, dado por

Hϕ = Eϕ, (4.23)

onde H se tornou

H =−ih̄
(

γ
0
γ

1D1 +
γ0γ2

β
D2

)
. (4.24)

Na literatura do Grafeno, o Hamiltoniano em (4.24) é geralmente escrito como

H =−ih̄
(

σ
1D1 +

σ2

β
D2

)
, (4.25)

de forma que podemos escolher uma representação das matrizes de Dirac tal que

γ
0
γ

1 = σ
1 (4.26)

γ
0
γ

2 = σ
2, (4.27)

com σ i denotando as matrizes de Pauli, satisfazendo a relação {γa,γb}= 2ηab. Pode-se então

escolher

γ1 = k1σ2 (4.28)

γ2 = k2σ1. (4.29)

Escolhemos γ0, de forma que satisfaça (4.18), como

γ
0 =−iσ3. (4.30)

Assim, para satisfazer (4.26) e (4.27), escolhemos

γ
1 =−σ2 (4.31)

γ
2 = σ1. (4.32)

Portanto, o Hamiltoniano tem a forma

H =−ih̄
(

σ
1
∂u +

σ2

β
(∂θ −Γθ )

)
. (4.33)
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Com a escolha das matrizes, a conexão de spin se torna

Γθ =
1
2

∂uβγ
2
γ

1

=−1
2

∂uβσ1σ2. (4.34)

No entanto, σ1σ2 = iσ3, obtemos por fim

Γθ =− i
2

∂uβσ3. (4.35)

Consequentemente, encontramos que o Hamiltoniano para férmions na fita de Möbius

será dado por

H =−ih̄
(

σ
1
∂u +

σ2

β
∂θ +

i
2

∂uβ

β
σ2σ3

)
(4.36)

=−ih̄
(

σ
1
∂u +

σ2

β
∂θ −

1
2

∂uβ

β
σ1

)
. (4.37)

Portanto, encontramos a forma do operador de energia que descreve a dinâmica de

férmions sem massa confinados à superfície bidimensional de Möbius. Esse é o ponto chave do

formalismo, uma vez que a partir de (4.37), é possível estudar os níveis de energia permitidos

para a partícula em questão, bem como o estado quântico que as descreve. Também é possível

adicionar termos de correção ou perturbação.

Antes de prosseguir, é interessante fazer uma análise quanto a hermiticidade do

Hamiltoniano. Pode-se escrever

H =−ih̄
(

σ
1
∂u +

σ2

β
∂θ −

1
2

∂uβ

β
σ1

)
(4.38)

=−i
(
(∂u −

1
2

∂uβ

β
)γ2 − γ1

β
∂θ

)
(4.39)

Usando a relação (γ i)† = γ0γ iγ0, tem-se que

(γ1)† =−σ
2 (4.40)

(γ2)† = σ
1. (4.41)

Assim,

H† =−i
(
(∂u −

1
2

∂uβ

β
)σ1 +

σ2

β
∂θ

)
= H, (4.42)

mostrando que o Hamiltoniano é de fato Hermitiano.
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A equação de Dirac, por fim, se torna

H

ϕ1

ϕ2

= E

ϕ1

ϕ2

 , (4.43)

com ϕ1,2(r) = ϕ1,2(u,θ).

A equação (4.43) pode ser escrita em uma forma matricial, dada por

−i

 0 ∂u +
i
β

∂θ − ∂uβ

2β

∂u − i
β

∂θ − ∂uβ

2β
0

ϕ1

ϕ2

= E

ϕ1

ϕ2

 . (4.44)

É possível desacoplar as componentes do espinor ao aplicar novamente o operador

Hamiltoniano ba esquerda de ambos lados da igualdade. Encontramos queD−D+ 0

0 D+D−

ϕ1

ϕ2

=−E2

ϕ1

ϕ2

 (4.45)

onde D± = ∂u ± i
β

∂θ +
∂uβ

2β
. De forma explícita, obtemos(

∂u −
i
β

∂θ −
∂uβ

2β

)(
∂u +

i
β

∂θ −
∂uβ

2β

)
ϕ1 =−E2

ϕ1 (4.46)(
∂u +

i
β

∂θ −
∂uβ

2β

)(
∂u −

i
β

∂θ −
∂uβ

2β

)
ϕ2 =−E2

ϕ2 (4.47)

Desse modo, obtivemos em (4.46) e (4.47) duas equações diferenciais desacopladas

para as duas componentes do espinor. Para solucioná-las, não é possível fazer uma separação da

forma encontrada na equação (3.12), como se pode fazer no caso do Helicoide. Isto acontece

pois, na Fita de Möbius, o momento angular não é conservado devido à ausência de uma simetria

axial. Isto é facilmente constatado pela dependência em θ da função β (u,θ).

Assim, tendo em vista a complexidade da análise, investigamos o comportamento

dos Espinores para casos em que se fixam θ = θ0 e u = u0, isto é, ao longo de fios e anéis na fita,

respectivamente. Ao fixar coordenadas estamos, fisicamente, reduzindo as dimensões da fita em

torno destes caminhos. Para o caso em que a partícula se move em torno de um anel, a largura da

fita em torno deste anel tende a zero.

4.1 Espectro de energia ao longo da largura

Ao longo de um fio na direção transversal à coordenada angular, tomando um valor

fixo para o parâmetro θ , as equações (4.46) e (4.47) têm por solução funções do parâmetro u,
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com β = β (u,θ0) e ∂uβ = ∂β (u,θ)
∂u |θ=θ0 . Temos que(
∂u −

∂uβ

2β

)(
∂u −

∂uβ

2β

)
ϕi =−E2

ϕi, (4.48)

onde i pode assumir os valores 1 ou 2. Isso leva a

∂
2
u ϕi −

(
∂uβ

β

)
∂uϕi +

[(
∂uβ

2β

)2

−∂u

(
∂uβ

2β

)
+E2

]
ϕi = 0, (4.49)

A fim de resolver a equação, consideramos uma tranformação na função de onda do

tipo

ϕi(u) = A(u)χi(u), (4.50)

de maneira que A(u) satisfaz

∂uA
A

=
∂uβ

2β
. (4.51)

A equação diferencial pode então ser reescrita como

−d2χi(u)
du2 = E2

χi(u). (4.52)

Assim, é possível ver que ao longo de um fio situado em θ = θ0, o potencial efetivo

devido à curvatura é nulo. Isso se deve à própria forma como construímos a fita: uma superfície

regrada, ou seja, formada pela união de retas. Portanto, ao longo de uma dessas retas, espera-se

que não haja nenhuma curvatura com a qual o férmion possa interagir.

A forma da função da onda é finalmente dada por

ϕi(u,θ0) = exp
(∫ u ∂uβ

2β
du′

) [
aCos(Eu)+bSin(Eu)

]
= β

2(u,θ0)
[
ACos(Eu)+BSin(Eu)

]
. (4.53)

É fácil notar que, após duas voltas em torno da fita, a função de onda terá a mesma

forma. Em adição, impomos a condição de que a função de onda seja nula nas bordas, uma vez

que o potencial fora da fita é infinito, fazendo com que a particula continue confinada. Esse

problema é análogo à partícula em uma caixa com uma barreira de potencial infinito. Temos,

então

ϕi(u = L,θ0) = ϕi(u =−L,θ0) = 0, (4.54)
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resultando em A = 0 e Sin(EL) = 0, nos levando, assim, à condição de quantização da energia,

dada por

En =
nπ

L
. (4.55)

Dessa forma, encontramos que o espectro de energia da partícula confinada ao longo

da largura da fita depende apenas de sua extensão. Além disso, a função de onda tem a forma

dada por

ϕ1(u,θ0) =C
(u2

4
+(a+uCos

θ0

2
)2
)

Sin
(nπ

L
u
)

(4.56)

A função de onda normalizada é mostrada na Fig. 8 para os cinco primeiros níveis

de energia, tomando o raio interno como a = 1. É possível notar a tendência da partícula em se

localizar nas regiões onde há maior curvatura, pois se olharmos para a Figura 7, podemos ver

claramente as regiões de π/2 e 3π/2 com maior curvatura nas bordas da faixa.

4.2 Espectro de energia ao longo de um anel

Analisemos agora o comportamento dos espinores para o caso em que o parâmetro

u = u0 é fixo, fazendo com que a partícula se mova em torno de um anel muito fino (largura

tendendo a zero).

As equações diferenciais são então dadas por funções de θ , uma vez que agora

β = β (u0,θ) e ∂uβ = ∂u(u,θ)
∂u |u=u0 . Temos(

i
β

∂θ +
∂uβ

2β

)(
i
β

∂θ −
∂uβ

2β

)
ϕ1 =−E2

ϕ1 (4.57)(
i
β

∂θ +
∂uβ

2β

)(
i
β

∂θ −
∂uβ

2β

)
ϕ1 =−E2

ϕ1, (4.58)

o que leva a

−
∂ 2

θ
ϕ1

β 2 +

(
∂θ β

β 3

)
∂θ ϕ1 +V (θ)ϕ1 = E2

ϕ1 (4.59)

−
∂ 2

θ
ϕ2

β 2 +

(
∂θ β

β 3

)
∂θ ϕ2 +V ∗(θ)ϕ2 = E2

ϕ2, (4.60)

com o potencial efetivo definido por V (θ) =−
(

∂uβ

2β

)2
− i

β
∂θ

(
∂uβ

2β

)
≡VR(θ)+ iVIm(θ). Note

que, se β não depende de θ , então não há termo imaginário no potencial, como se verifica em

outras superfícies bidimensionais dotadas de simetria axial.
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Figura 8 – Quadrado da Função de Onda ao longo da Lar-
gura para valores de θ0 fixos.
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Podemos escrever as equações (4.59) e (4.60) em uma forma conveniente do tipo

equação de Schrödinger com o intuito de identificar o potencial no qual a partícula está sujeita.
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Para isso, nós consideramos a mudança de variável θ → v(θ), tal que dv
dθ

= β (u0,θ). Essa

transformação tem motivos geométricos, uma vez que simplica a métrica, pois temos que

β 2dθ 2 = dv2.

A função de onda para cada espinor é então dada por(
− d2

dv2 +V (v)
)

ϕ1(v) = E2
ϕ1(v) (4.61)(

− d2

dv2 +V ∗(v)
)

ϕ2(v) = E2
ϕ2(v). (4.62)

É possível notar as similaridade com a equação de Schrödinger, mas com autovalor

E2. Assim, é possível interpretar V (v) como um potencial efetivo induzido, sentido pela partícula

devido à curvatura.

A nova variável v(θ) pode finalmente ser totalmente determinada ao impormos que

os zeros entre ambas coordendas coincidem, isto é, θ = 0 → v = 0, de maneira que podemos

escrever

v(θ) =
∫

θ

0
β (u0,θ

′)dθ
′. (4.63)

De agora em diante, queremos resolver as equações diferenciais para ambos os

componentes do spinor. Para tal, focamos em encontrar a solução para (4.61), de modo que só

precisamos fazer VIm.→−VIm para obter a solução para (4.62). A fim de solucionar a equação,

utilizamos o método de aproximação WKB para estimar o espectro de energia, bem como as

autofunções correspondentes. Tomamos assim uma forma de onda com amplitude e fase variável

do tipo

ϕ(v) = A(v)eiW (v), (4.64)

o que leva a duas equações,

∂ 2A
∂v2 −A

(
∂W
∂v

)2

=−(E2 −VR)A (4.65)

A
∂ 2W
∂v2 +2

∂A
∂v

∂W
∂v

=VImA. (4.66)

Neste ponto podemos usar o método da aproximação WKB ao considerar que
∂ 2A
∂v2 << A

(
∂W
∂v

)2
, o que significa fisicamente que o potencial varia lentamente com o tempo. A

solução da equação (4.66) é então

W1,2(v) =±
∫ v√

E2 −VR(v′)dv′

=±
∫ v

√
E2 +

(
∂uβ

2β

)2

dv′ ≡
∫ v

p(v′)dv′,



57

onde usaremos a convenção W1(v) =W (v), W2(v) =−W (v). Assim, a equação (4.65) se torna

∂A
∂v

=
VIm −W ′′

2W ′ A, (4.67)

onde tomamos por simplicidade W ′ = ∂W
∂v e W ′′ = ∂ 2W

∂v2 . A solução da equação (4.67) é então

A1(v) = exp
[
−
∫ v VIm +W ′′

2W ′ dv
]
≡ eg(v) (4.68)

A2(v) = exp
[∫ v VIm −W ′′

2W ′ dv
]
≡ eh(v). (4.69)

A solução geral pode ser escrita como

ϕ1(v) = c1eg(v)e−iW (v)+ c2eh(v)eiW (v). (4.70)

É importante notar que, diferentemente da solução encontrada ao aplicar a aproxi-

mação WKB no caso usual para a equação de Schrödinger, não há divergência nos pontos de

retorno clássico para o cenário tratado aqui. De fato, a solução encontrada tem a mesma forma

para qualquer região (E <VR, E >VR, and E =VR).

A forma da função também sugere ondas propagando vindo da esquerda e da direita,

cujas amplitudes variam com v de maneiras diferentes, isto é, g(v) e h(v). Pode-se observar

que a anisotropia entre a propagação dessas ondas está sendo gerada pela parte imaginária do

potencial, pois se escrevermos

ϕ1(v) = eg(v)
(

c1e−iW (v)+ c2eh(v)−g(v)eiW (v)
)
, (4.71)

vemos que h(v)−g(v) é dado por

h(v)−g(v) =
∫ v

dv
(

VIm −W ′′

2W ′ +
VIm +W ′′

2W ′

)
=

∫ v
dv

VIm

W ′ . (4.72)

Essa anisotropia quebra a periodicidade da função de onda. Assim, a fim de encontrar

estados que descrevem um pacote de onda propagando periodicamente, desprezamos h(v)−g(v),

de forma que podemos escrever a solução como

ϕ1(v) = exp
(
−
∫ v VIm(v′)+ p′(v′)

p(v′)
dv′

)(
c1e−iW (v)+ c2eiW (v)

)
= exp

(
−
∫ v VIm(v′)+ p′(v′)

p(v′)
dv′

)(
b1CosW (v)+b2 SinW (v)

)
. (4.73)
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Podemos interpretar esse resultado como uma função de onda periódica com um

amortecimento gerado por VI . Note também que a onda é gerada a partir do momento p(θ), haja

visto que

W (v) =
∫ v

p(v′)dv′ =
∫ v√

E2 −VR(v′)dv′. (4.74)

Note que ainda há uma fase arbitrária associada ao limite inferior de integração das

funções W (v) e g(v). Tomamos então como zero o limite inferior, fazendo W (0) = g(0) = 0.

A geometria da fita sugere condições de contorno, para uma volta ao seu redor, da

forma

ϕi(u,θ) = ϕi(−u,θ +2π). (4.75)

Nós então aplicamos esse resultado para os principais aneis da fita: o anel central e

as bordas da fita.

4.2.1 Espectro de energia e autofunções para o anel central

Estudamos agora o espectro de energia, bem como autofunções, de uma partícula

fermiônica restrita ao anel central da fita de Möbius. Como mencionado, é possível modelar

fisicamente esta situação no cenário de uma largura muito pequena em comparação com o raio.

O anel central é caracterizado pelo parâmetro u = 0, de forma que agora temos

β (u0 = 0,θ) = a, (4.76)

e o potencial efetivo que a partícula está sujeita, dado por

V (θ) =VR(θ)+ iVIm(θ), (4.77)

com

VR(θ) =− 1
4a2Cos2 θ

2
(4.78)

VIm(θ) =
1

4a2 Sin
θ

2
. (4.79)

A Fig. 9 mostra o gráfico da parte real e imaginária do potencial em função de θ .

Também pode-se calcular o parâmetro v(θ) para o anel central, dado por

v(θ) =
∫

θ

0
adθ

′ = aθ . (4.80)
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Figura 9 – Parte real e imaginária do potencial efetivo no anel central da
fita de Möbius.
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Portanto, é fácil de ver que o parâmetro v é o comprimento de um arco formado

pelo ângulo θ na fita, de forma que varia de 0 a 2πa no anel central. Assim, a partir da equação

(4.75), pode-se escrever as condições de contorno para a função de onda no anel central da fita

em termos do parâmetro v, dado por

ϕ1(0,
v
a
) = ϕ1(0,

v
a
+2π). (4.81)

Se tomarmos como condição inicial ϕ1(0,θ = 0) = 0, a equação (4.73) se torna

ϕ1(v) = Aexp
(
−
∫ v

0

VIm(v′)+ p′(v′)
p(v′)

dv′
)

SinW (v). (4.82)

Usando as condições de contorno no anel central, encontramos que as energias E2
n
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devem obedecer ∫ 2πa

0
p(v)dv =

∫ 2πa

0

√
1

4a2Cos2 v
2a

+E2
n dv

= nπ, (4.83)

onde n é um número inteiro.

Portanto, encontramos a forma das funções de onda e as energias permitidas. Como

mencionao, esse resultado também vale para a equação (4.62), sendo necessário apenas tomar

VIm →−VIm.

A partir da equação (4.83), é posível calcular as energias permitidas, as quais são

mostradas na Tabela 1 para alguns valores para a.

Tabela 1 – Valores numéricos para os níveis de energia
no anel central para diferentes valores de a.

E2
n (Valor Numérico)

n a = 1 a = 1.5 a = 2

1 0.13287 0.059337 0.033473
2 0.87692 0.38973 0.21916
3 2.12585 0.944862 0.531498
4 3.87549 1.72241 0.968884
5 6.12531 2.72238 1.53131

. . . . . . . . . . . .
10 24.8751 11.0556 6.21877
. . . . . . . . . . . .

Pode-se observar que à medida que o raio da faixa aumenta, o valor das energias

permitidas diminui, mantendo a mesma proporção entre os níveis de energia para o mesmo valor

de a.

Finalmente, a figura 10 mostra o módulo quadrado da função de onda (4.82) para

a = 1. É possível notar o efeito de amortecimento na curva senoidal, concentrando a partícula,

de forma semelhante a uma barreira de potencial, em regiões onde há maior curvatura

4.2.2 Espectro de energia e autofunções nas bordas da fita

De forma análoga, estudamos o espectro de energia, junto de sua autofunções, para

um férmion sem massa nas bordas da fita, isto é, regiões parametrizadas em u = 1 e u = −1.
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Figura 10 – Módulo quadrado da função de onda no anel central
da fita de Möbius.
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Dada a complexidade dos cálculos utilizando o parâmetro v, a partir de agora fixamos o raio dos

anéis em a = 1.

Como discutido, o parâmetro v mede o comprimento total do anel num dado u,

levando a valores diferentes em cada borda. Claro que, a partir da geometria, a partícula ganha

um sinal negativo no parâmetro u de sua posição após executar uma volta em torno da faixa, o

que faz com que toda a borda seja apenas uma. No entanto, após executar duas voltas, voltamos

à posição inicial, o que nos leva a ajustar as condições de contorno.

Se chamarmos C ao comprimento total da fita de Möbius para um determinado raio

a e parâmetro u, podemos escrever a nossa condição de contorno adaptada como

ϕi(u,v) = ϕi(u,v+2C). (4.84)

Nas bordas, v será dado por

v(θ)|u=1 =
∫

θ

0

√
1
4
+(1+Cosθ ′)2dθ

′ (4.85)

v(θ)|u=−1 =
∫

θ

0

√
1
4
+(1−Cosθ ′)2dθ

′. (4.86)

Assim, vemos que o valor numérico para o comprimento total da tira (ou seja, o

valor do parâmetro v para uma volta completa) é de cerca de 7,473, tendo para duas voltas o

dobro deste valor. É então possível plotar o gráfico do potencial efetivo devido à curvatura em

termos de v, mostrado nas figuras 11 e 12. Nota-se que os potenciais para u = 1 e u =−1 são

os mesmos, exceto por uma fase. Isto acontece porque temos apenas uma borda, além de que o
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parâmetro u mede a distância entre o ponto e o círculo interior para um dado valor de θ . Dessa

maneira, temos diferentes valores para ângulos diferentes.

Figura 11 – Parte real e imaginária do potencial efetivo nas bordas
da fita em u0 = 1 para um raio a = 1.
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Se agora tomarmos condições iniciais análogas ao caso do anel central como

ϕ1(0,v = 0) = 0, a função de onda assume a mesma forma da equação (4.82). Agora, usando a

condição (4.84), encontramos que os autovalores de energia devem obedecer∫ 2C

0

√
E2

n −V (u0,v) dv = nπ. (4.87)

Dessa forma, métodos numéricos nos permitem calcular o espectro, o qual está

disposto na Tabela 2. Não há valor de energia para o qual a integral se iguala a π , portanto o

primeiro nível é encontrado para n = 2.

Finalmente, plotamos o módulo quadrado da função de onda, mostrados na Fig.

13. Pode-se observar que os valores para os quais a partícula pode ser encontrada com maior
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Figura 12 – Parte real e imaginária do potencial efetivo nas bordas
da fita em u0 =−1 para um raio a = 1.
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Tabela 2 – Valores numéricos para os níveis de energia
para diferentes valores de u0 e raio a = 1.

E2
n (Valor Numérico)

n u0 =−1 u0 = 1

1 - -
2 0.10023 0.122504
3 0.31649 0.341905
4 0.62399 0.65058
5 1.04995 1.0469
6 1.50621 1.5337

. . . . . . . . .
10 4.3329 4.3609
. . . . . . . . .

probabilidade correspondem claramente à pontos onde a curvatura é maior.
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Figura 13 – Módulo quadrado da função de onda em u = 1 e u =
−1.
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho estudamos férmions relativísticos sem massa, restritos à Fita de

Möbius e os efeitos da curvatura sobre sua dinâmica. Pode-se observar os efeitos de confinamento

da curvatura, concentrando a função de onda a partir da formação de poços nas regiões onde a

curvatura gaussiana e média são maiores. Vimos também como afetou a paridade e periodicidade

da função β (u,θ), dos potenciais geométricos induzidos e as curvaturas. Foram comparados os

resultados com outras superfícies, como o cone, a esfera, o helicoide e a catenoide, verificando o

surgimento de termos imaginários no potencial devido à falta de simetria axial.

Extensões deste trabalho podem ser feitas ao considerar a ação de campos elétrico e

magnético, investigando sua influência na dinâmica da partícula. Além disso, uma análise dos

efeitos clássicos e quânticos relacionados a uma partícula restrita a fita pode ser feito, visto que

classicamente o momento angular não é conservado.
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