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INTRODUGAO

Nesta dissertagao, como o préprio titulo indica, apresentamos o Teorema de
Comparacéo do Hessiano e aplicagdes relacionadas com o Laplaciano da fungao
distancia sobre variedades completas com curvatura de Ricci nao negativa.

No capitulo II é demonstrado o Teorema de Comparacao do Hessiano e o Lema
do Indice, o qual é utilizado na demonstragao do referido teorema.

Por outro lado, no capitulo III, sdo demonstrados cinco proposigoes, sendo
a primeira delas o Teorema de Comparagao do Laplaciano. A segunda € uma
consequéncia da primeira e a terceira generaliza a segunda, no sentido das dis-
tribuigoes.

Finalmente, as duas tltimas proposigbes tratam da comparagao com volumes,
encerrando-se com o seguinte coroldrio da proposi¢ao 5: Uma variedade rieman-
niana M, completa e nao compacta, com Ric(M) > 0, tem volume infinito.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Seja M uma variedade riemanniana completa de dimensao n. Escolhamos um
ponto P € M e definamos a fungao p: M — R por p(z) := d(z, P) := distancia
geodésica de  a P. Sabemos que p é uma funcéo continua de Lipschitz sobre M.
Em virtude disso e do Teorema de Rademacher [9] da teoria da medida geométrica,
p é diferencidvel em quase todo ponto de M. Noutras palavras, a menos de um
conjunto de medida nula, p é diferencidvel em M.

Na verdade, como explicamos a seguir, p é diferencidvel em M\ Cut(P)*,
onde Cut(P) é o cut locus de P, 0 qual é um conjunto de medida nula.

Consideremos a aplicagdo exponencial expp : TpM — M. Dado um vetor
v € TpM, com |[v|| = (v,v)%, seja 7(t) a tinica geodésica tal que y(0) = P e
4'(0) = v. Entéo teremos que expp(tv) = 7(t), para t > 0. Sabemos que para
um t conveniente 7 é a tinica geodésica minimizante que liga P a expp (tv), sendo
d(expp)w : Tow(TpM) — Ty;yM um isomorfismo.

Agora definamos to = sup A, onde A é o conjunto dos ¢ > 0 tais que 7y € a Unica
geodésica minimizante que liga P a ¥(t). Se tp < oo, entao denominamos ¥(to)
de ponto minimo de P ao longo de 7. O cut locus de P, denotado por Cut(P),
é exatamente o conjunto de todos os pontos minimos de P ao longo de todas as

geodésicas que partem de P. [5]

Uma outra propriedade relevante relacionada com o cut locus de P € a seguinte:
(expp)™! |mcuyp) € um difeomorfismo. Noutros termos, indicando por Dp :=
exppl(M \ Cut(P)), a restrigao expp : Dp — M \ Cut(P) é um difeomorfismo.
Com isto podemos definir uma carta normal maximal na vizinhanga de todo ponto
P € M. Por outro lado Cut(P) = 8expp(Dp), o que permite concluir que o
Cut(P) tem medida nula em M. [6]

Em virtude de expp : Dp — M \ Cut(P) ser um difeomorfismo, segue-se que
a funcdo distancia p(z) = d(z, P) é diferencidvel em M \ Cut(P). Para maior
clareza, observe que se d : TpM — R é a fungao distancia sobre TpM relativa a
origem 0 entdo p(z) = (d o expp')(x).

1Entenda M \ Cut(P) como (M — {P}) \ Cut(P).



Desta forma, podemos falar em gradiente, Hessiano e Laplaciano da funcao
distancia p(z) no dominio M \ Cut(P). No caso do gradiente Vp podemos

verificar que |Vp|? = Y ¢Yp;p; = 1, onde (¢") = (gi;;)" e (gi;) é a matriz

ij=1
associada a métrica riemanniana na carta normal maximal referida acima. E para

o Hessiano e Laplaciano usamos as seguintes definigoes: [10]
Dados XY € TpM, sejam XY campos vetoriais diferencidveis que estendam
X,Y numa vizinhanga de P. Entdo definimos:

Hess(f)(X,Y) = H(f)(X,Y) == (XY f)(z) - (V£Y) f(2)

Af = tracode H(f)(X,Y),

onde f € C*(M).

Também, esclarecemos que, neste trabalho, a curvatura de Ricci de uma va-
riedade riemanniana M", é a forma bilinear simétrica Ric(M) : TpM xTpM — R
definida como o trago da transformacao linear z — R(z,z)y, tal que: se = e,,
entao

Ric(z,z) = 3 (Rle;,x)z, 65) = ni k(ei, x),

1 i=1

..
II

onde {e;} é uma base ortonormal de TpM e k é a curvatura seccional do 2-plano

determinado por {e;,z} em P.
Figalmente, as propriedades bésicas de campos de Jacobi e volume riemanni-

ano que usamos estao claramente expostas nas referéncias [5] e [2].



Capitulo 11

O TEOREMA DE COMPARAGCAO DO HESSIANO

Fixemos um ponto zo de uma variedade riemanniana completa M, de dimensao
n. Para z € M \_ Cut(zo), seja 7 a geodésica minimizante que liga zo a z,
parametrizada pelo comprimento de arco, tal que ¥(0) = xg, ¥(r) = z. Denotemos

0 S ot
por X um vetor em T, M tal que <X, —> (z) = 0. Desde que z nao seja um ponto

or
conjugado de zp, podemos estender X a um campo de Jacobi X ao longo de 7y
g - ~ 0
satisfazendo as condigoes: X (7(0)) = 0, X(y(r)) = X e [X, 5—} = 0. Entao,
5

usando a definigdo de Hessiano para a fungao distancia p, temos que:

H(p)(X, X) —Xyp (Vg 5\7)

a = 8
i a vﬁ)‘ﬁ
- i = 0
= (VgX, A Vs 8T>—<VXA,-6—;>
= XV}E
e .
Mas [X,g;} =0, logo X v~5- <X V2 X). Portanto H(p)(X,X) =

<XV, Vg_)?) Segue-se disto que:

o T per .
H(p)(X,X) = /0 = (X, Vg X)dt
r 2 2
= /0 (‘vgxi + <A,V£V%5{>) dt
Sendo X um campo de Jacobi, entao X satisfaz a equagao de Jacobi:

A; & 8 8 )
VeVaX+R (A ar) 50

4



Assim, obtemos:

. . ok = 0% 0 =
H(p)(X, X) =/0 (IV-,;’;—XI - <R (A,?a-;) 5,,\>> dt,
onde R indica, aqui, o tensor curvatura de M. Como, usualmente, a ”forma
A S T = =12 vk 0 0 e
do indice ” é denotada por I.(X) = /0 (ngz\ - <R (A’—37> E’A>> dt,
concluimos que H(p)(X, X) = I.(X).

A seguir enunciaremos e demonstraremos o teorema de comparacao do Hes-

siano.
Teorema de Comparagao do Hessiano. Sejam:

(i) My e M, duas variedades riemannianas completas de mesma dimenséo n;
(ii) 71 : [0,a] — M; e v, : [0,a] — M, duas geodésicas parametrizadas pelo
comprimento de arco, tais que 71 N Cut(11(0)) = 0 e 2 N Cut(2(0)) = 0;

(iii) p; a fungdo distancia de 1(0) em M, e p, a fungao distancia de v,(0) em My;
(iv) k1 a curvatura seccional de M, e ky a curvatura seccional de M,.

Suponha que em ;(t) e 2(t), 0 <t < a, se tenha

0 0
k1 <X1’5¥> > ko <X27%) 5

0

onde X; € qualquer vetor unitdrio em T,.«yM; perpendicular a i i = 1.2
/7.

Entao * '

H(p1)(X1, X1) < H(pa)(Xp, Xs),
s 7 6 Ve .
onde Ai € T%.(a)Mi com )xi, 5‘— (’7,((1)) =0e )&i = 1, 1= 1,2
Vi
Demonstragao: Sejam Ej,..., B! um sistema ortonormal de campos vetoriais
paralelos ao longo de +;, com Ef = —, i = 1,2. Como

o :

2 v 0 0 o
_<R<A,5;> 5—7:,);>>dt,

5

HOXX) = [ (|9, %



entao podemos escrever:

V_ o X;
&y

2 o B8
(u(r )2 7))

onde X; é um campo de Jacobi ao longo de ; com Xi(7(0)) = 0, Xi(v(a)) =

X;. Desde que <X,-, —6—
0%

— —~ n—1
Exprimindo X, por Xy = 3 )\j(t)EJ?, nés podemos tomar {Ejl} . tal que X; =
j=1

H(p:)(Xi, Xi) = /Oa (

> = 1, X6 perpendicular a E! em cada ponto de 7;.

==
) n—1
Xi(a) = > Aj(a)Ej(m(a)) e definir um campo vetorial Z ao longo de 1 assim:
=1

n—1 —
¥ = Z A;(t)Ej}. Logo, Z assume o mesmo valor que X; emt =0et =a. Além
j=1
disso, |Z| = | X3 e

V2Tl =% A;‘(t)Ef' = [C 508 =|v,e 2.

Desde que pelo Lema do Indice, um campo de Jacobi minimiza a forma do
indice entre todos os campos vetoriais ao longo da mesma geodésica com os mes-
mos valores de fronteira, nés obtemos:

H(p:)(X1,X1) = Ia(:le)SIa(Z)

b a 2 o o
L /0 < —<Rl (Z’a_7§> a—%,z>) dt
a s | o
0 Brg oM

Mas, em virtude da hipétese sobre as curvaturas seccionais, nds temos que:

F (a5 (s5))« < L (a4 (%3))

=5 Ia(};;fl)
= H(py)(Xa,Xo).

VelZ

=
51

T

2P

IA

VL:X;Q
ov2



Assim concluimos a demonstragao do teorema. B

Pela importancia do Lema do indice na demonstracao do Teorema de Com-
paragao do Hessiano, apresentamos o seu enunciado e sua demonstragao, conforme

[5].

Lema do Indice. Seja 7 : [0,a] — M uma geodésica sem pontos conjugados a

~(0) no intervalo (0,a]. Seja J um campo de Jacobi ao longo de vy, com <J, 'y’> =
0, e seja V um campo de vetores diferencidvel por partes ao longo de 7y, com
V,’y’> — 0. Suponhamos que J(0) = V(0) = 0 e que J(lo) = V(to), to € (0,al.

ntao
Iiy(J) € 1L, (V)

e a igualdade ocorre se e s6 se V = J em [0, to].

Demonstragao: O espago vetorial J dos campos de Jacobi J ao longo de v com
J(0)=0e <J,'y'> — 0 tem dimenséo n — 1, onde n = dim M. Seja {J1,...,Ja-1}
uma base para este espago. Entao J = Ei a;Ji,i=1,...,mn— 1, onde os a; sao
constantes. Como nao existem pontos conjugados no intervalo (0, a}, para todo
t # 0, os vetores W 716 TR Jn_1(t) formam uma base do complemento ortogonal
de 7/ (t) em T, (M). Portanto, para t # 0, podemos escrever

V(t) = Z fi(t)*]i(t)a

onde f; sao fungdes diferencidveis por partes em (0, a]. Vamos mostrar que f; pode
ser estendida continua e diferenciavelmente a t = 0, isto é, f; é diferenciavel por

partes em [0, al. :

Para isto?, escreva Ji(t) = tA;(t). Entdao A;(0) = J;(0), donde os A;(0)
s30 linearmente independentes para todo t € [0, a], e podemos escrever Vit) =
Zi gi(t) A;(t) onde os g; sao fungdes diferenciaveis por partes em [0,a] e gi(0) = 0.
Aplicando de novo o resultado de célculo, temos que g;(t) = thy(t), onde os hy(t)
sao diferencidveis por partes em [0,a]. Como para t # 0, fi(t) = h;(t), concluimos

o afirmado.

2Estamos usando nesta passagem o seguinte lema do célculo: Seja h : [0,1] — R uma
fungao diferencidvel com h(0) = 0. Entao existe uma fungao diferencidvel ¢ : [0,1] — R, com

#(0) = 22(0), h(t) = t9(0), t € 0,11



Vamos agora, mostrar que, no interior de cada subintervalo onde f; € dife-

renciavel,

(V. V)= (R(y,V)¥\V) = <Zf£Ji,z_f;Jj> (2.1)
i J
+% <ZfiJi,ijJ;>.
Com efeito, como
Ry, ¥}y =& ( ZfiJi) ¥ =Y AKROY, B == fi

teremos

(V.V} - (R0 VN.Y)
3 F J+§:f, }:fJ+ZfJ> (R(y, V)Y, V)

i

(
= <ZfJ,,ZfJ> <_'>:sz,ij >
-

<Zfz Zf J> <2ijfiJ£,Zj)fjJ;> + <§i:f,-J{',;fij>.
Por otitro lado,
%@fﬂi,;fﬂ;> = <§i:f£Ji+;fiJ;,;fjJ;>
+<§i:fiJi,2j:f;J; +;fjJJ’.’>
= <Z fJJi,;fjJ,’.> ¥ <;fiJ;,Zj:fjJ;>
(S )+ (S0 05)

8



Portanto, para provar (2.1), basta mostrar que

<zfiJ1;vZf;Jj> = <ZfiJi,Zf]'.J;>. (2.2)

Para provar (2.2), escreveremos

Aty = (X, &) = EEAT

w () = (&, G+ AT { Ty (I J7)
= - <R('y', Ji)yl, Ji> + <Ji, R(’y', Jj)fy'> == [0

concluimos que h(t) = 0. Por distributividade, se obtém entéo (2.2) o que conclui

a demonstragao de (2.1).
Aplicando (2.1) a V e J, obteremos sucessivamente:

W)= (S0 T 00 0+ [ (S5 15 )

Ito(t]) = <Z aiJi,ZajJ;> (to)
? J
Como J(to) = V(to), temos que o; = fi(to), donde

(V) = ho(D) + [ [ 11

Decorre de (2.3) que I;,(V) 2 I;(J), o que demonstra a primeira parte do
lema. Se I (V) = I(J), entao Zi f;Ji = 0. Como os J; sao linearmente
independentes para t # 0, concluimos, por continuidade, que f; = 0, para todo 1
e para todo t € [0,to]. Portanto, f; = const., e como fi(to) = @, concluimos que
fi(t) = o, isto é, V = J, como querfamos. W

2
dt. (2.3)




Capitulo III

APLICACOES

Aplicagao-1

Teorema de Comparagao do Laplaciano. Sejam:
(i) M, uma variedade riemanniana completa de dimensao n, com

Ric(M;) > —(n — 1)k?,

onde k é uma constante nao negativa;
(ii) M, o espago forma de dimensio n e curvatura seccional —k?;
(iii) par, € pur, as fungdes distancias sobre M e ‘M, respectivamente.
Se x € M, e py, é diferencidvel em z, entdo para qualquer y € M,, com

pa(y) = pasy (@) temos que:

Ale (-’E) = APMQ (y)

Demonstragao: Sejam 7v; : [0,a] = M; e 7 : [0,a] — M; duas geodésicas
parametrizadas pelo comprimento de arco, tais que y1 N Cut(71(0)) = B e 72 N

Cut(12(0)) = 0. E seja {Xi...,Xi | Xi = (98 } uma base ortonormal de
e
T,

g

(M;, i =1,2. Entao podemos escrever:

il o 0.} 0
(‘V%Aj : <R1- (Aj,%) aw,Xj>) dt,

onde X} é um campo de Jacobi ao longo de 7;, com Xi((0)) = 0, Xi(mi(a)) = X3

a

H(pa) (X5, X2) = [

0

Segue-se que:
A 3 B XX =5 [ (voez] - (& (320, 2) 2 3}
o e g P o - Rl S i
P — (le)( VL] _7) 12::1/0 ( -5%— 3 < 1( ],8')’1> 8’)/1’ J>)
n-—-1
= Ia(X;)
j=1

10



n-1
ApM'z =
Jj=1

n—1

3 w230 = 3 [

n—1

VLX}
B2

& >, O 0 =
- [ e | e X
<R2 (A], 372) 872,X1>) at

J=1

= ¥ LxD,

J=1

Agora, procedendo de modo anélogo ao que fizemos na demonstragao do Teo-
rema de Comparagao do Hessiano, aplicamos o Lema do Indice aos campos veto-
riais Z; e obtemos: Io(X;) < Io(Z;). Como, por hipétese,

€

VLXJ?
Sva

IA

Ric(M;) > —(n — 1)k* = Ric(M,)

, segue-se que

ot 7 et o\ 8
22| dt e o o g
caxfa- [3(a(s8) &.5)

2 a
Vo dt—/ Ric(M;)dt
0

BEA
g=12¢
a
=170
5
=170
518
=170

2 a
V.o X2 dt — / Ric(M,)dt
0

32
V_Q;XJ—

2 (_kz)> £ fza(xf).

Logo, Ale < ApMZ u

Aplicagao-2

Proposigao 2. Seja M uma variedade riemanniana completa, com Ric(M) > 0.
Seja P € M e p(z) = d(z, P). Entao, em qualquer ponto x € M, em que p €

diferenciavel, vale: Ap < ik of

11



Demonstragao: Provaremos abaixo que se M é o espago forma de curvatura
& n— S : =
seccional constante k = 0, entdo Ap = ——. Por hipdtese Ric(M) > 0, entao
p
-1 m-1

pelo Teorema de Comparagao do Laplaciano, Ap < Ap = i rppad—
Z P

-1 g
Agora provemos que Ap = = — = = . Sabemos que
T

2 ey 3 g
()7

onde X éo campo de Jacobi ao longo da geodésica minimizante 7y satisfazendo
X(0) = 0 e X(y(r)) = X. Portanto, para se calcular Ap, devem encontrar um
campo de Jacobi ao longo de 7. Seja M o espago forma de curvatura k = 0 e seja
X € TyyM, com X 1v'(r). Denotemos por X(t), 0 < ¢t < r, o campo vetorial
obtido por extensdo paralela de X ao longo de 7. Entéo o campo de Jacobi Y (¢)
a0 longo de 7, com Y (0) = 0 e Y(r) = X, tem a forma: Y (t) = f(t)X(t), onde a
fungao f(t) satisfaz a equagdo de Jacobs

HEX0) = [ (327

- L1 =

f(0)=0, f(r) =1

A solucao de (x) é f(t) = t

Por outro lado, consideremos uma base ortonormal de T,y M, {X7,..., X7, 86 [
paralela ao longo de . Entao X; = f(t)Xi(t) sdo campos de Jacobi com Xi(r) =

" X;. E usando a férmula H(p)(X;, X;) = I.(X;) e a definicao de Ap obtemos:

n—1]

Ap = ) H(p)(X;, X:)

12



Aplicagao-3
Proposigao 3. Seja M uma variedade riemanniana completa com Ric(M) > 0.
Seja P € M e p(z) = d(z, P). Entéo

n—1
/ pAsoS/ @,
M M p
onde ¢ € C§*(M), ¢ > 0.

Esta proposicio, de modo sucinto, afirma que em M vale a desigualdade

Apgn—

, no sentido das distribuigoes.

Demonstragao: Seja Q = expp(Ep), onde Ep = expp (M \ Cut(P)). Entdo
temos M = QU Cut(P). Como ¢ € Cg°(M), com ¢ > 0, e Cut(P) tem medida

nula, entao podemos afirmar:

/ pAp = / pAp.
M Q

Sabemos que cada raio partindo da origem em Tp M, intersecta OEp, em, no
p P 3 3 )
méximo, um ponto. Ou seja, Ep é um dominio estrelado. Logo podemos construir
uma familia de dominios estrelados diferencidveis F, C Ep, tais que lin(x) E% = Ep,
€—

istoé, U E% = Ep.
’e>0 p i

0
Seja, Q. = expp(Ep). Entdo a forma estrelada de Ep implica que Bp >0
Ve

sobre Q.. E desde que p é diferenciavel sobre Q. C §, nés podemos aplicar a
férmula de Green II para obter:

0
/pAw = /soAp—/ wap
Qe £2 17,97 Ve
< / PAp.
Qe

E usando a Proposicao 2 chegamos em / pAp < /
Qe

n—1
e P

. Logo, fazendo

¢ — 0 concluimos:

13



n—1 n—1
/pAs0=/pAsOS/ <;.=/ p.
M Q Q p M P

]
Aplicagao-4

Proposigao 4. Seja M™ uma variedade riemanniana completa com Ric(M) > 0.
Entao

VolB,(p(z) + 1)
(p(z) +1)"

VolB.(1) >

bl

onde p(z) = d(z, P) e P é um ponto fixo de M.

Demonstragao: Seja £ um ponto qualquer de M e seja o a distancia a z, isto
é, 0(y) = d(y, z). Denotemos por B,(t) a bola geodésica com centro z e raio t.

Provemos, primeiramente que a funcdo definida por F(t) = t"VolB,(t) é
decrescente para t > 0. Com efeito, sendo

Ac® = Ago = 20A0 + 2 (grad o,grad o) = 200 + 2,

temos, pelas proposigoes 2 e 3 que Ag? < 2(n — 1) + 2 = 2n, no sentido das
distribuigdes. Logo,
. Ac? < 2nVolB,(t). (3.1)
Bz (t)

Por outro lado, pelo teorema da divergéncia temos:

Oc?
e 99 _ ovol(dB.(t
Bz (1) g /an(t) or ol(8B,(t))
OV ol B,(s)
= QtTls:t-

Agora, colocando V(t) = VolB,(t), nés obtemos a partir de (3.1) que
2tV'(t) < 2nV (t).

14



Segue-se que tV'(t) < nV(t), o que equivale a:

i e e %(t‘”\/(t)) 1

Com isto concluimos que F'(t) =t "VolB,(t) é decrescente.
Em virtude deste resultado deduzimos que

VolB.(1) > t "VolB,(t),

parat > 1.
E fazendo t = p(z) + 1, obtemos:

VolB;(1) > (p(z) + 1) "VolB;(p(z) + 1),

donde vem que

VolB,(p(z) + 1)
1

haica a0

@
Aplicagao-5

Proposigao 5. Seja M™ uma variedade riemanniana completa e nao compacta,
com Ric(M) > 0. Entéo para qualquer P € M e R > 1, vale a desigualdade:

=1
- VolBp(2(R + 1)) > (—2—;-) VolBp(1),
onde Bp(r) € a bola geodésica de centro P e raio r.

Demonstracao: Seja 7o um ponto de dBp(R). Segue-se que d(P,zg) = R. Se
p(z) = d(z, ), entao, -

Ap? = App = 2pAp + 2 (grad p,grad p) = 2pAp + 2.
Desde que, por hipétese, Ric(M) > 0, entao podemos aplicar a Proposigao 2 para

obter Ap? < 2(n — 1) + 2 = 2n, em qualquer ponto x em que p seja diferencidvel.
E pela demonstracao da Proposicao 3 deduzimos:
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/McpAp2§2n/M<p, com ¢ € CF(M),p 2 0. (3.2)

Esta ultima desigualdade também vale para qualquer funcéo de Lipschitz ¢ = U
com suporte compacto, desde que qualquer funcao deste tipo pode ser aproximada

em C°(M), por fungoes nao-negativas pertencentes & O LM ).
1,se0<t<R-1,

: L

Agora seja () = ¥(p(z)), onde P(t) = §(R+ 1-f),se—-1<i= R+1,
0,set > B+ 1.

Entao @ é de Lipschitz e sup ¢ ¢ By (B+1) Pela Férmula de Green I temos:

/ pAp? = - / V.Vp' =
M Bzo(R+1)

= -2 Y (p(@))pIVel*

B,O(R+1)

Sendod)(t):%(R-i—l-—t), seR—1<t<R+1e1l)(t)=1, se -t %

I
R — 1, entdo ¥/ (p(z)) = = ol g B (B A1) B, (R—1)e Y (p(z)) = 0 se
¢ € Bz, (R—1). Além disso, temos que |Vp|? = 1. Logo,

S f eIVl =

Buzo(R+1 / Bag(R+1)\Bag(R-1)

> (R - 1)Vol[Bz(R+1)\ Baso(R— 1))

Logo [ ¢s* 2 (R—1VollBao(R 1)\ Bzo(R — D]

Usando esta tltima desigualdade combinada com (3.2) deduzimos:

(R—1)Vol[By(R + 1)\ Bao(R - -4 3| =
M
- 9 = (R :
n /BZO(RH)@ < 9nVolByo(R +1)

Como M ndo é compacta, entao Bell) & Bl + TS B R Segue-se que
9nVolBs,(R+1) 2 (R— 1)VolBp(1). Também temos que

16



Bp(2(R+ 1)) D By (R +1).

Portanto, concluimos:

R__1>¥QJBPO)
T

VdBA%R+1»2(

Uma consequéncia imediata da Proposigao 5 é o seguinte corolario:

0

Uma variedade riemanniana M, completa e nao compacta, com Ric(M) >

tem volume infinito.
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Apéndice

Teorema da Divergéncia. Seja M uma variedade riemanniana orientada, com-
pacta com bordo OM. Se X é um campo de vetores C! em M, entao:

dideMz/ (X,v)dA,
M aM

onde dM é o elemento de volume de M, dA é o elemento de volume de OM e v
¢ a normal unitdria exterior ao Iongo do bordo de M.

Q30 conseguéncias deste teorema as conhecidas formulas de Green, que enun-

ciamos a seguir. [2]

Férmula de Green I: Seja f : M = R € C*(M),h: M - RE CY(M), com ao
menos uma delas com suporte compacto. Entéo

fM (hAS + (Vf,Vh)}dM = 0.
Se ambos, f e h, sao C?, entao:

/ (hAf — fARYdM = 0.
M

Observagao: Para provar esta férmula use o Teorema da Divergéncia para X =

h grad f =hVf,e definigao Ag = div grad g.
. Férmula de Green II: Dados M,v como no teorema da divergéncia, sejam f e

h fungdes tais que f € C%(M), h € C'(M) e, ao menos, uma delas tenha suporte
compacto. Entéo

/ (hAS + (grad f,grad h)}dM = / h (v, grad f)dA.
M oM

Se ambos, f e h, sdo C?, entao

/M{hAf _ fAR}dM = /aM{h(v,grad f) — f (v, grad Ry} dA.

18
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