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RESUMO

O presente trabalho tem como principal objetivo mostrar que o método Wentzel, Kramers,
Brillouin (WKB) pode ser utilizado em conjunto com o formalismo do Position dependent
translation operator (PDTO) para obter as energias corretas para os casos do potencial de um
poco quadrado infinito e do potencial harmonico. Para isso, foi necessério introduzir de forma
breve o formalismo usual da mecénica quantica e o método WKB neste mesmo formalismo. Em
seguida, fizemos uma introdu¢ao ao formalismo do PDTO e o método WKB modificado para
este formalismo. Por fim, aplicamos tudo o que foi discutido para os casos do potencial de um
poco quadrado infinito e do potencial harmdnico, ambos em um espaco deformado, obtendo,
assim, as energias esperadas, mostrando que o método WKB € uma alternativa vidvel para obter
as solucdes de uma equagdo tipo Schrodinger no formalismo do PDTO, podendo ser aplicado

para outros problemas em trabalhos futuros.

Palavras-chave: método WKB; formalismo do PDTO; pogo quadrado infinito; potencial

harmonico.



ABSTRACT

The main objective of the present work is to show that the Wentzel, Kramers, Brillouin(WKB)
method can be used together with the Position dependent translation operator (PDTO) formalism
to obtain the correct energies for the cases of the potential of an infinite square well and the
harmonic potential. For this, it was necessary to briefly introduce the usual formalism of quantum
mechanics and the WKB method in this same formalism. Then, we made an introduction to
the PDTO formalism and the WKB method modified for this f ormalism. Finally, we apply
everything discussed for the cases of the potential of an infinite square well and the harmonic
potential, both in a deformed space, thus obtaining the expected energies, showing that the WKB
method is a viable alternative to obtain the solutions of a Schrodinger-like equation in the PDTO

formalism, which can be applied to other problems in future works.

Keywords: WKB method; PDTO formalism; infinite square well; harmonic potential.
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1 INTRODUCAO

No fim do século XIX e inicio do século XX, Planck apresentou a comunidade
cientifica resultados que iriam mudar os rumos da fisica, pois, a partir daquele ponto, nasceu
a Fisica quantica. Até aquele momento a ideia geral, de acordo com a teoria cléssica, dizia
que a energia era transmitida de um sistema para outro de forma continua. A teoria de Planck
era revoluciondria, pois a hipdtese de Planck dizia que, na natureza, a energia era emitida ou
absorvida em quantidades minimas e discretizadas denominadas guanta. Com esta teoria, Planck
conseguiu desenvolver um modelo matematico que concordava com os resultados experimentais
obtidos para a radiacdo de corpo negro e como consequéncia, resolveu um dos problemas que
estavam em aberto na sua época.

Em 1905, Einstein buscava explicar o efeito fotoelétrico que havia sido descoberto
pelo fisico Heinrich Hertz em 1886. Para isto, ele estendeu as hipdteses propostas por Planck e
propds que a radiacio era quantizada, assim a radiac@o passaria a ser tratada como um conjunto
de pacotes de energia e esses pacotes teriam uma energia discretizada dependente da frequéncia
da radiacdo. Com essa proposta, Einstein conseguiu explicar o efeito fotoelétrico de forma
satisfatdria e colaborou para difundir a teoria dos quanta.

A Mecanica Quéantica é uma das teorias mais bem sucedidas da fisica de modo
que os avangos nessa drea continuam a existir até hoje. Um dos avangos mais recentes é o
desenvolvimento da teoria da mecanica quantica ndo-aditiva a partir do formalismo do operador
de translacdo dependente da posi¢do,em inglés position dependent translation operator (PDTO),
para sistemas quanticos. Essa teoria foi idealizada com o objetivo de entender os efeitos da
métrica do espaco na teoria quantica.

O formalismo do PDTO tem sido muito utilizado no meio cientifico para estudar
problemas envolvendo uma massa efetiva dependente da posi¢cao, como pode ser visto nos
artigos (BARBAGIOVANNI; FILHO, 2014) e (BARBAGIOVANNI et al., 2015), e materiais
bidimensinais, como pode ser visto nos artigos (AGUIAR et al., 2020) e (FILHO et al., 2021).
Portanto, devido a visibilidade deste formalismo, foi pensado em estudar o método Wentzel,
Kramers, Brillouin (WKB) para ser utilizado em conjunto com o formalismo do PDTO em busca
de alternativas para solucao de problemas envolvendo mecanica quantica.

Nesse sentido, o presente trabalho visa desenvolver de forma breve a base tedrica
necessdria para o entendimento do mesmo, bem como aplicar o método WKB em conjunto com

o formalismo do PDTO para os problemas do po¢o quadrado infinito e do potencial harmonico.
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2  FORMALISMO DA MECANICA QUANTICA

A mecanica quantica surgiu durante o fim do século XIX e inicio do século XX.
Neste periodo, os fisicos acreditavam que a Fisica estava muito proxima de ser uma drea do
conhecimento completa, restando poucos problemas para serem solucionados. Um desses pro-
blemas dizia a suposta existéncia do éter, que seria 0 meio no qual as ondas eletromagnéticas
se propagariam. A teoria do éter foi aos poucos sendo deixada de lado apds o experimento de
Michelson-Morley obter a primeira grande evidéncia contra a esta teoria, dando espago para
o surgimento da teoria da relatividade de Einstein. O outro problema estava relacionado com
as discrepancias entre os dados experimentais e as teorias classicas, na tentativa de explicar a
emissdo de radiacdo pela matéria, fato que ficou conhecido como catastrofe do ultravioleta (NUS-
SENZVEIG, 2014). Este problema proporcionou o desenvolvimento do que hoje é conhecido

como mecanica quantica.

2.1 Introducio histérica
2.1.1 Problema da radiacdo do corpo negro

De acordo com a visao cldssica, a radiac@o térmica € emitida por cargas elétricas de
um corpo oscilando em diversas frequéncias. Considerando que os constituinte do corpo eram
osciladores harmonicos cldssicos, se este corpo fosse aquecido, os seus constituintes emitiriam
energia de forma continua e, portanto, a intensidade de radia¢do /(v) seria sempre crescente em
relacdo a frequéncia e tenderia ao infinito para frequéncias muito altas. Contudo, os resultados
obtidos experimentalmente nao concordavam com essa conclusdo.

Em 1900, o fisico Max Planck apresentou um modelo matematico, que foi idealizado
por ele, que se ajustava perfeitamente aos dados experimentais obtidos na época. Este modelo
tinha como base duas hipéteses:

1. As particulas oscilantes deveriam ter apenas determinadas quantidades de energias, em
valores discretos, dadas por

E, =nhv , (2.1)

onde n € um nimero inteiro positivo, & € a constante de Planck e v € a frequéncia da

radiagdo emitida.
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2. As particulas emitem ou absorvem radiacdo em quantidades discretas, denominadas
quanta.

Assim, esta nova teoria se contrapde a teoria cldssica, ja que as energias dos osci-

ladores sdo restritas a multiplos inteiros de Av. Com este modelo Planck conseguiu resolver o
problema do corpo negro. Contudo, Planck e outros cientistas ndo acreditavam que o quantum
fosse real, apenas achavam que era um artificio matematico para resolver o problema. Planck
também considerava que essa solucdo era, na verdade, um ato de desespero, pois ele era extrema-
mente conservador no que diz respeito as teorias cldssicas da fisica. A partir do problema do
corpo negro, iniciou-se uma série de discussoes a respeito da validade da teoria cldssica na escala
atdmica e para muitos este problema € considerado como o marco inicial da teoria quantica na

Fisica.

2.1.2 Efeito fotoelétrico

Um outro problema que ndo era bem explicado somente com a Fisica cléssica e
teoria ondulatéria da luz era o do efeito fotoelétrico. O efeito fotoelétrico € a emissdo de elétrons
por um material, geralmente metédlico, quando exposto a uma radiacdo eletromagnética (como a
luz). Com a teoria cldssica, acreditava-se que esse efeito poderia ser atribuido a transferéncia de
energia da luz para um elétron. Assim, era esperava-se que uma mudanga na intensidade da luz
induziria mudancas na energia cinética dos elétrons emitidos. No entanto, o que os resultados
experimentais mostravam era que os elétrons sdo emitidos apenas quando a luz excede uma certa
frequéncia, chamada de frequéncia de corte. Para explicar o fato de que a luz pode ejetar elétrons
mesmo com sua intensidade baixa, Albert Einstein estendeu a teoria de Planck e considerou que
a radiacdo era quantizada. Assim, a radiag@o eletromagnética passou a ser tratada como um feixe
de pacotes de energia. Alguns anos depois seria confirmado que esses pacotes de energia, ou
quanta, eram na verdade um conjunto de uma determinada particula elementar que, em 1926, foi
chamada de féton pelo cientista Gilbert Lewis.

Assim, quando a radiacio incide no metal, ocorre a interacao entre fotons e elétrons.
Caso o elétron absorva a radiacio, ele sai do material com a energia que recebeu. Caso contrario,
ele permanecerd no material. Uma consequéncia imediata disso foi a expressdo matemadtica para

a energia de um f6ton, que ficou conhecida como relagdo de Planck-Einstein e é dada por:

E=hv, (2.2)
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onde h é conhecida como a constante de Planck. Esta expressdo significa que cada féton pode
atingir apenas um elétron e fornecer energia 2v. O trabalho de Einstein sobre o efeito fotoelétrico
lhe rendeu o prémio nobel em 1921.

Com tudo isso, o pensamento de que uma teoria quantica da matéria era necessdria
foi ganhando for¢a no meio cientifico e vdrios cientistas passaram a desenvolver o formalismo

matematico da mecanica quantica.

2.2 Formalismo matematico

Na mecénica cldssica, o principal objetivo € determinar a posi¢cdo de uma particula
em qualquer instante de tempo dado, ou seja, determinar a posi¢do em fungio do tempo, x(7).
Com essa informac@o, podemos obter a velocidade (v = dx/dt), o momento (p = mv), a energia
cinética (E. = p?/2m) ou qualquer outra grandeza dinimica de interesse. Para determinarmos
x(t) utilizamos as leis de Newton e, considerando sistemas conservativos, o fato de que a forga
pode ser expressa como a derivada de um potencial (F = —dV /dx) (NUSSENZVEIG, 2013)
(FEYNMAN et al., 2011).

Na mecanica quantica, por sua vez, o que buscamos sdo as chamadas fun¢des de
onda da particula (y(x,7)) e também os observaveis fisicos (H, X, P e etc). Para obter a fungdo
de onda, é necessario resolver a chamada equagdo de Schrodinger unidimensional dependente

do tempo (GRIFFITHS, 1960):
ih—=———=>+Vy, (2.3)
m dx

onde i € a unidade imagindria, % € a constante reduzida de Planck e m a massa da particula.

A equacdo de Schrodinger desempenha um papel na mecanica quantica muito
semelhante ao da segunda lei de Newton na mecénica cldssica. A fun¢do de onda necessita de
uma interpretacio estatistica em que |y|? é densidade de probabilidade e a probabilidade de

encontrar a particula na posi¢do X, no instante t, ¢ dada pela seguinte integral:
b 2
/ |w(x,t)|“dx = probalidade de encontrar a particula entre a e b no instante t. (2.4)
a

Com a interpretacdo estatistica surge uma indetermina¢ao dentro da mecanica quan-
tica, ou seja, nao € possivel prever com exatidao onde a particula estava antes da medida. A

mecanica quantica nos fornece apenas a informacao estatistica sobre os resultados possiveis.
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2.2.1 Espago de Hilbert

A teoria quantica se baseia em duas construgdes principais: func¢des de onda e
operadores. A fun¢do de onda representa o estado do sistema de interesse e os operadores
representam os observdveis fisicos. As fun¢des de onda sdo elementos de um espago vetorial e
os operadores agem sobre elas como transformacdes lineares. Portanto, a linguagem utilizada na
mecanica quéntica é a dlgebra linear. E importante lembrar que, para a interpretacio estatistica

fazer sentido fisicamente, a funcio de onda deve estar normalizada, ou seja,

| weoPax=1. 23

ja que a particula necessariamente tem que estar em algum lugar do espaco (GRIFFITHS,
1960). O conjunto de todas as fungdes quadrado-integraveis (| ab | £ (x)|*dx < o), em um intervalo
especifico, constitui um espago vetorial conhecido na fisica como espaco de Hilbert. Assim, as
funcdes de onda existem no espaco de Hilbert. Definimos o produto interno de duas funcdes de

onda, y(x) e 0(x), da seguinte forma (COHEN-TANNOUDII et al., 2019):

b
(wl6) = | w0 o(dx. 2.6)
a
Se y e 0 estdo no espago de Hilbert, entdo o produto interno de ambas certamente

existe. E importante notar que

(8ly) = (wl]6)", (2.7)

isso é esperado ja que o espago de Hilbert € construido sobre o corpo dos complexos. Duas
fungdes serdo consideradas ortogonais se o produto interno de ambas for igual a 0. Um conjunto
de funcgdes, {y;,}, serd ortonormal se as funcdes forem normalizadas e mutuamente ortogonais,

ou seja, se obedecem a seguinte relagdo:

(Y| Wn) = Omn , (2.8)

onde 8, é a delta de Kronecker.
Por tdltimo, um conjunto de func¢des serd chamado completo se qualquer outra fungdo

no espago de Hilbert puder ser escrita como uma combinacio linear delas, de modo que:
y(x) =) caV(x). (2.9)
n=1

Considerando que as fungdes {y;, } sejam ortonormais, os coeficientes ¢, sdo dados
pela seguinte equagao:

cn = (VnlW) . (2.10)
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2.2.2 Observdveis e Medicoes

Como foi dito anteriormente, na mecanica quantica, além das funcdes de onda, tam-
bém sdo necessarios os operadores. Uma classe especifica de operadores, chamados hermitianos,
¢ particularmente Util na teoria quantica, pois os observaveis fisicos sdo representados por opera-
dores hermitianos. Uma medicao de uma quantidade fisica em mecanica quantica é representada
pela aplicacdo de um observdvel A em um autovetor |w,,) deste operador (COHEN-TANNOUDIJI

et al., 2019). Assim obteremos uma equacao de autovalor dada por:

Alya) = anlyn) , (2.11)

onde a,, sdo os autovalores de A.

Consideremos, por simplicidade, que os autovalores a, sdo ndo degenerados, ou seja,
cada autovalor a, estd associado com um dnico autovetor |y,). Cada autovalor representa, entdo,
um resultado possivel de um medicio dessa quantidade fisica representada por A. O valor médio

ou esperado de um observdvel A pode ser expresso por:

A~

(wlA|y) =(A) , 2.12)

considerando que |y) seja um estado normalizado.

2.3 Postulados da Mecanica Quantica

A mecénica quantica € tradicionalmente abordada em termos de postulados e nesta
secao serao apresentados estes postulados. Os postulados sao (COHEN-TANNOUDIJI et al.,
2019):

— 1° Postulado: Em um tempo ty, o estado de um sistema fisico é definido especificando o ket
|w(to)) pertencente ao espago de Hilbert.

— 2° Postulado: Toda quantidade fisica “A” mensurdvel é descrita por um operador her-
mitiano A que atua no espago de Hilbert. Esse operador é um observdvel. Exemplos: P
(momento linear), X (posi¢do), H (energia) e L (momento angular).

— 3° Postulado: A unica possibilidade de medicdo de uma grandeza fisica “A” é um dos
autovalores do observdvel A correspondente.

— 4° Postulado:

— Caso discreto ndo degenerado: Quando uma grandeza fisica “A” é medida em

um sistema cujo o estado |y) é normalizado, a probabilidade P(ay) de se obter o
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autovalor ndo degenerado “a,” correspondente ao operador A é:

P(an) = [ (wa|w) |*, (2.13)

onde |y,) € o autovetor associado a ay,.
— Caso discreto degenerado: Quando uma grandeza fisica “A” é medida em um sistema
cujo o estado |y) é normalizado a probabilidade P(ay) de se obter o autovalor

degenerado “a,” correspondente ao operador A é:
8n . )
Plan) =Y. [{w|w) 1%, (2.14)
i=1

onde g, é o grau de degenerecéncia de ay e { ’l,l/,’?> } € o conjunto de autovetores
ortonormais associados a a,.

— Caso continuo nao degenerado: Quando uma grandeza fisica “A” é medida em um
sistema cujo o estado |y) é normalizado a probabilidade dP(a.) de se obter um

,

resultado entre os valores “a” e “ot+do” é:
dP(a) = | (ya|y) |*da (2.15)

onde |Yy) é o autovetor associado a Q.
— 5° Postulado: Se a medi¢cdo de uma grandeza fisica “A” em um sistema |y) resultar em
“a,”, o estado do sistema logo apds a medi¢do é a normalizagcdo da projecdo de |y) no

subespago dos estados com autovalor “a,”:

B
v = i , (2.16)
(WP lv)
onde B, é o operador projetor.
— 6° Postulado: A evolugdo temporal de um estado |y) é governada pela equagdo de

Schrodinger:
L d N
ih—|w(t)) = H(@) () , (2.17)
onde A (t) é o observével associado com a energia total do sistema.
Com estes postulados e a dlgebra linear, € possivel descrever os sistemas fisicos de
forma satisfatoria. Exemplos de sistemas fisicos: Oscilador harménico quantico, sistemas de

dois niveis, spin 1/2 e o dtomo de hidrogénio.
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3 METODO WKB

O método WKB (GRIFFITHS, 1960) € uma técnica para encontrar as solucoes
aproximadas da equagdo de Schrodinger independente do tempo em uma dimensado (podemos
utilizar a mesma ideia bdsica para resolver outros tipos de equacdes diferenciais e para a parte
radial da equacao de Schrodinger em trés dimensdes). Esse método € especialmente ttil no
célculo de energias de estados ligados e nas taxas de tunelamento por meio de barreiras de
potenciais.

A ideia do método € a seguinte: considere uma particula de energia E que se move

por uma regido em que o potencial V (x) é constante. Se E >V, a fun¢io de onda tema a forma

v(x) =Aet™ com k = \/2m(E —V) /h. (3.1)

O sinal positivo indica que a particula estd se movendo para a direita, € 0 negativo
significa que ela estd indo para a esquerda (a solucdo geral € uma combinacgdo linear dessas
duas solugdes). Nesse caso, a funcdo de onda € sinusoidal com um comprimento de onda
(A =2m/k) fixo e amplitude imutdvel (A). Agora, supondo que V (x) ndo seja constante, mas
que varie lentamente em comparagao com A, fazendo com que o potencial seja praticamente
constante sobre uma regido contendo muitos comprimentos de onda. Entdo, € 16gico supor que
Y permaneca praticamente sinusoidal, mas com o comprimento de onda e amplitude variando
lentamente com x. Essa € a inspiracao por trds da aproximagdo WKB.

Pelo mesmo motivo, se E <V (e V € constante), entdo Y tem uma forma exponencial

v(x) = Ae™™, com k = \/2m(V — E) /h. (3.2)

E se V(x) ndo é constante, mas varia lentamente em comparac¢ao com 1/x, a solu¢do
permanece praticamente exponencial, mas com A e k sendo fung¢des que variam lentamente com
X.

Porém, existe um lugar onde o método esta fadado ao fracasso, e esse lugar fica nas
proximidades de um ponto de retorno cldssico, em que E =~ V. Nesses pontos de retorno, 4
tende ao infinito, de modo que V(x) passa a ndo variar lentamente em comparacéo a ele. A
manipulacdo adequada dos pontos de retorno é o aspecto mais dificil da aproximacdo WKB,

embora os resultados finais sejam simples de afirmar e faceis de serem implementados.
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3.1 A regiao classica
A equacgdo de Schrodinger independente do tempo,

—_hzdzllf(x)
2m  dx?

V() = Ep(n), (3.3)

pode ser reescrita da seguinte forma:

d2 2
d";§x> =T, (3.4)
em que
p(x) =+/2m[E -V (x)] (3.5)

€ a formula cléssica para o momento de uma particula com energia total £ e com uma energia
potencial V(x). A regido classica é justamente a regido em que E > V(x), de modo que p(x) é
real. Na regido cldssica, ¥ € uma funcdo complexa e podemos expressa-la em termos de sua

amplitude, A(x), e de sua fase, ¢(x). A(x) e ¢(x) sdo ambas reais. Assim, temos que:
v(x) =A(x)e®W (3.6)

Tomando a primeira e a segunda derivada em relacdo a x, encontramos que

dy(x)

= (A’ +iAg")e®) | (3.7)

d*y(x)
dx?

= [A" +2iA’ 9" +iA¢" — A(¢')?]e 0 (3.8)

onde o ap6strofe foi utilizado para indicar a derivada em relacdo a x.

Substituindo as equagdes (3.8) e (3.6) na equacgio (3.4), temos:

2
A" £ 2A Y +iAY" — A(¢')? = — % : (3.9)

Isso equivale a duas equagdes reais, uma para a parte real e a outra para a parte
imagindria. Para a parte real:
AT —A(¢)? = —A‘”—2 — A" =A [(¢>’)2 — —2} (3.10)
= A = . .

Para a parte imagindria:

24'9' +A¢" =0 = (A%9') =0. (3.11)
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As equagdes (3.10) e (3.11) sdo inteiramente equivalentes a equacio de Schrodinger

original. Resolvendo a segunda equacdo, temos que:

A2 =C = A= (3.12)

Ve
onde C é uma constante real. A primeira equacao (3.10) ndo pode ser resolvida, entdo, utiliza-
remos uma aproximacao: pressupomos que a amplitude A varie lentamente, assim, o termo de
A" & desprezivel, em outras palavras, A” /A é muito menor que (¢')? e que p?/h%. Com essa

aproximacao, podemos descartar o lado esquerdo de (3.10) ficando somente com

2
n_pP_ 49 _ . p
(¢7)" = P =t (3.13)
€, portanto,
1
o(x) = :Izg/p(x)dx. (3.14)

Qualquer constante pode ser absorvida em C, de modo que a fun¢do de onda y se

torna
_C i pWdx

, (3.15)
p(x)

y(x) =
e a solugdo geral (aproximada) serd uma combinacdo linear de dois termos, um com cada sinal.
E importante observar que agora C pode ser complexa e que, portanto, a probabilidade

de encontrar uma particula no ponto x € dada por
y)P =, (3.16)

e essa probabilidade € inversamente proporcional a0 momento da mesma.

3.2 A regiao nao classica

Até aqui foi considerado o caso onde E >V, portanto p € real. Mas podemos utilizar
0 mesmo raciocinio para escrever o resultado correspondente a regido nao cldssica (E < V). O
resultado € semelhante ao da equagdo (3.15) s6 que agora p € imaginario:
v(x) = Lei%f\P(Xﬂdﬁc _ (3.17)
|p(x)|
Consideremos, por exemplo, o problema do espalhamento de uma barreira retangular

com uma ondulagdo em cima, conforme a Figura 1.
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Fix) A
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-~ f} — f
] ¢l :—1.

Figura 1 —Problema do espalhamento de uma barreira retangular com uma ondulagao em cima.
Neste gréfico, A representa a amplitude da onda incidente, B € a amplitude da onda refletida e F
¢ a amplitude da onda transmitida. O potencial V (x) é igual a zero parax < 0 e x > a e possui
uma forma ondulada para O < x < a. Fonte: (GRIFFITHS, 1960)

Considerando a regido em que x < 0, temos que:
¥(x) = Ae™ 4 Be ™, (3.18)

em que A é a amplitude da onda incidente, B € a amplitude da onda refletida e k = v/2mE /h.

Considerando a regido em que x > a, temos que:
w(x) = Fe™, (3.19)

em que F € a amplitude da onda que foi transmitida, com a probabilidade de transmissao sendo

dada por
_|FP?

T—1 .
A2

(3.20)

Ja na regidao de tunelamento, em que 0 < x < g, a aproximacdo WKB fornece

C

= mexp{%/ox|p(x')|dx’}+\/%exp{—%/ox|p(x’)|dx'}. (3.21)

3.3 Formulas de conexao

Até entdo, os resultados obtidos sdo razoavelmente precisos. Contudo € interesssante
estudar o que acontece nos pontos de retorno (E = V), em que a aproximagao WKB falha. Para

tal consideraremos o problema do estado ligado, ilustrado na Figura 2.
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Vix) 4

E -

"

Regido classica

Figura 2 —Ilustra¢do do problema do estado ligado. Neste gréifico estdo representadas as regides
classica e ndo cldssica. A regido cldssica é a regido em que E > V(x). A regido ndo cldssica é a
regifio em que E < V(x). Os pontos de retorno sio os pontos em que E = V/(x) e nestes pontos a
amplitude da funcio de onda vai para infinito. Fonte: (GRIFFITHS, 1960)

Para simplificar, mudaremos os eixos de forma que o ponto de retorno onde o

potencial é crescente ocorra em x = 0, conforme a Figura 3.

Potencial
linearizado

A Vix) \

Ponto de
retorno

Regido
de ajuste

X

Regido classica ()} Regido ndo classica

Figura 3 — Aqui temos uma visao ampliada do ponto de retorno da direita onde o potencial é
ascendente. O grafico foi deslocado, em comparacao com da Figura 2, de modo que o ponto
de retorno fosse para x = 0. A regido em que vale a aproximagdo do pontencial linearizado é
chamada de regido de ajuste. Dentro do intervalo da regido de ajuste, a regido cldssica ocorre em
x < 0 e aregido ndo cldssica ocorre em x > 0. Fonte: (GRIFFITHS, 1960)
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Considerando a aproximacao WKB na regido de ajuste, temos

w(x) = ;(x) {Bexp {% / ’ p(x/)dx'] +Cexp {—% / ’ p(x’)dx’] },sex<0, (3.22)

ou

y(x) = Dexp [—%/Ox|p(x’)|dx’},sex>0. (3.23)

p(x)]

O potencial V(x) permanece maior do que E para todos x > 0, portanto podemos
excluir a parte com sinal positivo para o caso nao cldssico, ja que a exponencial diverge nessa
regido. O problema € que, na aproximagdo WKB, a funcio de onda vai para infinito na vizinhanga
do ponto de retorno. Para resolver esse problema iremos definir uma fun¢do de onda de ajuste
(V) que atravesse o ponto de retorno e, portanto, junte a fun¢éo de onda na regido cldssica com
a func¢do de onda na regido nao classica.

Como s6 precisamos da funcdo de onda de ajuste na vizinhanca da origem (ponto de

retorno), podemos expandir o potencial até primeira ordem, obtendo entdo:
V(x)XE+V'(0)x. (3.24)

Agora podemos resolver a equagio de Schrodinger para esse V(x). Assim, temos

que:
—1? d*y, / d>y, 3
am al [E+V'(0)x]y, =Ey, = 2 =AY, (3.25)
’ 1/3 .
em que o = [E—TV’ (0)] . Definindo z = ax, podemos reescrever a equacao (3.25) como:
d*y,
d—Zz =2VYp. (3.26)

A equacdo (3.26) é chamada de equacao de Airy, e as solu¢cdes sao chamadas de
funcdes de Airy. Como a equagdo de Airy € uma equacio diferencial de segunda ordem, entdao
existem duas fungdes de Airy linearmente independentes, Ai(z) e Bi(z). A solugdo geral de v, é

uma combinagao linear dessas funcdes, logo:
v, (x) = aAi(ax) + bBi(ax) , (3.27)

onde a e b sdo constantes.
As propriedades das funcdes de Airy que serdo tteis para o problema sao as formas
assintéticas das fungdes. Sao elas:

1 ~253/

~N — ,Z3/2
27l 4¢ 3, paraz > 0. (3.28)

. 2 1 2
Ai(z) e Bi(z) ~ We
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1 . |2 /4 ) 1 2 /4
E sin {g(—z)yz + Z} e Bi(z) ~ NI cos {g(—z)yz + Z} , para z < 0.

Ai(Z) ~ \/E(T
(3.29)

Com as expressoes de Y, de Y na regido classica e de ¥ na regido nao cldssica em
maos, é possivel fazer a sobreposicao das fun¢des (Figura 4) para obter a expressao final das
formulas de conexdo. Nas regides de sobreposicado, a equacgado (3.24) se mantém, e, portanto,

p(x) é dado por

% YWKB

% ) % ;§
L 2
.. Ponto de

Sob icdo 1 Sob icdo 2
obreposicdo retorno obreposicdo

Vwks

VAN
Y
VAAAAAAA

A

=Y

Regido de ajuste

Figura 4 —Representacao grafica da regido de ajuste e as zonas de sobreposicao 1 e 2. A sobre-
posi¢do 1 representa a sobreposi¢do da fungdo v, e da fung¢do Yy p classica. A sobreposigdo 2
representa a sobreposi¢ao da fungdo ), e da fun¢ao Yy p nio classica. Fonte: (GRIFFITHS,
1960)

p(x) = \/2m[E —E —V'(0)x] = ha®/>\/—x . (3.30)

Para a regido de sobreposic@o nao cldssica:
Nt 32 [ 2 3/2
/O \p(x')|dx’ = hot /0 Valdx = Jh(ex)’?. (3.31)
Logo, a fun¢do de onda na regido ndo classica pode ser escrita como

-~ D 2 ()32
Vi) = N (@ (3.32)
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Utilizando a forma assintética das fungdes de Airy para z > 0, temos

a 7%(006)3/2 b %(ax)3/2

Wp(x) = 2w (ax) A ()4

Fazendo uma comparacdo das equagdes (3.32) e (3.33), vemos que

4r
=4\/—Deb=0. 3.34
a ah © ( )

Agora podemos utilizar o mesmo procedimento para a regido de sobreposi¢ao

(3.33)

classica. Nessa regido p(x) é dado por:

0 / ! ~ 2 3/2
/x p(x")dx' = gh(—ax) , (3.35)
e a fungdo de onda WKB ¢é
~ 1 i2(—ax)¥? | i (—ax)}?
w(x) = Ve ()1 [Be g +Ce™"3 ] : (3.36)

Utilizando a forma assintética das fungdes de Airy para z < 0 e lembrando que

b =0, temos

~ a . 2 _ 3/2 T
Vp(x) = ) sin [3( ox) —1—4] . (3.37)
Podemos reescrever o Y, da seguinte forma
W, (x) = 2'\/%(‘106 7 [ein/4ei§(—ax)3/2 _e—m/4e—i§(—ax)3/2] ' (3.38)
i —ox

Agora, comparando a equacgdo (3.38) com a equagdo (3.36) encontramos

. B .
4 _om4— 2 p__ "D (3.39)

2i ﬁ Vo
onde a segunda relagdo € pela equagdo (3.34), e também

2i/T Vho

onde a segunda relacdo € pela equacgao (3.34).

— C=ie"4p, (3.40)

Com todas essas informacdes apresentadas até aqui podemos construir as chamadas
féormulas de conexao, que unem as solu¢des WKB em ambos os lados do ponto de retorno. A
fun¢do de onda de ajuste ndo precisa mais ser utilizada pois ja cumpriu seu propdsito. Assim,

podemos expressar tudo em termos da constante de normalizacdo D e para deixar a solu¢do mais
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geral deslocaremos o ponto de retorno, que inicialmente estava na origem, para um ponto x;

qualquer onde o potencial seja ascendente. A funcdo de onda WKB entdo sera

2D . 1 X2 / / 71: -~ , .
y(x) = sin —/ p(x")dx' + —| , se x < xp (Regido cldssica), (3.41)
px)  LhJx 4

ou entao

D 1 rx
y(x) = —exp{ [—— | p(x')|dx'} } , se x > xp (Regido ndo cléssica). (3.42)
p(x)] hJe

E importante lembrar que toda essa construgio foi possivel considerando um ponto
de retorno onde o potencial € ascendente. Portanto, para o caso de um ponto de retorno onde o
potencial é descendente a 16gica é a mesma. Considerando o ponto de retorno com inclinagdo
descendente, temos que

D' 1
y(x) = —exp{ {——/ |p(x')|dx’] } , se x < x1 (Regido nao classica), (3.43)
|p(x)] hJx

ou entao

2D/ 1 /*
y(x) = sin [—/ p(x)dx + E] , se x > x1 (Regido classica). (3.44)
p(x) L/ 4

Esse conjunto de equacgdes (3.41), (3.42), (3.43) e (3.44) sdo as chamadas férmulas
de conexdo. Para completar a discussao sobre o método WKB € importante comentar o quanto
esse resultado € util, pois nos permite calcular (aproximadamente) as energias permitidas sem

precisar resolver diretamente a equacdo de Schrodinger.
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4 FORMALISMO DO OPERADOR DE TRANSLACAO DEPENDENTE DA POSI-
CAO
O formalismo do PDTO ¢ a base da chamada Mecéanica Quéantica ndo aditiva e tem
sido amplamente utilizado no meio cientifico para estudar problemas envolvendo uma massa
efetiva dependente da posicao e materiais bidimensinais. Esse formalismo tem como base um
operador de translacdo diferente do usual, ja que o referido operador depende explicitamente
da posicdo. Esse € o operador de translacao dependente da posi¢ao € o ponto de partida para o

desenvolvimento do formalismo que serd apresentado ao longo desta se¢ao.

4.1 Formalismo unidimensional

Considere um estado bem localizado em torno de x que pode ser alterado para um
outro estado bem localizado em torno de x + a + Yax mantendo todas as propriedades fisicas
inalteradas, onde ¥ tem dimensdo de inverso de comprimento € a representa o tamanho de uma
translacdo. Para y = 0, voltamos para uma translacao padrao (SAKURAI; COMMINS, 1995).
Para y # 0, vemos que a translagdo depende explicitamente da posicdo do sistema. Esse processo

€ matematicamente expresso por um operador de translacao Ty(a) da seguinte forma:
Ty(a) |x) = |x+a+ yax) . 4.1)

A composi¢do dos deslocamentos através de 7, em termos de duas sucessivas

translacoes infinitesimais resulta em:
T (dx')Ty(dx") = Ty(dx' + dx" + ydx'dx") . (4.2)

Isso nos mostra a caracteristica ndo-aditiva desse operador. E importante notar que o

operador inverso de Ty ¢ dado por:

£ (dx) ) =

x—dx

Outra propriedade importante de Ty € que no limite em que a translacdo infinitesimal

vai a zero, o operador Ty retorna para o operador identidade. Matematicamente, temos que:

lim 7,(dx) =1 . 4.4
A, Tyld) @4

Agora, supondo que o momentum generalizado py € o gerador de translagdo (SAKU-
RAIL; COMMINS, 1995), temos entdo que:
ipydx
h

Ty(dx) =1 — (4.5)
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Agora, gostariamos de obter a relagdo de comutagdo entre fy(dx) e X, para isso

vamos considerar as seguintes equacoes:

2Ty (dx) |x) = (x+dx + yxdx) |x + dx + yxdx) | (4.6)
e
Ty(dx)% |x) = x|x+ dx + yxdx) . (4.7)

Subtraindo a equagdo (4.7) da equacdo (4.6), obtemos a relacdo de comutagdo entre

T(dx) e £, que é dada por:
[£, Ty/(dx)] |x) ~ (1 + yx)dx|x) (4.8)

onde o erro € de segunda ordem em dx. Utilizando as equacoes (4.5) e (4.8), podemos obter a

relagdo de comutagdo entre £ e py. Temos entdo que:
(£, py] Ix) = in(1 + yx) |x) . (4.9)

Com a relacdo de comutacdo dada pela equagdo (4.9), podemos determinar também

a relacdo de incerteza entre X e p,. Utilizando o fato de que AXApy > %|([)?, ﬁy] ME

incerteza € dada por (FILHO et al., 2016):

arelacdo de

AfApy > 2(1 ) . (4.10)

Neste ponto, € importante afirmar que o operador py € Hermitiano em relacdo ao

seguinte produto escalar:
dx

1+ yx

(v]6) = v (1)6(x) . (“.11)

Onde o intervalo de integracdo depende das condi¢des de contorno do sistema que
estd sendo investigado. A partir da equacao (4.11) é possivel determinar a forma do operador

identidade, que € dada por:

E possivel determinar a expressio do operador Py no espago de posi¢do a partir da

equacdo (4.5) e da equacdo (4.12) (BRAGA, 2015). Essa expressao € dada por:

d
(x| pyly) = —in(1+ yx) <x\w> (4.13)
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Definindo Dy = (1 4 yx) %C, onde Dy € uma derivada no espago deformado, podemos
reescrever py da seguinte forma:

py= —ihDy . (4.14)

A equacgdo de movimento para um particula na representacdo de posi¢ao desse espaco

deformado corresponde a uma equacdo do tipo equagao de Schrodinger, dada por:

ih%y/(x,t) = Hyy(x,1) , (4.15)

R )
onde Hy = %l + V(x). Portanto, utilizando a equacéo (4.14), podemos reescrever a equagdo

(4.15) da seguinte forma:
e —n*
lhEII/(.X?t) = %DYW()C,Z‘) —|—V(x)l[/(x,t) . (416)

E mais conveniente expressar a equagdo (4.16) em termos de uma mudanca de

variaveis. O operador identidade sugere como deve ser essa mudanca. Assim, podemos definir

dn _ 1
dx — 1+yx’

uma varidvel 1 a partir da equagdo diferencial com a condi¢@o de contorno 1(0) = 0.

Assim, a expressao de 1 é dada por:

n= —ln(l;fyx) : (4.17)

Podemos inverter a equagado (4.17) para acharmos x em termos de 1. Assim, obtemos

que:
e’ —1

Y

(4.18)

X =

Com a mudanga de varidveis, um intervalo de [0,L] em x corresponde a um intervalo
[0,L] em 1, com L =1In(1+YL)/y. Apés a mudanga de varidveis, podemos reescrever Dy da

seguinte forma:

ddn d
Dy:(l—kyx)%d—Z:%. 4.19)

Definindo 6(n,t) = y(x(n),t) e Verr(n) =V (x(N)), podemos reescrever a equagio

(416) da Seguinte forma:
h—@(n t) = —2—2 0(” t)—|—[/ (1')9(” I) (4.20)
l Dt s D) 9112 ) eff b)) .

Assumindo que 6(n,t) = ®(n)exp(—iEt/h) e substituindo na equagao (4.20), ob-

temos que:
—h* d?

E®(n) = m dn?

D(n) + Verr(M)P(N) - (4.21)
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Note que essa € a forma mais familiar da equacdo de Schrédinger independente do

tempo, porém, dependendo de uma varidvel 11 e com um potencial efetivo Ve r.

4.2 Método WKB no formalismo do operador de translacio dependente da posi¢cao

No formalismo do PDTO, a equag@o de movimento assume a forma vista em 4.16,

onde o momentum pode ser escrito como

py(x) = (1+yx)p(x), (4.22)
e a energia total por sua vez é
1 2.2
o UFPP Ly (4.23)
2m

Agora podemos isolar p(x) para escrever uma expressdo semelhante a equagdo (3.5).

A equagdo obtida é
2m(E —V)

4.24
I+ yx ( )

p =

Seguindo o mesmo raciocinio da Secao 3, obteremos os mesmos resultados que ja

foram discutidos, apenas trocando p(x) por (1 + yx)p(x). Com tudo que foi discutido até aqui,
podemos aplicar este formalismo para alguns problemas e assim mostrar o quanto o método
WKB pode ser ttil para analisar as energias de um sistema fisico de modo a facilitar a andlise de

problemas, ja que nao € necessario resolver a equacao diferencial com este método.
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5 APLICACOES

Nessa secdo iremos tratar de alguns problemas para ilustrar a utilidade do método

WKB quando utilizado em conjunto com o formalismo do PDTO.

5.1 Poco quadrado infinito

Para o caso do pog¢o quadrado infinito com uma largura L, a equacdo de Schrodinger

¢ dada por
(1+7x)°p?
2m

Ey(x) = v(x), (5.1)

onde V(x) =0, para 0 < x < L e V(x) = oo, caso contrario. Uma ilustra¢do do potencial do pogo

quadrado infinito é dada na Figura 5.

V(x)
A |_

0 L "x

Figura 5 —Ilustra¢do do potencial de um pogo quadrado infinito de largura L. O potencial V (x)
€ igual a zero para x entre zero e L, e € igual a infinito para x menor que zero e x maior que L.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Desse modo, podemos ver que o momentum € dado por

vV 2mE
“”:1;;' (52)

Agora, aplicando o método WKB, temos que:

1 r* V2mE In (1
M@zﬁépwmfz ;l“(ij (53)




35

onde a equagdo (5.3) foi obtida a partir da equagdo (3.14), apenas trocando p(x) obtido em (3.5)

por p(x) obtido em (4.23). Como ¢ (0) =0 e ¢ (L) = nx para a fungdo de onda zerar em 0 e em

L, entdo )
V2mE In(1+yL) n?mlhy?
L = - En = . .4
o)== % = 2min(1+yL)]2 >4

Um gréfico das energias obtidas na equacgao (5.4) é exibido na Figura 6.

V(x)
=3 ]
(h—9 T
=1 """~ """ .
0 L "x

Figura 6 — Ilustracdo do potencial de um poco quadrado infinito. Aqui adotamos unidades
atomicas onde i = m = 1. Os niveis de energia(linhas tracejadas) foram obtidos considerando
Y = 0.5 e valores inteiros de n indo de 1 até 3. Fonte: Elaborado pelo autor.

Notemos que o resultado obtido mostra que as energias sdo quantizadas, como era o
esperado (FILHO et al., 2011). Também € muito importante notar que, quando ¥y = 0, as energias
retornam para o caso padrao das energias para um pog¢o quadrado infinito, que sdo dadas por:

2252
n“m°h
Ey=——5. (5.5)
2mL
Um gréfico das energias obtidas na equagdo (5.5) € exibido na Figura 7 para servir de comparacdo
com a Figura 6. Podemos observar, pela Figura 6, que o espacamento dos niveis de energia sao
um pouco menores em comparacdo com as energias da Figura 7. Isto se deve ao fator 7, que

representa uma deformagdo no espaco.
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V(x)
n—=3 T
(o —9 T T TTTTTTTT
=1 ] X
0 L "x

Figura 7 — Ilustracdo do potencial de um poco quadrado infinito. Aqui adotamos unidades
atdomicas onde 7 = m = 1. Os niveis de energia(linhas tracejadas) foram obtidos considerando
Y = 0 e valores inteiros de n indo de 1 até 3. Fonte: Elaborado pelo autor.

5.2 Potencial harmonico

Para o caso do potencial harmonico, ilustrado na Figura 8, € necessario utilizar as

férmulas de conexao, pois a aproximacao falha nos pontos de retorno.

Y

R | 2FE U o — | 2E !
I = — \/,1' eyl Lo = \,' —
W { W

Figura 8 —Ilustragdo do potencial harmonico. Os pontos de retorno para sao os pontos xj € x2. A
particula possui uma energia £, uma massa m e estd sujeita a uma frequéncia de oscilacdo .
Fonte: Elaborado pelo autor.

As férmulas sdo dadas pelas equagdes (3.37) a (3.40), porém com p(x) escrito na

forma da equagdo (4.24), ja que estamos no formalismo do PDTO. Estamos interessados em
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explorar os pontos de conexdo da regido cldssica com a regido nao cldssica, de modo que as

func¢des de onda na regido classica (E > V) sdo

2D’ I [
Y (x) = sin [—/ p(x)dx' + E} , para x > x, (5.6)
plx)  Lh/x 4
e
2D 1 [
Yo (x) = sin [—/ p(x)dx' + E] , para x < xp. (5.7)
plx) L)y 4

Como cos (0 —Z) =sin(0) e cos(0) = cos(—0), entdo podemos reescrever as
2

equacoes (5.5) e (5.6) como

/ 1 X
Y (x) = 2D cos [—/ p(x)dx' — E] , para x > xp, (5.8)
plx) L/ 4
e
1 X
Vo (x) = 2D o {——/ 2p(x’)dx’ + E] , para x < x;. (5.9)
p(x) i Jx 4

Na regido cldssica, y(x) = y»(x), portanto os argumentos dos cossenos devem ser

iguais em mddulo. Logo,

1 /x 1
S pehad =T = 2 [ p)ax +
7l

1
— - ). o6
=i Sanm /1 dx’ hﬂ(n+2> (5.10)

Lembrando que p(x) é dado pela equagdo (4.24) e, que x; e x; sdo obtidos quando

E =V(x), temos que:

2.2
mw-x 2F
E = 3 — X| = —Xp = — W’ (511)
e
ma),/)c%—x2
= — 5.12
p(x) I (5.12)

O trabalho agora se resume em resolver a integral da equacgdo (5.9). O resultado

dessa integral é:

xzma),/xz—x X2 +x
/ —4/ 1 —x3y?arctan 2Y +

R \/1—x%}/2~ x5 —x?
. (5.13)

+7¥4/x3 — x? 4 arctan
x% — x2
5
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Aplicando os limites de integracdo, obtemos que:

X M4/ X3 —x2 me
/x1 dr="2 {—m/l—x%}/qtn] . (5.14)

1+ 7yx

Podemos juntar os resultados da equacdo (5.9) e da equacdo (5.12) para obter os

valores possiveis de energia para o potencial harmodnico no formalismo do PDTO. Assim, teremos

n;_gu [—\/l—x%yz-n%—n] =hr (n+%> ) (5.15)

Lembrando que x; = 4/ %, podemos reorganizar a equacao (5.14) para obter os

que:

valores das energias do sistema. Assim, obtemos que:

B 1 hy? 1

Um gréfico das energias obtidas na equacdo (5.16) é exibido na Figura 9.

-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Figura 9 — Ilustracdo do potencial harmoénico (linha sélida). Aqui consideramos @ =1 e
adotamos unidades atdomicas onde i = m = 1. Os niveis de energia(linhas tracejadas) foram
obtidos considerando Y = 0.4 e valores inteiros de n indo de O até 4. Fonte: Elaborado pelo autor.

Notemos que o resultado obtido mostra que as energias sdo quantizadas, como era o
esperado (FILHO et al., 2013). Também € muito importante notar que, quando ¥y = 0, as energias
retornam para o caso padrao das energias de um potencial harmonico, que sdo dadas por:

E,=hw (n+ %) . (5.17)
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0.5 1 15 2 25

Figura 10 — Ilustragdo do potencial harmonico (linha sélida). Aqui consideramos @ =1 e
adotamos unidades atdmicas onde 7 = m = 1. Os niveis de energia (linhas tracejadas) foram
obtidos considerando y = O e valores inteiros de n indo de O até 4. Fonte: Elaborado pelo autor.

Um grafico das energias obtidas na equacdo (5.17) é exibido na Figura 10 para servir de
comparac¢do com a Figura 9.

Podemos observar que o espacamento entre as energias vai diminuindo quando » vai
aumentando, diferentemente do caso usual onde os niveis de energia possuem um espagamento

fixo dado por h®, isto se deve ao fator y que representa uma deformacao no espaco.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho apresentamos o formalismo do PDTO em conjunto com o método
WKB como uma forma alternativa de obter as energias possiveis para uma particula, sem resolver
diretamente a equacao diferencial. Foi possivel observar a utilidade deste método nas aplicagdes
para dois casos distintos, pois os resultados obtidos utilizando o método WKB fornecem energias
quantizadas, além de que, quando y = 0, as energias retornam para os casos conhecidos para as
energias do pogo quadrado infinito e do potencial harmonico.

Apesar do método WKB ser um método utilizado para obter solucdes aproximadas,
ou seja, as energias obtidas podem ser aproximacdes ao invés da solugdo exata, para os casos
apresentados as energias obtidas foram as energias exatas que seriam obtidas resolvendo as
respectivas equagdes diferenciais, como podemos ver nos artigos (FILHO et al., 2011) e (FILHO
et al., 2013). Nesse sentido, o método WKB se apresenta como uma alternativa vidvel na andlise
de problemas fisicos utilizando o formalismo do PDTO, podendo ser utilizado para confirmar
algum resultado previamente obtido utilizando o método tradicional, ou até mesmo para fazer
uma primeira andlise das solu¢des do problema, auxiliando e indicando o caminho a ser seguido
para explicar a fisica por trds de um determinado problema.

Por fim, temos como perspectivas futuras a aplicagdo desse método para outros
problemas fisicos bem como incluir nas solucdes as expressdes das fungdes de onda que podem
ser obtidas com o método WKB para os respectivos problemas e, assim, fazer uma andlise mais
detalhada sobre qual o tipo de problema que € possivel aplicar este método e obter uma solugdo

aproximada de forma satisfatdria.
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