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“Os homens acham a epilepsia divina, simples-
mente porque ndo a compreendem. Mas se cha-
massem de divino tudo o que ndo compreendem,

ora, as coisas divinas nao teriam fim.”

(Hipdcrates de Cos)



RESUMO

Neste trabalho introduzimos as principais no¢des da formulagdo classica da teoria de cordas.
Primeiramente construimos a acdo de Nambu-Goto para cordas, motivados pela acdo de uma
particula pontual relativistica. Sdo analisadas as simetrias da acdo de Nambu-Goto, bem como
suas equagdes de movimento. Em seguida, construimos uma nova ac¢ao, por motivacdes ma-
temadticas, denominada a¢ao de Polyakov, sendo classicamente equivalente a de Nambu-Goto.
Exploramos suas equacdes de movimento e suas simetrias, atuando como transformacgdes de
calibre e simplificando a acdo. Demonstramos a existéncia de uma simetria residual nesta agao,
além de estudar solucdes gerais das equacdes de movimento para cordas. Exploramos também
exemplos especificos de uma classe de solugdes, denominadas cordas rigidas girantes. Por fim,
introduzimos de forma simplificada a correspondéncia AdS/CFT, servindo como motivagao
para estudar a dinamica de cordas no espaco-tempo de anti-de Sitter S-dimensional . Encontra-
mos duas formas de representar o espago AdSs, construindo entio as agdes para cordas neste
espaco-tempo, avancando para a discussdo de equagdes de movimento e por fim, construindo

uma solucdo explicita de uma corda circular rigida girante em AdSs x S°.

Palavras-chave: Teoria de cordas. Transformacdes de calibre. Anti-de Sitter. Simetrias.



ABSTRACT

In this work we introduce the main notions of the classical formulation of string theory. We
first construct the Nambu-Goto action for strings, motivated by the action of a relativistic point
particle. The symmetries of the Nambu-Goto action are analyzed, as well as its equations of
motion. We then construct a new action, for mathematical motivations, called Polyakov action,
which is classically equivalent to Nambu-Goto action. We explore its equations of motion and
its symmetries, acting as gauge transformations and simplifying the action. Furthermore, we
demonstrate the existence of a residual symmetry in this action, in addition to the study of general
solutions of the equations of motion for strings. We also explore specific examples of a class of
solutions, called rigid spinning strings. Finally, we introduce in a simplified way the AdS/CFT
correspondence, serving as a motivation to study the dynamics of strings in 5-dimensional anti-de
Sitter spacetime (AdSs). We find two ways to represent AdSs-space, then construct actions for
strings in this space-time, moving on to discuss equations of motion, and finally constructing an

explicit solution of a spinning rigid circular string on AdSs x S°.

Keywords: String theory. Gauge transformations.Anti-de Sitter. Symmetries.
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1 INTRODUCAO

A teoria de cordas € atualmente a principal candidata a uma teoria de gravitacao
quantica (ZWIEBACH, 2009). Grosso modo, o modelo trata de analisar particulas e suas
interagcOes considerando estas como cordas unidimensionais, € ndo como particulas pontuais,
como ¢ feito na teoria quantica de campos usual (POLCHINSKI, 1998; BECKER et al., 2006).

Embora seja no formalismo quéntico que os principais resultados da teoria de
cordas sejam obtidos, € possivel construir algumas consequéncias desse modelo a partir de um
formalismo puramente cléssico, estudando a dindmica de cordas relativisticas. A abordagem
classica € utilizada na maioria dos livros-texto atualmente (ZWIEBACH, 2009; BECKER et al.,
2006; BLUMENHAGEN et al., 2012; POLCHINSKI, 1998) e se baseia na constru¢do de uma
acdo para nosso modelo e a partir dela extrair equacdes de movimento que descrevem nossa
corda em um determinado espago-tempo, as simetrias dessa acdo que possibilitam estudar quais
transformagdes matemdticas ndo alteram a fisica a ser descrita e as condi¢des de contorno que
cordas relativisticas devem satisfazer. Desta forma, o presente trabalho busca expor de maneira
clara e detalhada os principais resultados extraidos da formulagdo cléssica de teoria de cordas.

No segundo capitulo do trabalho em questdo, apresentamos a acao da particula livre
a fim de motivar a construcdo de uma agao para cordas relativisticas, as quais classificamos entre
cordas abertas e fechadas, que escrevemos em termos da drea da superficie que estas tracam
num espago-tempo e que recebe o nome de acdo de Nambu-Goto. Constatamos as simetrias
desta acdo, além de deduzirmos as equag¢des de movimento e possiveis condi¢des de contorno
a serem satisfeitas. No terceiro capitulo, motivamos matematicamente a constru¢do de uma
acdo mais utilizada na pesquisa atual (BECKER et al., 2006), denominada ac¢do de Polyakov.
A vantagem dessa acdo sobre sua antecessora € a de ndo possuir uma raiz quadrada, presente
na a¢do de Nambu-Goto, sob o preco de impor um tensor métrico como variavel adicional
na acdo. A acdo de Polyakov apresenta ndo s6 uma simetria adicional, chamada de simetria
de Weyl, como possui uma simetria residual, que torna a ac@o invariante sob transformagdes
conformais, permitindo-nos realizar transformacgdes de calibre a fim de simplificar equacdes
de movimento e certos vinculos que a corda deve obedecer. No quarto capitulo, apresentamos
solugdes gerais para cordas de acordo com as condi¢des de contorno escolhidas ao variar a acdo,
além de apresentarmos algumas solugdes explicitas que representam cordas rigidas girantes, ou
seja, que mantém seu formato espacial ao longo do tempo enquanto giram.

No quinto e dltimo capitulo deste trabalho, introduzimos, grosso modo, a denominada
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correspondéncia Anti-de Sitter (AdS)/Conformal Field Theory (CFT) ou apenas correspondéncia
AdS/CFT, uma conjectura que busca relacionar uma teoria de cordas em um espaco-tempo curvo
com uma teoria efetiva de campos(MALDACENA, 1999). Restritos ao tratamento cldssico,
definimos o espaco produto AdSs x S°, composto pelo espaco-tempo de anti-de Sitter em 5 di-
mensdes com a 5-esfera. Representamos esse espaco por meio de duas representacdes especificas
e analisamos algumas de suas peculiaridades em relagdo ao espago-tempo de Minkowski usual.
Em seguida, estudamos a dinamica de cordas fechadas em cada uma das duas representacgdes,
demonstrando que sdo equivalentes entre si, a fim de obter equacdes de movimento. Destas
equacdes de movimento, obtemos um sistema de 5 equagdes diferenciais parciais de segunda
ordem, ndo lineares e acopladas. Por fim, fazemos algumas hipéteses acerca de uma configuracao
especifica de uma corda fechada para simplificar as equagdes de movimento e construir uma
solucdo explicita que representa uma corda circular girando em dois planos ortogonais com

mesma velocidade angular.
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2 FUNDAMENTOS DE UMA TEORIA CLASSICA DE CORDAS RELATIVISTICAS

Neste capitulo, tratamos de uma abordagem da teoria de cordas utilizada em muitos
livros-texto (ZWIEBACH, 2009; BECKER et al., 2006; BLUMENHAGEN et al., 2012; POL-
CHINSKI, 1998), que extende o formalismo lagrangiano para a particula relativistica, objeto de

dimensao zero, para cordas relativisticas, objetos dinamicos unidimensionais.

2.1 A particula pontual relativistica

Consideremos o espago-tempo R!"P~1. Uma particula de massa m traca uma curva
nesse espago-tempo parametrizada por X : [A;,42] — X ([A1,A2]), com X sendo um homeomor-

fismo suave por partes, tal que sua restri¢io X |im(z) ¢ um difeomorfismo.

I'O
A
X X(A2)
X (A1)
—_————————————————— ¢ — P | xl

A1 A2
Figura 1 — Representacdo visual em R!"! da parametrizacdo da trajetéria de uma particula rela-
tivistica de massa m. Fonte: o autor.

Podemos definir uma acdo para essa particula da seguinte forma'! (BECKER et al.,

2006)

2 ) A2 ; : .
sp,,[x]:/h A Zpp(X (1)) = —m/;h A/~ X)XV (), %(z)zx(z), @1

onde se usa a convengdo de soma indicial?, .%,,(X(1)) é a lagrangiana da acdo e 1,y =

' Neste trabalho, a menos que se afirme explicitamente o contrério, utilizamos o sistema de unidades natural,

em que ¢ = i = 1, de modo que as dimensdes de massa [M, comprimento [L] e tempo [T] sdo tais que
M) = (L =[7].

Notagdo em que pares de indices, sendo um superior e outro inferior, implicam em soma sobre todos os
valores dos indices, de modo a suprimir o simbolo de somatério. Por exemplo, Zﬁ;(l) XXt = X Xt =

XoX*+ X X' +---4+Xp_1 XP~1. Neste trabalho adotamos tal convengio.
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(—1,+1,41,...,4+1) sdo as componentes da métrica de Minkowski D-dimensional em coordena-

das cartesianas. As variagdes funcionais sao

XH(A) — XM (L) =XH(A)+0XH(A) (2.2)

XE(A) — XM(A) = XH(A) + SXH(L).

Por meio do principio variacional, podemos extrair da a¢do S, as equacoes de movimento da

particula:
A
85ppX) = —m [ a2 8/~ muX8X"
pplX] M Nuv
A ¢ '«
o [ ap HuoXE (2.3)
M v —X?
=0,

} — . doxH
onde \/—X? := {/—nuyX*XV. Utilizando a comutagdo 6X* = T(ZWIEBACH, 2009),

temos que

Z 2X, doxH
8S,pX] = / dr —=£
PP[ ] Py /__X2 da
o) d | 2X A d | 2X
=m| dA— E_sx*| —m | dA — E_| 5x*
M dA _x2 M da _x2
5 (2.4)
oood | 2X 2X ’
=—m| dA E_ | 6XH +m | —=E=6x*
P dA | /_x2 v _x2 "
=0.
Impondo que 6X* (A1) = 6X*(A2) =0, o termo de fronteira
2X &
m | —=E-5x* (2.5)
V—x2 N

se anula. A parte das condi¢des de contorno impostas, SX* ¢ arbitrario em (A1, A, ), de forma

que a integral
Z d 2X

—m dlr — [ =2A

V—Xx2

A i ox* (2.6)
1
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se anula se, e somente se, a derivada total for identicamente nula, nos fornecendo as

equagdes de movimento para a particula massiva:

XH
V—Xx2

Caso a parametrizagio seja feita com o tempo préprio T da particula, ou seja, v/ —X2 = +1, a

d

ax =0. (2.7)

m

equacao assume a forma usual da segunda lei de Newton para uma particula livre:

mX* = 0. (2.8)

A acdo (2.1) possui duas simetrias(POLCHINSKI, 1998):
1. invariancia sob transformacdes do grupo de Poincaré D-dimensional ISO(1,D — 1), ou

seja, transformacoes da forma

XH(A) = A" XV (A) +dt, (2.9)

onde A", sdo transformacdes de Lorentz e a* sdo constantes reais. Como tais transformagoes

ndo dizem respeito a parametrizacdo, tomamos apenas a lagrangiana .%,,, :

Lpp(X') = —my [ X (A)X(R) (2.10)
_ _m\/_nu\,A“pA"GXP()L)XG(A) 2.11)
_ _m\/_np(,Xp(A)Xc(x) (2.12)
= LX), (2.13)

2. Invariéncia por reparametrizagdes®: se / : [A, As] — [A1, 2] é difeomorfismo, temos

XH(A) = (X" o h= Vo h)(A) := X*(h(A)). Escrevendo A = h(A), temos que

XM =XH (), (2.14)

3 Neste trabalho, fazemos uso apenas de reparametrizacdes dadas por difeomorfismos.
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ou seja, X" sdo campos escalares sob reparametrizagdes. Tomando 4’ (A) > 0 e utilizando

a regra da cadeia X*(A) = X*(h(1)) - K (A):

Ay ; 5
$pplX] = —m [ dd/mu XH ()X (2)

-], dm M XA ()XY ((A) (02(2)

= [ A ) KB )R () @.15)

Aadix/ X)XV
—""/x] M XEA)RY(

o

Para //(1) < 0 é andlogo.
2.2 Generalizacao para cordas relativisticas e a acio de Nambu-Goto

Particulas pontuais sdo objetos dinamicos (objetos que possuem varidveis dinamicas,
como momento, energia, etc.) sem dimensao espacial que tracam uma trajetéria unidimensional
em um espaco-tempo. Podemos generalizar diretamente esse conceito € pensar em objetos
diniAmicos unidimensionais cujas trajetérias em determinado espago-tempo, neste caso R1"P~1,
sdo superficies. Tais generalizacdes sdo denominadas cordas relativisticas.

A parametrizagdo da trajetéria de uma corda é definida por

X:X—X(Z)cRWP!
(2.16)

(1,0) — X(1,0) = (X°(1,0),X!(1,0),...XP"\(1,0)),
onde o conjunto X C R? é denominado folha de mundo de uma corda. Analogamente ao caso
da particula pontual, X : ¥ — X (X) é um homeomorfismo suave por partes, de forma que sua
restri¢o X |ip(x) € difeomorfismo.
Podemos classificar cordas em dois tipos:
1. Cordas abertas: cordas que possuem a folha de mundo definida por £ = [11, o] x [0, 7], de

modo que a parametriza¢do de sua folha de mundo obedeca a equagdo X(7,0) # X (7, 7).
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T X(7_27 ﬂ—)
A
T2
z
71
- 2
0 Ll
1 X(m,m)

T
Figura 2 — Representacio em R'? da parametrizacdo da folha de mundo de uma corda aberta.
Fonte: o autor.

2. Cordas fechadas: cordas que possuem X = [1}, 72| X [0,27] cuja parametrizag¢do da folha
de mundo é uma restri¢do de uma fungéo 27-peridédica em o, de forma que X(7,0) =

X(1,2m).

T2

T1

71 X(1,0) = X (1, 27)
Figura 3 — Representacio em R!? da parametrizagio da folha de mundo de uma corda fechada.
Fonte: o autor.

Podemos nos perguntar como a métrica de Minkowski 7] e a parametrizacdo X afetam
a geometria da superficie X(X). Se tomarmos o elemento de linha ds@leAD,l (x) = NuydxHdx¥

restrito a pontos de X (X), temos que
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dsﬂzw)_1 (X(1,0)) = NuvdX*(1,0)dX"(7,0)
= (NuvdaX"dpX") dodc”, a,b=0,1 .
17
= ypdo®dc? 40

= ds%(r, o),

onde (6°,6!) = (1,0)ed, = % Como podemos notar, a existéncia da métrica ) = 1ydxt ®
dx" e da parametrizacdo X nos permite obter um elemento de linha, e consequentemente um

tensor métrico, em X. Definimos o tensor métrico

Y= ypdo® ®do” (2.18)

como a métrica induzida na folha de mundo. Dessa forma, a no¢do de distancia em X € herdada
da nogio de distAncia em R'"?~!. Como a parametrizacio X : £ — X (X)é um homeomorfismo
suave por partes, temos que ¥ é homeomorfico a X (X), e vulgarmente podemos considera-los
como “iguais”. Dessa forma, como X (X) ¢ homeomorfico a uma por¢do do plano, interpretamos

o sistema de coordenadas (7,0) como um sistema de coordenads local dessa superficie.

Figura 4 — Interpretagdo do sistema de coordenadas (7,0 ) como um sistema de coordenada local
da superficie X (X) homeomorfica a X.

Expressando ¥, em sua forma matricial, temos

0:X)%2  0:X 05X
T AR I (2.19)

0:X 95X  (05X)? ab
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Logo,
det(Yap) = (0:X)*(05X)? — (9:X - d5X)?, (2.20)

onde d, = % ¢ uma notacdo que usaremos com frequéncia neste trabalho. Utilizando essa
métrica, temos que a drea de X (X), obtida a partir de 1, € igual a drea de ¥, obtida a partir de 7.

Temos entdo que a drea da folha de mundo é(BECKER et al., 2006; DELIGNE et al., 1999):

Ap(X(2)) = /X (Z)de./—det(nw): /E 26 \/[det(1m)] = Ay(S). 2.21)
=+1

O sinal de det(7,;) precisa ser determinado. Para isso, temos entdo a (ZWIEBACH, 2009)

Proposicao 2.2.1. V (7,0) € X tal que dsX (7,0) e d:X (T, 0) sdo linearmente independentes, e
que no espaco tangente a X (T,0) hajam vetores tipo tempo e tipo espago, o determinante da

métrica induzida é negativo, ou seja, det(Yu,) = (0:X)?(95X)* — (9:X - 95X)? < 0.

Prova: Se d:X e dsX sdo L. I. para um ponto p = (17,06) € L = T v vetor tangente a folha de
mundo no ponto X (p) que pode ser escrito na forma v(A) = d:X + A1dsX, A € R. O produto
interno v(A) - v(A) = V(1) = (95X)?A? +2(0:X - d6X)A + (0:X)? = f(A) é portanto uma
funcdo quadrdtica em A. Como X e X’ sdo L.I, é necessario que hajam vetores tanto tipo tempo
quanto tipo espaco em X (p), logo, v?(A) = f(A) precisa assumir valores tanto positivos quanto
negativos, implicando no fato de que a equacao f(A4) = 0 possui duas raizes reais e distintas, ou

seja A = 4(0:X - 05X)? —4(9:X)?(95X)? = —4det(yp,) > 0. O

Com isso, o elemento de drea da integral de agao ¢é dzc\/—_y. Resta-nos uma
constante multiplicativa para tornar a acao adimensional. Em unidades SI, uma acao deve ter
dimensio de momento angular, ou seja, [S] = ML?>T~!. Como [d*c+/— det(¥,;)] = L?, temos
que a constante multiplicativa T deve ter dimensio MT !, ou seja, dimenséo de forga por
velocidade. A constante € entdo tomada como %, T definida como a tensdo da corda que é
associada a sua inércia, enquanto que ¢ € a velocidade da luz no vacuo. Em unidades naturais,

¢ = 1, de modo que definimos a agdo de Nambu-Goto na forma

SnglX] =T / d>c \/—det(y). (2.22)
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Por razdes historicas, a tensdo da corda T € escrita em termos de uma constante denominada de

parametro de inclinacdo de Regge o’ (ZWIEBACH, 2009), tal que

1

2ral NG

v/~ det(Yas) (2.23)

Assim como no caso da particula, a invariancia de Poincaré em Sy € manifesta, pois
depende apenas das derivadas de X. Quanto a invaridncia sob reparametrizacdes 6¢ — 6%(o)*,

temos que as componentes da métrica induzida transformam-se da maneira usual

Yab(T,0) = Wm%d(%’ G). (2.24)

Sabendo que jacobiano da transformacao é J = det ( 967 ), obtemos ao tomar o determinante em

ambos os lados da equagdo acima que

—det(y) = —J 2 det(Y). (2.25)

Seguindo o processo usual de mudanga de varidveis em integral e. sem perda de

generalidade, considerando que o difeomorfismo e tal que J > 0, obtemos

SnG[X] 2na’/d2 v —det(Yap)
= 4260771/~ det(¥un)
27f10" ‘ (2.26)
=5 d*G\/—det(7up)
= Sna[X].

2.3 Equacoes de movimento e condicoes de contorno de Syg

Uma vez obtida Syg, podemos obter as equacdes de movimento da corda relativistica
efetuando uma variagdo infinitesimal nas variaveis dinamicas da acao, ou seja, nas coordenadas
XH*. Escrevemos agora Syg em termos da densidade lagrangeana .2’ (dX) e explicitando os

limites de integragao:

4 Neste e em outros casos posteriores no trabalho, ao denotarmos uma funcio por f (o), queremos denotar uma
funcdo de todas as duas varidveis do espago de parametro, a menos que se diga explicitamente o contrario.



T /
SNG[X] :/E dT/O ngNg(aX),
1

onde

1

gN(;(aX) = T~

(01X - 95X)? — (0:X)?(9sX)?

e ¢ = m para cordas abertas, enquanto que ¢ = 27 para cordas fechadas.

Sob uma variagao infinitesimal X* — X* + §X*, temos

doXH — doXH 4 8dsXH

e considerando que 89, X" = d,(6X*), temos que

T l
5SnG = / "dr / 408 Lye(9X)

- 0L 0L .
~ ("4 / [ S0 90X a(aaxu)‘sa"x]
_/ dr/ { oA 9.6X +a(acxu)a"5x .

Definindo os termos

pe_ 9L 1 (9K 96X)doXy — (95X )*0:Xy
H70(0:XH) 270 \/(0:X - 05X )2 — (0:X)2(36X )2
po— 0LG 1 (01X 05X)0: Xy — (0:X)* 05Xy

M7 0(06XH) 270 \/(9:X - 0oX)2 — (9:X )2(90X )2

e integrando por partes
T 14
5Sye = — / dr / dG(&TPT—kBGPﬁ)SX“]
T a T
+/ dr/ do | = (PE3XM) + = (PESX")
__ / dr / 46 (3:PF + 9 PT)SX*]
T 0
¢ TSyU T 12 c ul
+/0 doP,6X |T1+/T1 dzP; 6X*" |y

=0.
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(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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As duas ultimas integrais na dltima igualdade acima contém os termos de fronteira
da variacdo da acdo, e precisam ser anulados para obtermos as equacdes de movimento. Podemos
anular a primeira integral tanto para cordas abertas quanto para cordas fechadas se impormos as

seguintes condi¢coes

0X* (1, 0) = 8X*(1,0) =0. (2.33)

Contudo, tratamos a segunda integral separadamente para cordas fechada e abertas. Para cordas
abertas, temos duas possiveis escolhas de condi¢des de contorno:
1. Condicdes de Neumann: nestas condi¢des, ndo afetamos as coordenadas X dos extremos

da corda, de forma que também chamamos tais condi¢des de condi¢des de extremos livres:

Py (t,m) =P7(1,0) =0. (2.34)

2. Condigodes de Dirichlet: nestas condicdes, fixam-se as coordenadas dos extremos espaciais

da corda, ou seja,

X*(1,0) = xfj = constante, X" (7,7) = x| = constante, u # 0, (2.35)

ou de forma mais interessante para a acao,

6X*(1,0) = 6xH*(t,m) =0, u #0. (2.36)
Essas condi¢des se aplicam apenas a condicdes espaciais porque, do contrario a condi¢ao
8X%(1,0) = 6X%(t, ) = 0 implicaria que o tempo “pararia”nos extremos da corda, o que
ndo possui significado fisico.

Para cordas fechadas, ndo ha condigdes de contorno. Pela condicéo de periodicidade 27 de X*

que define a corda fechada, temos que

0X*(t,0) = 6XH(7,2m). (2.37)

Apo6s escolhermos as devidas condi¢des de contorno, os termos de fronteira se

anulam e, pelo principio varicional, obtemos as equacdes de movimento a partir de Syg:

9:Pf + P = 0. (2.38)
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3 A ACAO DE POLYAKOV
3.1 Motivacao e construcao

Apesar de intuitiva, a acdo de Nambu-Goto apresenta certos problemas computacio-
nais devido a presenca de uma raiz quadrada. Em 1976, Deser e Zumino (DESER; ZUMINO,
1976) obtiveram uma acao equivalente a Syg que ndo possuia uma raiz quadrada. Independete-
mente, no mesmo ano, Brink, Di Vecchia e Howe obtiveram a mesma acao (BRINK et al., 1976).
Contudo, foi Alexander Polyakov, em 1981, conseguiu utilizar a acdo para construir uma teoria
quantica de cordas por meio do formalismo de integrais de caminho de Feynman(POLCHINSKI,
1998). Por conta disso, a referida acdo recebe o nome de acdo de Polyakov.

Mesmo a verdadeira utilidade dessa a¢do pertencer ao formalismo quantico, ndo s6
podemos deduzi-la, como podemos estudar suas simetrias classicamente, evitando dificuldades
provenientes de um formalismo quantico.

Na construcdo de Syg, a unica hipotese feita sobre o espaco de parametros X era
o de ser uma porcdo do R?. Contudo, podemos incluir na defini¢io deste espaco uma métrica
lorentziana de componentes i = hg;,(7,0)d6? ® do” ! denominada métrica de folha de mundo
(BECKER et al., 2006; BLUMENHAGEN et al., 2012), em principio sem relacdo com a
parametrizacio da folha de mundo. Nosso objetivo, portanto, é construir uma acao para cordas
equivalente a Syg que envolva a métrica h. Essa métrica permite definir a drea de X da seguinte

forma

Ap(Z) = /Edzc v/ —det(hap) # Ay(Z). (3.1)

Esse funcional ndo nos é util como a¢@o, pois ndo se relaciona as fungdes X* e consequentemente
a Syg. O passo mais direto que podemos tomar para uma agao classicamente equivalente a Sy

que possua h,y, € impor o vinculo

0uXy OpXH — hgy = 0 (3.2)

e introduzir os multiplicadores de Lagrange A% (t,0) = A”(1,0), a fim de construir a a¢iio

(NIETO, 2001)
1

A imposi¢do desta métrica ao espagco X, bem como detalhes que fojem do interesse deste trabalho, fazem com
que nosso espaco de parametros seja uma variedade lorentziana bidimensional. Detalhes matematicos sobre essa
defini¢do podem ser encontrados em (NAKAHARA, 2018; NEWMAN, 2019)
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1

S[X,h,A] := “md

/ P [/~ detln) + A(2uX,0X" — hy)| (3.3)
X

De fato, variando S com respeito a A%’, obtemos o vinculo satisfeito e retornamos a agio de

Nambu-Goto. Contudo, podemos variar a a¢gdo com respeito a hp,:

N 1
8S = — /Z d’c [5 — det(hy )R Shy, —A"béhab}

1
— A% = 5\/ — det(Jyn )h. (3.4)

Substituindo (3.4) no integrando de S:

— /—det(h) + AP (9, Xy X * — hap) =
1
= /—det(hp) + SV- det(Byn )h™ (0u Xy OpX ™ — hp)
1 1
= /—det(hy) + 2 /— det(yn)h® 9, X, OpXH — 2 /— det(hyu) K hgp

=89=2

1
=7\ /— det(hyn ) h™ X, X M.

A partir do desenvolvimento acima, definimos a acdo de Polyakov como(POLCHINSKI, 1998):

1

SpIX ] =~

/ 26/~ det{Tomm )™ 9 X, FpX*. (3.5)
X

A acdo de Polyakov possui as seguintes simetrias:

* Invariancia sob o grupo de Poincaré D-dimensional /SO(1,D — 1):

X'(t,0) = A" XV (1,0) +d", (3.6)

uma vez que s6 ha dependéncia das derivadas de X* e os indices gregos estdo contraidos.
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¢ Invariancia sob difeomorfismos:

X*(%,6) =XH(7,0)

3.7
R d0¢ do*
hab<1‘- G) aaaa dhcd( )

* Transformagdes de Weyl:

hap(T,0) = " h (1,0
~ »(T,0) »(T,0) 38
W (1,0) = e @) p (1, o).

Para transformacdes de Weyl, temos que :

SpIX, 7] = — mw/f — det () B X, X

/& VO det(hnn)eh X, X"

/&xﬁktmhaﬂﬁﬂ

47ra’

drno!
= Sp[X,h]

onde utilizamos a propriedade de determinantes de matrizes M de ordem n x n (ZWIEBACH,

2009):

det(cM) = " det(M), c € R. (3.9)

Com base em (3.9), temos que a invariancia de Weyl de Sp vem do fato de a folha de mundo X
ser um espago bidimensional, e fazendo com que a representacao matricial de 4 seja de ordem

2 X 2.

3.2 Equacoes de movimento e condicoes de contorno de Sp

Para a acdo de Polyakov, é necessério variar a acdo nao somente com respeito a
X, mas também com respeito a métrica intrinseca, uma vez que esta nao € fixada na agdo.

Primeiramente, variamos Sp com respeito a X:
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5Sp[X, 1] = &/~ det () 1 8 (3, X, 9 XH)
= / 26 \/— det(p)2h 9 X, 8 xﬂ)
- 271'06//(126 a \% _det mn aaXIuSXN (o a \/ —th mn 8 X,J> oXH.

Explicitando o termo de fronteira:

/ 4 v/~ det(lin)0 Xuaxﬂ] K
/ dt [/~ det(nn)2° Xuaxﬂ] .

Analogamente ao caso de Syg, d; pode ser anulado tanto para cordas abertas quanto para

27roc’

2o/

fechadas impondo

06X (11,0) =6X*(1p,0) =0. (3.10)

Para as outras condi¢des de contorno, temos

1. Condig¢des de contorno de Neumann :

9°XH(1,0) = 9°X* (1, 1) = 0. (3.11)

2. Condig¢0Oes de contorno de Dirichlet:

6X*(1,0) = 6X*(t,m) =0, u #0. (3.12)

3. Condig¢0es de periodicidade para cordas fechadas:

Utilizamos as condi¢oes de periodicidade de X* mais as seguintes condigdes:

0°X*(t,0) =d°XH (7,0 +2m) (3.13)

hap(T,0) = hap(T,0 +27). (3.14)

As condi¢des de periodicidade de X* implicam em particular que 0X*(7,0) = §X*(7,27).
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Eliminando os termos de fronteira, temos as equagdes de movimento para X:

) (JW&“XQ ~0. (3.15)

Variando com respeito as componentes 4%?, temos

6hSP[X h o 5 \/—det mn h 8 X 8bX”
= 4m, / d’c \/—det(Bym) {—Ehcdhabaax”abxﬂsmu aaX“8bX“6h“b]
- 471'(1/ /d2 _det ) [ habaCX[.LaCX'u‘i‘aaXyabX”} 5hab
=0,

onde usamos & /= det(yy) = Y—8m) pab s, — V= 9Mm) y  5pab (ZWIEBACH, 2009).

Dessa forma, a expresdo entre colchetes é nula se as equagdes de campo de h%?
forem satisfeitas. E importante notar que, variar uma agio com respeito as componentes de uma
métrica estd associado a defini¢do do tensor de energia-momento dessa agao.

E comum na literatura de cordas definir o tensor de energia-momento para Sp como

segue:
-2 8§
T = \/—__th;, (3.16)
onde
58
ahsp;:/zdzo S5 (3.17)
Logo,
1 u 1 v

Desse modo, as equacdes de campo de h%? se reduzem a T,;, = 0. Reescrevendo essa equagio,

temos uma relacdo entre a métrica intrinseca e a métrica induzida:

1
Yab = Ehabacxuacx H (3.19)
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2
= hgp = mm =A(X) Vb, (3.20)

ou seja, para cada ponto X, as métricas sao proporcionais uma a outra. Tanto 4 quanto Y s@o
métricas que atuam na folha de mundo X. Dessa forma, impomos que suas no¢des de tipo tempo
e tipo espago concordam. Por exemplo, para um dado vetor tipo espaco v € X (de acordo com h),

temos que

vy = hapv™ VP >0
(3.21)
= A(X) Yy’

Se Yv*v? > 0, temos necessariamente que A(X) > 0. A partir da relacio entre as métricas,

chegamos ao resultado

— det(hgp) = Ar/— det(yap). (3.22)

Como h®y,, = %, substituimos as equacdes até entdo obtidas na acdo de Polyakov:

1
2
/dch— —det(%mn)
¥ A

on-éhell . 1
1 —_—
X

(3.23)

4o/
2ro

= Snc[X].

demonstrando que acdo de Polyakov também descreve a area da folha de mundo de uma corda.

3.3 O calibre conformal

A métrica intrinseca h,, possui 3 componentes independentes, mesmo nimero de
simetrias de Sp . Duas dessas simetrias dizem respeito a escolha de parametrizacdo, ou seja, de
um sistema de coordenadas em X. A simetria de Weyl estabelece que métrica conformalmente
relacionadas, descrevem a mesma ag@o, ou seja, Sp[X,h| = Sp[X,e®h]. Como mostraremos a

seguir, as 3 simetrias presentes em Sp sdo suficientes para fixar as componentes /.
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Consideremos as componentes da métrica da folha de mundo 4., num sistema de
coordenadas no qual /gy > 0 Por meio da simetria de Weyl, podemos estudar uma métrica g,
conformalmente relacionada a esta, de forma que goo = ¢®hgo = +1. Logo, o elemento de linha

desso espaco X se escreve

ds? = (do¥)? 4 2g01dc%do! + g1 (do!)? (3.24)

sabendo que det(gq) = g11 — (go1)? < 0, temos

g11 = det(gap) + (g01)*

Substituindo no elemento de linha e desenvolvendo algebricamente, temos

ds? = (d6%)* +2g01dc’do’ + [det(gap) + (201)*](do')?
(

do®)? +2g01dc%do’ + (g01)*(do!)? +det(gyp) (do!)? (3.25)

(d6® + go1do")* + det(gqp) (do )
- (doo + (go1 + \/—det(gab))d61> <d60 +(go1 — \/—det(gab))dcl)

Podemos fazer uso de fatores integrantes a fim de tornar os termos dentro de cada
parénteses da ultima igualdade acima em diferenciais de fungdes (NAKAHARA, 2018). Para o
primeiro termo, consideramos que ha uma funcio i (c?,o!) # 0 diferencidvel tal que

1
do® + (go1 + v/ —det(gyp))do! = Edu’ u=u(c’ o)

ou seja,

(40 + (01 + /= det(gap))do ) = du

= doudc® + o udc’

(3.26)

Assumindo que u ¢ diferencidvel, temos que a condi¢do para existéncia de i € a equacdo

9o(d1u) = 9 (ou) (3.27)
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Desenvolvendo a equacdo, temos que u deve satisfazer a EDP linear de primeira ordem (DICK,

1989)

(1 — do)p = pdo(go1 ++/—det(gap)) (3.28)

Um processo andlogo pode ser feito para o segundo termo em parénteses de ds?, digamos, com
fator integrante A (02, 6!) # 0 associado a diferencial de uma fungio v(c?,o!). A existéncia
desses fatores integrantes estd associada a existéncia de solugdes das suas respectivas equacoes
diferenciais, cuja demonstragao € feita também em (DICK, 1989). Uma vez escolhidos os fatores

integrantes, expressamos nosso elemento de linha na seguinte forma:

1
ds? = Hdudv (3.29)
Sem perda de generalidade, consideramos que 1 e A tém sinais distintos, de forma que seu
produto é negativo, de modo que (uA)~! = —e®. Definindo as coordenadas(t, ) tal que
U=7T+0,v=7T—0 (3.30)

nosso elemento de linha finalmente toma a forma (DICK, 1989)

1
ds? = —(d7? —do?)

UA (3.31)
= —(—e®)(—dt* +do?) =e®nudoide’.
Dessa forma, obtivemos uma parametrizagao na qual A, = €®1yp, Nap = diag(—1,+1).
Por fim, por meio da simetria de Weyl de Sp, podemos tomar a métrica de Minkowski bidimensi-
onal 1,, como métrica da folha de mundo. Essa escolha denonima-se calibre conformal. A a¢ao

de Polyakov nessa escolha de calibre assume a forma simplificada’

$elx) = 1 [ Po (202~ (2X)?) (3:32)

Ao fixar essa escolha, as equagdes de movimento para h,j, tornam-se vinculos que
XH devem respeitar:

1 1
— C —
T, = _W 8aXu8bX“ — Enabachﬁ Xt =0
Utilizaremos o abuso de nota¢do de nomear todo domminio de integracdo da acido de Polyakov apés uma
reparametrizacdo como X, sempre tendo em mente que se 0 conjunto em questdo se trata de um conjunto
associadoa folha de mundo orginal [}, T;] X [0, ] através de um homeomorfismo suave por partes.

2
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Too=Ti1 =0 = (9:X)*+ (35X)* =0 (3.33)

Tnn=To=0 = 8TX . a(;X =0. (334)

ou em uma forma mais condensada:

(0:X +05X)* =0 (3.35)

E importante notar que no calibre conformal as equa¢des de movimento para X* tornam-se

equagoes de onda

3u (/= 4et(M) "X ) = ad "X = 92Xu — 92Xy = 0. (3.36)
3.4 Grandezas conservadas

A invariancia de Poincaré da acdo de Polyakov implica, como mostraremos adiante,
na existéncia de algumas grandezas fisicas conservadas. Para isto, trabalharemos novamente na
linguagem de variagdes. Para uma lagrangiana .Z (X, dX), definimos uma quase-simetria como

uma variagdo em primeira ordem dX* que altera a lagrangiana por uma divergéncia

0% = 9d,F°, (3.37)

onde F sdo fungdes tais que

T L
/d2a D F* :/ 2dfF"|€+/ doF*|2 = 0. (3.38)
)y T1 0
Trabalhando mais explicitamente na variagdo 6.7, temos
oA ¥
_ 9% sxm u
0L XA oxXH+ FICRC 09, X
0¥ < <
= | _ = u _ 9% sy
5= (i )| 7+ [

N /

Eq. de Euler-Lagrange (3.39)

on-shell 0L u
stell [—a G oX }

= d,F“.
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0¥
T SXMH_Fe| = 4
— d, a(aa ”)SX F 0. (3.40)

A partir disso, definimos a corrente conservada associada a quase-simetria dX*:

0
a._ u_ pa
J a(aaxu)ax Fe. (3.41)

Como d,J* = 0, temos que

aTJT == aGJG (3.42)

Integrando sobre a “’parte espacial”, que neste caso significa integrar em O, temos
l l
/ d69.J%(7,6) = / 46907 (1,0) = J°(1,0) —J°(,0).
0 0

Se impormos J°(7,¢) —J°(7,0) = 0, obtemos

14 d ¢
/dcafﬂ(r,c)zoz—/ doJ*(7,0).
0 dt Jo

A partir dessa expressdo, definimos a carga conservada associada a J* como

¢
0o(t) ::/0 doJ*(7,0), i—gzO. (3.43)

Para nosso problema, tomamos a lagrangiana de Polyakov no calibre conformal:

1
Lp(0X) = —mn“baaxﬂabxvnw. (3.44)

Dentre as transformacdes do grupo ISO(1,D — 1), comegamos com translagdes infinitesimais
oxXH = o
A variagdo da lagrangiana é:

1

0Lp =~ 2o

90X, 59, X" =0, (3.45)



onde usamos 6d,X* = d,6X* =d,a* =0

Logo, a corrente é

0.%p

J = oxH
(3uXH)
1
= 2ra? X%
1
— ana = —%3[18“&1 = O,

que nada mais sdo do que as equacdes de movimento para X. A carga conservada é

1
2o

¢
Q=— /0 dod*X, a*

36

(3.46)

Como o* sdo constantes, a conservacgo da carga acima implica na conservagio das funcdes

L
0

(3.47)

que interpretamos como as componentes do quadrimomento total da corda. Logo, a energia total

E da corda e as componentes do momento total p':

1 14
0 _ 0
p Jr27105’/0 f

! /6d08X"
2al Jo L

Agora, tratamos da invariancia sob tranformag¢des de Lorentz infinitesimais:

=+

— oM yVv v _ v
OXH =gl XV, etV = —¢g"#
implica numa corrente conservada J na folha de mundo tal que

1
4o’

1 v
- _2na/nuvaaX'u8 paaXp
1

=0.

8.%p = ———8 (MuvAuX X"

(3.48)
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0%p
J'=———6Xx"
d(daXH)
1
=5 0°X, et XV
1
- _27505/ 8aX‘u8quV
1
- _47'L'a/ guvaaXuXv - 4na/ guvaaX#Xv
1
- _47[()5/ (g'uvaaX’uXv - gv'uaaX’uXv)
1
— 4na/8”v(XuaaXv - 8aXIJXv).
A carga conservada é portanto
1 L
0= / doe™’ (X, 9Ky — I°X, Xy ). (3.49)
0
Como "V sao constantes, a conservagio da carga Q implica a conservagdo das
grandezas
1 L
L‘uv = ﬁ/o dG(X”aTXV - aTX'uXv> (3.50)

A forma sugestiva do integrando acima nos permite interpretar Ly, como o tensor de momento

angular da corda.

3.5 Expansoes em modos das coordenadas X* no calibre conformal

Tomando o calibre conformal, as equagdes de movimento para as componentes se

reduzem a equagao de onda

(05— 97)X, =0, (3.51)

tal que

0.9°X, =0 = n"Y9,0X, = 9,0°X" =0. (3.52)
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Uma famosa solucado tentativa dessa equagao € conhecida como solugao de d’ Alam-

bert, dada por (ZWIEBACH, 2009)

X”:%(f“(6+)+g“(6_)), oct=t+o0. (3.53)
Trataremos as possiveis solucdes dessas equacdes para cordas abertas e fechadas separadamente.
3.5.1 Solugao para cordas abertas

3.5.1.1 Condigoes de Neumann

Tomando a solugdo da equagdo de onda X* = (f* (o) +gH(0 ™)), temos que

doXH = %(f’“(oﬂ —g*(07)), (3.54)

onde f™* e g’* denotam derivadas das fungdes com respeito a seus respectivos argumentos. Logo,

9oX* (1,0) = 5 (/¥ (1) ~ g (1) (3.55)

Se a corda estd sob condi¢des de contorno de Neumann, dsX*(7,0) = 0, de forma que obtemos

(1) = g™ (7). (3.56)

Como na igualdade acima as fungdes f'* e g’* possuem o mesmo argumento, a relagio € valida

para uma varidvel real qualquer, digamos, u:

() = g™ (u), (3.57)

ou seja, as fungdes f* e gt diferem por constantes aditivas:

() = g™ (u) + b (3.58)

.. . i
Podemos referinir f* de modo a absorver tal constante, ou seja, f* — f* + 1’7, de forma que:
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XH(t,0) = %(f“(f—f— o)+ fH(t—o0)) (3.59)

X" (7,0) = fH(7). (3.60)

Mas ainda temos a segunda condi¢ao de Neumann para ¢ = 7, ou seja, dsX*(7,0) = ds X*(7,0) =

0.

dsX* (1) = %(f’“(r—Hr) —fM(r-n)=0 = fH(t+x)=f*(r—n). (3.61)

Para uma variavel real u,

fPutn)=f*u—n) = fHu+2rn)=f*"(u). (3.62)

Como f™* é 2m-periddica e diferencidvel, podemos expressa-la pela sua série de Fourier (ZWIE-

BACH, 2009)

fru)y=ay+ Y e™al. (3.63)

nez*

Uma de suas primitivas é

“ .
)= bt ¥ e (3.64)
nez* n

onde xg sdo constantes de integracdo escolhidas convencionalmente.

Substituindo 3.64 em 3.59, obtemos

an
2in
ab
=xg +ag”c+ Z " cos(no) (3.65)

nez* n

at

=Xxh +ayT+i Z j”e_””cos(nc),

nez*

X”(‘L’, G) :xg +agf+ Z (ein(T+G) +ein(r—o))

nez*
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onde utilizamos na segunda igualdade a férmula de Euler ™ = cosx -+ isinx, euquanto que na
terceira igualdade foi feita a mudanca de indice de soma n — —n.

Por fim, por convencdo, definimos os coeficientes de Fourier

V2o (3.66)

de forma que a solu¢do de movimento para cordas abertas sob condi¢cdes de Neumann € (BLU-

MENHAGEN et al., 2012)

H .
X*(1,6) = + 2/ ph1+iv2a Y Pem cos(na). (3.67)
nez* n

As constantes p* foram escolhidas para representar o momento total da corda, uma vez que o

momento conjugado a X* é PH = 5 la, d:X*, que pode ser interpretado como uma densidade de

momento da corda, e isso nos da

PH —

5o / dodx* = pt (3.68)

As constantes xg foram escolhidas, pois

R¥ (1) = —/ doX*(o,1) / doX*(0,7) =x5 +2a'ptr. (3.69)

Nos possibilitando interpretar as fungdes R*(7) como as coordenadas do “centro de massa”da

corda, com xj sendo a posigdo “inicial”(xj = R*(0)). (BLUMENHAGEN et al., 2012).

3.5.1.2 Condigées de Dirichlet

Nas condigdes de Dirichlet, temos que X*(7,0) = xjy e X*(7,7) = x| sdo constantes.

Dessa forma, temos que d:X*(1,0) = d:X*(t,m) = 0. A primeira condi¢do implica em

IXM(2,0) = 3 (F(5) 48" (1) =0 = fH(u) = " (u). (3.70)

Entretanto, segunda condi¢do de Dirichlet implica em
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XM (1, 7) = %(f’“(r—?t)Jrg’“(f—n)) —0 — fHut2m) = —g" (). (3.71)

Unindo os resultados obtidos das duas condi¢des de contorno, obtemo que f'*(u+2x) = ™ (u).

Logo, podemos representar f™* por sua série de Fourier(ZWIEBACH, 2009):

fMu)=ay+ ) e™ak, (3.72)

nez*

de forma que

u
fHu) = by +agu+ Y, ™, (3.73)

nez* ll’l
com b} sendo apenas constantes de integracdo. A partir das condi¢cdes de Dirichlet acima, é
posivel concluir que f* e —g" diferem por constantes aditivas, de forma que, substituindo 3.73

na solugdo de d” Almebert, temos que

a*
XM 7,0) = ln(T+O')_ in(t—o)
(1,0) = xO —l—a06+ Z*Zm e )
nez
= xg +a0 o+ Z 'isin(no) (3.74)
nEZ*
a“ ,
=xy +ago+ Y, —"e "sin(no).
nez* n
Definindo os coeficientes
ot =V2a'd",, ncZ (3.75)
poou
Xy —X
oy ==al) = %o, (3.76)

temos a forma final da solu¢do X* sob condi¢des de Dirichlet(BLUMENHAGEN et al., 2012):

u
XH(t,0) =xj + b )G—i— V2 Z — e " sin(no). (3.77)

nez*
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Vale ressaltar que a solug@o acima s6 € valida para coordenadas espaciais, de modo que a
coordenada X*, para cordas abertas, necessita satisfazer as condi¢des de Neumann.

Temos ainda que

1 T
d*(t)=— | dox*
TTJo

H H H
+ 20/ O
S W Y, e " (cos(nm) - 1)
2 T e (3.78)
I /5y H
+ 2 2(X’ an 1
= xl 5 xO + Z —Ze_lnf, mec Z,
T nez* n
n#£2m
enquanto que
o L ["doa.xn
T)= dod: X
(7) 27:05’/0 ‘
iv2a/ int [*
_ ! =) oc#e””/ do sin(no)
2o’ = 0 (3.79)

. u
2o a,
- Y %t ey,
2mo! n? ’ ’
neZ*
n#2m

ou seja, para cordas sob condi¢des de Dirichlet, ndo hd conserva¢do do momento, que pode

ser explicado pela auséncia da simetria por translagdes para essas condiguracdes, uma vez que

transladar os extremos nao € permitido.
3.5.2 Solugdo para cordas fechadas

As fungdes X* para cordas fechadas ndo possuem condi¢bes de contorno, mas
condig¢des de periodicidade X*(7,0) = X* (1,0 4 27), permitindo-nos obter sua forma geral
por um caminho mais rdpido. Fixando o parimetro 7, podemos escrever X* como sua série de

Fourier tomando ¢ como variavel:

X*(t,0) =Y " fH (7). (3.80)

nez

Como a equagio de onda (92 — d2)X* = 0 é linear, podemos considerar que X* é
expresso como combinacdo linear de solu¢des da mesma equagao, ou seja, os modos de Fourier

f& satisfazem a mesma equagdo que XM:
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O2fH (1) = —n*fi (1), (3.81)

cujas solucdes gerais sdo,

[ =ait+b} (3.82)
fE=ale™ £ bteT " n 0, (3.83)

onde os coeficientes constantes das varidveis foram escolhidos por conveniencia. Substituindo as

solucdes acima na série 3.80, temos

X*(t,0) =bl +ayt+ Y, " fi(7). (3.84)
nezx

Renomeando os coeficientes:

ay == o pH
w._ ou
by = xy

/ 3.85
i Y (5:85)
n 2 n n
oc’l
bl =i\ = 5 al

onde o sinal de barra em @}, nio denota complexo conjugado, mas apenas destaca que @), sio
coeficientes distindos de o). Temos entdo a forma final da expansio em modos para cordas

fechadas(BLUMENHAGEN et al., 2012):

XH(r,0) =x +a/phr+i Z [Oz“em 0) 4 gre™ <‘H’>] . (3.86)

neZ*

Calculando a posicao do centro de massa a partir da equagdo acima, temos

1 2
ZH (1) = 27 Jo dox*
T (3.87)
—xo +o p“’c

enquanto que o momento total é
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1 21

PH (1) dood X" = pH. (3.88)

C2nal o
Apesar de nao ser necessaria para determinar a forma geral de X*, é importante

entender como a solugdo de d’ Alemebert se desenvolve para cordas fechadas. Partindo de

XK= 2 (4 (0) (o), (3.89)

e da condicdo de periodicidade de X*, temos que

fHet)+gt(o7) = (0" +21)+g"(07) (3.90)

— fM(oT+21)— f* (o) =g"(07)—g'(c™ +2m). (3.91)

Como 6" e 0~ sdo varidveis independentes entre si, temos que

(o™ +2m) = fH(c")

(3.92)
gh(o” +2m) =g"(o7).
Além disso, temos as condigdes de contorno que para X, que nos levam a
(8"8u)(07) = (f*fu)(e™)=0. (3.93)

Logo, solu¢des X* para cordas fechadas podem ser obtidas, a menos de constantes

aditivas, se especificadas as derivadas de f* e gH.

3.6 Simetria residual de Sp e o calibre estatico

Na secdo do calibre conformal, mostramos que por meio de duas simetrias de
difeomorfismo e uma simetria de Weyl, € possivel fixar a métrica intrinseca h,;, completamente.
Em principio, podemos pensar que uma vez feita essa fixacdo, ndo podemos mais realizar

reparametrizagoes ou transformacdes de Weyl sem alterar o calibre conformal. No entanto, existe
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uma classe de reparametrizagdes que altera as componentes da métrica por um fator positivo,
produzindo um efeito andlogo aos da transformacdes de Weyl. Tais transformagdes sao chamadas
de transformagdes conformais

As equacdes de transformagdo para h*? sob uma reparametriza¢io qualquer sdo as

seguintes:

O, (3.94)

E possivel utilizar as transformagdes conformais, apos a fixacdo do calibre 4., = 1,5, de modo a
alterar a parametrizacdo da folha de mundo, e compensar o efeito dessas transformagdes sobre a

métrica com uma transformacdo de Weyl, deixando o calibre conformal intacto:

. ~a )&b
ab Weyl o ab Diff, o0 6% J6 cd __ pab

(3.95)

Consideremos o elemento de linha ds>2: no calibre conformal. Um artificio que nos ajudard a
descobrir propriedades de trasnformagdes conformais envolve momentaneamente observar esse

elemento de linha em coordenadas do cone de luz.

ds¢ = ndo®do?
= —dr? +do? (3.96)
— _—dotdo, ot =1+o0.

onde as componentes da métrica da folha de mundo em coordenadas do cone de luz sao

8=

_ 0o -
N+ M+ _ ‘ (3.97)

4 M- -5 0
Uma tranformagio conformal (67,67) — (u(6",07),v(c",067)) faz com que as compo-

nentes de 1) por um fator e®, tal que

dst = —dotdo~ .

= —e®dudv
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—> dudv = (94udo™ +9-udo~) (;vdo™ +9-vdo ™) (3.99)

=e “dotdo™
De forma a satisfazer a equag@o anterior, podemos escolher d_u = d;v =0 ou
d+u = d_v =0 (NAKAHARA, 2018):
l. u=0,v=0 = u=u(c")ev=v(o).
2. dyu=0_v=0= u=u(o")ev=v(o"). Se tomarmos o mapa (6,67 ) +— (67,07),
temos que u(c~) =ii(c") e que v(c™) = (o)

De toda forma, obtemos que transformacdes conformais sio as que satisfazem

ot — f(o"), 67 — g(o). (3.100)

Por defini¢do, T = %(GJr + 07). Logo, sob uma transformagdo conformal € tal que

T—>f(T,G):%[f(T—FG)—Fg(T—G)]. (3.101)

Isso implica 7 em (3.101) € solu¢do da equacdo de onda

0,07 =0. (3.102)

que é a mesma equacdo satisfeita pelas componentes X* no calibre conformal.

Efetuar uma transformagdo conformal na folha de mundo faz com que a nova
coordenada 7 satisfaga a mesma EDP linear que X*. Dessa forma, dentre todas as possiveis
solucdes da equacao de onda 7, escolhemos aquela que € proporcional a uma das coordenadas
XH(BECKER et al., 2006). A coordenada que escolhemos é X". Renomeando o parimetro
resultante da transformagdo como 7, obtemos a fixacdo chamada de calibre estatico(ZWIEBACH,

2009)

XO
= = X'=«1, kER,. (3.103)

A nomenclatura desse calibre vem do fato de que para cada valor fixo do parametro 7, fixamos
um instante de tempo na folha de mundo. Em outras palavras, a intersec¢do do plano T = 7) com
a folha de mundo nos fornece um conjunto que representa a configuracao espacial da corda no

instante de tempo K7p.
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4 SOLUCOES RIGIDAS DE CORDAS GIRANTES EM R!-P-!

Neste capitulo, trataremos de algumas solugdes de cordas girantes em espagos de
Minkowski de diferentes dimensoes. Fixamos a escolha do calibre conformal, bem como a do
calibre estético para a coordenada X°. Utilizamos também a notagdo X = (X°,X) em algumas

ocasides. As condicdes de contorno dentro dos calibres conformal e estatico sao

(0:X)% + (05X)? = k2

“4.1)
(aTX . aTX) — 07
ou ainda,
(0:X +0:X)? = &2, (4.2)

9 99

onde ”-”’se refere ao produto interno euclideano usual.

Se feitas algumas hipdteses acerca das configuracdes iniciais da corda, as solugdes
podem adquirir formas mais simples, nao necessitando da descri¢do usando modos de Fourier
ot ou Y, como mostraremos nos exemplos deste capitulo, baseados em (ZWIEBACH, 2009;

FROLOV; TSEYTLIN, 2003; TSEYTLIN, 2011).

4.1 Corda aberta rigida girante em R'? e em R!#
4.2 Casoem R!?

Trataremos de uma corda aberta de comprimento 2a sob condi¢des de Neumann. A
corda tem o formato rigido cujo ponto médio espacial se localiza na origem do sistema cartesiano
em R2. Impomos que a corda gira nesse plano em torno desse ponto médio com velocidade
angular @. Pela hipdtese sobre o formato da corda, o seu extremo X (70 = 0) em particular

realiza uma trajetdria circular dada por

X(1,0) = g(cos(wr),sin(w‘:)). (4.3)

Por meio de (3.59 e das condic¢des de contorno para X, temos que
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X(1,0) = 3[f(z+0) + fi(z o))
— aX' = J[f(z+0)+ f(1-0)
— 2X' = 3[f'(z+0)~ (1 o) (4.4
— f(1+0) = X'(1,0) £ dsX'(1,0)
= (f'f)(t+0)=x,
onde f" denota a derivada de f’ com respeito ao seu devido argumento. Para o nosso exemplo

em particular, a condi¢do de contorno para f”' nos d que

02 = —. 4.5)

Por meio de (3.60), sabemos que neste problema fi(t) = f(t 4 2x). Contudo, o periodo

fundamental de cos(@7) e sin(@7) € 2%, dessa forma, 27 deve ser seu maltiplo:

27
2ﬂ:En,n€Z=>a):n:>w€Z. (4.6)

Substituindo a forma geral de f' em X(7, o), obtemos

X(z,0) = %[f(rJr &)+ (7 — )] o
= acos(wo) (cos(w1),sin(w71)), £= (f1, f?).

De forma que X(7,0) e X(7, ) correspondam a pontos distintos, temos que ® # 2n, n € Z. As

coordenadas do momento total da corda sao

1 T
pl= ~5ra /0 dowacos(wo)sin(®t) =0 = p?, (4.8)

como esperado, devido a simetria do problema. A energia total £ da corda é

1 T K

Sua tnica componente de momento angular ndo identicamente nula é

o Edo

4o 2K

L12 _ 1

T
= 27‘[06’/ doa®wcos? (0o ) [cos* (wT) 4 sin(w7)] =
0

(4.10)
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4.3 Casoem R!*

Como extensdo do caso acima, podemos também trabalhar com uma corda aberta
rigida, desta vez girando em dois planos ortogonais em R*. Neste problema, a velocidade angular
no plano 12 é @, e @, no plano 34. Suas projecdes nos planos 12 e 24 t€ém comprimentos 2a; e
2ay, respectivamente. O extremo o = 0 realiza, por hipdtese, duas trajetdrias circulares, uma em

cada plano, de forma que

X' (7,0) = a; (cos(w; 7))
X2(1,0) = a (sin(w; 7))
4.11)
X3(1,0) = ay (cos(m, 7))
X*(1,0) = ay (sin(@, 7))
A partir desse ponto, introduzimos o mapeamento
T — C?
(4.12)

(t,0) =~ (x'(7,0),2*(1,0)) = (X'(z,0) +iX*(1,0),X°(1,0) +iX*(1,0)) .

Como em dimensdes espaciais maiores que 3 ndo podemos analisar o formato da corda inteiro,
fazemos alusdo ao mapa acima, de modo que para cada valor fixo de 7y, (¥'(7,0), x*(70,0)) é
interpretado como o “formato”da corda.

Em nosso problema,

x'(7,0) = a1l ¥%(7,0) = arel®?, (4.13)

De forma andloga ao caso em R!2, as solugdes sio

i 1)

x'(1,06) = aj cos(16)e 92, ¥2(1,06) = as cos(w0)e127) (4.14)

onde

(a10))% + (ar)? = K2, o, € Z\{2n, n € Z}. (4.15)



50

4.4 Corda dobrada em R'#

Neste exemplo, tratamos de uma corda fechada que se dobra de forma a “imitar’uma
corda aberta rigida. Esta corda também gira em dois planos ortogonais em R*, com seu “centro
de massa’localizado na origem. Também consideramos que suas projecdes sobre os dois
planos sdo respectivamente ®; € @, assim como os comprimentos de tais projecdes 2a; e
2ay, respectivamente. Pela hip6tese do formato da corda, queremos que X(7,0) = X(7,7) =

X(7,27) = 0. Dessa forma, a configura¢ao pode ser dada por

x'(1,0) = a;sin(®,6)e7, x*(1,0) = arsin(@,6)e' . (4.16)

Escolhemos a fungio sin para a corda fechada a fim de satisfazer a iguadade dos pontos meci-
onados. Para que sin se anule para os 3 valores de ¢ temos que € necessario que @y, € Z,
mas nao qualquer inteiro, pois se ®; = 2n, ou W, = 2m, teriamos uma equivaléncia ndo so entre
os valores 0 = 0,7 e 27, mas também com ¢ = 7/2 e 37 /2. Logo, w;,a, € Z\ {2n,n € Z}.

Temos ainda o vinculo do gauge estatico

K2 = (a101) + (@) (4.17)

utilizado para representar a energia total £ da corda em termos das suas componentes de momento

angular que , como veremos, ¢ uma propriedade comum em cordas girantes. De fato, temos que

2

/

K
— doo.x0 = = 4.1
2al Jo 0% o (4.18)

1 2
L2 = o /0 do(X'9.x%* - x%9.x")
1 2

= 5 doal w sin?(w;6)(cos? (@ 7) + sin® (@, 7)) 4.19)
0

- a%a)l
20

e analogamente,

2
134 HD?

20’

(4.20)
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de modo que

2
E = \/a (01712 + 0 J34). 4.21)
4.5 Corda circular girante em R!#

Podemos ainda realizar uma modificagdo na solug¢do anterior para obter um novo
formato de corda e portanto uma nova solugio. Adicionando um fator constante oy em x2 de

forma que

%% = asin(w(c + 07p))e'®”, (4.22)

temos que, para oy tal que @0y = 2nw + %, n € Z, nossa solugdo espacial torna-se

x! = asin(006)e'®%, x* = acos(wo)e®”. (4.23)

Se mapearmos (x!, xz) para R? retendo apenas a configuragio espacial da corda, ou seja,

(x', 2% — (acos(wo),asin(wo)). (4.24)

Podemos, portanto, associar a configuracdo espacial da corda a de uma circunferéncia. Dizemos
entdo que a solucdo (4.23) descreve uma corda circular girante.

Analogamente as solucdes anteriores, a energia € momentos angulares sao

2P ="" E=_—" — 4.25
2a/7 a/ a/ b ( )

onde usamos o vinculo do calibre estatico

K2 =2w3%d>. (4.26)



52

S TEORIA DE CORDAS NO ESPACO-TEMPO DE ANTI-DE SITTER 5-
DIMENSIONAL(ADSs)

5.1 Motivacao

Desde a construcao da acao de Polyakov até a apresentacdo de algumas solugdes
de cordas girantes, consideramos neste trabalho que o espaco ambiente era R'"°~!. Embora
seja bastante util para propdsitos didaticos, existe um outro espaco de enorme utilidade na
pesquisa cientifica, denominado de AdSs x S°, onde AdSs se trata do espaco-tempo de anti-de
Sitter 5-dimensional, enquanto que S° é a 5-esfera localizada em R®. O importincia fisica desse
espago se deve a chamada correspondéncia AdS/CFT. A correspondéncia proposta em 1998 pelo
fisico Juan Maldacena (MALDACENA, 1999), grosso modo, estabelece uma relacdo direta entre
resultados matematicos obtidos numa teoria de cordas localizada num espago-tempo de anti-de
Sitter com resultados obtidos numa teoria quantica de campos efetiva.

Portanto, neste capitulo, apresentaremos a construcdo do espaco AdSs x S° abordado
nos referidos artigos (FROLOV; TSEYTLIN, 2003; TSEYTLIN, 2011), analisando a sua a¢cao

de Polyakov e por fim, estudando algumas solucdes de cordas girantes.

5.2 Definiciio do S°

A 5 esfera € uma generalizacao do conceito de esfera bidimensional para 5 dimensoes.

Consideremos o espaco euclideano em 6 dimensdes RS, § = §yydy” @ dy"). Temos que

$3 .= {y e ROypy™ = +1} (5.1)

cuja parametrizacio em coordenadas (p', p%, p*, p*, p°) = (7, W, 01, @2, @3) pode ser dada da
seguinte forma(TSEYTLIN, 2011)

y1 (p) =sinycos ycos @y, yz(p) sin ycos Y sin @
y3(p) = sinysin Y cos ¢, y4(p) = sin ysin y'sin ¢ (5.2)
¥ (p) = cosycos @3, Y(p) = cos ysin @;.

Substituindo essa parametrizag¢do no elemento de linha ds2 = (dy')? + (dy?)? + (dy*)? +

R6 —
(dy*)? + (dy’)?, obtemos (TSEYTLIN, 2011)
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ds3s = dy* +cos® yd@3 +sin® y (dy* + cos® yd @i +sin® yd g3 (5.3)

que trata de um elemento de linha construido a partir da métrica induzida no conjunto (0, 1) x

(0,7) x (0,7) x (0,7) x (0,27) € R>.
5.3 Definicao e algumas propriedades de AdSs.

Consideremos o espago R** = (R®, 1 = nypdx* ® dx®) onde!

NaB = diag(—1,+1,+1,—|—1,—|—1,—1)AB

, cujo elemento de linha no sistema de coordenadas cartesiano (xo,x1 ,xz,x3,x4,x5) € expresso

por

dsfasy = —(dx”)? = (dF)? + (dx')? + (dx?)? + () + (da)*. (5.4)

O espaco-tempo de anti-de Sitter 5-dimensional é definido como o conjunto

AdSs := {x e R = =0 — X0 x4 o2 4 at = —1} . (5.5)

A equagio acima representa o conjunto de pontos em R>* equidistantes,de acordo
com a nocdo de distancia em R%>* da origem do sistema de coordenadas. Por conta disso, o
espaco AdSs pode ser tratado como uma pseudo-esfera. (SOKOIOWSKI, 2016).

Podemos expressar a hipersuperficie AdSs dentro do espago R?* por meio de uma
parametrizagdo especifica. Tomamos o espago de pardmetros como Q := (0,27) X (0, 4o0) X
(0,7) x (0,27) x (0,27). A parametrizacio é dada por x : Q — x(Q) C R>* cujos parametros

sio (¢°,4", 4%, ¢, q*) = (t,p,0,01,¢,) € Q e é definida da seguinte forma:

x°(q) = coshpcost, x' () = sinhpcos @ cos ¢y, x*(g) = sinhp cos Osin ¢y,
(5.6)
x(q) = coshpsint, x*(q) = sinhpsinBcos ¢y, x*(g) = sinh p sin O sin .

' Neste capitulo, em ordem de diferenciar a notacdo indicial de R>* de um espago-tempo usual denotamos os

indices em R?* por letras latinas maitsculas tais que A,B = 0,1,2,3,4,5.



54

Restringindo o elemento de linha de R** ao subconjunto x(Q), temos que tanto a métrica Nsp

quanto a parametrizacdo x(¢) induzem uma métrica de componentes Gy (q) ao AdSs

dS?R2,4)|x(Q) = UAdeAde|X(Q)
x4 (q) oxP
_ <77AB (9) (Q)) dgtdg

dqt  dg (5.7)
AdS
= G (q)dg"dg".
2
= dS{adsy)>
€ portanto
ds?AdSS) = —cosh? pdr? +dp? + sinh? p(d6? + cos® Od¢; + sin® Od¢,). (5.8)

Dessa forma, podemos definir o espaco-tempo de uma forma equivalente, mas utilizando o

conjunto € e a métrica induzida G(AdSs)

AdSs = (Q, GAdSs) = GIASY (v(g))dgt @ dqv> . (5.9)

Os 4Angulos 6, ¢; e ¢, sido os angulos usuais da 3-esfera, ou S*.Quando comparamos

o elemento de linha acima com o do espaco do de Minkowski R!# em coordeandas hiperesféricas

ds2,4 = —d> +dp? + p2(d6? + cos 6dg, + sin® 6des ). (5.10)

Por analogia dizemos p tem o papel de uma “coordenada radial”’. No entando,
a coordenada p ndo tem as mesmas propriedades usuais da coordenada radial em espagos
euclideanos. De fato, se tomarmos pontos com ¢t =ty € p = pg fixos, temos que a distancia

propria desses pontos ao centro da esfera de raio pg €

Po
L:/ds: dp = po. (5.11)
C 0

No entando, no plano equatorial 6 = /2, o comprimento do equador de uma esfera de raio pg é

2
Lequador = ds = A d¢» sinh? p = 27 sinh? py # 27pp. (5.12)

equador
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Também € importante notar que neste sistema de coordenadas globais, a medida que p — 0,
coshp — 1 e sinhp — p, de forma que a métrica de AdSs aproxima-se da métrica de R'* e s6
entdo a coordenada p de fato pode ser interpretada como uma coordenada radial auténcica.
Além disso, pela mesma analogia dos elementos de linha dizemos que a coordenada
global t € o tempo coordenado de AdSs. Essa denominagdo resulta em algo intrigante. Se

considerarmos os pontos em

q0 = lim = (tap>9>¢la¢2)7 q2n = lim_(t7p797¢17¢2)’ (513)
t—0F t—21

temos pela parametrizacio (5.6) que x(q1) = x(¢2) € R**, o que nos indica que o tempo em
AdSs tem caréter periédico, de forma que os pontos em (5.13) sédo identificados. E dito entdo
que apods um intervalo de tempo Ar = 27 a histdria do espaco-tempo se repete(RINDLER, 2006).

Por fim, tendo em mente a interpretacdo de t como tempo coordenado, dizemos que AdSs

. . L . . aG V(q) . . , L. .
¢ um espago-tempo estaciondrio, pois —45-= = 0, ou mais ainda, que ¢ estético, pois sob a
transformagdo ¢ — #'(¢) = —t, temos que Gy (t) = G, (t'). Por consequéncia, dessa invariéncia

por translagdes temporais, temos que a energia total de uma corda em AdSs € invariante.

5.4 Duas abordagens a dinamica de cordas em AdSs.

A fim de estudar a dindmica de cordas no espaco de anti-de Sitter, podemos escolher
entre dois caminhos para construir sua acao e equacdes de movimento. O primeiro envolve
utilizar a defini¢io de AdSs escrito em termos das coordenadas X de R?#, dada por 5.5, e escrever
os pontos da imagem da folha de mundo como x*(¢(7,o)). O segundo método envolve utilizar
diretamente as coordenadas globais ¢*(7,0) do AdSs junto de sua mética induzida presente na

definicao (5.9) tal que

0 _ 1 o 2 _
¢"(v,0)=1(r,0)  ¢'(r,0)=p(7,0) ¢°(1,06) = 6(,0) (5.14)

q3(77 G) = (Pl(Tv G) q4<f,0') - ¢2(T70-)'

Enquanto o primeiro caminho serd utilizado para analisar equacdes de movimento, o segundo

método € bastante util para verificar a possibilidade do gauge estitico em AdSs.
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Neste método, escrevemos a a¢do de Polyakov no calibre conformal diretamente

A
utilizando a métrica induzida G( dSS).

1 a
Sg)[CI] = —W/Zdzﬁ dag"' d quEﬁ/dSS)(C]),

onde
—cosh’p 0 0 0
0 1 0 0
Guv(q) = o )
0 0 sinh“pcos- O 0
0 0 0 sinh? p sin” 6

Variando a ag¢do acima com respeito a g*, temos

85pld) = i |08 [(0,4"9°9" G ()]

/dzc {8(0:X"396" )Gy (q) + dug" g V(SGW )

47:05/
= /d2 {ZGW( )0°q" 8(0ug") + 9ug" 9°q v?

47wc’
dGuv(g

a a
)

47ra’
/ 26 9 (5¢"9qu)

Termo de frontelrafo

27roc’

=0,

nos dando a equacgao

a 1 a aGuv(Q)

aa(G(xy(Q)a q/i) = E&aq“& XVW

IGau(q) a 1 « v9Guv(q)
auﬁ 0aq? 9°q" + Gap(4)9a0q" = 50ag" 9 qva“T-

Utilizando a simetrizacao

IGay(q)

Bau_
aﬁ ——>0d,q"d

|:aGaOCIJ (q) aaqﬁaaqp, 4+ aG&au (q)a

| = l\)l'—‘

dGap(q) N dGayu(q)
dgH dqP

9Guv(g) &

o)

- /d2 {29 (Gand“a") + ug0°g" =3 } oy

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)
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temos que

1
Gou(q)dadg" + =

[aGau(q) dGop(q) 9IGup(q)
2

508 SaF 3qc ] 9aqP 9%q* = 0. (5.20)

Definindo os usuais simbolos de Christoffel de primeiro tipo

(5.21)

._ 18Gau(‘]) 8Gaﬁ(Q) aGyB(Q)
]'—‘Ot.ul3 (Q) T +§ |: aqﬁ aq“ - aqa ’

atuando GV%(g) em ambos os lados da equagio (5.20) e utilizando o fato de que G*7G,, = &

obtemos

0a0°q" + Gvarauﬁaaqﬁaaqu =0. (5.22)

Finalmente, definindo os simbolos e Christoffel de segundo tipo, ou conexdes de Levi-Civitta

M, (q) == G**(q)Tavp(q) (5.23)

e realizando um pequeno rearranjo de indices, obtemos as equag¢des de movimento para gg*:
Qg +T* g 9aq®9°qP = 0. (5.24)

Com (5.24) em maos, podemos discutir o uso do calibre estatico no espaco AdSs. A

equacio diferencial para ¢° envolve os simbolos de Christoffel Foﬂv(q). Sabendo que a métrica

. L. . dG
Gy € estitica, ou seja, 5;0(‘1) =0, temos

1 dGou(q) n dGvo(q)

0 _ 100

Cwla) =361 v i (5.25)
1 2G ..

Moo(q) =T7%(q) =0, T%(g) = 56"(q) 5’;@ i j=1,2,3.4 (5.26)

1

500, 0 unico simbolo de Christoffel nao identicamente nulo €

Como Gyy = — cosh? p=
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1%, (q) = tanh(p). (5.27)

Substituindo na equagio de movimento de ¢° = ¢, obtemos

940t +2tanh(p)d,t°p = 9,0 + 2tanh(p)(— st dep + st ). (5.28)

Com isso, percebemos que se escolhermos uma parametriza¢do na qual dst = 0 € tomarmos
configuracdes de cordas rigidas, ou seja, cordas para as quais a coordenada radial p satisfaz
dzp = 0, a equacdo para ¢ se reduz a equagédo de onda d,d“r = 0. Dessa forma, podemos utiliar
a simetria residual de Sp e reparametrizar a folha de mundo por uma transformacao conforme de

modo a escolher o gauge estitico X0 =1 = k7.

5.4.2 Abordagem via parametrizacio em R>*

1
SPIX Al = — / o [nAB8aXA8"XB + A(Xa XA+ 1)] : (5.29)
drwol Jy
De fato, se variarmos (5.29) com respeito a A, temos o vinculo X4 X4 = —1 satisfeito e as fungdes

X4 (7,0) passam a ser escritas em termos da parametrizaco (5.6) que nos fornece a métrica

G(A955) Temos com isso que

9X*(q) 9X"(q)
dgH dq¥

= Guvdagt (1,0)0%" (1,0),

MasaaX* (4(7,6))2°X® (q(7,0)) = (nAB ) 2ud (2,0)3°" (1, 0)

(5.30)

(1)

fazendo que nossa agdo retorne a S, ’[g], garantindo a equivaléncia entre as duas agdes.
Variando com respeito a X“, sumarizamos as equagdes de movimento extraidas da

acgdo:

0.0Xs = AXy, Xy XA = —1. (5.31)

Aplicando o laplaciano d,d“ na segunda equagio e substituindo o resultado na primeira equago,

conseguimos uma terceira equacio que especifica A em termos de X*:



59

A = 9,X40°XA. (5.32)

S ~ T . ~ o2 .. )
Devido a contracdo dos indices maidsculos na ac¢io SE, ), temos que o grupo € invariante sob

transformagdes do grupo SO(2,4), de forma que as cargas conservadas sdo componentes do

tensor J48 dado por
L / ” do(X49.x8 — x8a,x4). (5.33)
2o Jo

Dessa forma, identificamos as componentes de JAZ com a energia e componentes de momento

angular associadas aos planos mutuamente ortogonais 12 e 34 da corda (TSEYTLIN, 2011)

JB=E, J2=J =7 (5.34)
5.5 Corda circular girante em AdSs x S°

Consideramos por simplicidade que a corda gira soment em AdSs, ou seja, a parte da
corda pertencente ao S° & fixa, de modo que as componentes y¥ e coodnadas p* sio constantes, e
portanto podemos trabalhar eclusivamente em AdSs. Fixando o calibre estético r = kT, dp =0,
as equacdes de movimento para p, 0, ¢; e ¢ sdo um sistema de EDPs de segunda ordem nao

lineares

3,976 + % Sin(20) (a1 9901 — Du23”0) + 2cothp(p'9e0) = 0

p” —coshpsinhp (k> 40,0096 + cos> 09,¢10°¢; + sin® 09,¢29%¢,) = 0 (5.35)

aaaaq)] + Zcothp(p/&6¢l) - 2tan9(—af¢1a~56 + ac¢1809) - O
0,09 +2cothp(p'ds02) +2cot O(—0:020:0 + 05 $2950) = 0.

A fim de simplificar ainda mais as expressdes, podemos considerar uma solugao circular, na qual
p = po = constante. Como todos os pontos da folha de mundo, e portanto da corda possuem a
mesma coordenada radial py, dizemos que a configuracao diz respeito a uma corda circular. O

sistema de EDPs se simplifica para
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9400 = 3 5in(20)(2u20°02 — 2u919°01)

k2 =—09,00%0 — cos® 00,0109, — sin” 09,0,9% ¢, (5.36)
aaaa(P] - Ztan 9(85(])1 860 - aT(P]aTG)

Impondo que d;0 = 0, verificamos que ¢; = ¢, = @7 satisfazem suas equacdes, de modo que o

sistema se simplifica para

0" =0

K2 _ _(9/)2+w2

. (5.37)
a a¢1 =0

949%0 = 0.

Dessa forma, 6(c) = ac + b, a,b € R. Fixamos b = 0 por simpicidade. Temos ainda que
06050 = 0—-0e0—2r = 6O — 7w, ouseja,a= % ¢é possivel escolher outro valor
fixo de a, mas isso permitiria que 0 extrapolasse seu dominio usual (0, ), fazendo com que a

parametrizacdo do AdSs nao fosse mais invertivel.

t(t)=xt, p=po, 06(0)= %G, 01(7) = ¢2(7) = w7, (5.38)

além do vinculo para a devido ao gauge estatico:

1
0> =2+ e (5.39)

Expressando essa solugio nas coordenadas X# de R>%:

X0 = coshpgcos(kt), X = coshpgsin(xt)
X! = sinh pysin(ac) cos(w), X* = sinh pysin(ac) sin(@7) (5.40)
X3 = sinh py cos(ac) cos(®T), X* = sinh py sin(ac)sin(w7).

ou ainda, em notagdo complexa ( 20, %", xz) € C3, temos

%0 = X° 4 iX° = cosh ppe'*®
, ‘ (5.41)
%' = X' +iX? = sinh pycos ge‘m, %% = X3 +iX* = sinh py sin %elm.
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Como ja mencionamos, a escolha p = pg fez com que nomedssemos a presente solucio como
uma corda circular girante. Podemos ainda comparé-la com a solu¢io em R!** dada por(4.23),
onde ha certa semelhanca.

Embora tais solucdes tenham sido construidas a aprtir das equagdes de movimento
para coordenadas globais, é facil verificar que a solucdes escritas em X“ também solucionam as

equacoes de movimento extraidas da acao SI(DZ) [X, A], se considerarmos que

A=K’ (5.42)

Isso implica que w? = k2 + }l, corroborando com a equacdo diferencial de p. Pela vinculo do

calibre conforme

0: X407 XA + 05X405XA = 0. (5.43)

obtemos que

)
sinh
Po _ 2

5.44
: (5.44)
Nossa solu¢@o na forma final € escrita como
20 =V 1+2K26%7, x! = \/EKcoszelm, x> = \/Elcsinze‘m. (5.45)
Por fim, podemos obter seus dois momentos angulares:
1 2 @ sinh? oK’
J2 = do(X19.x% — x29.x") = L3P0 _ OKT_ 34 (5.46)

2mal Jo 20/ o

e sua energia total

h? 1 +2K2 2 4 3t
g = lpo’(:( + :C)K:\/(ZJ)Z—‘F—K K (5.47)
o o
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, analisamos os principais pontos que regem a formulacao cldssica da
teoria de cordas. Partindo do conceito de linha de mundo para uma particula livre, construimos
a no¢ao geométrica de linha de mundo e a associamos a uma parametrizacdo diferenciavel. A
imagem da folha de mundo nos permitiu definir a acdo de Nambu-Goto, da qual extraimos
simetrias, equacdes de movimento e as condi¢des de contorno de Neumann e Dirichlet, para
cordas abertas, ou o simples uso das condi¢des de periodicidade para cordas fechadas.

Motivamos a construc¢do da acdo de Polyakov, que apresentava dependéncia quadratica
nas derivadas da parametrizac¢do da folha de mundo. Além da invariancia sob as isometrias do
espaco-tempo R!"P~! e invaridncia sob reparametrizacdes difeomérficas, a acio de Polyakov
apresentou a simetria de Weyl, permitindo que a fisica descrita na folha de mundo, e sua imagem,
fossem iguais para métricas em X conformalmente relacionadas.

Com as 3 simetrias, demonstramos a possibilidade de fixar as componentes inde-
pendentes da métrica da folha de mundo /4, nos levando ao calibre conformal, que por sua vez
simplificou as equac¢des de movimento e os vinculos fornecidos pelo tensor de momento energia
associado a 4. Analisamos as correntes e cargas conservadas da acdo de Polyakov devido as suas
duas invariancias por isometrias e reparametrizacdes. Expressamos solugdes gerais das equagdes
de movimento para a parametriza¢ao da folha de mundo, que se reduziram a simples equacdes
de onda gracas ao calibre conformal, e demonstramos que para cordas fechadas e cordas abertas
com extremos livres, o momento total da corda era conservado.

Mesmo fixando o calibre conformal 4., = 1, ainda constatamos que era possivel
efetuar reparametrizacdes que podiam ser compensadas por transformagdes de Weyl, denomi-
nadas transformacdes conformes, o que nos forneceu mais uma simetria na acao de Polyakov,
permitindo-nos escolher o chamado calibre estatico, que permitia visualizar de forma mais
intuitiva a movimentagao das cordas ao longo do tempo.

Construimos solugdes explicitas para cordas abertas e fechadas fazendo algumas
hipoteses acerca de suas configuracdes espaciais, de forma que as solu¢des de corda girantes
mostravam-se mais simples do que as solucdes gerais, que eram expressas em séries de Fourier.

Introduzimos a necessidade de se estudar o espaco-tempo de anti-de Sitter 5-
dimensional por meio da correspondéncia AdS/CFT. Definimos o espaco-tempo AdSs5 em
termos de sua parametrizacio X no espaco R*>* e em termos de suas coordenadas globais g*.

Conseguimos construir uma a¢ao para cada representacio € mostrar que ambas as acdes eram
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equivalentes, descrevendo a mesma folha de mundo em AdSs.

Utilizamos a representacdo em coordenadas globais para obter um sistema de
equacdes diferenciais parciais acopladas. Utilizamos a equacdo da coordenada ¢ para fixar
o calibre estatico em solucgdes de cordas estaticas p = p(0). Além disso, estudamos as outras
quatro equagdes diferenciais para obter uma solucao explicita de uma corda circular girando
em dois planos ortogonais de R>* em AdSs. Por fim, utilizamos a representa¢io por meio
das coordenadas X* de R%* para expressar a solugio e comparé-la com uma solucio de corda
circular obtida em R'*. Nessa mesma representacio, pela invariancia da acdo de Polyakov sob
as isometrias de R>*, obtivemos as cargas conservadas LAZ, possibilitando-nos obter a energia

total e dois momentos angulares da corda circular girante.
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