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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre sistemas dindmicos ndo lineares e o processo
qualitativo e quantitativo para encontrar as solugdes de suas equagdes governantes. Encontramos
solucdes nimericas aproximadas usando o algoritmo Runge-Kutta de quarta ordem. Aplicamos
métodos de aprendizado de maquina para encontrar e prever o comportamento do sistema a
partir dos dados coletados sobre ele, supondo que a sua equagdo governante ainda ndo fosse
conhecida. Os métodos utilizados foram as regressdes Ridge e Lasso, as quais apresentam um
termo de regularizacdo sobre os coeficientes que regem as equagdes de movimento. Empregamos
todos esses mecanismos nas equacdes de Lorenz. Obtemos pelo Runge-Kutta de quarta ordem
as solugdes numéricas e o comportamento por meio das equagdes governantes € dos parametros
iniciais; pelas regressdes obtemos o comportamento e produzimos previsdes a partir do conjunto
de dados das velocidades e dos estados coletados no sistema. Concluimos que as regressoes
utilizadas se aproximaram do comportamento previsto pela literatura, mas nao foram o suficiente
para extrair os coeficientes exatos que acompanham as equacdes governantes do sistema de tal

forma que as identificassem.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos nao lineares. Equagdes governantes. Aprendizado de

maquina. Equagdes de Lorenz.



ABSTRACT

In this work we present a study on nonlinear dynamical systems and the qualitative and quantita-
tive process to find the solutions of their governing equations. We found approximate numerical
solutions using the fourth-order Runge-Kutta algorithm. We apply machine learning methods
to find and predict the system’s behavior from the data collected about it, assuming that its
governing equation was not yet known. The methods used were the Ridge and Lasso regressions
which present a regularization term on the coefficients that govern the equations of motion. We
apply all these mechanisms in the Lorenz equations. We obtain by the fourth order Runge-Kutta
the approximate solutions and the behavior through the governing equations and the initial
parameters; through regressions we obtain the behavior and produce predictions from the data set
of velocities and states collected in the system. We conclude that the regressions used approached
the behavior predicted by the literature but were not enough to extract the exact coefficients that

accompany the governing equations of the system in such a way as to identify them.

Keywords: Nonlinear dynamic systems. Governing equations. Machine Learning. Lorenz

equations.
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1 INTRODUCAO

O estudo da dindmica comeg¢ou em meados de 1600, quando Isaac Newton criou
as equacoes diferenciais para descrever o movimento. Apds descobrir as leis de movimento e
da gravitagdo universal, ele conseguiu resolver problemas dindmicos de dois corpos, exemplo
disso, foi o cdlculo do movimento da Terra ao redor do Sol. A geracao seguinte de fisicos e
matemaéticos estenderam os métodos analiticos de Newton para problemas mais abrangentes e
complexos, aplicando para sistemas de trés corpos, problema de dificil solucao analitica. Apds
décadas, problemas desse tipo comegaram a ser trabalhados de forma mais qualitativa. No final
do século XIX, Poincaré, desenvolveu um método geométrico que analisava o comportamento do
sistema sem precisar resolver analiticamente a equagdo. Essa resolu¢do trouxe uma abordagem
mais moderna da dindmica (POINCARE; MAITLAND, 2003).

Em 1950, a invenc¢do do computador de alta velocidade foi um marco na histéria da
dindmica. O computador permitiu que fosse possivel desenvolver alguma intui¢do sobre esses
sistemas. A experimentacdo desses sistemas por métodos computacionais levaram a descoberta
de Edward Lorenz em 1963, sobre movimentos cadticos em um atrator estranho. Lorenz estudou
um modelo simplificado de rolos de convecc¢ao na atmosfera para obter uma visdo sobre a
imprevisibilidade do tempo e descobriu que as solugdes para suas equagdes nunca chegavam em
um estado periddico (LORENZ, 1963)(LORENZ, 1995).

Nessa trajetdria histdérica, compreender as propriedades das equacdes de movimento
se tornou relevante, pois o que diferencia a dificuldade de resolucdo das equacdes de um sistema
dinamico € seu aspecto de linearidade. Para equacdes diferenciais ndo lineares € praticamente
impossivel resolver analiticamente, por isso apenas depois da inven¢do do computador foi
possivel entender melhor a dindmica de diversos problemas, jd que grande parte dos fendmenos
naturais apresentam o aspecto nao linear incluindo assuntos que ultrapassam a fisica, sendo
vistos também na biologia e na quimica.

Dessa forma, um dos grandes desafios atuais de varias dreas da ciéncia e da enge-
nharia € encontrar as equagdes governantes em um sistema com dados abundantes. Métodos de
aprendizagem de maquina, como a regressao linear com regularizacao, estdo sendo utilizados
para descobrir essas equacgdes de sistemas dindmicos nao lineares. Para a realizacdo desse
método se faz a suposicao de que existem apenas alguns termos importantes que governam a
dindmica, o que € valido para muitos sistemas fisicos. Isso resulta em modelos que evitam o

overfitting sobre os dados (BRUNTON et al., 2016).
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A partir disso, neste trabalho estudamos o sistema dindmico ndo linear de Lorenz
obtendo suas solu¢des numéricas pelo método Runge-Kutta de quarta ordem e por meio somente
desse conjunto de solugdes retornamos as suas equacdes de movimento utilizando a regressao
linear com regularizacdo Ridge e Lasso como método de aprendizagem de maquina escolhido.

Dessa forma, este trabalho estd organizado com apresentag¢ao dos conceitos basicos
sobre o0 estudo de sistemas dinamicos ndo lineares no Capitulo 2. Nele € abordado a diferenca de
equacoes lineares e ndo lineares e suas propriedades sendo exemplificado em sistemas fisicos
conhecidos; métodos para resolver sistemas ndo lineares no seu aspecto qualitativo e quantitativo;
andlise do comportamento do sistema dinamico, se o sistema se comporta em ciclos, se ha
pontos estdveis ou instdveis; e uma apresentacio sobre quando sistemas dindmicos ndo lineares
apresentam caos, abordando as Equagdes de Lorenz como um exemplo de sistema cadtico.

No Capitulo 3 se trata sobre Machine Learning, trazendo como ponto principal o
funcionamento de um dos seus métodos supervisionados: a regressao linear. Nele € mostrado o
funcionamento do algoritmo Gradiente Descendente, desenvolvido por meio da fungdo hipétese
e funcdo custo. Além disso, € apresentado o problema de overfitting que a regressao linear pode
acarretar e as solucdes para esse problema através das regularizacdes realizadas pelas regressoes
Ridge e Lasso. Também sao abordadas o funcionamento dessas regressdes e suas diferencas.

No Capitulo 4 o comportamento do sistema das equacdes de Lorenz € obtido pelos
métodos Runge-Kutta de quarta ordem, regressao Ridge e Lasso. Comparagdes sao realizadas
entre os trés métodos e previsdes desse sistema ndo linear sdo produzidas para periodos maiores.
No Capitulo 5 sdo comentadas as consideracOes finais sobre este trabalho e suas perspectivas

futuras.
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2 SISTEMAS DINAMICOS NAO LINEARES

O estudo da dinamica trata sobre a mudanga dos sistemas que evoluem no tempo,
assim, € possivel analisar o comportamento de qualquer sistema, podendo este sistema em
questdo estar estabilizando, se repetindo em ciclos ou até mesmo em situacdes mais complexas. A
descri¢do da dinamica de um sistema fisico € realizada a partir das suas equacdes de movimento.

Essas equagdes podem ter formas lineares ou ndo lineares. Grande parte dos fendme-
nos naturais estudados na fisica nao sio lineares. Sempre que partes de um sistema interferem,
cooperam ou competem, ocorrem interagdes nao lineares e essa nao linearidade € essencial para
a compreensdo de diversos problemas fisicos, como em sistemas oscilatérios (POL; MARK,
1927), (MOON, 1980), em operacao de um laser (ATMANSPACHER; SCHEINGRABER, 1986)
e em Orbitas planetarias (SUSSMAN; WISDOM, 1988).

O interessante das equagdes de movimento de um sistema dinamico ndo linear é que
elas podem exibir o fendmeno de caos. O comportamento de um sistema cadtico pode ser muito
complicado e a necessidade de descrevé-lo gerou novos caminhos para encontrar as solucdes de
suas equagdes governantes, exemplos disso s@o pela andlise qualitativa realizada pelo plano de
fase, discutida na Sec¢do 2.2, e pela forma quantitativa produzida por métodos numéricos como
Runge-Kutta, discutida na Secdo 2.3.

Por isso, para uma melhor compreensdo do efeito cadtico que a ndo lineariedade tras,
€ necessdario um entendimento profundo sobre as equagdes diferenciais ndo lineares que muitas

das vezes nao sdo facilmente resolvidas analiticamente.

2.1 Equacoes Lineares e nao lineares

Considera-se uma equacao linear se ela envolve a varidvel, ou varidveis dependentes e

suas derivadas, apenas linearmente. Um sistema linear bidimensional € um sistema representado

pelas Equacgdes 2.1 (TAYLOR, 2013)

X = ax-+by,
(2.1)
y = cx+dy,

onde a, b, ¢ e d sdo constantes.
Sendo os vetores denotados por negrito, este sistema pode ser escrito na forma

matricial apresentada pela Equagdo 2.2
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X = AX, (2.2)
onde
a b X
A= e X = (2.3)
c d y

Tal sistema € linear no sentido de que se X; e X, sdo solugdes dessas equagdes, entdo qualquer
combinacdo linear c;X; + ¢X; € solucdo. Esse resultado € chamado de principio da superposicao.
Um exemplo de um sistema linear sdo as vibragdes de uma massa pendurada em

uma mola governadas pela Equacgdo diferencial linear 2.4

mi+kx =0, (2.4)

onde m € a massa, k € a constante da mola e x é o deslocamento da massa em relagc@o a posi¢ao
de equilibrio.

A Equagdo 2.4 é facilmente resolvida e tem como solugdo x(1) = ACOS(\/%I) +
B sen(\/%t) em que A e B s3o constantes.

Ao contrdrio de um sistema com equagdes lineares, os sistemas nao lineares consis-
tem de equacdes formadas por combinacgdo de fungdes algébricas, como polindmios, e funcdes
transcendentes, como a func¢io exponencial, a fun¢do logaritmo e as fungdes trigonométricas.
Por causa da nao linearidade, esses sistemas de equacdes nao podem ser reduzidos na forma
matricial da Equacdo 2.2.

Um exemplo de sistema fisico ndo linear é a Equacao de movimento 2.5 de um

péndulo simples, pois apresenta termos nao lineares em 6 como o senf.

mL>6 + mgLsenB =0, (2.5)

onde m € a massa, L. é o comprimento do fio, g é a gravidade e 6 é o angulo em que o péndulo se
encontra em relagdo a origem.

Muitas vezes, para resolver esse problema, usa-se a aproximagdo senf =~ 6 para
transformar a Equacg@o 2.5 em uma equacao linear. Porém, essa aproximagao somente se aplica

para angulos pequenos. Caso contrario, esse problema ndo € resolvido trivialmente. Isso nio é
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algo particular do problema do péndulo. A maioria das equagdes nao lineares ndo sdao possiveis
de serem resolvidas analiticamente e para descrever melhor o comportamento desses sistema,
geralmente € realizado uma anélise mais qualitativa das equagdes governantes, retratando-as a

partir do chamado Plano de Fase.

2.2 Plano de Fase

O plano de fase exibe visualmente as solu¢des das equagdes diferenciais de um
sistema. Nele, para o caso bidimensional, hd um plano de coordenadas com eixos (x,y). A forma

geral de um campo vetorial bidimensional no plano de fase € mostrado na Equacgado 2.6

X = f(xy),
y=g(xy),

(2.6)

onde f e g sdo fungdes.

Esse sistema pode ser escrito na forma compacta apresentada na Equacao 2.7

p=F(p), 2.7)

onde p = (x,y) e F(p) = (f3).

De acordo com a Equacgdo 2.7, pode-se considerar que p representa um ponto no
plano de fase e p € o vetor de velocidade nesse ponto. Um ponto de fase traca uma solug@o p(t)
decorrendo ao logo do campo vetorial. Essa solu¢ao corresponde a uma trajetéria através do
plano de fase. Além disso, o plano de fase € preenchido por diversas trajetorias, pois cada ponto
pode ser considerado uma condi¢ao inicial. (STROGATZ, 2018)

Quando consideramos todo o campo vetorial, a representacao de todas as trajetdrias
de um sistema dinamico no plano é chamado de retrato de fase. A construgdo das trajetorias em
relacdo as condicoes iniciais serdo discutidas na subse¢do 2.2.1.

Por meio do retrato de fase € possivel determinar o comportamento qualitativo das
solugdes, o que facilita compreender melhor a evolucao de sistemas dindmicos nao lineares.

Portanto, a partir das propriedades de F(p) € possivel encontrar diretamente uma
enorme variedade de retratos de fase, mostrando assim como a dindmica do sistema se comporta,
se € um sistema estavel ou ndo. Exemplo disso podem ser visto em sistemas oscilatérios como

modelos predadores-presas (LOTKA, 1925).
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2.2.1 Problema de Cauchy

O problema de Cauchy, também conhecido como problema de valor inicial, comprova
a existéncia e unicidade das solucdes e essas caracteristicas s3o importantes para montar o retrato

de fase de um sistema dinamico.

Teorema 2.2.1 (Existéncia e unicidade local) Suponha que f seja continuo em Q C R? e tem
derivada parcial continua em f, com respeito a x. Seja (ty,xo) um dado ponto no interior de Q.

Entdo existe um intervalo fechado I contendo to em seu interior tal que o problema de Cauchy

x = f(t,x)

x(l()) = X0

tem uma solugdo tinica, definida em I (AHMAD, 2013).

Ou seja, de acordo com esse teorema a existéncia e unicidade de solucdes sdo garan-
tidas caso f seja continuamente diferencidvel. Desse teorema, também se deduz um corolério
importante: trajetorias de solucoes diferentes nunca se cruzam, pois se alguma trajetdria se in-
tersectar com outra vai existir mais de uma solugdo para aquele ponto de intersec¢do. Logo,
violando a unicidade do Teorema 2.2.1 como apresentado na Figura 1.

Figura 1 — Exemplo da viola-
¢do do Teorema 2.2.1.

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Esse teorema € usualmente trabalhado na fisica, uma vez que € constantemente
buscado a solu¢do da equacdo do sistema estudado a partir das suas condi¢des iniciais dadas e
por meio disso é sempre encontrado apenas uma solug¢do para os pontos em que se deseja saber.
Os osciladores harmdnicos e o circuito RLC sdo exemplos de problemas fisicos simples que

mostram essa aplicagdo.
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2.2.2 Interpretacdo dos pontos criticos em um retrato de fase

As consequéncias do Teorema 2.2.1 sdo perceptiveis em qualquer sistema fisico e
para montar o retrato de fase € importante definir os pontos criticos da equacao governante do
sistema.

Os pontos criticos s@o definidos encontrando primeiramente os pontos de equilibrio
do sistema, ou seja, os pontos em que as equacdes de movimento sdo iguais a zero. Apos
encontrar esses pontos, € necessdrio definir se o ponto de equilibrio € um né, espiral, centro
(estavel ou instavel) ou um ponto de sela. Para descobrir a natureza desse ponto, usa-se a matriz

jacobiana dada pela Equagdo 2.8

If(xy)  9f(xy)

_ dx dy
Al P 28)
dx dy

onde f(x,y) e g(x,y) sdo fungdes.

Se o determinante da matriz Jacobiana for negativo e os autovalores forem reais
com sinais opostos, o ponto fixo € um ponto de sela. Se o determinante da matriz Jacobiana for
positivo e seus autovalores forem reais com o mesmo sinal, o ponto fixo serd um né. Caso os
autovalores sejam complexos conjugados, o ponto fixo serd espirais ou centro. A estabilidade
dos nos e das espirais é determinada pela soma dos autovalores. Se a soma for negativa, entdao o
ponto fixo € estavel. Caso contrdrio, o ponto fixo € instadvel (STROGATZ, 2018).

Um exemplo disso € uma particula percorrendo um plano bidimensional e suas

equacdes de movimento sdo definidas pela Equacao 2.9

¥ o= —x+x,
(2.9)
y = =2y
O sistema € considerado nao linear pois no sistema de equagoes 2.9, x € ndo linear ja
que apresenta dependéncia em x>, por esse motivo a andlise qualitativa é ttil para desenhar seu
retrato de fase.
Para isso, primeiro se deve verificar quais s@o seus pontos de equilibrio que devem
ser quando X = 0 e y = 0 simultaneamente. Entdo para esses valores, tem-se 0s pontos em x € y
iguais a (0,0), (—1,0) e (1,0).
Para descobrir a natureza desse ponto, usa-se a matriz jacobiana dada pela Equacao

2.8 e se obtém para o ponto critico (0,0) a matriz Jacobiana igual a
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-1 0
J(0,0) = , (2.10)
0o -2

e para os pontos (£ 1,0) a matriz Jacobiana € igual a

2 0
J=(£1,0)= ) (2.11)
0o -2
No ponto (0,0), nota-se que seus autovalores A; = —1, Ay = —2 sdo reais, negativos

e a determinante da matriz € positiva, logo o ponto fixo € um né. Para verificar a estabilidade
desse n6, deve-se somar os autovalores, nesse caso A| + A, = -3. Portanto, o ponto (0,0) é um
n6 estavel. Ja para os pontos (-1,0) e (1,0), como os autovalores A; =2 e A, = -2 sdo reais com
sinais opostos e a determinante da matriz € negativa, entdo os pontos serdao pontos de sela.

Com isso, como as equagdes x € y sdo desacopladas, esse sistema representa dois
sistemas independentes de primeira ordem perpendiculares entre si. Portanto, o desenho do
retrato de fase € ilustrado na Figura 2 em que foi montado da seguinte forma: na direcdo y, todas
as trajetdrias decaem exponencialmente para y = 0. Na direcdo x, as trajetdrias sdo atraidas para
x = 0 e repelidas para x = 1, onde o ponto preto denota o né estavel e o branco denota o n6
instavel. As linhas verticais x = 0 e x = 41 sdo invariantes, porque x = 0 neles; logo, qualquer
trajetéria que comeca nessas linhas permanece nelas para sempre. Da mesma forma, y = 0 é uma
linha horizontal invaridvel. Além disso, ja que as equacdes sdo invariantes sob as transformagodes
x — —xey— —Yy, o retrato de fase deve ser simétrico em ambos os eixos x e y. Dessa forma
colocando tudo isso junto € formado o retrato de fase apresentado na Figura 2.

Essa é uma abordagem mais qualitativa do problema da dindmica ndo linear, uma
vez que ndo foi necessdrio encontrar exatamente as solugdes para se ter uma interpretacao do

sistema.
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Figura 2 — Retrato de fase da Equacgao de

evolugdo 2.9.
J’

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

2.3 Aspectos quantitativos de um sistema diniamico nao linear

Como j4 visto, a maioria dessas equagdes nao lineares ndo podem ser resolvidas
analiticamente e por isso usar aproximagdes numéricas € util para encontrar aspectos quantitativos.
Um dos metédos nimericos bastante utilizado para encontrar solu¢des aproximadas do problema
de valor inicial é o método Runge-Kutta.

O método Runge Kutta calcula o préximo valor x; | por meio de varios estdgios com
objetivo de obter melhores aproximacgdes. Para este fim, x| serd x; mais uma média ponderada
de um nimero s de incrementos, o nimero s € fixo e denominado nimero de estdgios. Cada
incremento € apenas um produto do tamanho do passo /. e uma inclinacio estimada da curva
de solugio especificada pelo lado direito f(¢,x) da equacdo do problema inicial da subse¢do
2.2.1(AHMAD, 2013).

Esse método em geral € resolvido para quatro estdgios, popularmente chamado de
método de Runge-Kutta de quarta ordem. Imagine um problema de valor inicial dependente da
posi¢do x e do instante . Usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, a inclicinacdo sera
estimada pela média ponderada de varios termos da forma x = f(#,x;) onde #, (k = 1,2,...) com
o passo sendo h = At, ou seja, os valores de f; sd30 escolhidos no intervalo [¢,7 + At], e x; serdo
obtidos usando alguma aproximagdo para xi(¢). O método de Runge-Kutta de quarta ordem é

definido pela Equacdo 2.12 (GIORDANO, 2005).

x(t+Ar) =x(r) + é[f(twq) +2f(ta,x2) +2f(t3,x3) + f(ta,x4)]At, (2.12)

onde
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t =t, xp = x(t).
1 1
tH :t+§At, X :x(t)+§f(t1,x1)At.
1 1
13 :t+§At, X3 :x(t)+§f(t2,x2)At.
ty =1+ At, x4 = x(t) + f(t3,x3)At.

2.4 Teoria do caos

Sempre que o caos é encontrado em um sistema dinamico, ele é associado a ndo
linearidade das equacdes que regem esse sistema. Nem todos sistemas nao lineares sdo cadticos,
para que eles possam ter tal aspecto o sistema deve ter mais de um grau de liberdade ou ndo
ser autdnomo, isto €, deve ser dependente do tempo. Assim, a teoria do caos trata de sistemas
deterministicos que apresentam sensibilidade as condi¢des iniciais, ou seja, o estado atual do
sistema depende do estado anterior de forma rigidamente determinada, o que se torna imprevisivel
a observacdo ou medicdo ao longo prazo.

Essa sensibilidade d4 a caracteristica de instabilidade, por isso, mesmo se tratando de
sistemas deterministicos, eles apresentam uma grande sensibilidade aos erros e as perturbacdes
aparentando ser um sistema aleatério devido aos seus resultados imprevisiveis. Por conta disso,
h4 muitos anos o caos era confundido com aleatoriedade, apesar de ndo ser. Um exemplo disso
¢ retratado pelo mateméatico Norbert Wiener quando se referia ao caos como um hospedeiro
de moléculas localizadas aleatoriamente que formavam um gés, ou a colecao desordenada de
goticulas de dgua. (WIENER, 1938).

Portanto, pode-se dizer que o termo caos se refere coletivamente a processos de-
terministicos que aparentam proceder de acordo ao acaso. Exemplos como esse existem em
inimeros processos fisicos, como o balanco de um péndulo em um relégio, a queda de uma
rocha na encosta de uma montanha ou o rompimento de ondas na costa de um oceano, em que
variagdes de algum tipo ocorrem conforme o tempo avanga. (LORENZ, 1995).

A dificuldade de se conhecer o estado presente com exatiddo levou-se a necessidade

de modelar esses sistemas cadticos e prever o que aparenta ser acaso, mas que na verdade sdao
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representado por equacdes. Um exemplo de sistema cadtico sdo as Equacdes de Lorenz que

serdo discutidas na subsecao seguinte.

2.4.1 Equagoes de Lorenz

O matematico e metereologista Edward Lorenz tentava descrever o comportamento
da atmosfera a partir de um sistema de equacdes adequado. Buscando prever o tempo, ele
percebeu que a atmosfera real ndo se comportava como um modelo simples. As temperaturas, 0s
ventos e outras quantidades que entram na estimativa de clima ndo eram medidas com precisao e
por conta disso as mudangas pequenas das condi¢des iniciais ocasionava a falta de periodicidade
das previsdes climéticas.

Em 1963, ele derivou as equagdes de movimento de um sistema tridimensional

vindas de um modelo de rolos de convec¢do na atmosfera (LORENZ, 1963). As Equacdes 2.13

sao

x = o(y—x),

y = px—y—xz, (2.13)
¢ = xy—Pgz

onde o, p e B sdo parAmetros e maiores que zero. Sendo ¢ o nimero de Prandtl, p o nimero de
Rayleigh e 8 relacionado com o aspecto dos rolos nos problemas de convecgao.

Nota-se que esse sistema € ndo linear, pois apresenta dependéncia em termos quadra-
ticos xy e xz. Observa-se também que as equagdes possuem simetria, ou seja (x,y) — (—x,—y).
Logo, todas as solugdes sdo simétricas ou t€ém um parceiro simétrico. Além disso, o sistema de
Lorenz € dissipativo, isto €, os volumes no espacgo de fase se contraem sob o fluxo.

Com isso, Lorenz descobriu que esse sistema deterministico de aparéncia simples
tem uma dindmica estranha, pois com um nimero amplo de parametros, as solucdes oscilavam
irregularmente, nunca se repetindo exatamente, mas sempre permanecendo em uma regiao
limitada do espaco de fase. Quando tragadas as trajetdrias dessas equacdes em trés dimensdes,

foi identificado um conjunto de solu¢des complicadas o que foi chamado de atrator estranho.
2.4.1.1 Atrator estranho

As trés equacdes demonstram uma das maneiras mais simples em que um sistema

deterministico pode se comportar quando ndo se comporta periodicamente. Lorenz usou a
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integracdo numérica para ver o que as trajetorias fariam ao longo prazo. Ele estudou o caso
particular para 6 = 10, p =28 ¢ B = 3. Plotando grificos para descrever como as solugdes das
varidveis se comportam ao passar do tempo conseguiu observar, por exemplo, o comportamento
da evolucdo temporal das solugdes de x(¢), y(¢) e z(¢). A Figura 3 mostra o comportamento da

solucdo x(¢) em relacdo ao tempo.

Figura 3 — Série temporal de x(¢) do sistema das
Equagdes de Lorenz.
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Fonte: Retirada do livro (LORENZ, 1995), pg. 138

Pela Figura 3 nota-se que o sistema estd em equilibrio instavel, pois ele sofre
oscilacdes amplificadoras sobre um estado até que as oscilagdes se tornem muito fortes. Em
seguida, ele passa oscilar sobre outro estado instavel, até que essas oscilacdes se tornem muito
fortes também, depois o sistema alterna continuamente entre esses dois modos de comportamento.
A caracteristica principal retratada na Figura 3 € como os nimeros sucessivos de oscilacdes sobre
um estado ao outro ocorrem em uma sequéncia irregular. A partir disso, conclui-se que uma
solu¢do ndo periddica € instavel ou sensivelmente dependente, e assim mostra que se a solucao
geral de um sistema ndo € periddica, o seu comportamento geral é cadtico.

Visualizando a evolug@o temporal das varidveis, Lorenz descobriu que uma estrutura
diferente € criada se a solugdo for visualizada como uma trajetéria no espaco de fase. Por
exemplo, quando z(¢) é plotado contra x(¢), um padrdo de borboleta aparece. A Figura 4 mostra
o contorno do atrator e uma curva de solucdo estendida dentro dele.

Na Figura 4 as trajetdrias parecem se cruzar, isso acontece porque as trajetorias

tridimensionais estdo projetadas em um plano bidimensional. Quando desenhadas em trés
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Figura 4 — Atrator de Lorenz.

Fonte: Retirada do livro (STROGATZ, 2018), pg. 326.

dimensdes nenhuma intersec¢do ocorre. Entdo, o teorema citado na subsegdo 2.2.1 é obedecido.

Pela Figura 4 a trajetéria comeca perto da origem, depois oscila para a direita e
mergulha no centro de uma espiral a esquerda. Depois passa por uma espiral muito lenta para
fora, a trajetdria volta para o lado direito, espirala algumas vezes, e volta para a esquerda, espirala
ao redor e assim por diante indefinidamente. O nimero de ciclos feitos em cada lado varia de
forma imprevisivel de um ciclo para o préximo.

Como modelo de convec¢gdo comum, esse sistema € deficiente porque impoe res-
tricdes excessivas a0 movimento. Se vocé colocar uma panela com agua no fogdo e ligar o
queimador, a 4gua ndo vai subir em todo o lado esquerdo e afundar em todo o lado direito, ou
subir apenas na direita e afundar apenas na esquerda, em um grande rolo, como as equacdes exi-
giriam que isso acontecesse; numerosos rolos menores serdo desenvolvidos. Se estes pudessem
ser suprimidos de alguma forma, o movimento restante poderia estar mais de acordo com as
equacgoes. (LORENZ, 1995)

Porém, a realidade fisica da circulagdo irregularmente alternada foi comprovada
alguns anos depois, quando os matemadticos aplicados Willem Malkus e Louis Howard e Ruby
Krishnamurti construiram rodas d’adgua que foram destinadas especificamente a executar o

comportamento previsto pelas equacdes de Lorenz (MATSON, 2007).
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3 APRENDIZADO DE MAQUINA

Aprendizado de maquina estuda e constroi algoritmos capazes de aprender com os
dados e fazer previsoes sobre eles. Esses algoritmos sdo construidos baseados em um modelo a
partir das entradas do sistema, chamadas de caracteristicas, com objetivo de fazer previsdes ou
decisdes conduzidas pelos dados.

O uso do aprendizado de mdquina € util para vdrios tipos de problemas complexos
que possuem grande quantidades de dados e ajustes. Um exemplo simples € o filtro de spam
do e-mail o qual € um programa que aprende a sinalizar e-mails indesejados e os classificam
como spam, tais como propagandas. Para que o filtro consiga classificar o que € spam e o que
nao é, o sistema aprende a partir de um conjunto de treinamento com vdrios e-mails. Assim, o
algoritmo treina com este conjunto para poder prever o que € spam nos e-mails futuros. A partir
da previsao é possivel observar se ela foi precisa e obteve €xito na sua classificagao.

Outro exemplo de aplicacao seria prever um valor nimerico, chamado de targets,
dado por um conjunto de caracteristicas. Essa aplicacdo pode ser usada para prever precos de
imodveis, havendo o conjunto de caracteristicas como o ndmero de quartos, localizacdo, drea e
entre outras propriedades do imével.

Para esses problemas mencionados se usa métodos supervisionados, ou seja, 0s
dados de treinamento fornecidos ao algoritmo, as caracteristicas, incluem as solu¢des desejadas,
os targets. Entre os métodos supervisionados, a regressao linear foi a utilizada neste trabalho e

serd discutida na proxima subsecao.

3.1 Regressao Linear

A regressdo linear € um dos modelos mais simples para prever os valores de saida.
Esse modelo usa uma funcao linear, chamada de hipdtese, cuja a entrada s@o as caracteristicas

do conjunto de dados do sistema estudado. A hipdtese h(@,x(i)) ¢ dada pela Equagao 3.1

h(©,x7)) = @7 - x) = 6y + 0,x] + 6232 + ... + B,x, (3.1)

onde n € o nimero de caracteristicas, Xx; € 0 i-€simo valor das caracteristicas, 6; € 0 j-€simo
parametro do modelo.
Além disso, a regressdo também pode ser ndo linear e escrita na forma polinomial.

Por exemplo, pode-se substituir os termos x() por polinémios tais que x, = x", assim a funcdo
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hipétese € expressa pela equagio 3.2

h(©,x)) =0T - x) = 6y + 0,x+ 60 + ... + 6,1 3.2)
3.1.1 Funcgao Custo

Para treinar o modelo de regressao, os parametros devem ser definidos de modo
que o modelo se ajuste melhor ao conjunto de treinamento. Para isso, é necessario encontrar
o valor de ® que minimiza o erro quadratico médio da hipétese h(@T,x(’)) em um conjunto de

treinamento x{. Essa minimizagdo é chamada de fungdo custo J(®) e é calculada pela Equagio

33

LY (@7 x) — )2, (3.3)

2m (=

J(®)

onde m € o nimero de amostrar e y(i) € o vetor target.
3.1.2 Gradiente Descendente

O Gradiente Descendente € um algoritmo de otimiza¢do capaz de encontrar solugdes
Otimas. Sua ideia geral € ajustar os pardmetros de forma iterativa para minimizar a fun¢do custo.
Dessa forma, esse algoritmo,quando aplicado a 3.3, mede o gradiente local do erro da funcido em
relagdo ao vetor de pardmetros ® e caminha na dire¢do onde o gradiente decresce. Quando o
gradiente € zero, significa que atingiu o minimo (GERON, 2017).

O vetor ® comeca sendo preenchido com valores aleatérios e vai sendo melhorado
gradualmente até que consiga diminuir a func¢do custo, convergindo-a ao minimo. A Figura 5
ilustra o funcionamento do Gradiente Descendente.

Para que essa convergéncia ocorra, € necessario determinar um hiperparametro n
chamado de taxa de aprendizagem. Esse hiperpardmetro ird determinar o tamanho das etapas
e deve ser escolhido atenciosamente, pois se a taxa for muito pequena o algoritmo terd que
passar por muitas iteragdes para convergir o que pode levar muito tempo. No entanto, se a taxa
de aprendizado for muito alta, o algoritmo pode pular o vale e acabar no outro lado da curva.
Sendo possivel esse outro lado ser mais alto do que estava antes e consequentemente divergir
o resultado para valores cada vez maiores. A Figura 6 esquematiza o algoritmo para valores

pequenos e grandes da taxa de aprendizagem.
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Figura 5 — Representacao do algoritmo Gradiente Descen-
dente inicializado por um valor aleatério. O algoritmo per-
corre a fun¢do custo a uma taxa de aprendizado ideal 1 até
encontrar o seu valor minimo.

Custo
A

Minimo

— ' > 0
Valor inicial A

aleatorio
Fonte: Adaptada do livro (GERON, 2017), pg 156.

Figura 6 — A esquerda tem a representagio do funcionamento do algoritmo Gradiente Descendente
para uma taxa de aprendizado muito pequena, fazendo com que o algoritmo demore a chegar no
minimo e a direita para uma taxa de aprendizado muito alta fazendo com que o algoritmo divirja

do valor minimo.
Custo Custo
A A

Valor inicial Valor inicial
aleatorio aleatdrio

Fonte: Adaptada do livro (GéRON, 2017), pg 157.
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Mesmo que a funcdo custo apresente topologias irregulares como buracos e cristas,
isso ndo serd problema para esse modelo de regressao linear, pois a fung¢do custo é convexa,
ou seja, ndo ha presencas de minimos locais, apenas um minimo global, o que facilita a apli-
cacgdo do algoritmo. Além disso, a funcdo de custo € continua com uma inclinicacdo que nao
muda abruptamente. Dessa forma, esses dois fatores permite a garantia de que o algoritmo
Gradiente Descentende se aproxime gradativamente do minimo global quando tiver uma taxa de
aprendizagem adequada (GERON, 2017).

Portanto, buscando calcular o quanto a fun¢do custo varia, na implementacao do
Gradiente Descendente deve-se computar o gradiente da funcdo de custo em relacdo a cada

pardmetro do modelo 6;. A equagdo 3.4 calcula o vetor gradiente da func@o custo
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i(x(i))T(x(i) .@_y(i)). (3.4)

26,

Tendo o vetor gradiente, o qual aponta para cima, basta ir na sua direcao oposta
para descer, ou seja € necessdrio subtrair 6; do vetor gradiente. Para uma determinada taxa de

apredizagem 7 a expressao € obtida pela equacdo 3.5

0; = ej—nn—il_:f‘1 [ (@,60) =y @], (3.5)

Além disso, existem outras formas de implementar o Gradiente Descendente, ele
pode descer em lotes (Batch Gradient Descendent) onde o gradiente da funcao de custo € calcu-
lada para cada parametro 8;, e pode ser calculado a cada passo (Stochastic Gradient Descent)(GERON,

2017).
3.1.3 Opverfitting

Ap0s usar a regressao linear em um conjunto de dados € possivel verificar se o
modelo estd bem ajustado, ou seja, se 0 modelo prever de acordo com o que foi treinado.
Porém, pode acontecer do modelo ndo estar bem ajustado, isto €, apresentar um overtfitting.
Isso acontece quando ha muitas caracteristicas, assim a hipdtese aprendida pode se ajustar
excepcionalmente ao conjunto de treino (J(®) ~ 0), mas falhando em generalizar para novas
amostras (BHATTACHARYYA, 2018).

Dessa forma, para melhorar o ajuste da regressdo, a fung@o custo devera ser regulari-
zada com objetivo de reduzir a influéncia de determinados pardmetros 6; sobre ela. Para isso, a
regressdo Ridge e Lasso sdo técnicas bastante utilizadas para evitar o overfitting e apresentam um
6timo desempenho para um grande nimero de caracteristicas, onde cada caracteristica contribui

na previsdo de y.
3.1.4 Regressao Ridge

A regressao Ridge € uma versao regularizada da regressao linear ou polinomial. Essa

regularizagdo € adicionada a fun¢do custo de forma que for¢a o algoritmo a ajustar os dados
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mantendo os pesos do modelo tdo pequenos quanto possivel, assim, contribuindo para a redug¢ao

da influéncia dos parametros. A equacdo 3.6 mostra a funcao custo com a regularizacao ridge

3

1
J(©)=—
ml. 1

) . L&
T )y 2 2 2
(h(®",x17) —y1) +2mj§9,, (3.6)

onde o A é o hiperparimetro que controla a regulariza¢do do modelo.

Quando A = 0, a regressdo Ridge se torna a regresséo linear da Equagao 3.3. Além
disso, o termo de polarizagcdo 6y nao € regularizado.

A regularizacio s6 deve ser adicionada na fungdo custo durante o treinamento. Apés
ter treinado o modelo, o desempenho deve ser avaliado usando a medida de desempenho nao
regularizada.

O algoritmo de Gradiente Descendente para regressiao Ridge é expresso pela Equacao

3.7

3

. . . YL
(x(z))T(x(l) .@_y(l))+a Z 0. (3.7)
1 n=1

2JO

1
86,' m

1

3.1.5 Regressdo Lasso

A regressao Lasso (TIBSHIRANI, 1996) € outra versdo regularizada da regressao
que também adiciona um termo de regulariza¢do na funcdo custo, mas dessa vez esse termo € o

modulo do vetor de parametros 6;. A fung¢do custo na regressdo Lasso € dada pela Equac@o

J@) =1 i(h(@T,x“)) —y0)2 42 Z 6. (3.8)
j=1

mi=

A fungdo custo nesse tipo de regressao ndo € diferencidvel em 6; = 0, mas o algoritmo
do Gradiente Descendente ainda funciona quando usado um subgradiente para qualquer 6; = 0.

Portanto, esse subgradiente € dado pela equacdo

—1, se0;<0
—=— Z(x(i))T(x(i) @ —yl)y + Asign(6;) onde sign(6;)=1q 0, se6;=0 (3.9)
+1, se6;>0
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A regressdo Lasso tende a eliminar completamente os pesos das caracteristicas
menos importantes, ou seja, eles passam a ser definidos como zero diferentemente da regressao
Ridge que apenas diminui os pesos.

Portanto, o algoritmo da regressdo Lasso executa uma selec@o de caracteristicas e
produz um modelo esparso. A Figura 7 ilustra o funcionamento das regressdes Lasso e Ridge
mostrando a diferenca dos pesos nessas duas regressoes, onde o conjunto de dados hipotético é
dado por dois pardmetros 6; e 6, e é usado a restrigao |0;| e sz nos coeficientes para regressao

Lasso e Ridge respectivamente.

Figura 7 — A direita representa o funcionamento da regressio Lasso. A
esquerda representa o funcionamento da regressdo Ridge. O diamante
e o disco rosa representam a regido de restricdo das regressoes Lasso
e Ridge respectivamente. Os contornos elipticos sdo a fungdo custo da
regressao linear.

6,

J— —>91 —_ —>91

Fonte: Adaptada do artigo (TIBSHIRANI, 1996)

Na regressdo Lasso, sempre que o contorno eliptico atinge algum ponto na regido de
restricdo um dos parametros desaparece, como no diamante ha cantos, se a solu¢do ocorre em
um canto, o pardmetro 6; se iguala a zero. Assim, quando estiver em um espa¢o de dimensio
maior, o problema serd reduzido para os parametros mais importantes.O que ndo acontece na
regressao Ridge. Porém, quando se tem condi¢des relaxadas nos coeficientes, essas regioes
restritas podem ficar maiores e atingirdo o centro da elipse, isso faz com que a regressdo Lasso e

Ridge se assemelhe com a regressao linear (FRIEDMAN et al., 2001).
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4 RESULTADOS

Neste trabalho foi construido o método de Runge-Kutta de quarta ordem, a regressdo
Ridge e Lasso pela linguagem de programagdo Python. Todos esses métodos foram realizados
manualmente sem o uso de bibliotecas prontas.

Na primeira etapa deste trabalho foi construido o método de Runge-Kutta de quarta
ordem para encontrar as solu¢des aproximadas de x(¢), y(z) e z(¢) das equacgdes de Lorenz,
Equagdo 2.13. Os valores usados para os pardmetros foram ¢ =10, p =28 ¢ 8 = %. As
varidveis x, y e z foram inicializadas no instante = 0 com valores x(0) = —8.0, y(0) =0
e z(0) = 27 e as medidas de tempo foram escolhidas no intervalo de [0,40] com passo de
At =0,001.

A partir dessa inicializagdo, o método calculou os valores numéricos aproximados
dos estados para cada instante, resultando em 4000 solugdes, e com eles foi possivel visualizar o
comportamento da evolucdo temporal de cada um dos estados do sistema, apresentada na Figura
8, e o atrator tridimensional do sistema, mostrado na Figura 9.

Figura 8 — Evolucéo temporal das solu¢des x(t), y(¢) e z(¢) do sistema das equagdes
de Lorenz computadas pelo método Runge-Kutta de quarta ordem.

M I

I

|

il

||
il
'u 'J‘ |||| H ||

-

201 |||l|l|||hl|

10 - |

—x(t), y(t), zlt)-—-

pr—
—

0 5 10 15 20 25 30 35 40
tempo
Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Nota-se a semelhancga da Figura 8 com a Figura 3. O sistema estd em equilibrio
instavel como citado na Subsecao 2.4.1, pois os nimeros sucessivos de oscilagdes sobre um

estado ao outro ocorrem em uma sequéncia irregular. A semelhancga da Figura 9 com a Figura 4
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Figura 9 — Atrator de Lorenz a partir das so-
lucdes calculadas pelo método Runge-Kutta de
quarta ordem.

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

também € notdria visto que o atrator apresenta o padriao borboleta como curva de solucdo. Pelo
grafico tridimensional, a visualiza¢do que a trajetéria nunca se cruza, obedecendo o Teorema
2.2.1, é mais perceptivel. Portanto, as solu¢des encontradas por esse método quantitativo
corresponde com a teoria.

Além disso, com os valores de x(t), y(t) e z(¢) obtidos, as velocidades x(z), y(t) e
z(t) do sistema de Lorenz foram calculadas, as quais resultaram também 4000 solucdes, e a
partir do conjunto completo de seus resultados foi criado uma matriz V, de tamanho 4000 x
3, representada pela Equacao 4.1, e com os resultados dos estados foi construido uma matriz

biblioteca ®(x,y,z), de tamanho 4000 x 56, com os termos da Série de Taylor apresentado na

Equagdo 4.2
XT(l‘n) ).C(tl) ):)(tl) Z‘(tl)
V=1t | = X(?) )’(fz) Z(fz) 7 @.1)
(1, : : :
(tn)  ¥(tn)  2(tn)
O(xyz)= (1 xy z x> y> 22 Xy xz yz - 2°) - (4.2)

A biblioteca O representa as possiveis fungdes nao lineares candidatas a pertencerem

as equacdes de movimento do sistema. Essa biblioteca pode consistir em constantes, polindmios
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e em termos trigonométricos. No entanto, somente os termos das varidveis oriundos da série
de Taylor foram utilizados por justamente ja conhecer que as equacdes governantes do sistema
tem dependéncia em termos polinomiais e por isso apenas alguns desses termos de ©® estdo
presentes nas equacdes. Assim, surgiu um problema de regressdo para encontrar os coeficientes
Q= (w, an, -+, ®,) que determinam quais fun¢des ndo lineares estio ativas neste sistema. Esse

problema € expresso pela Equacgdo 4.3

V =0(x,y,z)Q. 4.3)

Portanto, a partir das matrizes V e ® foi realizado o processo inverso do método
Runge-Kutta de quarta ordem, isto é, o comportamento do sistema foi encontrado usando somente
os resultados dos valores nimericos dos estados e das velocidades coletados.

Levando em consideracdo que a equagdo governante do sistema nao fosse conhe-
cecida, para realizar esse processo inverso, os métodos de regressao Ridge e Lasso calcularam
os coeficientes Q e com eles foi possivel verificar o comportamento e realizar previsdes desse
sistema nao linear.

Assim, a matriz V representa o conjunto de fargets, a biblioteca ® o conjunto das
caracteristica e apds a implementagao delas nas regressdes foi encontrado a matriz de coeficientes
Q) cuja o tamanho era de 4000 x 3. A Figura 10 ilustra a esquematizacao desse processo.

Figura 10 — A matriz V e ® sdo implementadas nos métodos de regressdo Ridge e

Lasso para encontrar os coeficientes que regem as equagdes governantes do sistema.
X Y Z_ 1lx yzx xyxzy z_ 0 0,0,

o0
o0
! Identificagdo do
= ‘ Sistema de Lorenz
b —>» V= @T(x,y,z)Q
v

O(x,y.2) o
Fonte: Adaptada do artigo (BRUNTON et al., 2016) .

Na implementacdo, foi usado o pardmetro A = 10 e apds encontrar os valores de
Q, eles foram usados para visualizar o comportamento das velocidades do sistema, a partir da
Equacao 4.3. A Figura 11 apresenta a comparagdo da evolug¢ao temporal resultantes dos trés

métodos utilizados neste trabalho.



Figura 11 — Evolugdes temporais de X, y e z pelos método Runge-Kutta de quarta ordem, regressao Ridge e Lasso

juntamente com a amplia¢do do grafico no intervalo de tempo [0,200].
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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Pode-se visualizar também o comportamento das velocidades de forma tridimensio-

nal como apresentada na Figura 14.

Figura 12 — Comparagdo das solu¢des das velocidades para os métodos de regressdo com o
método Runge-Kutta de quarta ordem. A direita € comparado com a regressao Ridge e a esquerda
com a regressao Lasso.

Ridge Lasso
— Runge-Kutta — Runge-Kutta

300

50
X2 =

100 —-300

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Tanto o método de regressdo Ridge quanto a regressdo Lasso se aproximaram com
as curva de solugdo calculada pelo método Runge-Kutta, mas sofreram ajustes nos valores
iniciais. A aproximacdo das curvas no intervalo de tempo [0,200] pela Figura 11 evidencia
isso. Provavelmente as regressoes estdo com overfitting. Na Figura 14 se tem uma apresentagcao
tridimensional do comportamento entre os trés métodos. O comportamento das velocidades
mostrado € o mesmo, ela se comporta em forma de espirais at€é mudar de direcdo e espiralar
novamente. Assim, as regressoes resultaram em um comportamento bem aproximado da rea-
lidade. Porém, a regressao Lasso ndo retornou Q de forma esparsa, assim, os coeficientes que
descrevem as equacoes do sistema ndo foram exatamente encontrados e apenas foi possivel se
obter o comportamento temporal do sistema.

A partir dos coeficientes computados, a previsdo para um sistema das equacdes de
Lorenz foi realizado para periodos maiores. Os pardmetros o, p, 3 e valores iniciais x(0), y(0) e
z(0) foram mantidos, o intervalo de tempo foi mudado para [0,60] permanecendo o passo de Az
=0,001. Com esses valores, os estados e velocidades foram calculados novamente pelo método
Runge-Kutta e usamos diretamente os valores dos estados em ® (6000 x 56) e Q (6000 x 3)

calculado anteriormente com objetivo de obter a previsdo de V(6000 x 3).
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O comportamento da velocidade foi comparado para todos os métodos utilizados e
essa previsao das evolugdes temporais das velocidades sdo apresentadas na Figura 13 e o seu

gréfico tridimensional € ilustrado na Figura 14.

Figura 13 — Gréficos da previsdo das evolugdes temporais de X, y e z para um periodo maior. Os graficos
foram plotados para o método Runge-Kutta de quarta ordem e pelos coeficientes encontrados anteriormente
pelos métodos de regressdao Ridge e Lasso. A ampliacdo dos graficos estd no intervalo [0,200]
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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Figura 14 — Comparacao da previsao de solucdes das velocidades para os coeficientes compu-
tados anteriormente pelas regressoes com o método Runge-Kutta de quarta ordem. A direita €
comparado com os coeficientes da regressdo Ridge e a esquerda pelos coeficientes da regressao
Lasso.

Ridge Lasso
—— Runge-Kutta —— Runge-Kutta

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Ambas as regressoes realizaram previsdes que coincidiram com a curva de solucao
do método Runge-Kutta de quarta ordem, mas o ajuste realizado nas condi¢des iniciais ainda
€ aparente como mostrado na ampliacdao da imagem no intervalo [0,200]. Portanto, mesmo a
regressao Lasso ndo retornando uma matriz esparsa de €2, ela conseguiu ajustar de forma que os
coeficientes conseguem realizar previsdes. Assim, tanto a regressdo Lasso quanto a regressao
Ridge conseguiram prever o comportamento para periodos futuros a partir de {2 e condizeram
com o que € previsto pelo Runge-Kutta de quarta ordem havendo apenas uma mudanca nas

condi¢des iniciais.
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5 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi encontrar as equagdes governantes de um sistema nao
linear por meio das informagdes que sdo coletadas sobre ele. O sistema ndo linear utilizado foi
baseado no problema de convecc¢ao atmosférica estudado por Edward Lorenz o qual apresenta
um comportamento cadtico. Métodos de aprendizado de maquina, como os métodos de regressao
Ridge e Lasso, foram abordados com a inten¢@o de obter os coeficientes dessas equacoes.

Por meio disso, foi realizado um estudo sobre o comportamento deste sistema a
partir da evolugao temporal das velocidades usando os métodos de regressdo e 0 comparamos
com o método Runge-Kutta de quarta ordem, o qual € um método quantitativo utilizado para
obter solugdes numéricas aproximadas de equacdes diferenciais ordindrias conhecidas. A matriz
de coeficientes geradas pelas regressdes ndo retornaram matrizes esparsas € portanto nao resultou
os coeficientes exatos das equagdes de Lorenz.

A partir dos valores calculados para os coeficientes ainda foi possivel visualizar o
comportamento do sistema e realizar previsdes para periodos maiores, porém houve um ajuste nas
condi¢des iniciais. Esse ajuste ndo era esperado, uma vez que as solugdes devem ser inicializadas
no mesmo ponto.

A intencdo futura deste trabalho € obter as equacdes de movimento de um sistema
dindmico ndo linear qualquer usando como meio somente o conjunto abundante de dados

coletados sobre o sistema estudado.
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