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RESUMO 

Mostramos como construir uma extensão supersimétrica do modelo de Maxwell-

Chern-Simons-Higgs adicionado de um acoplamento do tipo Pauli, ou seja, um acopla-

mento de momento magnético anômalo. Apresentamos tal supersimetrização tanto no 

superespaço quanto em termos de campos componentes. Mostramos que, para uma de-

terminada escolha da constante de acoplamento não-mínimo podemos atingir o limite 

de Chern-Simons puro, mesmo na presença do termo de Maxwell, o que possibilita uma 

nova descrição dos anyons supersimétricos. 

Reproduzimos as condições para se obter uma generalização supersimétrica N=2 tanto 

do modelo Higgs abeliano quanto do modelo Chern-Simons-Higgs, assim como suas re-

spectivas equações de Bogomol'nyi. 

A teoria com a simetria U(1) espontaneamente quebrada apresenta a geração de um 

termo de Chern-Simons e de um termo de Maxwell. Existe um valor crítico, (g2 = v2 ), 

para o qual o termo de propagação do campo de gauge desaparece. Enquanto que para 

outro valor crítico, (g = — ~7, ), o termo de Chern-Simons desaparece. 

Na fase de simetria quebrada, a inclusão do momento magnético anômalo na teoria 

leva ao aparecimento de um termo de propagação para o fotino, ao contrário dos modelos 

usuais, onde o fotino é um campo auxiliar. 
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ABSTRACT 

We construct a supersymmetric extension of the Maxwell-Chern-Simons-Higgs model 

supplemented by a Pauli-type coupling, i. e., an anomalous magnetic moment coupling. 

This supersymmetrization is presented in the superspace formalism as much as in fields 

components one. For a specific choice of the coupling constant a pure Chern-Simons limit 

is achieved, even in the presence of a Maxwell term. This can open a possibility of a new 

description of the supersymmetric anyons. 

Conditions to obtain a N=2 supersymmetric version of the Abelian Higgs model and 

Chern-Simons-Higgs model as well as their Bogomol'nyi equations are reproduced. 

The theory with a spontaneous broken U(1) symmetry presents a Chern-Simons and 

a Maxwell term generation. Also appears a critical value (g2  = v2) for which the gauge 

field is not more dynamical. To another critical value (g = — áv2 ) the Chern-Simons term 

vanishes. 

In the symmetry broken phase the inclusion of the anomalous magnetic moment in 

the theory leads to the rising of a propagation term to fotino, on the contrary of the 

usual models where the fotino is an auxiliary field. 
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Introdução 

Teorias em duas dimensões espaciais e uma temporal despertam hoje um grande 

interesse, não só do ponto de vista formal [12], como também devido a sua potencial 

importância em efeitos físicos como o efeito Hall fracionário [13] e a supercondutividade 

em altas temperaturas. É bastante conhecido que o modelo de Ginzburg-Landau para a 

supercondutividade apresenta soluções topológicas do tipo vórtice [6]. Sua generalização 

relativística, o chamado modelo Higgs abeliano [7], admite vórtices que carregam fluxo 

magnético mas que são eletricamente neutros. 

A introdução do termo de Chern-Simons traz interessantes mudanças ao modelo. 

Quando considera-se um modelo sem o termo de Maxwell, conhecido como modelo de 

Chern-Simons-Higgs, soluções topológicas e não-topológicas são admitidas, para uma 

forma específica do potencial de Higgs [11] [9]. 0 termo de CS torna os vórtices eletri-

camente carregados [14], dando origem aos chamados anyons [15]. Estes objetos apre-

sentam um interessante aspecto do ponto de vista teórico, que é a chamada estatística 

fracionária, onde se permite a existência de auto-valores fracionários (sendo as frações 

semi-inteiras casos particulares triviais) para o operador de spin, propriedade esta que 

está relacionada com as características topológicas da teoria [16]. Embora exista uma 

certa controvérsia [54], atualmente acredita-se que o caráter de anyon é perdido quando 

se introduz o termo de Maxwell [43] [44]. 

Considerando que alguns autores assinalam que uma teoria de Chern-Simons pura, 

ou seja, sem termo de Maxwell, dificilmente descreverá realisticamente a interação en-

tre partículas carregadas em um plano [43] [17] [47], foi introduzida uma modificação 

na eletrodinâmica de Maxwell-Chern-Simons, particularmehte interessante. Uma con-

tribuição adicional é introduzida na derivada covariante. Este acoplamento não-mínimo, 

um acoplamento do tipo Pauli, pode ser interpretado como um momento magnético 

anômalo [44] [51]. Devemos destacar que, como um aspecto característico das (2+1) di-

mensões, é possível existir acoplamento magnético mesmo para partículas sem spin [44]. 

Este modelo, que podemos chamar de modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs gen- 
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eralizado, apresenta um comportamento bastante interessante, tanto ao nível clássico 

quanto a nível quântico. Talvez o aspecto mais notável seja a existência de um valor 

crítico para o momento magnético, para o qual surge uma teoria efetiva que descreve 

anyons ideais, mesmo na presença de um termo de Maxwell. 

O principal objetivo deste trabalho consiste em realizar a supersimetrização do modelo 

acima citado, e ao que nos é dado saber, não existe na literatura nenhuma formulação 

supersimétrica de teorias com momento magnético anômalo a nível de árvore. 

Apenas recentemente a conexão entre soluções do tipo sóliton (vórtices, monopo-

los,etc.) e a supersimetria passou a despertar interesse [19][20]. De fato, as teorias que 

possuem soluções solitônicas de energia mínima que satisfazem equações diferenciais de 

primeira ordem, as chamadas equações de Bogomol'nyi [21] ou equações auto-duais, ad-

mitem uma extensão supersimétrica onde a carga central é igual à carga topológica. Este 

resultado foi obtido inicialmente para um modelo específico[22], posteriormente através 

de uma análise independente de modelo, foi demonstrada a validade deste teorema em 

(3+1) e (2+1) dimensões [20]. Esta conexão fica ainda mais clara quando são analisadas 

as condições para que determinados modelos admitam extensões supersimétricas. 

Por exemplo, R. Jackiw e E. Weinberg, estudando o modelo Chern-Simons abeliano 

com quebra espontânea de simetria, mostraram que para uma escolha específica do poten-

cial de Higgs as soluções de vórtice satisfaziam as equações de Bogomol'nyi ou equações 

auto-duais [11]. A seguir, C. Lee, K. Lee e E. Weinberg mostraram que a condição para 

se ter uma supersimetrização N=2 do modelo era suficiente para determinar univoca-

mente aquele potencial de Higgs [39]. Semelhante resultado foi apresentado no contexto 

do modelo Higgs abeliano [38]. 

Neste trabalho construímos uma versão supersimétrica do modelo Maxwell-Chern-

Simons-Higgs com o termo de momento magnético anômalo. Procuramos trabalhar com 

um modelo genérico e analisar os casos limites através da escolha de parâmetros. Em 

particular os resultados apresentados nas referências [39] [38], especialmente as condições 

para a extensão N=2, foram reobtidos. 

Um aspecto interessante do nosso modelo, é que a contribuição anômala gera um 

termo de propagação para o fotino. Desta forma, ao contrário das versões supersimétricas 

do modelo de Chern-Simons existentes [23], o fotino deixa de ser um campo auxiliar para 
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ser um campo físico. 

Por outro lado, realizamos a quebra espontânea da simetria de gauge e mostramos 

a possibilidade de geração de um termo de Chern-Simons e de um termo de Maxwell 

supersimétricos, mesmo na ausência destes termos na ação inicial. 

Este trabalho é organizado da seguinte forma: 

i) No capítulo 1 fazemos uma pequena revisão de modelos topológicos. Na seção 

(1.1.1) uma solução de kink é encontrada no modelo AO. Na seção (1.1.2) falamos 

do significado de índices topológicos. Falamos ainda da quebra espontânea no modelo 

em (1.2.1) e do mecanismo de Higgs no modelo Higgs abeliano em (1.2.2). Nas seções 

seguintes introduzimos as conhecidas relações de Bogomol'nyi. As soluções de vórtices 

auto-duais neutros (1.3.1) e carregados (1.3.2) são encontradas em (2+1) dimensões nos 

modelos Higgs abeliano e Chern-Simons-Higgs abeliano, respectivamente. 

ii) No capítulo 2 introduzimos o chamado momento de dipolo anômalo (mma) que 

é um acoplamento do tipo Pauli e ,como característica das (2+1) dimensões (devido 

a álgebra das matrizes gama), vemos que o acoplamento não mínimo pode ser feito 

inclusive para partículas sem spin! (2.2). Ilustramos seu uso no modelo Maxwell-Chern-

Simons-Higgs (MCSH). Mostramos que uma escolha especial da constante de acoplamento 

não-mínima, g, leva a um comportamento muito interessante do modelo, a saber, a 

possibilidade da estatística fracionária mesmo na presença do termo de Maxwell 2.3. 

iii) No capítulo 3 fazemos uma revisão de Supersimetria. Comentamos um pouco 

sobre a álgebra de Grassmann na seção (3.2). Já em (3.3) introduzimos uma notação 

espinorial para vetores e espinores de Lorentz muito útil quando formos projetar a teoria 

do superespaço para o espaço ordinário. Sobre superespaço e supercampos comentamos 

na seção seguinte (3.4) incluindo um comentário sobre a idéia de geradores de super-

simetria em (3.4.1). Em (3.4.3) mostramos como projetar a teoria do superespaço para 

o espaço ordinário. Um exemplo é dado em (3.5). Na seção (3.6) supersimetrizamos o 

campo de gauge: em (3.6.1) covariantizamos a derivada supersimétrica mostrando qual 

a transformação de gauge que o supercampo de tem que satisfazer para garantir que a 

ação supersimétrica seja localmente invariante de gauge; em (3.6.2) fazemos a expansão 

em B, ou seja, explicitamos o supercampo de gauge r; em (3.6.3) mostramos o super-

parâmetro da transformação gauge e calculamos essas transformações das componentes 
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de r. Vemos que uma das componentes, no caso o campo do fotino, é invariante de gauge. 

Além do supercampo espinorial, no nosso trabalho utilizamos uma conexão vetorial de 

gauge que define uma derivada covariantizada do espaço tempo (3.6.4). Na seção (3.6.5) 

mostramos o termo de Maxwell supersimétrico e na (3.6.7), o de Chern-Simons. Por 

último, mostramos a variação de gauge desse termo. 

iv) No capitulo 4 tratamos então de supersimetrizar o modelo MCSH considerando o 

acoplamento não-mínimo. Vemos as condições para supersimetrização N=2 do modelo em 

(4.3). Já na seção (4.4) analisamos a parte bosônica do modelo realizando uma quebra 

espontânea de simetria de gauge. Mostramos que, através desse mecanismo, podemos 

gerar termos de dinâmica para os campos de gauge (Aµ  e A) e o termo de Chern-Simons, 

a nível de árvore, devido ao acoplamento não-mínimo, mesmo que eles originalmente não 

existam na Lagrangeana. Por último, mostramos que a equação do movimento para o 

campo AN,, que é de segunda ordem, suporta soluções de primeira ordem para uma escolha 

especial da constante de acoplamento não-mínimo. Essas soluções são as mesmas num 

modelo onde não existisse um termo de Maxwell, abrindo a possibilidade de se encontrar 

objetos do tipo anyons que possuem uma estatística fracionária. 

v) No capítulo 5 apresentamos as conclusões e perspectivas abertas pelo trabalho. 

vi)Por fim, colocamos um apêndice com detalhes de passagens matemáticas e algumas 

relações de comutação que acreditamos poder melhorar a compreensão do trabalho. 
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Capítulo 1 

Modelos Topológicos 

1.1 Introdução 

Temos conhecimento de várias equações diferenciais não lineares, descrevendo sis-

temas físicos, que são integráveis exatamente, como por exemplo a equação de Korteweg-

de Vries, equação de Schrõdinger não linear, a equação de sine-Gordon [3] [4] etc. Tais 

equações têm grande importância em determinados problemas físicos. As soluções dessas 

equações, em geral, são classificadas como ondas solitárias ou sólitons e são distinguidas 

de acordo com algumas características que apresentam. 

Ondas solitárias são soluções de equações não lineares no espaço de Minkowskil  que 

têm energia finita, com uma densidade de energia localizada e não dispersiva e que, em 

geral, viajam com velocidade uniforme e ainda mantêm sua forma inalterada. 

Sólitons genuínos, entretanto, são ondas solitárias que mantêm suas formas mesmo 

após colisões (pelo menos assintoticamente com o tempo). Isso nos faz lembrar que 

partículas estendidas também são pacotes de energia localizados e que, em princípio, 

sempre podemos descrevê-las através de teorias quânticas de campos. Daí a procura da 

quantização das teorias clássicas que descrevem os sólitons. 

Normalmente é muito difícil saber exatamente se uma solução é um sóliton ou ape- 

lEm contrapartida às ondas solitárias no espaço de Minkowski existem os instantons, que são soluções 
no espaço Euclideano (veja ref. [4]). 
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nas uma onda solitária. Por isso, não faremos distinção de nomes e chamaremos as 

soluções, todas, de sólitons (a não ser quando tivermos algum motivo específico para 

tal). Trataremos a seguir com campos escalares em (1+1) dimensões como exemplo de 

soluções solitônicas. 

1.1.1 Modelo 44. Solução tipo Kink 

Considere a seguinte densidade Lagrangeana em (1+1) dimensões: 

= 
	- 2 (o')2 - U (o) 

onde o ponto significa uma derivada em relação ao tempo e o apóstrofo, em relação ao 

espaço. 	é um campo escalar real e U(0) é a densidade de energia potencial positiva 

definida. A equação de movimento é dada por: 

„ _au 
~~= ~— ~ _ ao • (1.2) 

Para obtermos resultados não triviais necessitamos que U tenha mais de um mínimo 

absoluto. Assim, nossas equações não lineares dependem da escolha de U. A energia 

funcional total é constante no tempo. Ela é dada por: 

E[0] = fdx[ (~) 2 + 2 (02 + U (0)] . 	 (1.3) 

Essa energia é claramente minimizada quando é constante no espaço-tempo e assume 

valores que minimizam U. Nessas condições E[ç] = O. 

Temos interesse, entretanto, em soluções estáticas já que podemos obter soluções 

dependentes do tempo simplesmente levando-se em conta o: fato de que (1.1) é invariante 

sob transformações de Lorentz. Em outras palavras, fazemos um "boost" de Lorentz 

para obter as soluções dependentes do tempo. Nesse caso, (1.2) se reduz a: 

(1.4) 
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Multiplicando a equação acima por 0' e realizando uma integração, obtemos: 

aU — 

% o'do' = fdU 

2 (¢
')2 = U(0) • (1.5) 

Uma vez que 0' e U(0) 	quando x —> co, a constante de integração é zero. Podemos 

ainda integrar (1.5) mais uma vez e encontrar: 

gy) 	d
-
0  

X — xp = L(XO) [ 2U(¢)]1/2 

Queremos discutir um modelo onde o potencial é um polinômio de quarta ordem em 

0. Esse modelo é conhecido como modelo AO e por estarmos em duas dimensões do 

espaço-tempo as soluções do modelo são chamadas de soluções tipo kink [4]. U é, então, 

dado por: 

U(0) = 4A (02 - m2 /A)2 
	

(1.7) 

O termo quadrático, em geral, é interpretado como um termo de massa (U = 1772202 

como, por exemplo, na Lagrangeana de Klein-Gordon). Note, contudo, que o sinal desse 

termo é negativo na equação (1.7). Portanto, m não pode mais ser encarado como massa, 

mas apenas como um parâmetro2. 

A densidade de energia potencial tem dois mínimos degenerados: çf = fm/AA 

[U(0±) = 0]. Como gostaríamos de obter soluções cuja energia associada, calculada com 

em (1.3), seja localizada e finita, exigimos que as soluções que minimizam a energia 

tenham que tender a ±m/-15- quando x —* ±oo. Para soluções estáticas, podemos resolver 

(1.6) para o potencial (1.7) e encontrar (escolhendo q5(xo) 7,, 0 e invertendo para 0) 

0(x)± = f(m/A tanh [(m/~)/(x — xo)] . 	 (1.8) 

2m2 é interpretado, neste caso, como sendo o parâmetro crítico em uma quebra espontânea de simetria. 

(1.6) 
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- 	- ~--- 

As soluções q+ são chamadas kinks e as 0_, antikinks. A densidade de energia da solução 

kink é dada por (ver eq. 1.3): 

(x) = (m4 In) sec h4 [m(x — xo) f f2, 
	

(1.9) 

para soluções estáticas. Para obter esse resultado basta substituir (1.8) em (1.3). Vemos 

que a densidade de energia é claramente localizada numa região próxima a x0. A energia 

total do kink, também chamada de massa clássica do kink, é finita e dada por: 

2V2. m3 
Ma = f s(x)dx 	= 

3 A ~ 
(1.10) 

O kink é portanto uma onda solitária legitima. Entretanto, o modelo não suporta 

soluções de interação do tipo kink-kink e interações do tipo kink-antikink não conservam 

sua forma quando t -f oo. Essas soluções não são, por isso, sólitons verdadeiros pois não 

conservam sua forma após colisão. 

1.1.2 Índices Topológicos 

Soluções do tipo sóliton são caracterizadas por algum "índice topológico" relacionado 

ao seu comportamento no infinito espacial. Para sólitons, esses índices são quantidades 

conservadas que numa teoria quantizada torna-se um número quântico conservado carac-

terizando o estado do sóliton. Tais números quânticos têm uma natureza completamente 

diferente das cargas conservadas de Nõether 3 (que são associadas a simetrias contínuas 

da Lagrangeana). 

Por causa da necessidade da energia ser finita, os valores assintóticos que 0 assume 

quando x -* ± oo devem ser independentes do tempo. Como consequência, podemos 

dividir o espaço das soluções em diferentes setores para as diferentes possibilidades de 

comportamento assintótico. Ou seja, podemos achar soluções, para o caso da teoria a04, 

3Estas, juntamente com as "cargas topológicas", caracterizam completamente o estado quântico do 
sistema. 
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que satisfazem a: 

I.  ~-~ 
m 	m 

—~; (P+._ —~ 
m 

II.  0-. = —74; 	= + 
~ 

, 

III.  00 = 

7n, 

+
rnf 

—4; ~+CO =—
‘
fi

t
- 

m 	 m 
IV.  0- = + ~; ~+~ _ TX . 

Assim, E é dividido em quatro setores: E__, E_+, E+_ e E++. As soluções de vácuo 

triviais pertencem aos setores E__ e E++. Esses setores são chamados de setores de vácuo. 

Os outros dois setores, que são não triviais, não podem ser atingidos por perturbações 

finitas dos setores de vácuo. Por esse motivo eles são chamados também de setores não 

perturbativos. 

Atentemos agora para as quantidades conservadas do modelo. Como o potencial tem 

dois mínimos degenerados, todas as soluções de energia finita, dependentes ou não do 

tempo, têm que estar num dos setores acima. Particularmente, a diferença 

Q = (NA-1m) [0(x = oo) — 0(x = —oo)] 	 (1.11) 

é interpretada com uma carga conservada. Associada a essa carga conservada temos uma 

densidade de carga dada por: 

P[~] = (N/X/m) (1.12) 

Quando integrada em todo o espaço, Q = f pdx fornece a eq. (1.11). 

Observe que a conservação dessa nova carga não depende da dinâmica dos campos 

mas somente das condições de contorno no infinito (diferentemente da conservação de 

uma carga ordinária que depende de ambos-veja, por exemplo, ref. [5] pag. 133). Por 

essa razão, essa carga é chamada de carga topológica (depende somente da topologia das 

soluções) e a lei de conservação correspondente é chamada lei de conservação topológica. 

O adjetivo topológico é também usado quando Q = O. Nesse caso dizemos que a carga é 

não topológica. Nesse sentido, as soluções kink e antikink são soluções topológicas e as 
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soluções triviais ¢,(x, t) = ±m/' são soluções não topológicas. 

Associada a uma carga conservada sempre existe uma corrente conservada que junto 

com a densidade de carga obedece a uma equação de continuidade. Ou seja, 

a~,J~= a+ ~ =o. 

Substituindo (1.12) na equação acima, ficamos com: 

(1.13) 

x 

a (al
ax + (~lm) át a = ° , 

aJs 
ax 

Jy = 

- ( Rlm)ax (:)  

(N'/m) (2-)  (1.14) 

• Juntando as eqs. (1.12) e (1.14) vemos a possibilidade de construir a corrente conservada 

J1̀  (p, J) como: 

JP = (~/m)Eµ„a„0 	 (1.15) 

onde: 

0 1 
µ,v=0,1 ; eia„= 

—1 0 	• 
µ„ 

Note que essa corrente é trivialmente conservada: 

aih Jµ = (.1J,/m)eµ„aµa„o = 0 . 	 (1.16) 

Trivialmente, nesse caso, quer dizer que não utilizamos a dinâmica do campo (ou melhor, 

não precisamos usar a equação do movimento) para encontrar a corrente e nem para 

mostrar que ela é conservada. Em outras palavras, uma vez que não usamos o formalismo 

de Nóether para encontrar Jµ esta corrente não decorre das invariâncias (ou simetrias) 

da Lagrangeana. Por isso JP é chamada corrente topológica. 
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1.2 Quebra Espontânea de Simetria 

O estado de vácuo de uma teoria é o estado de menor energia do sistema. Esse 

estado é invariante de Lorentz o que, por sua vez, tem a ver com as simetrias externas 

do Lagrangeano (conservação da energia, do momentum etc). Entretanto pode haver 

uma simetria que podemos quebrar sem no entanto prejudicar essas conservações ou 

invariâncias. Essa simetria é chamada simetria interna e o efeito relacionado a quebra 

dessa simetria é chamado quebra espontânea de simetria (interna). Para ilustrar esse 

mecanismo utilizaremos novamente o modelo Àç . 

1.2.1 Quebra Espontânea no Modelo Àç t̀ 

Consideremos a densidade Lagrangeana do modelo Ack4 só que desta vez para campos 

complexos: 

G = a1-`¢*aµ0 —V (q5*.q5) 	 (1.17) 

onde o potencial é dado por: 

V (0*0) =m2 2 +a1014 . (1.18) 

Observamos facilmente que essa densidade Lagrangeana é invariante sob a transformação 

unitária de um parâmetro [grupo U(1)]: 

ciao ~ 

0
*i = o*e-ia (1.19) 

Essa é uma transformação chamada interna (ou transformação de gauge de 12 tipo) global 

porque envolve as componentes do campo (e não as coordenadas) e o parâmetro da trans-

formação é uma constante (i.e., independente do espaço-tempo). O estado fundamental 

é o mínimo absoluto do potencial V. Temos dois casos distintos a considerar: 112 > O e 

< O. No primeiro caso temos uma solução trivial para o estado de vácuo: = q5* = 0 

(ver figura). 
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No segundo caso, temos um máximo em 0 = q5* = 0 e um número infinito de mínimos 

degenerados dados por: 

IOvácuol 2  = —7712 /2A = 002  

Como q5 é complexo, ele tem dois campos independentes (0 e q5*).  Podemos, de outro 

modo, também considerar como componentes de 0, independentes, os campos reais p(x) 

e 0(x), onde 

= peie 

Então, os mínimos de V acontecem em: 

i8 
vácuo = (Poe , 

onde O varia continuamente de 0 a 271-.Vamos supor que a simetria é quebrada espon-

taneamente, tendo o sistema escolhido o estado de vácuo correspondente a O = O. Nesse 

caso, vácuo = 00• 

Podemos introduzir uma parametrização diferente para 0  (uma "cartesiana" ao invés 

de uma "polar") tal que 

q5 = f (o-(x) + 277(x) + v) , 	 (1.20) 

onde 00  foi reparametrizado a 00  = -v (v > 0). Os campos o(x) e 77(x) podem 

ser interpretados quanticamente como a medida dos desvios de 0  da configuração de 

equilíbrio do estado fundamental v. Substituindo a equação acima na Lagrangeana (1.17), 

obtemos, como resultado da quebra espontânea da simetria de gauge: 

£ = 	Qa1,Q — á (2A772) U2  -i- 2 a`77Óo + •Cinteração (1.21) 

onde £interação contém termos que são produtos dos campos a-  (x) e 77(x). Esses produtos 

são de ordem superior a dois e quanticamente esperamos poder tratar £interação  como 

uma perturbação em torno das soluções estáveis. 

Note que não há termo de massa para o campo 77(x). Antes tínhamos dois campos 

massivos 0  e 0* e depois da quebra ficamos com um campo o-(x) massivo (bóson mas-

sivo) e um campo 77(x) sem massa conhecido como bóson de Goldstone. Esse tipo de 
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bóson só aparece numa teoria global. Numa teoria de gauge local, onde o parâmetro da 

transformação depende das coordenadas do espaço-tempo, os bósons de Goldstone não 

estão presentes. 

1.2.2 Mecanismo de Higgs 

Agora vamos ver o que acontece quando a simetria interna em questão é uma simetria 

de gauge local , ou seja, 0 — 0' = ei^(me) q5. Primeiro temos que modificar o nosso modelo 

para que ele fique invariante sob U(1) , isto é, temos que introduzir campos de gauge no 

nosso modelo 

= —4Ft`vFti,, + 2 (a" — ieAP. )0`(aN, + ieA,)0 — 11,2 10 2 — A l 0I4 	(1.22) 

Como antes, o valor esperado de vácuo que nos interessa é quando t2 < O. Dessa 

vez, entretanto, escolhemos descrever o fenômeno num gauge onde é real (já que temos 

essa liberdade). Esse gauge é chamado gauge unitário. Nele, somente os campos físicos 

aparecem. Dessa forma, 

= 	v) 	 (1.23) 

Substituindo na Lagrangeana, ficamos com: 

= —4FµvFµv + 2(ev)2A4Aµ 

+Za~QaµQ — 1(2)0)2 )0-2 + Ginter ação (1.24) 

Quanticamente, 6 descreve bósons neutros escalares de massa -/2\v2 e Aµ descreve 

bósons vetoriais neutros de massa ev. Esse é um resultado surpreendente: o campo de 

gauge adquiriu massa sem quebrar a invariância de gauge da Lagrangeana. Esse fenômeno 

é conhecido como mecanismo de Higgs e o bóson massivo o- de spin 0 é conhecido como 

bóson de Higgs'. 

40 número de graus de liberdade fica inalterado. Inicialmente, o campo escalar complexo tinha dois 
graus de liberdade e campo de gauge, dois. Depois da quebra, temos um campo real com um grau de 
liberdade apenas mas o fóton ganhou um modo transverso, ou seja, ganhou massa e ficou com três graus 
de liberdade. No total, antes e depois, temos quatro graus de liberdade. 

13 



É interessante falar que foi através desse mecanismo que descobriu-se os bósons mas-

sivos WI  e Z° responsáveis pela interação eletro-fraca no modelo de Salam-Weinberg 

(nesse modelo o fóton não adquire massa, como tem que ser). Lá, aparece também um 

bóson de Higgs porém ainda não encontrado mas que é essencial para a renormalizabili-

dade da teoria 5 . 

1.3 Relações de Bogomol'nyi. Auto-dualidade 

Vortex é a denominação usada para soluções topológicas em (2+1) dimensões. 0 

famoso modelo macroscópico da supercondutividade, modelo de Ginzburg-Landau, apre-

senta tais soluções [6] as quais foram investigadas por H.B. Nielsen e P. Olesen em 1973 

na generalização relativística do modelo, o modelo Higgs Abeliano [7]. Os vórtices de 

Nielsen-Olesen são eletricamente neutros mas apresentam fluxo magnético. 

O supercondutor se caracteriza por sua natureza bidimensional, ou seja, os fenômenos 

relacionados a supercondutividade são essencialmente planares. A descoberta, nos últimos 

anos, de supercondutores a altas temperaturas críticas (Te) tornou o estudo de modelos 

bidimensionais de grande importância. Esses novos supercondutores se caracterizam por 

uma violação na paridade e inversão temporal (violação PT). 

Podemos escolher a relação entre as constantes do modelo de tal forma a igualar as 

massas vetorial e escalar e assim obter equações diferenciais de primeira ordem que são 

soluções da equação do movimento (de segunda ordem). Essas equações de primeira 

ordem são conhecidas como equações de Bogomol'nyi e pertencem a uma subclasse de 

soluções (de primeira ordem) da equação do movimento conhecidas como equações de 

auto-dualidade. 

1.3.1 Vórtices auto-duais no Modelo Higgs Abeliano 

A densidade Lagrangeana do modelo Higgs Abeliano é a seguinte: 

2 Dµ
o*Dpo — 1.(102 (IO2 — v2)2 	 (1.25) 

'Existem muitos textos que tratam desses assuntos. Dentre eles podemos citar as referências [1][2][4] 
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onde ç é um campo escalar complexo e a derivada covariante Dµ é definida como: 

Dµçb = (a,- ieAµ)0 	 (1.26) 

A métrica usada aqui é, assim como ao longo de todo o trabalho, gµv = (+ — —). A 

equação do movimento para o campo de gauge é: 

áµFµ" = Jµ 	 (1.27) 

onde a corrente conservada Jµ = (p, J) é dada por: 

Jµ — 2 (0*Dµçb — ODµO*) 	 (1.28) 

O tensor densidade de energia-momentum relacionado a (1.25) é: 

Tµv = 4gµvFaAF«Q + Fµ„Fv + 2 (Dµ0* Dv
ll
O + Dv0* Dµ0) 

+g„[ 2 IDa0I 2 + g• (I0I2 — v 2 )2J 

A componente T00 integrada em todo o espaço fornece a energia: 

E 
 = f

c° { d2x 2 (B2 + E 2 )+2 (Do0)
2 

+ zDaO* D=O ~ 
á (102 — v2)2} 

(1.29) 

(1.30) 

Estamos interessados em equações de auto-dualidade (que são de primeira ordem, 

como dito acima) que satisfaçam as equações do movimento. Para isso, necessitamos de 

configurações estáticas para obtermos estados de energia mínima que são pontos esta-

cionários da ação (devemos satisfazer o princípio da mínima ação). 

O campo elétrico E pode ser escrito como: 

E= —
aA 

— DAo 
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Podemos escolher, no caso do modelo Higgs, Ao = 0 s; e ainda, para as configurações 

estáticas que estamos interessados, nenhum campo deve depender do tempo. Por tanto, 

em todo o espaço, E = O. 

Agora, usaremos o artifício de Bogomol'nyi, ou seja, escreveremos a energia como 

sendo a soma de quantidades positivas mais um termo que vem a ser interpretado como 

o fluxo de campo magnético : 

:d2x{i £ = 	[B2 +4 (I~I2 v2)-F- 2DiO*Di0} 

%¡ 	{ [B(II2 _v2)]2 ±B (II _v2)
J— ~ d2x  

+2 I(D1 f iD2) 012 + ZB 10I2 T 
r—>oo 

= Ed 2x{ [ B z ( 2v2)J 2 +(
D1~ iD2) 2} 

 

~ 2v2 f 
~ d

2xB ~ é Lco 
J•dl 

0o  

(1.31) 

onde J é a componente vetorial de 	(1.28). 

A integral de linha depende dos valores assumidos por A e derivadas espaciais de 

(b no infinito. Portanto, ela é zero para qualquer valor finito da energia. Já a integral 

f 	d2xB é definida como o fluxo de B em todo o espaço. Assim, podemos escrever: 

E > 2v2
~~B I (1.32) 

Esse é o limite de Bogomol'nyi da teoria e ele é atingido quando os campos obedecem 

as seguintes equações de auto-dualidade (também conhecidas como equações de Bogo-

mol'nyi): 

B = f2 (~~I 2 — v2) 	 (1.33) 

D10 _ TiD20 (1.34) 

onde o sinal superior (inferior) corresponde a um valor positivo (negativo) de 4:113. 

6Para soluções estáticas, escolher A° = 0 implica em p = O. Podemos verificar isso calculando a 
componente J° de (1.28). Ou seja, nossos vortices não possuem carga elétrica. 
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Esses vórtices não interagem nesse limite [8] nem o fluxo magnético carrega carga 

elétrica (p = 0) e é exatamente por isso que os vórtices são ditos neutros. 

1.3.2 Modelo Chern-Simons-Higgs: Vórtices Carregados. 

Soluções do tipo vortex também existem quando substituímos o termo de Maxwell pelo 

termo de Chern-Simons (CS). Nesse modelo, contudo, os vórtices são carregados. Além 

disso, para obtermos soluções de vortex topológicas, o potencial de Higgs tem que ser 

de sexta ordem. Um potencial desse tipo cria condições também para soluções não 

topológicas. Nesse caso, o fluxo não é quantizado[10]. 

O termo CS parece estar ligar ligado com a chamada transmutação estatística. Uma 

questão que se discute é se essa transmutação tem alguma conseqüência experimental 

na supercondutividade em altas temperaturas. Alguns trabalhos sugerem uma possível 

conexão da teoria de gauge com o termo CS nesse contexto [52] [53]. 

O modelo de Chern-Simons Higgs tem como densidade Lagrangeana [9][10][11][24]: 

= 4~~vPFvp + ZD`` ~* Dµ - ~ I~IZ (I~I2 - v2)2 

A equação do movimento nesse caso fica: 

(1.35) 

KFP = JP 	 (1.36) 

onde Fµ é o dual de Fµv e é definido como: 

FP = i ?VPFvp 	 (1.37) 

A componente zero da equação do movimento é a "lei de Gauss", nesse caso modi- f 

ficada pelo termo de Chern-Simons: 

—0B = p 	 (1.38) 

que integrada em todo o espaço fornece uma relação entre o fluxo magnético e a carga 
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topológica, mostrando que, nesse caso, os vórtices são carregados: 

I 4)BI = IQI /n (1.39) 

O tensor energia-momentum relacionado a (1.35) é dado por: 

Tµv = 2 (DµO*Dv0 + Dv0* DµO) 

+9µv [AID a012  + 	1012 (I0I2 - v2)2] (1.40) 

Notemos que não aparece explicitamente nenhuma contribuição do termo de Chern-

Simons para Tµv [25]. A energia é dada, então, por: 

E 
 = f

~ 

d2x {2 1D412 + 2Die
D

i0 + b I0I2 (I0I2 — v2)
4

2~ 00 
(1.41) 

Podemos usar (1.28) e (1.38) para escrever o primeiro termo do integrando em termos 

de Ao. Para soluções estacionárias, Ao é escrito como: 

Yti B 
Ao 	

e2 012 

Substituindo de volta na eq. (1.41) ficamos com: 

(1.42) 

~ 28 2 
£= 	d2x 	 

-co00  + s~2 Io12 (or 1 
— v2)2 + Dio*Dio 

que pode ser reescrita como: 

E = f cco. d2x 1 
2 

 

2 

2 I (D
1 ± iD2) O I 2 

KB 	e2 

e~ + 2r~
0*(I~I v 2 — 2) 

   

ev2 	1 

2 
~B  

eJr-i~ 
J•dl 	 (1.43) 

Fazendo uso novamente do argumento de Bogomol'nyi, podemos dizer , para um valor 
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fixo do fluxo, que existe um limite inferior sobre a energia, tal que: 

z 
E> IwB I 2  

(1.44) 

  

Esse limite é atingido quando as seguintes equações de Bogomol'nyi forem satisfeitas: 

B = f 2K2 	(I0I2 — v2) (1.45) 

DiO = iD20 	 (1.46) 

Essas equações possuem soluções do tipo vórtice topologicamente estáveis para as 

quais 	v quando x 	oo. Entretanto, esse modelo suporta também soluções não 

topológicas para as quais q —* 0 assintoticamente [10]. 

Além dos dois modelos descritos acima, muitos trabalhos tratam com o modelo com-

pleto envolvendo os dois termos simultaneamente, tentando encontrar soluções topológicas 

e não topológicas. Esse modelo mais geral é conhecido como Modelo Maxwell-Chern-

Simons-Higgs (MCSH) [26] [27] [28] e será assunto do próximo capítulo e novamente abor-

dado no capítulo 4. 
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Capítulo 2 

Modelos com Acoplamento 

não-Mínimo 

2.1 Introdução 

No capítulo anterior discutimos dois exemplos de modelos topológicos que apresen-

taram soluções do tipo vórtice. Um deles, o modelos Higgs abeliano, apresentava vórtices 

neutros enquanto que no outro obtivemos soluções de vórtices carregados. Esse modelo 

também possui soluções não topológicas. 

Agora, queremos juntar ambos os modelos em um único. Chamar-lo-emos de modelo 

Maxwell-Chern-Simons Higgs (MCSH). Esse modelo foi estudado adicionando à den-

sidade Lagrangeana um campo escalar neutro [28]. Nele foram encontradas soluções 

topológicas e não topológicas. 

Entretanto, sob determinado ponto de vista, o termo de Maxwell é inconveniente no 

sentido de que ele destrói o comportamento de anyon ideal do modelo [43] [44]. Acredita-

se que os anyons são uma composição de carga e fluxo e clue obedecem a uma estatística 

exótica também chamada estatística fracionária [45]. Esse resultado provém do efeito 

Aharonov-Bohm 1  [56]. Matsuyama [54], em seu trabalho de 1990, discute a possibilidade 

da transmutação estatística mesmo na presença do termo de Maxwell. Entretanto, a 

1Sobre o efeito Aharonov-Bohm veja, por exemplo, a ref. [1], pag. 101. 
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referencia [43] mostra que esses são efeitos de escala, ou em outras palavras, que a grandes 

distâncias os anyons apresentam uma estatística fracionária mas nesse caso o termo de 

Maxwell torna-se desprezível em relação ao termo de Chern-Simons. Nesse trabalho é 

dito que o anyon pode ser visto como uma partícula pontual carregada interagindo com 

uma nuvem de campos de gauge de largura N 1/m. Quando os anyons estão próximos, 

a ponto das nuvens se superporem, ou seja quando o termo de Maxwell é comparável ao 

termo de Chern-Simons (CS), a estatística fracionária desaparece. 

Por outro lado, vários autores reconhecem que uma teoria de gauge apenas com 

o termo de Chern-Simons pode não fornecer uma descrição realística da interação en-

tre partículas carregadas num plano. Ao invés disso, deveria ser visto como limite de 

comprimento de onda longo da eletrodinâmica planar topologicamente massiva [46] [43]. 

Então uma questão que surge é: como deixar que o modelo tenha o termo de Maxwell e 

ainda apresente uma propriedade do tipo anyon ideal ? 

2.2 Momento Magnético Anômalo 

Em (3+1) dimensões podemos associar um momento de dipolo a partículas fermiônicas 

incluindo na equação de Dirac um acoplamento do campo de gauge com a corrente con-

servada. Em (2+1) dimensões temos algo análogo sendo que devido à álgebra satisfazer 

a: 

[Y',71 = 22Eµvp-%p 
	 (2.1) 

o acoplamento de Pauli pode ser escrito como: 

760-µvFµv0 = 2E~vpFµv`7p 	 (2.2) 

onde Jp = ipi [47] [44]. Sem fazer nenhuma referência'ao grau de liberdade de spin, 

o acoplamento em (2+1) dimensões pode ser feito inclusive para partículas sem spin! 

Por tanto, é uma característica desse mundo tridimensional que partículas escalares ap-

resentem momento de dipolo (que nesse caso é um momento anômalo) diferente de zero 

mesmo não possuindo spin intrínseco [44]. Nesse caso, o acoplamento de Pauli pode ser 
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feito através da derivada covariante, como veremos depois. 

A contribuição do momento magnético anômalo g pode driblar o fato do termo de 

Maxwell quebrar o caráter de anyon da teoria. Isso é conseguido para determinado valor 

de g [44j[51]. Para g = ge  , como veremos abaixo, a equação de movimento que antes era 

de segunda ordem (típico do termo de Maxwell) torna-se de primeira ordem (típico do 

termo CS) sem que tenhamos que fazer o limite c — co (ic é a intensidade do termo CS 

ou pode ser visto também como a massa topológica da teoria). 

Outra característica interessante do mma é que ele pode produzir uma interação atra-

tiva entre partículas de mesma carga se a interação magnética for maior que a repulsão 

Coulombiana, podendo mesmo levar ao aparecimento de estados ligados no modelo de-

pendendo dos valores assumidos por g [49]. 

O acoplamento de Pauli generalizado, se não for introduzido através da derivada 

covariante, pode ser obtido através de correções radiativas. Nesse caso, entretanto, a 

função de vértice na teoria +MCSH minimamente acoplada não pode introduzir um mma 

com valor crítico (gc). Por isso, como sugere a ref. [48], a ação não mínima (2.3) pode 

não ser mais do que uma ferramenta fenomenológica envolvendo um parâmetro extra g 

que pode ser convenientemente ajustado com e (carga do elétron) e ,c (massa topológica) 

tal que a ação é apenas capaz de modelar um comportamento fermiônico sem tomar o 

limite CS. Por outro lado, pode ser que o valor crítico de g possa vir de uma teoria 

mais fundamental, ligada talvez a alguma simetria tridimensional ainda desconhecida, 

que forneceria como um caso limite a teoria não mínima. 

No caso do acoplamento magnético ser feito "a nível de árvore", na derivada co-

variante, a ação é não-renormalizável. Todavia, existem modelos onde o mma não é 

introduzido através da derivada covariante (mas ainda a nível de árvore) e sua con-

tribuição para a não renormalizabilidade desses é anulada completamente pelo termo 

CS pelo menos a um loop [55] . Os mesmos autores desta;  referência, em outro trabalho 

[56], discutem ainda a possibilidade do mma produzir uma estatística fracionária sem 

a necessidade do termo CS explícito. Na verdade, isso está mostrado na ref. [50] em 

detalhes. 
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2.3 Modelo MCSH com Acoplamento não-Mínimo 

Seja a seguinte densidade lagrangeana com um potencial genérico V(IgI): 

= — 4F~vFv + E~vP AFvP + 2 ~DI,0I 2 — V NI ) 	 (2.3) 

O primeiro termo é o termo de dinâmica usual, ou seja, o termo de Maxwell; o 

segundo é o termo de Chern-Simons; a derivada covariante é definida, já incluindo o 

termo de mma, como: 

Dµ~ _ (a„ — ieAp — 4gEAvPFvP ) 
	

(2.4) 

As equações do movimento são: 

 

ay 

 

(2.5) ao* 

J„—~,F„ EµvPat` (FP + 9 JP 
2e 

(2.6) 

onde a corrente J1 é dada por: 

Jµ = — 2 (95*D#0 — 0D110*) 
	

(2.7) 

É claro que a equação do movimento é de segunda ordem. No entanto, podemos 

encontrar um conjunto de soluções de primeira ordem que satisfaça (2.6). Basta para 

isso que tomemos um valor especial para g, ou seja: 

gc _ 
2e 
~ 
	 (2.8) 

E fácil ver que substituindo esse valor ge na eq. (2.6) encontramos o seguinte conjunto de 

soluções de primeira ordem que é solução da equação de movimento de segunda ordem 

(2.6): 

J,,, = KF,i 	 (2.9) 

A equação acima é idêntica a equação do movimento de um modelo onde se consid- 
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era apenas o termo de Chern-Simons (sem termo de Maxwell) com o acoplamento não 

mínimo na derivada covariante. Esse resultado, então, resolve nosso problema de como 

considerar um modelo mais realístico, ou seja, que incluísse o termo de Maxwell e que nele 

houvesse ao mesmo tempo a possibilidade de uma estatística fracionária que acreditamos 

ser destruída na presença deste termo (sem o mma). 

O modelo acima contém soluções não topológicas para um potencial 02  como mostra 

a ref. [51]. No mesmo trabalho especula-se a possibilidade de soluções topológicas para 

outros tipos de potencial. 
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Capítulo 3 

Supersimetria 

3.1 Introdução 

O objetivo da Física Teórica é descrever, tanto quanto possível, a natureza através de 

uma teoria a mais simples possível. Em Física de partículas elementares, por exemplo, 

esperamos atingir eventualmente um esquema unificado que combine todas as partículas 

e todas as suas interações em uma teoria consistente. Um grande passo já foi dado 

recentemente no caminho da unificação que foi o das teorias de gauge unificadas da 

interação fraca e do eletromagnetismo (hoje chamada interação eletrofraca) e também da 

interação forte, já que esta pode também ser tratada como uma teoria de gauge. 

Supersimetria é, por definição, uma simetria entre férmions e bósons. Um modelo 

teórico de campo supersimétrico consiste de um grupo de campos quânticos e de uma 

densidade Lagrangeana, ou simplesmente Lagrangeana, que, para esses campos, exibe tal 

simetria. A Lagrangeana determina, através do princípio da Ação Mínima, as equações 

do movimento e por isso o comportamento dinâmico das partículas. Um modelo super-

simétrico que é covariante sob transformações gerais internas, onde os parâmetros da 

transformação dependem das coordenadas, ou, equivalentemente, um modelo que possui 

uma supersimetria de gauge local é chamado modelo de supergravidade. As "teorias 

supersimétricas" descrevem modelos de partículas e as interações entre elas. A supersime-

tria manifesta-se nesse aspecto em relação aos diferentes processos de interação, mesmo 
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que esses processos envolvam partículas de diferentes spin e estatística. 

A supersimetria e a supergravidade almejam descrições unificadas de férmions e 

bósons e por isso de matéria e interação. A supergravidade é particularmente ambi-

ciosa na sua tentativa de unificação da interação gravitacional com as outras interações 

fundamentais. Todos os modelos supersimétricos obtêm algum êxito nesse sentido mas 

falham na descrição real do mundo como nós o experimentamos e por isso são modelos, 

não teorias. 

As teorias em Física são restritas a certos domínios de validade. A gravidade e 

as teorias sobre partículas elementares não são exceções. Na Física microscópica, as 

dimensões envolvidas e as massas das partículas são tais que elas interagem como se não 

houvesse gravidade. Uma teoria de gravidade quântica, matematicamente consistente, 

deveria então unificar essas duas teorias e prever, de forma correta, os limites físicos que 

validariam a gravidade por um lado e a teoria de partículas por outro. Infelizmente, 

os modelos de gravidade quãntica existentes falham ao tentar fazer tal limite e além 

disso apresentam problemas de renormalizabilidade, impedindo, em última análise, que 

resolvamos suas equações de movimento. Nesse contexto, podemos nos perguntar se 

as teorias supersimétricas poderiam nos ajudar nessa tarefa de unificação das forças da 

natureza 

O campo eletromagnético, que tem intermediadores de interação com spin 1 (os 

fótons), não pode interagir diretamente com o campo gravitacional que tem um inter-

mediador com spin 2 (o gráviton). Existem teoremas, chamados de teoremas no-go, 

que proíbem quaisquer transformações diretas de simetria entre campos com spins in-

teiros diferentes [29] [35] [36] [37]. A supersimetria encontrou uma saída para esse problema 

fazendo a interação entre fótons e grávitons (bósons) via um férmion de spin 2, o gray-

itino, que é o companheiro supersimétrico do gráviton. Então, na tentativa de unificar 

a gravidade com as outras interações fundamentais, surge naturalmente uma unificação 

parcial da matéria (férmions) com as interações (bósons). 

Os teoremas no-go apontam para a supersimetria e a supergravidade como as únicas 

possibilidades para a grande unificação dentro da estrutura da Teoria Quântica de Cam-

pos. Além do que, a supersimetria resolve alguns problemas de renormalizabilidade em 

gravidade quântica onde férmions e bósons contribuem igualmente, mas com sinais opos- 
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tos, em correções de alta ordem nas séries perturbativas da teoria. 

Muitos outros aspectos interessantes envolvem a supersimetria muito embora, até 

hoje, não tenhamos nenhuma evidência experimental que comprove a grande quantidade 

de resultados teóricos. Um dos objetivos desse trabalho é construir a versão super-

simétrica de um modelo puramente bosônico. Portanto, nesse capítulo, faremos uma 

breve revisão de supersimetria, concentrando-nos no entanto em aspectos que são mais 

relevantes para a nossa análise. Para uma revisão mais completa recomendamos as 

seguintes referências:([29], [30], [31], [32], [33], [34]). Os resultados que necessitarem de 

alguma justificativa, do ponto de vista de supersimetria, esta será dada ao longo do texto. 

3.2 Álgebra de Grassmann 

Antes de formularmos a supersimetria, vamos falar a respeito de objetos anticomu-

tantes que são conhecidos como objetos de Grassmann, também chamados a-numbers em 

oposicão aos c-numbers (que são objetos comutantes). 

Uma propriedade interessante de um objeto anti-comutante é que seu quadrado é 

identicamente nulo. Por exemplo, sejam a e b grassmannianos. Então, 

ab-}-ba- 0, 

ou seja, ab = —ba. Se a = b = 0, temos que 02  = —02 e isso obriga 02 = 0. Por essa 

propriedade, 0 é dito ser nillpotent. 

Seja 0 um objeto grassmanniano (ou coordenada grassmaniana). Por O ser nillpotent, 

a função mais geral que envolve 0 é: 

f = a-I-b9 	 (3.1) 

onde a e b são constantes arbitrárias (a-numbers ou não) mas independentes de 0. A 

função f é tal que f fd0 é vista como uma análoga da integral definida f sobre as 

coordenadas ordinárias do espaço tempo de modo que f deve obedecer as seguintes 

condições: 
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(a) linearidade: 

f> Cf (0)dO= C1 ff(0)dO 	 (3.2) 

(b) invariância translacional: 

f f (B + e)de = f f (8) 	 (3.3) 

onde a constante e é também grassmanniana. Da condição (b) podemos escrever: 

f (a+ bO+bE)dO  = (a+be) f dO+b f OdG 

= f(a+bO)dO  = a f dB + b f OdO 
	

(3.4) 

onde usamos a condição de linearidade. Comparando a primeira linha da eq. (3.4) com 

a segunda vemos que: 

be f dO = 0, b f Bd6 = arbitrário 

Podemos, arbitrariamente, fazer com que f OdO = 1, que é a escolha mais conveniente. 

Assim ficamos com: 

fdO=O 

f Bd9 = 1 
	

(3.5) 

Notemos que, com essa escolha, as dimensões de O e dO ficam inversas. Mas não é só 

isso que acontece. Seja f como dada na eq.(3.1). A derivada de f em relação a O é: 

a  _ a(a +b0)  _ 
b 

ao 	ao  

e sua integral é: 

f dO = f(a + bB)dB = b 

Vemos então que derivação e a integração, nesse caso, são a mesma coisa. De maneira 
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geral, temos então: 

f f d9 = aB . 
Podemos estender essa integração quando temos mais de uma variável O envolvida 

(01, 02...On). O que implica em: 

f d00p = Ôa , f doa  = 0 (3.6) 

3.3 Notação Espinorial 

Numa notação tridimensional , um espinor tem duas componentes : a = (0+,0-) . 

Desejamos utilizar também, por questão de comodidade, uma notação espinorial para 

todas as representações do grupo de Lorentz. Assim, objetos com índices representados 

pelas letras gregas a, 3, 'y, 6, ..., t (= +, —) representarão espinores e os demais, seguidos 

pelos índices K, A, li, v, ... (=0,1,2), representarão vetores. Dessa forma, um vetor VI 

poderá ser descrito por um espinor simétrico de rank-2 Va)3 = (V++, V+-,  V-+ = 

V+-, V--) ou por um espinor de traço nulo V Q  [31]. 

Indices espinoriais são levantados ou baixados pelo símbolo antissimétrico de segundo 

rank CaQ 

  

ap 
0 —i 

i 0 

 

 

Ca,p=—CaQ = (3.7) 

tal que: 

  

CapC76  = S[asAl 6,76135 — óp b ó  

Ca5C8Q = —6 ; CaQCo  = 2 	 (3.8) 

Para as operações de abaixamento ou levantamento de índice definimos: 

= Ca'300, 	= ?aCaA 	 (3.9) 
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tal que as seguintes propriedades são válidas: 

Oa ea = 	= Ba~a 

Y'
2 	= 2 oaoa = io+o- (3.10) 

Sempre lembrando que espinores são objetos anti-comutantes, ou seja, obedecem a álgebra 

de Grassmann (,+1,b- =  

Convencionamos ainda a passagem da notação vetorial para a espinorial como: 

Vap = Vµ(c7tµ)ap 	 (3.11) 

onde o índice t quer dizer transposto. 

As matrizes 7µ obedecem a seguinte álgebra em três dimensões: 

7µ7V = 9µV + ieµVP7n (3.12) 

ou ainda {'yµ, ,yL} = 2gµ'. Podemos escrever então uma representação para as matrizes 

7µ: 

0 	—2 1 
, 7 = 

0 	i 7 2 = 
i 	0 

(3.13) 
a 0 

Com isso, podemos reescrever a eq. (3.11) como: 

Valj = Vµ(Õµ)a/, (3.14) 

onde (õ, )ap = — (7o711)0. Como exemplo, podemos explicitar Vap, que é então dado 

por: 

Vap = Vµ (eiµ)a,o 	 (3.15) 

= Vo 	aA + V1 (6"1)a0 + V2 (U2)a0 

= —Vo (7o'7o)ap — V1 (7071)a0 — V2 (7o72)a0 
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VaQ 

--V° 1 0 ) 
+ 
V1 1 0 

0 1 	

) 

0 —1 
ap 	 ap 

( —vo+v1 

—V 2 

—V 2 	—V° — V1 

0 —1 

—1 0 
a,Q 

a¡3 

(3.16) 

A vantagem de usarmos essa notação espinorial é a facilidade que ela nos proporciona, 

como veremos depois, ao "projetarmos" uma teoria, escrita inicialmente no superespaço, 

no espaço-tempo tridimensional ordinário (usaremos a palavra ordinário para diferenciar 

espaço de superespaço). E muito últil, ainda, escrever: 

VaA = ~ V° + V1 —V2 	a43  

—V2 	V° — V 1 
(3.17) 

Todos os outros espinores de dois índices como r(3, aa(3 etc, podem ser escritos da mesma 

forma que (3.16) e (3.17) trocando, é claro, pelas suas respectivas representações vetoriais 

(f /`, a1i etc). Daqui para frente, o espinor Vai será nossa representação para o campo de 

gauge Aµ. Dessa maneira, Va° =  

Podemos representar os objetos de Grassmann em três dimensões como espinores de 

duas componentes Ba (a = +, —) tal que: 

e o conjugado é: 

B = et7o 

onde t significa transposto desde que O seja real (para objetos complexos usamos o 

símbolot, que significa complexo conjugado transposto). 
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3.4 Supercampos e Superespaço 

Gostaríamos de introduzir a idéia de supercampos como campos capazes de conter os 

campos ordinários de uma teoria normal. Como já dissemos anteriormente, a supersime-

tria é uma simetria entre bósons e férmions. Então, é natural supormos que nosso su-

percampo contenha esses campos como suas componentes. Para isso precisamos também 

introduzir um novo espaço que conteria o espaço ordinário. Chamaremos esse novo espaço 

de superespaço zM. No caso particular de três dimensões, esse superespaço conteria o 

espaço das coordenadas do espaço-tempo (x'`, µ = 0,1, 2) que seria, por assim dizer, um 

espaço comutante, para tratarmos com os bósons. Para os férmions, precisaríamos de 

um espaço anti-comutante (lembre-se que os férmions anti-comutam). Esse espaço seria 

então formado por coordenadas grassmannianas Oa. Nosso superespaço é então repre-

sentado por zM = (xap, Oa) (xap = xti(&1 j , como descrito nas convenções acima) e é 

hermitiano, ou seja, (zM) t = zM. As derivadas nas coordenadas do superespaço são 

definidas como: 

aaOp = ba 	CÌaOp - Cap 

óap) ryb ==-- 2s(a(5p) — (8,745S + 6;45c6;) (3.18) 

onde Oa = aé~ e Óap —= 	= OP (6-1,)ap• 

Em vista disso, como fizemos com o superespaço, podemos definir também uma 

derivada supersimetricamente invariante que é dada por: 

DM = (Dan , Da ) _ (aap — ieVap, Oa + iOpaap) 	 (3.19) 

Apelando uma vez mais para a idéia de transformações de férmions em bósons (e vice 

versa) poderíamos tentar imaginar como seriam essas transformações de supersimetria. 

Elas devem ser tais que: 

60 - ~ 

60 ti 
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Para irmos mais além nessas transformaçôes, podemos usar o fato o qual se por um 

lado temos férmions que precisam ser multiplicados por objetos anti-comutantes a fim 

de que obtenhamos um objeto comutante (já que o produto de dois anti-comutantes, 

ou a-numbers, se comporta como um comutante, ou c-number, que é o caso do bóson), 

por outro ainda temos o fato da coerência de unidades para nos ajudar nessa tarefa. 

No primeiro caso fica fácil de descobrir que multiplicando, digamos, por B temos prati-

camente a transformação de supersimetria para o férmion. No segundo, a coerência de 

unidades nos pede que multipliquemos 0  por um termo que tenha unidade de massas, 

uma derivada por exemplo. Mas a multiplicação por uma derivada (aµ) tornaria sb um 

vetor. Eliminamos esse inconveniente multiplicando a derivada por ryµ.Por último, multi-

plicamos por um anti-comutante para tornar o termo com propriedades de espinor. Desse 

modo, temos: 

BT  

b1P 	(7P8µ0) e 

(3.20) 

A idéia de transformação de supersimetria ficará mais clara adiante mas já podemos 

adiantar que cada bóson então deve ter um férmion no qual ele se transforma e vice 

versa. Esses são chamados de companheiros supersimétricos, ou seja, temos para cada 

bóson (férmion) da teoria um férmion (bóson) companheiro supersimétrico. No caso do 

campo 0  é evidente que é '0 seu companheiro supersimétrico. Para o campo de gauge Aµ 

(o campo do fóton), um bóson, o companheiro supersimétrico é um campo fermiônico 

conhecido como fotino (a). 

3.4.1 Geradores de Supersimetria 

Em teorias que não são supersimétricas, transformações globais (ou locais) levam 

bósons em bósons e férmions em férmions. Como já dissemos, a proposta da supersimetria 

1Nesse ponto é preciso uma pequena explicação. Ao longo do trabalho estaremos usando um sistema 
de unidades onde h e c são adimensionais (h = c = 1). Nesse caso, [unidade de massa]=[unidade de 
comprimento]-1. Um termo de derivada do tipo áx  , que tem [unidade de comprimento]-1, tem unidade 
de massa nesse sistema. Posteriormente, trataremos disso com mais detalhes . 
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é ir mais além e propor transformações que levem bósons em férmions e férmions em 

bósons. De uma forma rigorosa, isso é feito estendendo a álgebra de Poincaré usual 

dos geradores de rotação e translação do espaço-tempo para que ela contenha o gerador 

auto-conjugado de spin 2 , Qa, que transforma campos fermiônicos (bosônicos) em campos 

bosônicos (fermiônicos). Pictoricamente: 

Qaibóson >= if érmion > 

Por causa do caráter espinorial dos gerados Qa, a álgebra de Poincaré estendida, 

chamada de álgebra de supersimetria ou Algebra de Lee Graduada , envolve tanto relações 

de comutação como de anticomutação (veja, por exemplo, ref. [30] página 187). 

]Assim como nas transformações de gauge globais, nas quais os campos se transfor-

mam como 0,  —> que-iA, ou, de outra forma, S¢ = —iAç (para A infinitesimal), esperamos 

que nas transformações de supersimetria tenhamos algo parecido: 

S(super campo) rs.,  Qa  (super campo) 

3.4.2 Supercampo Escalar Real 

Assim como podemos expandir funções em série de Taylor no espaço usual, devemos 

também poder expandir nosso supercampo em série. O supercampo, que designaremos 

por (I), é função das coordenadas do superespaço. Assim, 	= 4)(x, 0) (por questão de 

simplicidade, escrevemos x ao invés de xaQ), pode ser expandido em torno de x ou de 0. 

Se escolhermos expandi-lo em termos de 0 teremos uma vantagem porque nossa expansão 

será finita já que os termos da expansão maiores do 02 2  serão todos zero. Por tanto, 

pode ser escrito como: 

.1)(x, 0) = ¢(x) + 0a0a(x) — 02F(x) 	 (3.21) 

2Note que 0 é um espinor, ou seja, seu quadrado não é zero mas sim definido por (3.10). E claro que 
agora é o quadrado de 0+ (ou 0-) que é zero. 
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onde 0 é um campo escalar real, 1.pé um espinor de Dirac e F é chamado campo auxiliar. 

Como já falamos na seção anterior, desejamos que os campos sejam invariantes sobre 

transformações de supersimetria e para que essas transformações seja como imaginamos 

na eq. (3.20) podemos impor que nosso supercampo sofra uma transformação do tipo: 

6.1 = —EaQa~ , 	 (3.22) 

onde ea é um parâmetro infinitesimal e Qa é o gerador de supersimetria definido como 

Qa = 8a — i9 0 	 (3.23) 

Substituindo (3.23) e (3.21) em (3.22) verificamos que: 

= —Ea (a — i0°8ao) (0 + 241 y — 0 2F) 

= 	—Ea Y a + EaOaF + iEaOI 8a00 + isa0A078a0 7 

Por outro lado, 

Sd) = (50(x)+ Oa67,ba (x) — 026F(x) 

Comparando os termos de mesma potência em 0, ficamos com 

= —Eaoa 

Ó2~Ia = —ie0800 + EaF 

6F = iea8a07,0 

(3.24) 

A eq. (3.24) contém,então, as transformações de supersimetria dos campos compo-

nentes do supercampo .1). A respeito do campo auxiliar 5, a razão dele fazer parte do 

supercampo é que ele participa ativamente nas leis de transformação supersimétrica. F 

completa os graus de liberdade necessários à supersimetria off-shell. Quando impomos 

que os campos satisfaçam as equações do movimento (condição on-shell), o campo aux-

iliar é substituído em termos dos campos físicos da teoria. 
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3.4.3 Projeção em Componentes 

Nas maioria das situações, o procedimento acima (3.21-3.24) não é muito prático. Por 

isso, trabalharemos com os supercampos em termos de suas projeções em componentes, 

ou seja, 

0(x) = ~(x,e)I 

Oa(x) = DaA'(x,e)I 

F(x) = D2 	, e)1 

(3.25) 

onde o símbolo I indica que a operação é feita fazendo O = O. . Agora, observemos a 

seguinte identidade: 

Da — Qa = iaraap 	 (3.26) 

que, aplicada ao supercampo, fornece: 

(Da — Qa ) 49I = 228Aaa,p4)1 

Qaq = Daq (3.27) 

Usando o resultado acima, podemos calcular, por exemplo, 64)1 = 60. Utilizando a 

definição (3.22), ficamos com: 

s4 1 = —EaQa(1) 1 

S0 	_ —eaD ael) 1 

= — EaY a 

De uma maneira geral, temos: 

(5f1= —EaDaf I 

onde f pode ser qualquer função dos supercampos ou de suas derivas. 

(3.28) 
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3.5 A Ação no Superespaço 

Assim como supersimetrizamos o espaço e as derivadas desse espaço, objetivamos 

fazer o mesmo com a ação ordinária. No caso ordinário, variações na Lagrangeana são 

tidas como nulas e obtemos assim as equações de movimento dos campos . Já no caso 

supersimétrico, variações da Lagrangeana produzem derivadas totais, ou seja, sempre 

podemos escrever SG = ar re` (veja, por exemplo, a ref.[34], seção 2.2.2 ou ref. [29], 

seção 4.6). Isso não modifica, entretanto, o princípio da mínima ação já que integrais de 

divergências totais são sempre nulas desde que os campos e suas derivadas vão a zero no 

infinito. Ou seja, 

SS = f d3x6G = f d3xamte = O. 

Isso ficará mais claro abaixo. 

3.5.1 Ação Ordinária. Supersimetria N=1 

Considere uma ação no espaço (1 + 2)D que junte, por exemplo, a equação de Klein-

Gordon e de Dirac, ambas sem massa. Essa ação, é claro, contém campos bosônicos 

e fermiônicos. Desejamos mostrar que esta ação é invariante sobre transformações de 

supersimetria off-shell, ou seja, sem considerar as equações do movimento dos campos. 

Isso só é possível se acrescentarmos a ela um campo auxiliar, daí a importância deste. 

Seja, por conseguinte, a ação So dada por: 

So = f d3x(81,08120 + ii,b7r̀ 012 7 /) + F2) 

onde, para facilitar, consideraremos uma representação onde 1,b e -yµ são reais (yr` obede-

cendo a {¡yµ, 'y"} = 2gµv). Admitamos as seguintes transformações de supersimetria: 

S~ = iBz/> 

= eyt`aiio + F) O , S-7-T) _ —97µ8vk + -0F 

SF = —iBryr`ati.0 
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Considerando variações da ação temos que: 

SSo = f d3x(281,ç19'`15¢ + ió ry' 8, b + iTry'`au,Sb + 2FSF) 

Substituindo as transformações acima em 6S0, ficamos com: 

SSo = f d3x {(28µ080 (00) + i [B(F — -rµaµ0)] ryvavO 

+iVeaµ (ryvavO + F)0 + 2F (-071̀ 801)))} 

= 	f d3x {iBaµoa'`0 — iFBryvavo + iTiyryvBa„F + C:bBO0} 

Como 1/) e 7'` são reais, temos que T8 = VI,b e que y-'0 = —B-y'* 3. Usando esses 

resultados na equação acima e sabendo-se que: 

aµaaµ b = á'` (baN,a) — 	, 

ficamos com: 

SS° = f d3xa„ (iBoa'`o — 	, 

que é urna integral de uma divergência total, que por sua vez é nula, já que os campos 

e suas derivadas devem ir a zero no infinito. Dizemos que a ação acima é invariante sob 

uma supersimetria ou invariante N =1. 

3Poderíamos representar y° por: 

7° = ( 01 0 ) 

e a partir daí _ encontrar ryl e y2 através de {ryL, y1 } = 2gµ". Podemos mostrar, por exemplo, que 
=, t,y°B=BO 

( 0+ 0_ ) 	) 0
0
+ ) ±,0+0_ 

( 01 02 
) ( O1 	0) ( :12) _ -B + 8+0- 

Observe que, como a e iP são anti-comutantes, -0-0+ +)+B- = -B-Ii+ + 0+ib 
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3.5.2 A Ação no Superespaço N=1 

Já comentamos um pouco sobre as unidades naturais (h = c = 1) - veja nota de 

rodapé na página 8. Nessa sistema de unidades, a ação, que tem dimensões de h, tem 

que ser admensional. Isso nos ajuda a construir a ação no superespaço. Por exemplo, qual 

deve ser a ação cinética Sk para o multipleto escalar sem massa (supercampo escalar) ? 

Queremos chamar a atenção para o fato de que essa resposta depende de qual dimensão 

estamos. No caso tridimensional, o supermultipleto tem dimensão (massa)1/2, O tem 

dimensão de (massa)-1/2 e a derivada covariante (massa)1/2. Em vista disso, a ação no 

superespaço pode ser escrita como: 

Sk = 21 f d 3x d20 (Da$)2 	 (3.29) 

Essa ação é invariante sobre N = 1, ou seja, está escrita no superespaço N = 1 e é 

invariante sobre uma supersimetria 4. Note que (Da(19) é um espinor, tal que (Da4))2 = 

(Da ,I) (Da4) e que a integral é realizada sobre todo o superespaço. Como f doa = 

ãé~ = Da I, podemos reescrever (3.29) como: 

Sk _ 	— 2 f d3xD2 (Da43 )2 I 

_ —2 f d3x2D3D0 (ZDa4Da 43)I 

_ — á f d3x4 (D)3DPDaODaq5 + DpDaODpDaO 

—DpDaODpDa0 + Da0D8DpDa0) I 

_ — á f d3x (D2DaODa0 — á DpDaODpDaO) 

— 	2 f d3 x (ZYbaaapY'p + 20apoaa p0 — F2) 

4Poderíamos exigir, talvez não exatamente para esta ação, que elá fosse invariante sob uma segunda 
supersimetria. Daí então diríamos que a ação seria invariante N = 2 no superespaço N = 1. Poderíamos 
ainda escrevê-la diretamete no superespaço N = 2. A álgebra nesse caso é equivalente a álgebra super-
simétrica em quatro dimensões onde a integral seria realizada sobre mais uma cordenada grassmanniana: 

f d3x d20 d20. 
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Usamos aqui as relações (AA.2) e CpaCpa = 2 (veja eq.3.8). Com a ajuda da definição 

(3.14) podemos reescrever Sk de uma forma, digamos, mais convencional, ou seja: 

Sk = á f d3x (&04,0 + Z 7µaµ + F2) 

que é idêntica a So, ou seja, Sk é realmente supersimétrica. 

3.6 Supercampo de Gauge Espinorial 

Assim como é feito a covariantização das derivadas na teoria ordinária, para se ter o 

acoplamento dos campos de gauge com a matéria, devemos também tentar covariantizar 

as derivadas supersimétricas e obter uma teoria de gauge supersimétrica que, no caso mais 

simples, é conhecida como super-QED. Nesse caso, a super-QED descreve um multipleto 

de matéria que contém um campo escalar e um espinorial respectivamente com spins 

(0,i) em interação com um multipleto de radiação que contém o bóson e o fotino com 

helicidades (±1, f2). 

3.6.1 Covariantização da Derivada Espinorial 

Considere um dubleto de supercampos escalares complexos. Esperamos, em anologia 

com o caso ordinário, que os supercampos sofram urna transformação de fase local: 

4,/ = e~4
mx ),

1 

47) 	_ e-¢gA(m) 	 (3.30) 

e a derivada é covariantizada da seguinte forma: 

Da -4 V ia = Da ieI'a 	 (3.31) 
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quando atua em ou em respectivamente. A ação que antes era dada em termos de 

Da agora fica 

Sgauge = _ 2 
r dsx d2e (vafl2 

_ 	— 4 f d3x d20 (Da + ZeI'a) 4 (Da — zera) 
	

(3.32) 

Por causa da fase local, queremos que não só os campos sofram transformações mas 

também suas derivadas. Para garantir a invariância da ação frente a transformação de 

gauge é necessário que 

ou seja: 

(v
ai
I) —~ (v

a
~)' = eieA(x)v

ac
D
' (3.33) 

v' ~' a 

v'a e~4A(x)(b 

v' eigA(x) 
a 

v' a 

eieA(x)v ~ 
a 

= 	eieA(x) v ~ 
a 

rieA(x) v 
a 

= 	eieA(x) 
va 

e—ieA(x) 

(Da' — ier,a 	 a 	a 
) = eieA(x) (D — ieI ) e—ieA(x) 

Como o espaço interno é invariante, 	= Da , ficamos com: 

Da — iera 	eigA(x)e-ieA(x) (Da [ —igA(x)] + Da — iera) 

Da — 	= Da [—ieA(x)] + Da — iera 

—ierá = Da[—ieA(x)] — iera 

re,— Fa = Da [A(x) ]  ) 

Se A é infinitesimal, obtemos: 

sr, = Da[A(x)] 	 (3.34) 

que é a transformação de gauge que ra tem que satisfazer para garantir a que ação Sgauge 

seja localmente invariante de gauge. 
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3.6.2 Expansão em O do Supercampo de Gauge Espinorial Fa  

Não é difícil imaginar a expansão em termos de O para o supermultipleto de gauge. 

Como Ta  é um espinor, sua componente de ordem zero tem que ser um espinor. Para o 

termo de ordem 0 podemos ter tanto um vetor como um escalar. Por último, a compo-

nente de ordem mais alta também tem que ser um espinor já que 02  é um c-number, ou 

seja, um número comutante. 

Podemos antes de dar a forma explicita de ra, exigir que ele tenha as seguintes 

projeções: 

Sa = Tal 

1 np = —  Dcarlj)  I 

B = 2 Dora  l 

Aa — 2 D°Darp 

(3.35) 

Uma vez feito isso, podemos então escrever o supermultipleto de gauge espinorial explici-

tamente: 

ra  = Sa + i9AVa, —190B — BABA  (Aa — 2 a c,) 	 (3.36) 

onde e B são chamados campos compensadores, VaQ  - A'(6 )ap é o campo de gauge e 

A, é o fotino, o companheiro supersimétrico de A. 

3.6.3 Supercampo Superparâmetro Real A (x, O) . Transformações 

de Gauge de Fa 

Como em três dimensões não pode haver vínculo quiral (ou seja, IN. 0), 

o superparâmetro de gauge é real. Sua expansão em comppnentes é: 

A(x, 0) = a(x) + 9aAa(x) — 92T(x) 	 (3.37) 
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e suas projeções são dadas por: 

  

 

a(x) = Al 

Aa(x) = DaAI 

T(x) = D2 AI 

(3.38) 

Com as eqs. (3.28) e (3.34) podemos calcular as transformações de gauge que as 

componentes de I'a sofrem: 

(3.39) 

SB = 2 Dabra~ 

= 2DaDaA 

— D 2A 

= T (3.40) 

SVap = — 2 D(aSrp) 

— 	2 D(aDp)AI 

_ — z (DaDpA — DpDaA) I 

= —42 (—TCap + iapaa — TCpa + 2áaAa) 

= _coa 

SAa 	= 2 DQ IMF p I 

= 2 DpDaDpA = 0 
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Observamos nas equações (3.39) e (3.40) que os campos e B sofrem transformações 

de gauge completamente arbitrárias podendo ser escolhidas tal que 	= 0 e B' = 0 5, 

ou ainda podemos escolher o gauge de Wess-Zumino onde 	= B = 0. Apesar desse 

gauge quebrar a supersimetria off-shell explicitamente, podemos, contudo, tirar con-

clusões fisicamente interessantes do supermultipleto ra  (ver ref.[29], cap. 9). O campo 

Vap apresenta uma invariância de gauge esperada. Já o fotino, vemos que ele é invariante 

sobre transformações de gauge! 

3.6.4 Conexão Vetorial de Gauge 

Embora tenhamos o supercampo espinorial, ao longo do nosso trabalho precisaremos de 

uma conexão vetorial de gauge que define urna derivada covariantizada do espaço-tempo. 

Esse objeto covariante é definido como: 

ap = ao — ieI'ap 	 (3.43) 

e satisfaz a: 

{Va, Op} = 2iVap 	 (3.44) 

tal que roo  não é independente de r,. Na verdade, a relação entre os supercampos é: 

rap = — 2 D(arp) 	 (3.45) 

Note que rap l = V. Sendo assim: 

 

 

VoI = Dap = 0ap — ieVap (3.46) 

corno era de se esperar. 

50bserve que '5x = X'a - X« = fia- Se Xa = A«, então Xá = O. Para B, temos que:SB = B' — B = T. 
Se B = -r implica B' = O. 
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3.6.5 Superfield Strength. O Termo de Maxwell Supersimétrico 

Como estamos interessados em supersimetrizar a QED, devemos introduzir também 

urn superfield strength que seja invariante de gauge. Em termos de rt)  ele é escrito como: 

Wa  = 2 DpDarp (3.47) 

Wa  é o único field strength independente invariante de gauge6 . Além disso, esse super-

campo é vinculado a DaWc  = 0 em vista da relação DaDpDa  = O. As projeções de Wa  

em termos dos campos componentes são: 

Wal = a 

DatiV,l = fa,0 

onde fa,  é definido como fap - (&µ)a0 f' , com PI dado por: 

fti — 2EµvPF  P v 

(3.48) 

(3.49) 

Podemos calcular fat)  ainda em termos do potencial espinorial Vap diretamente de (3.48) 

através das relações (A.2) e das definições (3.35): 

fa,o Da (2D7D0r7)I 

— 	c7S  DaD6Dpr71 

= ZCi7Õ Da (Zaó, + Cp5D2) r7 I 

= 2 aÁ(ZVa — Ca7B)+zb,óaa (ZV7b—Có7B)I 

6É fácil de ver que il'a é invariante de gauge através de (3.34) e fA.2): 

brp = DpA 

zDaDaSPR  = 2DP De, DpA 

bWa  = 0 
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fap =  (3.50) 

Como Wa  tem a ver com o field strength ordinário através de (3.48), é natural esperar 

que a versão supersimétrica da ação de Maxwell contenha esse supercampo. Por isso, 

consideremos a ação: 

SM  = 2 fd3x d2OW2 

—- 	
2  fd3x  D2  W2 I 

— 2 fd 3x 
2DaDa (2WpW0)I 

— - 	á f d3x {--1.139/P3  D,Wp  + 'V D2147,3 11 

que projetada em componentes nos fornece: 

SM— f d3x ( 4 fapfap+ 2apapaa) 

ou em notação vetorial: 

(3.51) 

SM  = fd3x  (-4FµvFµv  + •F‘¡yi`aIL A) 	 (3.52) 

O primeiro termo da equação acima é o de dinâmica para o campo de gauge (o termo 

de Maxwell usual), o segundo a dinâmica para o fotino, seu companheiro supersimétrico 

introduzido pela supersimetria. 

3.6.6 Cálculo de Sgauge 

Com as relações (A.3) estabelecidas no apêndice, podemos definir componentes co-

variantes por projeções de 41. O conteúdo de campos dessas projeções é diferente daquele 

definido em (3.25) mas as projeções são equivalentes a menos de transformações que de-

pendem da escolha de gauge. Por tanto, o resultado físico não deve mudar se tomarmos 

essas novas definições para os campos ao invés das outras. Dessa maneira, as projeções 
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são então dadas agora por: 

¢ _ cx, B)1 

~« 	= 	«4) (x, e)1 

F = V2.13.(x'0)I 

Também podemos usar f d3x d20 = f d3x D21 = f d3x V21 
Podemos agora calcular Sgauge 

(3.53) 

Sgauge 2

. 

¡

~ 

d3x d2e (0
«

~)2 

_ —2
J 

d3 x V22 (0«V7«4))I 

_ 	—714- f da g; {V2VN)0«(1) — Q13 \7"4)\7pO«Al + Q«(1)020«(1)}I 

f 3 x {( —ig«QOp -I- 2ieW«R0«il) — (i0Q« + 	 + C«p02).1) 

—WT(iQá Op + 2íeW«)4)}I 

f ex {-2izPa *D,Np + 2ie(¢a a¢ — aae¢*) + Dap¢*Dap¢ — 2F*F} 

ou na notação vetorial: 

Sgauge = J d3 x { 27,b7 µDOI) + -IDA 0* 	—  (V)A¢ — mp¢*) + z F*F} 	(3.54) 

A ação acima é invariante sobre transformações de gauge local [U(1)} bem como 

invariante sob uma supersimetria (invariante N=1). 

3.6.7 0 Termo de Chern-Simons Supersimétrico 

Nessa seção vamos introduzir o termo de Chern-Simons supersimétrico. Considere a 

seguinte ação N=1: 

Scs = --
4  f d

3x d20 TaWa 	 (3.55) 
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que pode ainda ser escrita como: 

SC  f d3x D2 (I'aWa) I 

_ — f d3x [(D2ra) Wa + DpraDQW« + raD2W«] I 
l — —4 d3x {(2k,    — iaá~A) ~« + (iV«Q — CQ«B) f p« + ie«a«Q) AI 

d3x {2a«a0 +iV«Af°«+iacp(w,0)} 

O termo entre parênteses é uma derivada total que se anula quando x —i oo. O segundo 

termo pode ser desenvolvido e fornecer 17,03P' _ —2A411,. Com fµ dado por (3.49) 

podemos finalmente escrever a ação acima numa notação vetorial: 

Scs = f d3x {— eµ„P Al̀ F" — 
2 

~~ } 
	

(3.56) 

 

O primeiro termo da integral acima é o termo de Chern-Simons usual comumente en-

contrado na literatura. O segundo termo é o termo de massa (topológica) para o fotino, 

introduzido através da supersimetria. i 

 

3.6.8 Variação de Gauge de FaWW 

Para finalizar esse capítulo vamos calcular a variação de gauge do termo CS super-

simétrico. Consideremos novamente a eq. (3.55). Suponhamos que ela sofra uma variação 

infinitesimal tal que: 

SS = —4 f d
3x d20 S (raw-) 

_ 	f d3 xd 2B [S (I'a)W«+I'«SW«] 
4 

Como vimos na seção (3.6.5), W« é invariante de gauge. Por tanto, a equação acima 

fica, de acordo com (3.34): 

SS = — 4 f d3x d20 S (r«) W« 
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_ 	— 	f d3 x D2 [(DaA) 147a] 1 

f d3x {D2W aDaA — DpW aDpDaA -}- WaD2DaA} I 

_ 	— 
	

d3 x { i (aapAp) Aa — f ap (iápaa + CapT) + PiÓapV } 

O primeiro e o terceiro termos se anulam enquanto que o produto f apCCpr é zero 

devido as propriedades de antissimetria de C. Por tanto, a equação acima fica, já numa 

notação vetorial: 

SS 	= --
k 

f d 3x {2i f ì áµa} 

_ — ti,
4 

f 

,_ — 4 ~ f d3 x {2EP"PÓ"Apá,,a} 

= 	— 
~

2 
f d 3x {a,,, (EE`vPa„APa) — aE4"p81,8"Ap} 

= — 
2 
h 

f d3x8,, {Eµ"Pá"Apa} (3.57) 

sendo que o segundo termo é nulo por ser o produto de um tensor simétrico por um 

antissimétrico. Assim, como vemos acima, o termo CS não é invariante de gauge por 

uma derivada total. Todavia, a ação é invariante desde que os campos vão a zero no 

infinito. 
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Capítulo 4 

Modelo 

Maxwell- C kern-Simons-Higgs 

Supersimétrico corn Acoplamento 

não-Mínimo 

4.1 Introdução 

Neste capítulo supersimetrizamos o modelo MCSH Abeliano incluindo um termo de 

Momento Magnético Anômalo (mma) na derivada covariante supersimétrica. Verificare-

mos que, mesmo sem o termo de Maxwell, o mma pode gerar dinâmica para o campo 

de gauge e seu companheiro supersimétrico, o fotino, através de uma eventual quebra 

de simetria de gauge do modelo. O mesmo ocorre para o termo de Chern-Simons. Esse 

acoplamento, num modelo supersimétrico, apresenta ainda o acoplamento de Pauli feito 

com campos fermiônicos e com campos bosônicos. Averiguaremos ainda uma escolha 

especial da constante de acoplamento no modelo que nos leva a uma teoria no limite de 

Chern-Simons puro. 
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4.2 0 Modelo 

No capítulo 2 falamos a respeito do modelo MCSH e da importância da inclusão do 

mma para o comportamento de anyon das soluções do modelo. Nesse capítulo abordare-

mos o mesmo modelo sendo que agora do ponto de vista da supersimetria. 

A ação no superespaço N=1 para o modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs Abeliano é 

dada por: 

Snr=1 = f d3 xd2 O  j 	— 4 (I'~W~ — 2S2) — 4 Da~Da~ 

— 4DaSDaS + (2m)1/2SM) — ris}  (4.1) 

onde D' está definido em (3.19) e Daé a derivada covariante que inclui a contribuição 

de acoplamento não-mínimo supersimétrico, ainda não disponível na literatura, e é dada 

explicitamente por: 

Da~ = (De` — ieF + 2947a) 	 (4.2) 

Aqui, Wa (A, FP") é a versão supersimétrica do tensor intensidade do campo eletro-

magnéticó e está definido em (3.47), enquanto que 2gWa gera a versão supersimétrica 

do termo de Pauli; r (-, A,L , B, A) é o supercampo de gauge (3.36); I(~,', F) é um su-

percampo escalar complexo como em (3.21) (sendo que agora 0, ti) e F são complexos) e 

suas projeções estão definidas em (3.25) e S(M, x, G) é um supercampo escalar real [38]. 

Esse modelo é invariante sob transformações de gauge e é invariante N=1 por 

construção. Para valores especiais das constantes podemos obter determinados mode-

los existentes na literatura. Na condição de ic = g = :0, claramente obtemos o modelo 

Higgs Abeliano estudado, por exemplo, na ref. [38]. Por outro lado, quando fazemos 

a = l = g = 0 obtemos o modelo Chern-Simons Higgs para alguns valores especiais nas 

constantes de acoplamento [39]. Estudaremos mais a fundo essas questões na seção (4.3). 

Em termos dos campos componentes, a ação (4.1) é escrita como 1: 

1Veja o apêndice para detalhes nos cálculos 
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SN-1 = J d 3x {_F "F +  ~1~~aµ.1 + eµ„P At`FYp - 

1 - 	l 
- 2XX ~cMG + 2 Dµ4

*
Dµ95 + 

_ _  
- (~A0 - X00*) - 16 ~~~~ - ( 2m)1/2(0X0 + X tP0* ) 

+8 (Dµ~ry t + A-yµDµ00* + ~ y IaµaO + aµa7 1-100*) 

- s 
_ _  

(~ r``aDµ0 +-A-71'015 
_ 
a¡yµ0Dµ0*) - (8 a7µa

µa + 2gAA) 1012 

} 16g2 TtA (F*0 + 0* F) + 2F*F + 4g(~aF - ãOF*) 

+2lX~y~`a,~X + 2aµ MaµM — (2m)112 moo

-}-(277-) 112M(F*0 + 0* F) + 21G2 - rlG + (2772,)1/2G I0I2} 

onde D~ - (a - ieAµ - ZgFµ) ~ e Ft,, = 2ei ,,,P FvP. 

4.2.1 Transformações de Supersimetria N=1 

(4.3) 

Como vimos na seção 3.5.1, podemos encontrar transformações nos campos que 

deixem invariante a ação sem que para isso tenhamos que considerar as equações de movi-

mento desses campos. Essas são transformações de supersimetria off-shell. A ação (4.3) 

é, portanto, invariante N=1 off shell sob as seguintes transformações (6f1 = EaDaf I, 

veja seção 3.4.3): 

6M 	= "0X , SX = 	(a, Al) e -I- Ge , SG =  

60 = 	, S0 = -iryµ (DIME + FE , SF= -ifryµD1,11) + ien0 ; 	(4.4) 

4 = -iryµAe + Be , 6B = -ié711•814 X - 	, SA 	, 

SAµ = Eaµe — 

Para verificar que essas realmente são as transformações corretas, basta substituir em 

SSN-1 (como na seção 3.5.1). 
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4.3 Supersimetria N=2 no Modelo Chern-Simons- 

Higgs 

O modelo Higgs abeliano é obtido do nosso modelo se fizermos rc = 0. Além disso, 

com g = 0 ele fica exatamente como na ref. ([38]). Nesse trabalho mostrou-se que para 

se obter uma invariância N=2 é necessário que a constante de acoplamento m tenha a 

seguinte relação com a constante de acoplamento mínimo: 

m=le2 . 
8 

Com g = a = l = 0 obtemos o modelo Chern-Simons Higgs como em [39] (sendo que 

com um fator 4 ,ao invés de 2, no acoplamento de gauge com a matéria): 

Scs = f d3 xd 20 {_(FaW — 2S2) — 4Da43DaA + (2rn)1/2544, — riS } . 	(4.5) 

Nesse caso, como não temos dinâmica para o campo neutro S (l = 0)podemos, enteio, 

substituí-lo em termos de outros campos. A parte da Lagrangeana acima que contém S 

e: 

GS = V(44) = 2S2 (2m)1"2S414) — rIS 

A equação do movimento para S é dada por: 

(2m)1/2 _ 
S =  	v2), 

que substituída na equação anterior, fornece o superpotencial de Higgs [40] 

V(4>4) = (T)42. - 

que projetado em componentes mostra-se como: 

v (o*o) = i~, (7' 7' cY'2 + T4'O*2) + 2
-21:11(3 (3 1012 — v2)Y 1N 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 
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— 2m 
(F *~ + 0*F) (1012 — v2), 

K, 
(4.9) 

onde ic é o complexo conjugado de 0. 

Como já dissemos, a Lagrangeana (4.3) é invariante sob as transformações (4.4). Con-

tudo, podemos requerer que essa mesma ação seja invariante sob outras transformações 

de supersimetria. Nesse caso dizemos que (4.3) é invariante sob uma segunda trans-

formação ou invariante N=2. Essa segunda supersimetria consiste em tornar complexo 

o parâmetro e da transformação N=1. Isso é equivalente a manter e real e fazer uma 

rotação infinitesimal nos férmions da forma [39] [38]: 

eiao (4.10) 

Todavia, note que, no caso particular do modelo Chern-Simons-Higgs acima, o primeiro 

termo de (4.9) não é invariante sob essa transformação. Devemos então eliminar esse 

termo se quisermos uma invariância N=2 para (4.5) . Para isso, vamos tomar todos os 

termos da ação que podem violar essa invariância, ou seja, que não contenham 

'CPO (já que esses são invariantes sob (4.10)). Esses termos são 2: 

Ga = h (00 c + c110*2 ) + 2 (~~~ — Alk¢*) —  Kaa . 	 (4.11) 

Usando a equação do movimento para A e sabendo-se que A é real, ficamos com [39]: 

A 	
2h(~~ — 00*) • (4.12) 

Substituindo de volta na eq. (4.11) observamos que o termo que impede a invariância 

N=2 pode ser escrito como: 

2 

(Y/,'Y ~ 
~/' 2 ~/' 

Y'c
*

5*2) 

o que mostra que temos a mesma condição da ref. [38] nas constantes de acoplamento 

2Lembre-se que estamos tomando g = O. 
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do modelo para tornar a ação (4.5) invariante N=2,ou seja: 

m = 8 e2  . (4.13) 

No trabalho de C. Lee e colaboradores [39] a invariância N=2 fornecia o potencial 

bem como a condição nas constantes de acoplamento. Aqui, começamos com um modelo 

estendido para que contivesse os termos de Maxwell e Chern-Simons juntos (escolhendo 

apropriadamente as constantes obtemos ou o modelo Chern-Simons-Higgs ou o modelo 

Higgs abeliano como modelos subjacentes), onde o supercampo S apareceu da necessidade 

de juntar os modelos, e acabamos por obter, particularmente para o modelo Chern-

Simons-Higgs sem o mma, a forma do superpotencial de Higgs (4.8). A condição de o 

modelo ser invariante N=2 nos forneceu a relação entre as constantes de acoplamento. No 

modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs, sem o mma, a mesma condição entre as constantes 

de acoplamento é observada [40]. 

O termo proporcional a S é o chamado termo de Fayet-Iliopoulos [29] e é invariante 

de gauge para um grupo de gauge abeliano (que é o caso que estamos estudando). Na 

verdade, E.A. Ivanov [41] num recente trabalho já chamava a atenção para esse fato e 

mostrou ainda que os outros dois termos de (4.5) que contêm 5, que multiplicam w e 

(2m)1!2 , vêm do termo de Chern-Simons e do acoplamento de gauge com a matéria, re-

spectivamente, quando tentamos escrever o modelo Chern-Simons-Higgs no superespaço 

N=2. 

4.4 Quebra Espontânea de Simetria de Gauge 

Os campos F e G são auxiliares. Isso quer dizer que, sempre podemos expressá-los em 

termos de outros campos através de suas equações de movimento. Portanto, considerando 

m = e2/8: 

F = 2gTt(11) + 0¢) — eM¢ 

F*  _ — 2gg — 4gaO*)a — e11/10* (4.14) 
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Substituindo-os de volta na ação e reagrupando alguns termos, obtemos: 

SN=1 = J d3x { (a_  g2 101-
9 
2)(— 14 FµvFl~v) +  (a — g2 I~I2)~'y~óµA 

2 	4 

+-71(K+ eg Iq5 I 2)EµvpAAFvp + 	(0* al` — .758µ0*) 

+g ,,vp07A1PFvp — 8 (07"D1,q5a + A7"131,0* 17b) 

-11(D AO? + A7``Dµby5* + 1,b7uaµd,o + a~a7``00*) 

+16 g2Ei,vpFvp(0494 — a7µtim5*) + 207µ Dµb 

+2 D``O*Dµ0 + 2aµMaµM + 2 /X7``aµX 

—2 [1 + 2g ivr] (rpo — A00*) — 2 (0X95 + XOO*) 

—
2 [h-, + eg 1012 (

1 
+ gM)J Tta — ;MOO 

(415) 

- 2 m2 IO2 - t (I0I2 — v2 } -2:M)2} 

onde v2 = (2m)-1/2r~ e Dµ = ó — ieA1, é a derivada covariante acoplada minimamente. 

Examinando a parte bosônica do modelo, encontramos o potencial correspondente. 

Observe que V (M, q5) possui uma fase simétrica = 0, M = 
2~ e uma fase assimétrica 

infinitamente degenerada 101 = v, 11I = O. 

V(111, 4) — ~2 A 
f2 

1012 
+~l 

1 I4'I2 — v2 
+ 

2
—M

\ 2 

~ 	 \ 	 J 
(4.16) 

Ao invés de escolhermos representar çb como um campo complexo, podemos achar uma 

transformação de gauge na qual ç seja real. Essa transformação é chamada transformação 

de gauge unitário. Nesse caso, só aparecerão campos físicos na Lagrangeana. Então, 

escolhemos —* q'(x) = 6(x) +v onde ci(x) é real. Substituindo na eq. (4.15) obtemos, 
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+~ (h + egv 2)eµvpAµFvp +  á"`6t3~ — 

+2o`MaµM —  (e2v2 + 1k2) 1V12 — 

e2 
21 

v262 

Z
(eKv) 6M + 2~7µ Dµ~ 

como resultado da quebra espontânea da simetria de gauge: 

Gquebra 

2 
_ 	(a — 

4 v2)(- 4 FÍ" 
vFµv) + 2e2v 2 A~A~ 

2 _ 
+2 (a — ~ v2)a7 µA — 

2 
(tz + egv2) as 

(4.17) 

i _ 	1 	¡ 	/' 
+2lX7µaµX —  ev [

,/,
~(2A + x) + (—Zíi +50  Y ] + Interação 

onde Linteração contém termos de interação entre os campos: 

Ginter ação = 16 g2FµvFµv 
(62 + 2v6) — gg25k7µa~ (62 + 2v6) 

+4egep,vp APFvp (a2 + 2v6) + 
1

e2AµAµ (62 + 2v6) 

+8gE-µvp07µ0Fvp — 8g (0µ A + a-eO) Dµ (a + v) 

+8gaµ (07'`), + A7u`tP) a + 8 gA (07`9% — A7 10) (6 + v) 

I 16 g2eµvpFvp RyµA — Te7µ0) (6 + v) — 2 MIN 
	

(4.18) 

--i e (IPA — AO) [a + M(a +v)] — 2 (~X + XV)) 6 

— 
2 

[ego-2 + 2egva + ~g21L1 (62 + v2 + 2v6) ] —AA 

— 
f

2 
AÍ2 (6 2 + 2v6) — 

8/
(64 + 4v63 + 

4

e
K 

0-20-2M)2 ~ 

Vemos que, através da quebra espontânea, podemos gerar dinâmica para os campos 

de gauge mesmo que estes não estejam presentes na Lagrangeana inicial (a = 0). A 

mesma situação ocorre com o termo de CS (mesmo quando k = 0). Esses termos, então, 

podemos vê-los como "correções" aos termos iniciais a e K. 
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4.5 Equação do Movimento para o Campo AA 

A equação do movimento para o campo A? da Lagrangeana do modelo MCSH super-

simétrico com mma é a seguinte: 

eµvpay {aFli + g
e 
(Jµ + IP)} = Jp + Ip — hFp (4.19) 

onde o Fµ é o campo dual e Jµ e Iµ são correntes bosônica e fermiônica respectivamente 

definidos como: 

FP 

Jµ = 

I~ = 

2e- ~vpFvp 

ie 
- Vb*DPO — ODuO*) 

 

(4.20) 

ie 
— 4 g (7P-00 — Tt7P00*) — 

 

onde 112 0 = (aµ — ieA'` — 4gEM Fp) ç . 

Notemos entretanto que a equação diferencial de primeira ordem 

Fp = (Jp + Ip) (4.21) 

é uma solução da equação de segunda ordem (a equação do movimento) desde que 

2e 
ge = --a. 

~ 
(4.22) 

Pode-se mostrar que a equação de primeira ordem acima coincide com a equação do 

movimento para uma teoria de CS pura supersimétrica, (sem o termo de Maxwell). 

Esse resultado confirma aquele que foi obtido para esse modelo, numa teoria não 

supersimétrica, no capítulo 2. Novamente partindo de um modelo (supersimétrico) mais 

realístico (que inclui o termo de Maxwell) conseguimos obter uma classe de soluções de 

primeira ordem, as quais são soluções das equações de movimento, num caso particular 

onde o termo de Maxwell parece não destruir o caráter de anyon ideal, ou em outras 
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palavras, a transmutação estatística: ou estatística fraciondria da teoria. 



Capítulo 5 

Conclusões e Perspectivas 

A supersimetria, ao mesmo tempo que nos fornece predições fenomenológicas, ou que 

pretende descrever parte da Natureza ainda inacessível ao nossos instrumentos, pode 

também ser encarada como uma importante ferramenta matemática no sentido de au-

mentar o nosso entendimento sobre as teorias ordinárias (não-supersimétricas). Em par-

ticular, no caso das teorias topológicas, a relação entre a carga central e a carga topológica 

é um bom exemplo de como o formalismo supersimétrico pode nos trazer informações 

acerca das teorias ordinárias. 

Neste sentido, construímos uma generalização supersimétrica que engloba tanto o 

modelo Higgs abeliano, como também o modelo de Chern-Simons-Higgs. Acreditamos 

que uma formulação genérica como esta possibilita uma análise mais global dos resultados 

particulares de cada modelo, e pode levar a novas informações. 

Como principais conclusões deste trabalho, podemos destacar o seguinte: 

Mostramos como construir a extensão supersimétrica do modelo de Maxwell-Chern-

Simons-Higgs com o acoplamento de momento magnético anômalo. Apresentamos tal 

supersimetrização tanto no superespaço quanto em termos de campos componentes. 

Mostramos que, se considerarmos a constante de acoplamento não-mínimo g como um 

parâmetro a ser determinado por considerações fenomenológicas, a escolha do chamado g 

crítico, a qual possibilita atingirmos o limite de Chern-Simons puro, mesmo na presença 

do termo de Maxwell, pode também ser feita na versão supersimétrica, levando às mes-

mas conclusões. Desta forma, diversos aspectos das teorias de anyons supersimétricas 
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existentes na literatura, as quais ordinariamente não envolvem termo de Maxwell, podem 

ser reanalisados e resultados interessantes poderão ser obtidos. 

Como dissemos, considerar uma ação supersimétrica completa nos possibilitou também 

uma visão mais consistente de alguns casos particulares. Especificamente, conseguimos 

reproduzir as condições para se obter uma generalização supersimétrica N=2 tanto do 

modelo Higgs abeliano quanto do modelo Chern-Simons-Higgs. 

Outro ponto importante é a análise que fizemos da teoria na fase em que se quebra 

a invariância de gauge U(1). Neste contexto mostramos que, se considerarmos uma 

ação sem termo de Chern-Simons, este é gerado por uma quebra espontânea da simetria 

interna. De maneira similar, surge um termo da forma do termo de Maxwell, o que pode 

ser visto como uma "renormalização" da constante de acoplamento. Existe um valor 

crítico (g2  = v2) para o qual o termo de propagação do campo de gauge desaparece. 

Enquanto que para outro valor crítico (g = — eU2 ) o termo de Chern-Simons desaparece. 

Ainda na fase de simetria quebrada, gostaríamos de destacar um resultado que nos 

parece potencialmente interessante. Tipicamente quando se analisa as versões super-

simétricas do modelo de Chern-Simons existentes na literatura, constata-se que o fotino 

é um campo auxiliar, ou seja, não possui dinâmica e pode ser substituído na teoria por 

outros campos através da utilização das equações de movimento. Este fato, em princípio, 

nos parece um pouco estranho porque, aparentemente, pode levar a uma quebra da su-

persimetria. De fato, quando se considera um valor esperado no vácuo para o campo 

escalar diferente de zero, apenas a simetria interna deve ser quebrada, mas se constata 

o aparecimento de termo de massa para o campo fermiônico e nenhum para o campo 

bosônico. 

No nosso caso, a inclusão do momento magnético anômalo na teoria leva ao apareci-

mento de um termo de propagação para o fotino. Desta forma, nos parece mais consis-

tente, até do ponto de vista fenomenológico, este acoplamento não-mínimo. 

Algumas perspectivas abertas por este trabalho podem ser resumidas nos seguintes 

pontos: 

i) Considerando a teoria completa ( com o termo de momento magnético anômalo), 

obter o chamado limite de Bogomol'nyi, assim como as equações auto-duais. 
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ii) Calcular a carga central do modelo, e a carga topológica, no sentido de averiguar 

a validade do teorema de Hlousek-Spector neste modelo. 

iii) Solucionar as equações auto-duais e caracterizá-las como topológicas ou não-

topológicas. 

iv) Analisar mais detalhadamente a questão da quebra espontânea da simetria de 

gauge, especialmente o papel exercido por esse "novo" fotino gerado na quebra espontânea 

e analisar também uma eventual quebra da supersimetria. 

v) Considerando o acoplamento não-mínimo, verificar as condições entre g e os out-

ros parâmetros do modelo para a existéncia da supersimetria N=2. Averiguar ainda as 

condições para N=2 sendo g o único acoplamento no modelo. 

vi) Formular o modelo no superespaço N=2. 

vii) Considerando g como um parâmetro aberto da teoria, formular uma extensão 

não-abeliana do modelo aqui proposto. 
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Apêndice A 

A.1 Introdução 

Nesse apêndice traremos convenções de notação e algumas passagens matemáticas que 

julgamos necessárias para um melhor acompanhamento, por parte do leitor, do assunto 

tratado nesta Dissertação. 

A.2 Convenções 

Ao longo de todo o trabalho utilizamos sempre h = c = 1 , ou seja, utilizamos o 

chamado sistema natural de unidades onde [unidade de massa] = [unidade de comprimento]-'. 

Nesse sistema a ação torna-se adimensional. 

A métrica usada é: 

gµv 

sendo a derivada covariante de gauge definida como: 

Di, =ó1,—ieAµ  

fcv 

1 0 0 

0 —1 0 

\ 0 0 —1 1  
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O tensor de Levi-Civita, totalmente antissimétrico, é definido da maneira usual: 

1, para permutações pares nos índices 

BµvP = —1, para permutações ímpares e 

0, para índices repetidos. 
} 

com E012 = 1. 

Em (2+1) dimensões os campos físicos têm as seguintes dimensões: 

[A~`] = [0] _ [M] = 2 , 

[Al = [x] _ [0] = 1 

e as constantes de acoplamento, as seguintes: 

[e] =-_ 2, [g] =-2, 

[in] _ [h] = 1 

A.3 Relações de Comutação Graduadas 

Os geradores da supersimetria, assim como as derivadas covariantes, obedecem as 

seguintes relações de comutação e anti-comutação, também chamadas de relações de 

comutação graduadas. Listaremos abaixo, sem no entanto demonstrar, essas relações 

(veja ref. [31]). 

(Dap , Da) - (8a0 — ieVap , óa + i©pÓap) 

[Pao , P,ys ] = 0 , Pap = iÓap 

{Qa, Qp} = -2Pap 

[Qa, Pod = 0 
	

(A.1) 

{Da, Do } = 2i Dap 

[Da, Dp7] = [Dap, D,yó ] = 0 
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As derivadas obedecem ainda as seguintes identidades: 

aapa7p = —610 

DaDp = iaaQ + CpaD2 

D pDa Dp 	0 
	

(A.2) 

D2 Da= —Da D2 = iaapDp 

(D2) 2 = —❑ 

e ainda, em vista das propriedades dos a-numbers 0, de onde aprendemos que, para eles, 

integração é o mesmo que derivação, temos que: 

J f d
3xd 20 f (x, 0) = J d 3.zc,~'0 .Ì (x, 0) = f d 3 x (»2 f (r 0)) 

onde lembramos que I significa que devemos tomar O = 0 depois de calcular D2 f (x, 0). 

A.4 	Relações entre W,, Va e Vai 

Listaremos abaixo as relações de comutação existentes entre Wa, Va e vap, que são de 

muita utilidade na projeção em componentes da ação supersimétrica. Quando aplicadas 

4), temos (para 4), basta trocar e por —e): 

(Dap) Vac) 

vav2 

v2va 

(
v2

) 2 

vavp 

_ Pap — ierap, Da — iera) 

ivá vp + ieWa 

—iv g  — 2ieWa 

_ —O — ieWava 

= ivap + Cpa 72 

(A.3) 

onde 0 é o super d'Alamberteano covariantizado através de rap, ou seja, O = vapvap. 

E claro que:❑ = 01. Como exemplo de como chegar a essas relações demonstraremos a 

última delas. Primeiro, entretanto, demonstraremos (A.4). Da definição de Va temos: 
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DaVp = (aa  + Waal, — iera) (ap + iBAap), — ierp) 

= 	aaap + iapa — ieAapAaa — 2eaarp + ierpaa  + i07  8„7 8,3  — 0700aya0A  

+e078ayrp + eB7rpaay — 2eraap + eraeAapA — e2rarp 

DaOp — OpOa  = 2aaap + 200  — 200  + 2i8AaA laapl — 2ier[a811  + ier(aap) 

—2ieaarp — 20708a78pA  + 2e878a7rp — e078y(arp) — 2e6A r[aaplA 

—2e2rarp 

= 20a0,3  — 2iaap + 2ea(arp)  — eBAay(arp) 

= 	2Va®p — 2iaap + ZPJ) (ar„)  
= 277 ap — 20ap — 2era p 

= 2v „v— 2i (aap — ie.rap) 

= 20aVp — 2iDa0  

—DaQp — VpVa 	—2iDap 

{oa, t7p} = 2iDap 	c.q.d. 

Usando o resultado acima, podemos escrever: 

{Da, Vs} = 2iDa0  

— (Va0p + OpVa) = —2iDap 

+20a00  — DaVp — OpVa  = 	— 2iVap 

DaOp — OpVa  = 20aV0  — 2iN7a0  

De (3.8) podemos calcular: 

2 	1  
CpaO = Cpa 2 070y 

= 2CapC7 5Qó0y  
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~..'~ 	 -1•Elli  

= 	2(saw — ôp ó: ) V aV y 

= 2 (VaVA — VAVa) 

Então, juntando as duas equações acima, podemos escrever: 

VaVp = iVap + CQaV 2 	c.q.d. 

A.5 Projeção em Componentes do Modelo MCSH 

N=1 

Nessa seção vamos mostrar em detalhes a projeção em componentes da ação (A.5). 

sN=1 = f d3 xd 20 {V2  —  (ratiVa — 2S2 ) — —175'43.15a43, - 1 DaSDaS 

+(27n)1/2514 — 715} 

Da = (Da  — fera + 2gW(') 

O termo de Maxwell e o termo de Chern-Simons foram discutidos no capítulo 3. Para 

o supercampo S ficamos com a seguinte ação Ss: 

Ss = f d3 xd20  S2 —  DaSDaS + (2m)112 ST ,13. — ns}  

As componente de S são definidas como: 

M=sI 

= DaS~ 
	

(A.4) 

G = D2SI 
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O segundo termo pode ser integrado por partes: 2DaSDaS = 2Da (SDaS) — ZSDaDaS 

e fornecer: 

Ss = f d 3xd 2o  {-iks2  + 2SD2 S + (2m)112 	— ns}  

= 	f d 3xD 2  {1--;,s2  + 2 SD2 S + (2m)
112 

SR) — 71S 

= fd3xD {IcSDs + 2DpSD2S + 2 SDpD2S + (2m)1/2 DpS4)0 + (2m)1/2 SDp1)-4) 

+ (2m)112 STDp1. — 71130S11 

= f d3x ~NDpSDpS + NSD2S + 
2
D2SD2S + DpSD0D2S + 2S (D2)2 S 

+ (27n)1/2 (D2S) 4)4. — (2m)1 /2 DpS Lla347)) ~ + ~ (13p4))] 

+ (2m)1/2 S [(D2`~) 4) — Dp~I>Dp4) + 4)D2 4)] — 71D2S}I 

Ss 	= f d3x 2XpXp + nMG + 2G2 
+ Xp 

( —iÓpaXa) — 2M❑M + (27n)1/2 G 1 012 

— (21n)112 Xp (0* )30 + O*0p) + (2m)112 M (F* 45 + Sb* F) — 71G} 

Passaremos a parte restante da ação: 

31> 
	f 

d3xd29 { Da-47Da4:1
} 

4 f d
3 xd29 {(v 

2gW a) 
(1; (Da + 2047a) 43} 

- 4 f d
3xd29 {vv + 2gDa~Wa~ — 2gWaVDa~ + 

4g
2WaWa~ tl

T 

O primeiro termo de S. é Sgauge7 discutido na seção (3.6.6). Resta-nos então calcular os 

termos que envolvem g: 

89 	— ~ f d3xV 2 { gvwc — 2gWa 4)Da.1) + 2 ~ g2W 2 4} 

4 f 
d3x273 {2

g (
VpOa4)Wa4) — Qa4)Optil á4) + DM)WaOp~) 

—2g (V 0147'4)\7—WaO00D —147°4V p~a,13) 
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+2g2 (0pW2T4 + W200714 + W2T0A) 

= —4 
f d3x {2g (020aTWaO — 0P0aT0pWa4) + 0P0aTWa0pd) + 0a4:02Wao 

+0aT0pWa0Psl + OaTWa02o) 

—2g (02WaT0a41) — 0PWa0A0a4) — OPWaTfo0p0 + Wa02T0aO) 

+Wa0PT0p0ao + WaT020ao) 

+2g2 (02W2 0 + 0pW20pTo + 0PW2 T0po + W202Til 

+W20P T000 + W2 5V20) 

Usando as definições (3.53) e as relações abaixo: 

	

faia 	0aWP I 

	

020a471 	(—i0a)300 + 2ieWa) 4)I = —iDap00 + 2ieV0* 

	

020a <kI 	( —i0á 0p — 2ieWa) .1)I = 	— 2ie)ta0 

	

O41/2 I 	WaOPWa l = f 43 

	

02147a I 	2aá tiVp I= 2Óá Ap 

	

02W21 	2vÓá Ap — 2 f a/3 fap 

	

0a0AI 	(iv co+ Cpa02) = iDaPcb + CpaF 

podemos projetar S9 em componentes e obter: 

S9 	—4 fd3x  {1g  [ ( — iDaPQ ~ + 2ie~a~i* )~~a — (2DPa~* + CaPF* ) (0fPa — Aa0P) 

+0*a(ickaa Ap + f0a00 + i1aF)] — g [0* 49aPA0Y'a — f PaY'/*jY'a 

— f 3a0* (iDPaçb + CaPF) + AaF*Y)a + Aa7,b*P (iD0a0 + Cool') 

+0*(—iDá 0P — 2iek,0)] + 2g2 [(iAaC7á AP — 2f aPfaP)~*~ 

+AafPa (00:3' + O*00) + a2(F*0 + 0*300 + 0*F)] 
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Antes de escrevermos S9 numa representação vetorial, devemos mostrar como fazer 

isso para alguns termos principais que podem ser tomados como exemplo para os outros 

termos restantes. 

O*afaAY ,Q = O*af µ l 5- 	'R 

~j* 	

µ)aQ`l 

= —a(7°'yµ)apeft̀  

= 	-0f "`yµik , 

onde 	 e 

0; 

_ - Z EµVP FvP , sendo que .Pt é o complexo conjugado transposto de 

~aaapAp — aa(Q-µ)apa'`)v3 

= —,Na( -y°71,)apa"»3 

— —~~Óµ~ , 

onde Y = At'-y° ,sendo At simplesmente o transposto de A (já que este é real); 

Dap ( 
*cAp) = Dt`(5-1,)ap (7P*aAp) 

= Dµ L*a(Fip,)aphp] 1 

= 
—Dµ r

0
*a

(,Y i'µ)a,01 

— —D"(071,A) ; 

foe' = f µRµ)apE p 

- _f (Y°Yu)apEp 

= (—f" ÏµE)a 

Esta passagem não é tão óbvia mas, se desenvolvermos o último termo, veremos que ele 
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é exatamente o termo da primeira igualdade do lado esquerdo. 

DapDaQ 	Dl`Dv(5-µ )aii (Ma(j 5 

— [lYo(D°7o, —D171, —D272)J a93 [70(D°70, D171, D272)1 ap 

= 	— [(D°I, —D17o71, —D27o72)]aR [(D° I , D17071, D27072)Jl ap 

_ 	— [(2D° D° —2D1D1, —2D2D2 )] 

_ 	—2D1` D 6 

E fácil de ver que as seguintes relações, por causa das definições das matrizes 7 , são 

também válidas: 

ác7 4 a = Y 4 

aaAa = AA (a real) 

O acoplamento de Pauli com campos bosônicos e fermiônicos é dado pelos termos 

abaixo: 

Pauli = 
2
f d3x { fa A (0*Dar30 — O Da,Q 

0
*) + g9,2 fa¡jf a,Q0*~ — 

ig 
(Y'*aY'i3fco) 

que desenvolvidos, fornecem: 

sPauli = fd3 x $ {EVPFP (0*DPO — 95D11¢* ) + 
()2 

FVPFvp 1012 + .9'§E Pvp 	O F")}  

Esse termo de acoplamento surge quando substituímos a derivada covariante normal 

pela derivada com o termo de momento de dipolo anômalo (V' —4 Da). De qualquer 

forma, desenvolvendo todos os outros termos para uma notação vetorial ficamos, final-

mente, com a ação (4.3). 
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