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RESUMO

Estudamos o nimero de 3-colora¢des de Gallai no grafo aleatério de Erdds-Rényi, G(n, p). Uma

3-coloracdo de Gallai € uma coloragdo das arestas de um grafo onde cada aresta recebe uma

cor no conjunto {1,2,3} e ndo existe um tridngulo arco-iris, ou seja, um tridngulo no grafo

em que as arestas recebam 3 cores distintas. Trivialmente, todo grafo com ¢ arestas tem no
. ; . p ~ . . L ‘.

minimo 2’ e no maximo 3’ coloragdes desse tipo. Agora seja E a varidvel aleatdria que expressa

o nimero de arestas em G(n, p). Mostramos que para todo d > 0 existem constantes ¢ e C tais

1/2 6 nimero de 3-coloragdes de Gallai de

(14+8)E_

que, assintoticamente quase sempre, para p < cn_

(1-9)

G(n, p) é pelo menos 3 E. ¢ para p > Cn~'/2 tal niimero é no méximo 2

Palavras-chave: coloragdo de grafo; combinatdria extremal; coloragdes de arestas; regularidade

esparsa.



ABSTRACT

We study the number of Gallai 3-colorings in the ErdGs-Rényi random graph, G(n, p). A Gallai
3-coloring of a graph is a coloring of its edges with colors {1,2,3} such that there is no rainbow
triangle, that is, a triangle with edges of 3 distinct colors. It is trivial that for any graph with
E edges, the number of Gallai 3-colorings is between 2F and 3£. Now, let E be the random
variable for the number of edges in G(n, p). We show that for every 6 > 0 there are constants ¢

~1/2

and C such that, asymptotically almost surely, for p < cn , the number of Gallai 3-coloring

of G(n, p) is at least 3(1=9)E; and for p > Cn~'/? this number is at most 21 +9)E,

Keywords: graph coloring; extremal combinatorics; edge colorings; sparse regularity.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacdo estuda a quantidade de coloragdes de arestas que ndo possuem um
triangulo com trés cores distintas de grafos com tamanhos arbitrariamente grandes, presente no
Capitulo 4, antecedido, no Capitulo 3, de uma breve exposicao das técnicas utilizadas para a
demonstrac¢do. No Capitulo 2, trazemos um breve histérico do tema, como forma de mostrar a
motivagdo que levou ao resultado principal deste trabalho (Teorema 4.1.1) e dar uma amostra das
interconexdes com outros campos da Matematica. Por fim, o Capitulo 5 resume os resultados
obtidos e discute caminhos possiveis para melhora-los.

Um grafo € um par de conjuntos V e E chamados, respectivamente, de conjunto de
vértices € de arestas, onde uma aresta € um par de elementos do conjunto de vértices. Uma
k-coloracdo de Gallai de um grafo G € qualquer coloracdo das arestas de G com as cores
{1,2,...,k} que ndo contenha um tridngulo arco-iris (rainbow), ou seja, um tridngulo cujas
trés arestas recebem cores distintas. O termo coloracdo de Gallai foi usado originalmente
em (GYARFAS; SIMONY, 2004), por Gyirfis e Simonyi, referindo-se apenas a coloragdes de
arestas de grafos completos. Tais coloragdes ja haviam sido estudadas anteriormente com o nome
de Parti¢oes de Gallai, por Korner, Simonyi e Tuza (KORNER; SIMONYT; TUZA, 1992). A
nomenclatura é devida a uma relacdo com um teorema de Gallai exposto em um de seus artigos
mais influentes (que caracteriza a classe dos grafos de comparabilidade): ver (GALLAI, 1967) —
traduzido para Inglés, com adicdo de comentarios, em (GALLAI, 2001).

Coloragdes de Gallai possuem relagdes inesperadas com a Teoria da Informacao
(ao estudar uma nog¢io de Entropia de Grafos) (KORNER; SIMONYI, 2000) e com uma
generalizacdo do Teorema Fraco dos Grafos Perfeitos (CAMERON; EDMONDS; LOVASZ,
1986). Em 2010, Gyérfis e Sarkozy (GYARFAS; SARKOZY, 2010) trataram do problema em
grafos ndo completos e demostraram propriedades estruturais que toda coloragdo de Gallai deve
satisfazer. Também j4 foi estudada uma generalizacao dessas colorag¢des para hipergrafos (CHUA;
GYARFAS; HOSSAIN, 2013); e estudou-se bastante problemas que mesclam a Teoria de
Ramsey com coloracdes de Gallai (por exemplo, em (FUJITA; MAGNANT, 2011; ZHANG;
CHEN; SONG, 2018; FUJITA; MAGNANT; OZEKI, 2014)).

Motivados por problemas de naturezas distintas e por um problema cldssico de Erdds
e Rothschild (veja, e.g., (ERDéS, 1974)), diversos autores (ALON; BALOGH; KEEVASH;
SUDAKOV, 2004; HOPPEN; LEFMANN; ODERMANN, 2017b; PIKHURKO; STADEN;
YILMA, 2017; BENEVIDES; HOPPEN; SAMPAIO, 2017) estudaram problemas de contagem
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do niimero de coloragdes que evitam subgrafos (ou sub-hipergrafos) coloridos de uma maneira
predefinida. Recentemente, Benevides, Han e Bastos (BASTOS; BENEVIDES; HAN, 2019) e,
independentemente, Balogh e Li (BALOGH; LI, 2019) mostraram que quase toda k-coloragao
de Gallai do grafo completo com uma quantidade grande o suficiente de vértices usa apenas
duas cores (o resultado de (BALOGH; LI, 2019) usa o Método dos Contéineres e assume que k €
constante; ja em (BASTOS; BENEVIDES; HAN, 2019) € feita uma prova ad hoc e o valor de k
pode ser exponencialmente grande no niimero de vértices).

Aqui, damos inicio ao estudo do ndmero de coloracdes de Gallai no grafo aleatério
de ErdSs e Rényi, G(n, p), que pode ser entendido como um grafo com n vértices no qual
cada aresta existe com probabilidade p de forma independente. Contudo, nos restringimos a
coloragdes que usam apenas 3 cores. Seja e o nimero de arestas de G = G(n, p) e seja Gallai(G)
o ndmero de 3-coloragdes de Gallai de G. Obviamente, 2¢ < Gallai(G) < 3°. Uma afirmagdo
vale assintoticamente quase sempre quando, para um parametro infinitamente crescente, a
probabilidade de ser verdadeira é quase certa (tais conceitos serdo mais precisamente detalhados

no capitulo 3.). Nosso resultado principal € o seguinte:

Teorema. Seja G o grafo aleatério G = G(n, p) com n vértices em que cada aresta é escolhida
independentemente com probabilidade p. Fixando & > 0, existem reais positivos c e C tais que
assintoticamente quase sempre valem:

(i) se p < c-n~ Y2, entdo Gallai(G) > 3(1=8)e.

(ii) se p>C-n~'/2, entdo Gallai(G) < 2(1+9)e,

Ou seja, quando a probabilidade das arestas € “pequena”, o nimero de coloracdes
aproxima-se da cota superior trivial: 0 maximo de 3-coloracdes possiveis; se a probabilidade é
“grande”, a quantidade de colora¢des de Gallai ndo é muito distante da cota inferior trivial: a

quantidade maxima de 2-coloracdes.

Notacoes e definicoes

Listaremos brevemente nesta se¢ao algumas notagdes e defini¢cdes basicas que apare-
cerdo sem maiores detalhes nos proximos capitulos. No Capitulo 3, continuaremos essa listagem
com termos mais especificos, voltados para a demonstracdo do resultado principal deste trabalho.

Chamamos de ordem de um grafo a cardinalidade do seu conjunto de vértices. Um

vértice € dito vizinho ou adjacente a outro quando existe uma aresta entre eles. Nomeamos a
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vizinhan¢a de um vértice v por N(v), equivalendo ao conjunto de todos os vértices vizinhos a v.
Dado um grafo G com conjunto de vértices V, também denotado por V(G), e conjunto de arestas
E ou (E(G)), dizemos que H é um subgrafo de G quando H é formado por um par V' CV e
E' C E de vértices e arestas. Denotamos também os vértices de um subgrafo H de G por Vg(H)
e suas arestas por Eg(H). Quando V(G) = Vg(H), dizemos que o subgrafo é gerador. Um
subgrafo é dito induzido quando Eg(H) corresponde precisamente a todas as arestas que existem
em G no conjunto de vértices Vi(H). Dado I € V(G), denotamos por G[I] o subgrafo induzido
por H em G. Um grafo G € dito bipartido quando seu conjunto de vértices pode ser particionado
em A e B, em que |Eg(A)| = |Eg(B)| = 0. O grafo bipartido induzido por dois subconjuntos
disjuntos A e B do conjunto de vértices de um grafo G é escrito como GJ[A, B].

Chamamos de complemento de um grafo G o grafo G que possui 0 mesmo conjunto
de vértices de G e além disso E(G) é formado por todas as arestas que ndo estdo em E(G).
Chamamos de grafo completo, cujo conjunto de vértices € chamado cligue, o grafo que possui
todas as arestas possiveis no conjunto de vértices. Se esse tiver cardinalidade n, denotamos o
grafo completo pela notacdo K. O niimero cromdtico de um grafo é a quantidade minima de
rétulos (cores) que podemos atribuir a seus vértices de modo que dois vértices adjacentes nao
tenham a mesma cor. Um grafo € dito perfeito quando o nimero cromatico de quaisquer dos
seus subgrafos induzidos H € igual ao tamanho da maior clique de H.

Um passeio é uma sequéncia de vértices e arestas em que dois elementos consecutivos
tém sempre um vértice em comum. Um passeio € fechado quando seus vértices inicial e final
coincidem; e chamado de caminho, quando nao repete vértices. Chamamos de trilha um
passeio no qual todas as arestas s@o distintas. Um ciclo € um passeio fechado cujos tnicos
vértices repetidos sdo o inicial e final, que coincidem. Se tal ciclo possuir ¢ arestas, chamamo-lo
Cy. Um tridngulo, por exemplo, pode ser escrito como um K3 ou um C3. Um asteroide, mais
especificamente um (2n+ 1)-asteroide, ¢ uma sequéncia {y1, P,y2, P>, ..., Y2n+1, Pon+1,¥1}, onde
os vértices y; sdo dois a dois distintos e cada P; € um caminho entre y; e y;11; além disso, y; ndo
tem vizinho em P, 1, (considerando os indices médulo 2n + 1).

Dizemos que um grafo € conexo quando, para quaisquer dois vértices, existe um
caminho com inicio em um e fim no outro. Em caso negativo chamamos o grafo de desconexo.
Uma drvore € um grafo conexo sem ciclos, que é adjetivada como geradora quando abrange
todos os vértices de um grafo. Uma estrela € uma arvore de ordem n tal que n — 1 vértices tém

apenas um vizinho, e um tnico outro vértice possui n — 1 vizinhos. Uma componente conexa
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de um grafo é um subgrafo induzido conexo maximal, ou seja, € um subgrafo induzido conexo
para o qual a adi¢@o de qualquer vértice e/ou aresta o tornaria desconexo. Um grafo € orientado
quando todas as suas arestas {i, j} recebem uma ordenac@o (de duas possiveis) com relagdo as
suas extremidades, denotada por z7 ou ﬁ (chamadas arcos). Chamamos de grafo subjacente de
um grafo orientado como o grafo nos quais todos os arcos originais (orientados) sdo substituidos
por arestas (ndo orientadas).

Uma relacdo ~ entre dois elementos de um conjunto U € dita reflexiva quando
a ~ a para todo a € U; simétrica quando a ~ b implica em b ~ a, para todos ae b em U, e
transitiva quando a ~ b e b ~ ¢ implicam em a ~ ¢ para todos a, b e c em U. A menor relacao
R’ que contém R e € transitiva é chamada de fecho transitivo de R. Uma relagio que € reflexiva,
simétrica e transitiva é chamada de relacdo de equivaléncia, uma vez que ela permite particionar
o conjunto em classes de equivaléncia, nas quais todo elemento de um conjunto estd dentro de

alguma classe, e dois elementos estdo relacionados se e somente se estdo na mesma classe.
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2 FUN DAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo apresentaremos um breve histdrico sobre o estudo das coloracdes de
Gallai, comecando pelo artigo original de Gallai (1967), no qual ainda ndo se fala propriamente de
coloracdes e sim de uma classe especial de grafos, os grafos transitivamente orientaveis. Décadas
depois, Gyarfas e Simonyi (2004) encontram uma estreita relacao entre o trabalho de Gallai
e os grafos cujas coloracdes de arestas ndo possuem tridngulos com trés cores distintas e, em
homenagem, chamam tais colorac¢des de coloracoes de Gallai. A partir de entdo, com renovado
interesse, surge uma sequéncia de trabalhos sobre o tema. Dessa sequéncia destacaremos alguns
que motivaram fortemente a busca pelo resultado mostrado no Capitulo 4 e listaremos um
conjunto de outros resultados que, embora ndo diretamente relacionados ao nosso, ddo uma ideia

do progresso e estado atual do tema.

2.1 O resultado original de Gallai

Chamamos de transitivamente orientado um grafo orientado G tal que, paraa, be c
vértices de G, se ab e be sio arcos de G, entdo a¢ também € (em particular, observe que a aresta ac
também deverd existir). Equivalentemente, podemos pensar num grafo transitivamente orientado
como um grafo onde o conjunto de vértices representa os elementos de um conjunto parcialmente
ordenado, existindo arestas entre dois vértices quando os elementos sdo comparaveis. Assim,
chamamos também tais grafos de grafos de comparabilidade. Ater-nos-emos a primeira notagao,
uma vez que foi a defini¢do usada originalmente por Gallai. Em (GALLAI, 1967), Gallai
caracterizou todos os grafos (finitos) transitivamente orientdveis (ou seja, aqueles que sdo o grafo
subjacente de um grafo transitivamente orientado). Uma caracterizacio equivalente ja havia sido
provada alguns anos antes em (GHOUILA-HOURI, 1962) e (GILMORE P. C.; HOFFMAN,
1964), porém Gallai obteve uma lista completa de subgrafos induzidos minimais proibidos para
que um grafo tenha uma orientagdo transitiva. Para isso desenvolveu uma interessante estrutura
chamada knotting graph e uma teoria de decomposi¢ao para grafos finitos a qual estendeu para

grafos transitivamente orientaveis.
Definicoes

Dado um grafo G e elementos x,y e zde V(G), se {xy},{yz} € E(G) e {xz} ¢ E(G),

entdo em toda orientagdo transitiva de G, as arestas {xy} e {yz} sdo ambas orientadas em dire¢do
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a y ou ambas na direcao oposta (saindo de y). Definimos a relacdo “A”, sobre o conjunto das
arestas de G, com xy A yz sempre que {xy} = {yz} ou que {xy},{yz} € E(G) e {xz} ¢ E(G). A
relacdo A € reflexiva e simétrica. Portanto, o fecho transitivo € uma relacdo de equivaléncia
que denotaremos por “=", que gera uma particdo das arestas de G em classes de equivaléncia,
as quais Gallai chama de classes de arestas. Essas classes sdo especialmente tteis pois, em
um grafo transitivamente orientdvel, a orientacdo de uma aresta induz a orientacdo de todas as
outras na mesma classe. Gallai mostra, em um conjunto de resultados aos quais os autores de
(KELLY, 1985; CAMERON; EDMONDS, 1997) chamam de Teorema de decomposicdo de
Gallai, varias propriedades dessas classes de arestas, sendo estas validas para grafos quaisquer.
Listaremos abaixo o primeiro e principal teorema sobre as classes. O artigo (KELLY, 1985)
contém uma andlise concisa e esclarecedora sobre os resultados de decomposi¢do que, segundo
o autor, careciam de reconhecimento a época, além da generalizacio de alguns destes para grafos
infinitos. Além disso tem o mérito de, antes de (GALLAI, 2001), ser a primeira traducdo (ainda
que incompleta) do trabalho de Gallai para o Inglés.

Nosso objetivo aqui é primordialmente histérico e, como nao vamos utilizar esse
teorema em nossas demonstracdes, iremos nos limitar a apenas enuncid-lo. As classes as quais o

teorema se refere, chamadas classes de arestas, sdo as classes de equivaléncia da relacdo =.

Teorema 2.1.1 (Teorema de decomposi¢do de Gallai). Sobre um grafo finito as seguintes
condigoes se aplicam:
1. Se o grafo G ndo é conexo, as classes de arestas de G sdo precisamente as classes de
arestas de suas componentes;
2. Se G ndo é conexo, e G1,Ga, ... ,Eq (g > 2) sdo as suas componentes conexas, definindo
A; =V (G;) vale que todos os vértices de G[A;] s@o adjacentes aos vértices de G[A}] para
i # j. Mais que isso, as arestas de G[A;,A | formam uma classe de arestas E; j para cada
par i, j. As classes de arestas que ndo sdo desse tipo sdo precisamente as classes de
arestas de todos os subgrafos G|A;|;
3. Se G e G sdo conexos e tém mais de um vértice, entdo hd uma tinica decomposigcdo
[B1,By,...,By] de V(G) tal que as condigdes abaixo se aplicam:
a) Se hd uma aresta entre B; e Bj, com i # j, entdo hd todas ;
b) O conjunto das arestas que ligam B;’s distintos formam uma uinica classe de arestas C,
de tal forma que todo vértice de G é extremidade de alguma aresta de C ;

c) As classes de arestas diferentes de C sdo as classes dos G|Bij;
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d) Tal particdo é maximal com as propriedades acima, e recebe o nome de particdo

canonica.

Destacamos também um lema que € usado para provar o teorema acima, € que, nas

palavras de Gallai, € um dos passos mais relevantes para as demonstragdes do artigo.

Lema 2.1.2. Se G e G sdo conexos e tém mais de um vértice, entio G tem pelo menos 4 vértices

“«

e hd exatamente uma classe de arestas (i.e., uma classe de equivaléncia da relacdo “=") que

incide em todo o conjunto de vértices.
O Knotting Graph

E possivel estender a relagdo A de forma a continuar capturando esse comportamento
que “forca” orientagdes. Dizemos que duas arestas {xy} e {yz} num grafo G sdo amarradas
(knotted na tradugdo para o inglés do artigo original) no vértice y, escrevamos {xy} V {yz},
quando os vértices x e z estdo na mesma componente de G[N(y)], ou seja, no subgrafo do
complemento induzido pela vizinhanga de y. Essa relacdo estd contida na relacdo =, e também
garante, assim como /A, que duas arestas relacionadas possuem sempre a mesma orientagao
em relacdo ao vértice em comum. Para explorar essa nova relagdo, Gallai constroi o knotting
graph G*, como um grafo auxiliar de G do seguinte modo: substitui-se cada vértice v de G
por miiltiplas cépias vi,vy,...,Vk, tantas quantas forem as componentes conexas de G[N(v)],
dadas por Vi,...,Vi. Se {xy} € aresta de G, entdo {x;y;} serd aresta de G* se x estiver na
j-ésima componente de G[N(y)] e y estiver na i-ésima componente de G[N(x)]. Na Figura 1
estdo exemplos de grafos com seus respectivos knotting graphs.

Gallai, em seu artigo, usa essa estrutura como um facilitador para encontrar as
classes de arestas (i.e., as classes de equivaléncia da relagdo “=") de um grafo G, pois estas sao

precisamente as componentes conexas de G*.
Caracterizacdo dos grafos transitivamente orientdveis

Uma propriedade fundamental dos Knotting Graphs é que eles permitem uma carac-

terizacdo dos grafos transitivamente orientdveis, a saber:

Teorema 2.1.3. Um grafo é transitivamente orientdvel se e somente se o seu knotting graph é

bipartido.
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Figura 1 — Trés exemplos de grafos e seus knotting graphs (abaixo).

R
S

Fonte: (GALLAL 2001) e (KOHLER, 2015)

Cabem aqui algumas consideracdes sobre algoritmos. Gallai mostra uma construcao
de um knotting graph em tempo polinomial, e, para decidir se um determinado grafo € tran-
sitivamente orientdvel, basta um algoritmo que construa seu knotting graph e verifique se ele
¢ bipartido (tempo linear). Em (MCCONNELL; SPINRAD, 1999) mostra-se que € possivel
encontrar uma orientagdo transitiva de um grafo transitivamente orientdvel em tempo linear. Ja
em (KOHLER, 2015), em um raro trabalho sobre os knotting graphs, Kohler explora as vantagens
algoritmicas destes, mostrando que € uma ferramenta que demonstra uma certa propriedade
estrutural de um grafo, a qual ele chama de “linearidade” , a qual implica em ganhos em tempo
de execuc¢do em algoritmos para problemas famosos, como o de encontrar a clique maxima
ponderada.

A partir desta primeira caracterizacdo do Teorema 2.1.3, € possivel obter uma
equivalente definindo-se uma cadeia fechada como uma trilha fechada na qual duas arestas
adjacentes sao amarradas. Quando esta nao possui vértices repetidos exceto o de inicio e fim,
chama-se cadeia fechada simples. Um ciclo impar no knotting graph equivale a uma cadeia

fechada impar no grafo original. Assim, Gallai prova que:
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Teorema 2.1.4. Um grafo finito G é transitivamente orientdvel se e somente se ndo possui cadeia

fechada de tamanho impar.

No mesmo trabalho ele ainda refina o resultado, restringindo a andlise apenas as

cadeias fechadas simples:

Teorema 2.1.5. Um grafo finito G é transitivamente orientdvel se e somente se ndo possui cadeia

fechada simples de tamanho impar.

Por tdltimo, Gallai prova mais uma caracterizagdao equivalente, a0 mostrar a corres-
pondéncia entre uma cadeia fechada simples no grafo e a existéncia de um asteroide no grafo

complementar.

Teorema 2.1.6. Um grafo finito G é transitivamente orientdvel se e somente se G ndo possui

asteroide.

Usando essas trés caracterizagdes, € com a ajuda do knotting graph, Gallai exibe
uma lista completa de subgrafos induzidos minimais que um grafo transitivamente orientavel

nao pode possuir. A lista pode ser encontrada no Anexo 5.

2.2 Coloracoes de Gallai

Gyarfas e Simonyi, em (GYARFAS; SIMONY, 2004), homenagearam Gallai ao
chamar coloragdes de arestas de um grafo nas quais nenhum tridngulo possui trés cores distintas
(triangulo rainbow) de coloragdes de Gallai, isso por que grafos sem triangulos rainbow com-
partilham propriedades importantes com os grafos transitivamente orientaveis. Uma delas, ja
demonstrada em (CAMERON; EDMONDS, 1997) sob outra notacao, diz que toda colorac@o
de Gallai de um grafo completo G pode ser vista como um blow-up de um grafo completo G’
(tal que V(G'") C V(G)) colorido com 2 cores. Mais precisamente, G pode ser obtido através da
substituicdo simultinea de cada vértice v/ de G’ por uma clique sem tridngulo rainbow; cada
vértice desta é feito adjacente a todos os vértices das cliques que substituem cada vizinho de v/
em G', através de arestas da mesma cor da que ligava o par original (em G’). E um resultado que

permite estender resultados sobre 2-coloracdes para resultados com 3-coloragdes de Gallai.

Teorema 2.2.1. Qualquer coloragdo de Gallai pode ser obtida substituindo grafos completos

com coloracoes de Gallai nos vértices de um grafo completo com duas cores.
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O teorema acima € consequéncia direta do lema a seguir, que por sua vez estd
implicito, conforme provamos logo abaixo, no Lema 2.1.2 (0o mesmo que Gallai disse ter sido

crucial para seus resultados).

Lema 2.2.2. Toda coloracdo de Gallai com pelo menos 3 cores de um grafo completo contém

pelo menos uma cor que gera um grafo desconexo.

Para mostrar a relagdo com o lema de Gallai (Lema 2.1.2), tomemos a contraposi¢ao.
Dizemos que um conjunto de arestas geram um grafo quando o conjunto de vértices do grafo
coincide com o conjunto de vértices incididos pelas arestas geradoras. Tomemos entdo uma
coloragdo de arestas do grafo completo G com as cores {1,...,r}, para r > 3, tal que os
subgrafos formados pelas arestas de cada cor sejam conexos. Escolhamos uma delas, digamos
a 3, e excluamos todas as arestas dessa cor. Temos entdo dois grafos, um G’ (r — 1)-colorido e
um (G — G') = G’ monocromético de cor 3. Pelo Lema 2.1.2, como ambos sio conexos, existe
uma tnica classe (com respeito a relagdo “=") de arestas geradora de G’, chamemo-la de ¥. Se
nessa classe houver duas arestas {ab} e {bc} adjacentes e de cores diferentes, quer dizer que
elas também estdo relacionadas pela relagdo “A”, que, lembremos, significa que a aresta {ac}
nio estd em G'. Assim, {ac} € E(G’) e tem portanto a cor 3, ou seja, tinhamos um tridngulo
rainbow em G antes de excluir as arestas de cor 3. Provemos entdo que tal classe 4 ndo pode
ser monocromatica. Se o fosse, suponhamos, da cor 2, chegariamos a uma contradi¢ao, pois as
arestas da cor 1 também geram um grafo conexo, e estdo necessariamente em outra classe que
ndo ¥ (uma vez que essa so possui a cor 2). Assim, contradiriamos a unicidade de uma classe
geradora dada pelo Lema de Gallai. Provamos assim que o Lema 2.2.2 é consequéncia direta do
Lema 2.1.2.

Usando o Teorema 2.2.1, os autores provam ainda outra propriedade estrutural
relevante das coloracdes de Gallai: a quantidade méxima de cores que uma coloracdo sem
triangulos rainbow pode ter, problema relacionado as investiga¢des de propriedades Anti-Ramsey

em (ERDOS; SIMONOVITS; SOS, 1975).
Teorema 2.2.3. Uma coloragdo de Gallai do K, tem no mdximo n— 1 cores.

E simples verificar que a igualdade é obtida pelo grafo formado por n — 1 estrelas
monocromadticas, come¢ando por uma estrela de uma aresta e terminando com uma de n — 1
(conforme a Figura 2). Gyarfas e Simonyi, ainda no mesmo trabalho, a fim de responder questdes

sobre drvores geradoras monocromaticas levantadas em (BIALOSTOCKI; VOXMAN, 2003),



20

Figura 2 — Sequéncia de cliques com coloracdes de Gallai usando o maximo de cores.
° e

Fonte: imagem do autor.

demonstram mais alguns resultados estruturais que generalizam resultados anteriores sobre
2-coloragdes, a saber, que uma coloracdo de Gallai do grafo completo K, possui uma arvore
geradora monocromadtica, mais especificamente uma vassoura, de altura no maximo 2. Além
disso provam que ha sempre uma cor de grau maximo pelo menos 2n/5. Em (GYARFAS;
SARKOZY, 2010), Gyérfis e Sarkézy estendem alguns desses resultados estruturais para grafos

nao completos.
Contagem de coloracoes de Gallai e o Estado da Arte

Dentre os varios desdobramentos do trabalho de Gyarféas e Simonyi, destacaremos
primeiramente, por ser o mote desta dissertacdo, os resultados de contagem do nimero de
coloracdes de Gallai. Em (ERDOS, 1974), Erdés e Rothschild levantam as primeiras questdes
sobre a quantidade maxima de coloragdes que um grafo pode ter que evitem cOpias mono-
cromaticas de subgrafos predeterminados. Balogh, em (BALOGH, 2006), comeca o estudo
dos casos em que o subgrafo proibido é multicolorido. Seguindo essa ideia, em (HOPPEN;
LEFMANN; ODERMANN, 2017a), Hoppen, Lefmann e Odermann exibem alguns grafos que
maximizam a quantidade de coloragdes que evitam triangulos rainbow, note-se que sem ainda
fazer a ligacdo com as coloracdes de Gallai nomeadas por Gyarfas e Simonyi. Na mesma
trilha, Benevides, Hoppen e Sampaio (BENEVIDES; HOPPEN; SAMPAIO, 2017) contam a
quantidade de 3-colorac¢des de Gallai em um grafo completo, resultado obtido de maneira inde-
pendente em (FALGAS-RAVRY; O’CONNELL; STROMBERG; UZZELL, 2016). Motivado
por estes, no Capitulo 4 deste artigo, adaptamos a demonstragdao contida em (BENEVIDES;
HOPPEN; SAMPAIO, 2017) para o caso de grafos aleatérios de Erdds-Rényi. Por fim, em dois
trabalhos recentes e independentes, Balogh e Li (BALOGH; LI, 2019) e Bastos, Benevides e
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Han (BASTOS; BENEVIDES; HAN, 2019), contam as quantidades de k-colora¢des de Gallai
de um grafo completo. O primeiro usa o0 Método dos Contéineres para uma quantidade fixa k
de cores, enquanto o segundo faz uma prova ad hoc, que vale para valores exponencialmente
grandes (relativos a ordem do grafo) de k.

Nos dltimos anos, vém surgindo vérias generaliza¢des sobre o tema de coloragdes
de Gallai. Em (HALPERIN; MAGNANT; PULA, 2014; MAGNANT, 2015) os autores obtém
versOes para multi-grafos de resultados estruturais das coloracdes de Gallai para grafos simples;
em (CHUA; GYARFAS; HOSSAIN, 2013; MAGNANT, 2019) hd uma tentativa de tradugdo
dessas propriedades para hipergrafos.

H4 também uma estreita relagdo entre os resultados de decomposi¢do de Gallai em
(GALLALI 1967) e uma generalizacao do Teorema dos Grafos Perfeitos dada em (CAMERON;
EDMONDS; LOVASZ, 1986), que diz que se um grafo completo é 3-colorido por uma coloragio
de Gallai, e se os grafos induzidos por duas das cores sdo perfeitos, entdo o grafo induzido pela cor
restante também o é. E possivel obter uma caracterizacio alternativa dos grafos perfeitos através
da nocdo de entropia de grafos, que novamente se relaciona com o Teorema de Decomposi¢ao
de Gallai (Teorema 2.1.3), como pode ser visto mais detalhadamente em (KORNER; SIMONYT;
TUZA, 1992).

Uma linha de pesquisa gerada a partir das exploragdes de Gallai destaca-se pela sua
recente prolificidade: os nimeros de Gallai-Ramsey, que sao resultados tipo Ramsey restritos
as coloracgdes sem tridngulos rainbow. Em termos precisos, Gyarfas, Sarkozy, Sebd e Selkow
(GYARFAS; SARKOZY: SEBO; SELKOW, 2010) definem a funcdo RG(k,H) como o menor
m tal que toda coloragdo de Gallai de um K, possui uma copia monocromatica de H. Os autores
provam também que, para H fixo, a fungdo RG(k,H) é exponencial no niimero de cores quando
H nao é bipartido, linear quando € bipartido mas ndo uma estrela, e constante quando € uma
estrela. Mais recentemente vém sendo encontrados nimeros de Gallai-Ramsey para vérias
classes de grafos. Uma visao geral sobre esses resultados pode ser obtida no survey dinamico

(FUJITA; MAGNANT; OZEKI, 2014) (atualizado em 2018).



22

3 PRELIMINARES

Neste capitulo trataremos sobre topicos e resultados que foram necessarios para
a demonstracdo do nosso teorema, ao qual o Capitulo 4 € dedicado. Em algumas ocasides
enveredaremos por topicos afins, seja porque sdo importantes nas demonstracdes de resultados
que enunciaremos sem prova, seja pela relevancia deles em si, quando julgamos que apresenta-
los seria natural em nosso contexto e enriqueceria a apresentacdo e a compreensao da area.
Dividiremos essa apresentacdo em quatro secdes, sendo a primeira apenas uma continuacao da
secao de Notacdes do Capitulo 1, apresentando as notagdes que serdo usadas daqui em diante e
alguns resultados auxiliares.

A segunda secdo € relativa a nocao de probabilidade, a qual contém, além das
notacdes e definicdes, uma breve explicacdo sobre o significado e aplicacdo dessas. Nao se
trata de uma introduc¢do ao tema, em esséncia apenas destacaremos o 1éxico necessario ao
nosso resultado, embora oferecamos uma certa €nfase a algumas desigualdades de concentragdo
que t€m papel central em nossa prova. Na terceira se¢do debrucaremo-nos sobre os grafos
aleatérios G(n, p), uma relevante construgio de Erdds e Rényi, pensados originalmente como
uma técnica de prova e que tornaram-se uma drea de interesse por si s6. Daremos destaque
aqui as fungoes limiares, que revelam o comportamento pitoresco de determinadas propriedades
de grafos aleatdrios: alterando-se levemente a probabilidade de existéncia de suas arestas, um
grafo aleatdrio deixa de quase certamente ndo ter a propriedade para quase certamente té-la.
De fato, encontramos em nosso resultado do Capitulo 4 uma funcdo limiar para a quantidade
de coloracdes de Gallai em um grafo aleatério. Por fim dedicamos uma secido a nogdo de
regularidade de um grafo, nocdo advinda do seminal Lema da regularidade de Szemerédi, o
qual nos permite aproximar qualquer grafo através de subgrafos bipartidos que comportam-se
como grafos aleatoérios. Daremos especial atencao a uma variante do referido lema para grafos
esparsos, ou seja, com baixa densidade de arestas, adaptando as definicdes e resultados para esse

outro contexto.

3.1 Notacoes e resultados auxiliares

Sejam f e g duas fungOes reais ndo negativas. Definimos com o simbolo “~ a

relacdo assintoticamente igual, dada por

f(n)

f~g < lim—=~=1.
n=ee g(n)
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Caso o limite da razdo seja uma constante C, dizemos f ~ g e dizemos que f é aproximada-
mente g. Formalizaremos também a no¢ao de assintoticamente menor, ou mais informalmente,

muito menor, através do simbolo “<”, significando

f<Kg < lim fn)
n=es g(n)

=0.

Dizemos também g é assintoticamente maior (ou muito maior) que f se f < g. Usaremos a
notagdo de Landau @, (1) para dizer que o limite de uma fun¢do f = f(n), quando n tende ao
infinito, € infinito (outro modo de escrever € f > 1, mas achamos a nota¢do de Landau mais
significativa).

Encerramos esta secao enunciando dois resultados que ndo se encaixam nas sec¢oes
posteriores, mas sdo importantes na prova do Teorema 4.1.1. O primeiro deles € uma util
estimativa envolvendo a funcio entropia bindria, a qual nada mais € que um caso particular da
funcdo entropia em Teoria da Informacao quando no contexto de uma distribui¢do de Bernoulli
(na qual uma varidvel pode assumir valores O e 1, sendo 0 com probabilidade x € 1 com

probabilidade 1 —x).
Definicio 3.1.1. A funcdo entropia bindria é a fungio H : [0,1] — R dada por

H(x) = —xlog,(x) — (1 —x)log,(1 —x).

E bem conhecida a seguinte desigualdade, para x € (0,1), que aproxima certos

nimeros binomiais usando H (x), conforme presente em (2?):

o H(x)a
< . )
<x(x) <2 3.1)

O préximo resultado € fundamental para que possamos obter uma estimativa com
base 2 da quantidade de coloracdes de Gallai em um grafo aleatério quando este tem muitas
arestas. Trata-se de um resultado auxiliar do artigo (BENEVIDES; HOPPEN; SAMPAIO, 2017)
no qual se contam coloracdes de Gallai no grafo completo. Na prova de nosso resultado principal
iremos utilizar o Lema da Regularidade de Szemerédi (ver Secao 3.4) e o Lema 3.1.2 serd

aplicado a uma “reducdo” do grafo obtida.

Lema 3.1.2. Dado um grafo G de ordem n, sejaw : E(G) — {2,3} a fun¢do que aloca peso 2
as arestas que pertencem a tridngulos de G e peso 3 caso contrdrio. Seja w(G) o produto dos

pesos de todas as arestas de G. Entdo vale que:
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3.2 Probabilidade e desigualdades de concentracao

Ater-nos-emos neste trabalho apenas a nocdo finita de espaco de probabilidade,
que nada mais é que um par {Q,Pro} composto por um conjunto finito Q, o qual chamamos
de espagco amostral, e uma fungdo Prg : Q — [0, 1] a ele relacionada , denotada simplesmente
por Pr quando nao houver risco de confusdo. Essa fun¢do, a qual chamaremos de funcdo de
probabilidade, associa a cada elemento w do espago amostral  um valor real Pr(w) positivo e
satisfaz },,cq Pr(w) = 1. A cada subconjunto E de Q déa-se o nome de evento. Definimos como
probabilidade do evento E ocorrer como o valor

Pr(E) =Y Pr(w).

weE

A partir dessas propriedades podemos definir mais claramente uma expressdo que sera bas-
tante utilizada no decorrer deste trabalho. Dada uma sequéncia de espacos de probabilidade
({Qn,Prq,}),cn- dizemos que um evento ocorre assintoticamente quase certamente, abrevi-
ado por a.q.c., quando o evento depende do parametro n € N e que, a medida que n cresce, a
probabilidade do evento ocorrer fica arbitrariamente préxima de 1.

Outro conceito importante € o de varidvel aleatoria, que se refere a uma funcgao
X : Q — R. Define-se a esperanga ou valor esperado de X como

E(X)= Y. X(w)-Pr(w),

we

que por sua vez pode ser entendido como o valor médio que a fun¢@o X assume, ponderado pelas
probabilidades. Uma propriedade da esperanga que vale a pena destacar € sua linearidade, i.e.,

para quaisquer varidveis aleatérias X, ..., X, e constantes reais cy,...,c, vale

E Z C,‘-Xl' = Z Ci-]E(Xl').
i€[n] i€[n]

Apesar de util, essa no¢do pode ser um pouco escorregadia, haja vista que uma varidvel aleatéria
poderia assumir, digamos, valor nulo em 99 elementos de um espaco amostral equiprovavel
de tamanho 100, e valer 10!° no elemento restante. Desta feita, o valor esperado da varidvel
seria 108, o que poderia nos levar 2 ideia errdnea de que a fungdo oscila em torno deste valor,
quando na verdade ela € nula em quase todo ponto. Surge dai a necessidade de outras medidas
para quantificar o quanto uma varidvel aleatdria desvia-se do seu valor esperado. Definimos a

varidncia de uma varidvel aleatéria X pela expressdo Var(X), que calculamos por

Var(X) =E[(X —E(X))?] = E(X?) ~E(X)%,
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como uma tal medida, que indica em média a distancia mdxima entre os valores assumidos pela
variavel e seu valor médio.

Também € relevante no nosso contexto o conceito de independéncia, que encerra a
ideia de que a ocorréncia de um evento ou varidvel aleatdria ndo influi na probabilidade de outro
ocorrer. Um exemplo de eventos independentes entre si seria um langamento de dois dados, um
vermelho e outro azul, onde o fato de rolar uma face 6 vermelha nao afeta as chances de rolar
uma face 4 azul. J4 num tipico bingo, a probabilidade de sair um nimero fixo ainda ndo sorteado,
digamos 4, aumenta a cada sorteio diferente de 4. Assim sendo, um sorteio do ndmero quatro
€ um evento dependente dos sorteios anteriores. Mais formalmente, uma familia de eventos

E,,...,E, é dita independente quando, para todo N C [n] vale

Pr mEl' ZHPI'(Ei).

iEN iEN
Podemos estender a definicdo para varidveis aleatérias, de forma que dizemos que as varidveis
aleatorias X1, ..., X, sdo independentes se, para quaisquer xi,...,X, reais, a familia dos eventos

E; dados por {X; = x;} for independente.
Desigualdades de concentragao

Muitas vezes é desejavel que a probabilidade de uma varidvel aleatéria assumir
certo valor esteja de algum modo relacionada a seu valor médio, ou, pedindo ainda mais, que a
varidvel seja “bem comportada” no sentido de estar sempre perto do valor esperado. Isto por
qué ¢ relativamente simples calcular o valor esperado, principalmente devido a linearidade da
esperanga, a qual nos permite nao ter preocupacdes se as varidveis aleatdrias envolvidas sdo
ou ndo independentes para calcular um valor médio de uma combinacdo linear destas. Assim,
por mais que o valor exato da varidvel possa ser incognito, se soubermos que ela estd, com
grande probabilidade, dentro de um intervalo ao redor da sua esperanca, ou mesmo limitada
por ela, podemos trabalha-la com alguma margem de erro. Com esse intuito apresentaremos
aqui trés importantes desigualdades que relacionam varidveis aleatdrias as suas esperancas,
todas elas consequéncias da primeira, a Desigualdade de Markov, que nos d4 uma estimativa da

probabilidade do valor cumulativo de uma variavel aleatdria ser maior que um certo nivel:

Lema 3.2.1 (Markov). Para X varidvel aleatdria ndo negativa e A positivo vale que:

Pr(X > 1) < E(A—X)
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Aplicando o lema acima para a varidvel aleatéria (X —IE(X))? e para a constante A2
obtemos a desigualdade de concentraciao abaixo, que permite analisar se uma varidvel estd perto

do que se espera:

Lema 3.2.2 (Chebyshev). Para X varidvel aleatdria ndo negativa e A positivo vale que:

Var(X)
A2

Outro caso particular da Desigualdade de Markov se da quando estamos tratando

Pr(]X —E(X)| > A) <

de varidveis aleatorias de Bernoulli, ou seja, varidveis que assumem apenas os valores zero
ou um, um deles com probabilidade p e o outro com probabilidade 1 — p. Seria uma tipica
pergunta “sim ou ndo”. Por exemplo, a varidvel que retorna 1 quando um lancamento de dado
€ par e 0 caso contrario é uma varidvel aleatéria de Bernoulli, também chamada experimento
de Bernoulli. Dada uma varidvel aleatéria X que conta, numa dada amostragem, o nimero
de sucessos (valores 1) de uma familia independente de n varidveis de Bernoulli (Xi,...,X,),
cada uma com probabilidade p de sucesso, diz-se que X segue a distribuicdo binomial, ou
X ~ B(n, p). Note que, nesse caso, Pr(X = k) = (}) - p* - (1 — p)*. Para uma variével aleatéria

de distribui¢do binomial vale uma estimativa mais forte que a de Chebyshev, cuja demonstragao

pode ser encontrada em (GOEMANS, 2015):

Lema 3.2.3 (Desigualdade de Chernoff para distribuicdes binomiais). Seja X uma varidvel

aleatdria de distribui¢cdo binomial B(n, p). Seja u = E(X). Entdo, para todo 0 < & < 1 vale:

g2
Pr(XS(l—é)u)SGXP< 2“);

g2
Pr(X > (1+&)p) SeXp(zig)-

Caso o valor esperado de uma varidvel aleatdria cresga arbitrariamente, o lema acima
toma uma forma especialmente util se estivermos trabalhando com uma sequéncia de espacos de

probabilidade:

Lema 3.2.4. Nas condicdes do Lema 3.2.3, se |1 é ,(1), entdo assintoticamente quase certa-

mente vale que

(1= <X <(1+6)u,

a qual pode ser reescrita como

X —pu| <&u.
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Demonstragdo. Utilizaremos a Desigualdade de Chernoff como descrita no Lema 3.2.3 referente

a varidvel aleatéria X e o pardmetro & € [0, 1]. Assim, para i sendo o valor esperado de X temos

g2
Pr(X2(1+€)u)§exp(2ig> (3.2)

e - ZN
Pr(XS(l—é)u)SeXP< > ) (3.3)

A probabilidade de que X seja maior que (14 &) ou menor que (1 — &)u é entéo limitada por

_E2 _E2 g2
Prnx—urz&u]Sexp<2ig‘)+exp( 2“)gzexp<2ig>,

que aproxima-se arbitrariamente de zero, uma vez que & € fixo e y é uma fungdo que cresce

arbitrariamente a medida que n aumenta, dada a nossa hipétese de (L € @(1). Assim, combinando

as desigualdades (3.2) e (3.3), para n suficientemente grande afirmamos que a.q.c vale:

X —u| <&p.
O

Vale notar que, apesar da Desigualdade de Chernoff parecer muito melhor do que as
precedentes, ela nos pede muito mais requisitos. Tanto Markov como Chebyshev siao desigual-
dades que valem para qualquer varidvel aleatdria ndo negativa, enquanto Chernoff necessita da

independéncia destas e de uma distribuicao especifica de probabilidades.

3.3 Grafos aleatorios

Em (ERDOS, 1959), Erdés usou uma construc¢io probabilistica para provar que
um grafo pode ter simultaneamente cintura e nimero cromatico arbitrariamente grandes. Tal
construgdo tratava-se, pois, de um grafo G de n vértices e m arestas, as quais sao escolhidas
equiprovavelmente dentre as (g) possiveis. Chamamos abreviadamente um grafo construido
desta forma de G(n,m), conhecido também por grafo aleatdrio uniforme com m arestas ou
simplesmente grafo aleatorio. De forma independente em (GILBERT, 1959), Gilbert apresentou
uma construcao parecida, a de um grafo G de n vértices, onde para cada par de vértices realizamos
um sorteio e, com probabilidade p, colocamos tal par como aresta no grafo. Abreviaremos tal

construgdo pela sigla G(n, p), e chama-la-emos de grafo aleatdrio binomial, ou simplesmente
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grafo aleatdrio, quando claro o contexto. Numa série de artigos nos anos seguintes, Erdds e Rényi
foram os responsdveis por solidificar o que era apenas uma técnica de prova em uma prolifica
area de estudo. Por isso, é de praxe chamar um tal grafo aleatorio de grafo de Erdés-Rényi.
Nesse trabalho nos concentraremos no modelo binomial G(n, p), mas vale notar
que os dois modelos estdo intimamente relacionados e possuem uma certa equivaléncia quando
se buscam determinadas propriedades. Mais detalhes sobre as propriedades e relagdes entre
esses e outros modelos de grafos aleatérios podem ser encontrados em (FRIEZE; KARONSKI,
2015) e (BOLLOBAS, 2001). Outro ponto a ser notado é que, por mais tentadora que seja
a notagdo, G(n, p) ndo é exatamente um grafo, e sim um espaco de probabilidade. Sendo
assim, sempre que citarmos um grafo G = G(n, p) queremos com isso dizer que o grafo G é um
evento na distribui¢ao de probabilidades G(n, p). Uma construgdo formal de G(n, p) como uma

distribui¢do de probabilidade é dada em (DIESTEL, 2017).
Funcaoes limiares

Uma das caracteristicas mais surpreendentes que os grafos aleatérios t€m talvez
sejam as fungdes limiares, que dizem respeito a um fendmeno curioso que acontece quando se
busca determinar se um grafo aleatério tem ou ndo certa propriedade. Tomemos a conexidade
como exemplo. E natural esperar que um grafo aleatério G = G(n, p), para p bem pequeno,
possua poucas arestas, dado que a esperanca do niimero de arestas de G é da ordem de pn?/2.
Se p valer 1/n?, entdo a esperanga converge para uma constante. Mas uma quantidade constante
de arestas dentro de um grafo de n vértices, tomando n tdo grande quanto se queira, implicaria
em um grafo extremamente “vazio” de arestas, com muitos vértices isolados, de sorte que a
probabilidade de que ele fosse conexo seria essencialmente nula. Na verdade, € possivel provar
(ver o Capitulo 4 de (MORRIS, 2017)) que basta p ser menor que €(Inn)/n, com € menor que 1,
para assintoticamente quase certamente G ndo ser conexo.

O que € surpreendente nesse caso € que basta que € seja maior que 1 para que valha
0 extremo oposto, isto €, assintoticamente quase certamente G € conexo. Ou seja, apenas para
p ~ (Inn)/n a probabilidade de ser conexo pode ndo estar proxima de zero nem préxima de 1.
Uma pequena mudanca na ordem de p € suficiente para o grafo mudar fundamentalmente. Mais
surpreendente ainda € o fato de que esse nao € um caso isolado, pois ha vérias propriedades que
seguem essa “subita” mudanca de comportamento em G(n, p). Este tipo de fendmeno é chamado

de “Transicdo de Fase” (nome herdado da Fisica, a semelhanga do que acontece com a matéria
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ao passar do estado liquido para o gasoso, por exemplo). E comum referenciar-se 2 afirmacio
de que a probabilidade da propriedade ser satisfeita converge para zero como 0-statement (e
ao conjunto dos valores que a satisfazem como fase subcritica); da mesma forma chamamos
de /-statement a afirmacdo sobre a probabilidade aproximar-se de um (e a faixa de valores que
a satisfazem de fase supercritica). Nosso Capitulo 4 dedica-se justamente a demonstrar um
resultado desse tipo. Tendo em vista a singularidade desse comportamento, damos o nome de
limiar ou fungdo limiar a esse valor de barreira entre dois comportamentos opostos de uma
propriedade em G(n, p). Vamos precisar esses conceitos.

Definimos uma propriedade de grafos como monotonamente crescente, ou simples-
mente mondtona em nosso escopo, como aquela que, uma vez expressa em um grafo, permanece
valendo com a adi¢ao de novas arestas. A conexidade, do exemplo acima, é claramente uma
propriedade monétona. Para uma propriedade monétona & se diz que uma fungio f = f(n) é
um limiar para a propriedade & em G(n, p) se

I, sep>f,
lim Pr(G(n, p) satisfaz &) =

n—oo

0, sepf.

Um resultado provado por Bollobds e Thomason (BOLLOBAS; THOMASON, 1987) diz que
toda propriedade mondétona ndo trivial possui uma fun¢do limiar. Dizemos que um limiar € forte,
ou sharp, quando para todo € € (0, 1) vale
1, sep/f>1+e,
lim Pr(G(n, p) satisfaz &) =

n—oo

0. sep/f<l-—e.

Do exemplo exposto, vemos que Inn/n é uma funcdo limiar sharp para a conectividade em

G(n, p).
Pequenos subgrafos

Um desdobramento natural seria buscar limiares para a existéncia de uma cépia de
determinado grafo finito H como subgrafo (ndo necessariamente induzido) em G = G(n, p),
afinal, se uma cépia do grafo H ocorre em G, entdo a adicdo de novas arestas ndo a destroem.
Assim, estamos falando de propriedades monétonas que possuem funcao limiar (uma para cada
grafo fixo H), mas qual seria esta? A Desigualdade de Markov (Lema 3.2.1) pode nos dar um

ponto de partida. Se |V(H)| =t e |E(H)| = ¢, a esperanca da varidvel aleatéria Xy que conta
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a quantidade de cépias de H em G é dada por (’t’) -p' (uma andlise mais detalhada pode ser
encontrada em (KOHAYAKAWA, 2005)). Por Markov, a probabilidade de que haja pelo menos
uma copiade H em G €
Pr[Xy > 1] <E[Xy]~n'-p’.
Fica claro que se p for muito menor que n~' /a probabilidade de que G possua alguma cépia de
H convergira para 0 a medida que n cresce. Isso € suficiente para provar o O-statement. Assim,
tomamos a funcion " JEW) como a candidata natural para a fun¢do limiar da existéncia de copias
de H em G. Essa candidata funciona algumas vezes, mas nem sempre, como veremos abaixo.
1

Se tomarmos como exemplo o tridngulo, vale que E (K3) /V (K3) = 1, logo n~" (K3)/E(Ks) — e

temos o seguinte resultado, cuja prova pode ser encontrada no Capitulo 4 de (MORRIS, 2017):

Lema 3.3.1. A probabilidade de que o grafo aleatdrio G(n, p) tenha pelo menos um tridngulo é,
assintoticamente:

0, sep<<,ll;

1, sep>>%.

Para um grafo H qualquer somente o 0-statement do andlogo ao lema acima (subs-
tituindo K3 por H) é verdadeiro. A fungdo limiar existe, mas pode ser maior que n~ /EE)/V#H),
E necesséria uma outra fungdo, também relacionada a razio E (H) /V (H) (que corresponde a
metade do grau médio de H), para resolvermos o 1-statement. Trata-se da 0-densidade de H,

definida por: mo(H ), onde
mo(H) =max{E (H') /V (H'") : H C H;V(H') # 0},

que mede a maior razdo arestas-vértices dentre todos os subgrafos ndo triviais de H. Vale
notar que o Lema 3.3.1 vale para todos os grafos H onde E (H) /V (H) = mo(H), chamados
balanceados, tais como os grafos completos. A razao de ser dessa defini¢do € que considerar
simplesmente a razao entre arestas e vértices dd margem a comportamentos possivelmente
indesejados, por exemplo um Ko mais uma aresta, formando um grafo com 11 vértices, tem grau
médio alto se olharmos somente para o K¢ e seu subgrafos induzidos, mas os subgrafos contendo
o vértice extra nao necessariamente. Claramente, se ndo conseguimos encontrar uma cépia de
um subgrafo de H em G(n, p) entdo nio conseguiremos encontrar o préprio H. Essencialmente,

a ideia é provar que a reciproca também vale: se o grafo tem uma razao entre arestas e vértices
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suficiente para que copias dos subgrafos de maior grau médio de H ocorram, quase certamente
copias de subgrafos com menor grau médio também podem ser encontradas. Essa nova defini¢ao
€ de fato suficiente para responder a nossa pergunta inicial (a demonstracio pode ser encontrada

no Capitulo 7 de (KOHAYAKAWA, 2005)):

Lema 3.3.2. Dado um grafo H com pelo menos uma aresta e um grafo G = G(n, p), a fun¢do

f(n)= n/mo(H) g uma fungdo limiar para a propriedade “uma cépia de H ocorre em G”.

Sera util definir um outro tipo de densidade de grafos, a 2-densidade m,(H ), que estd
relacionada a um limiar para que a quantidade de copias de determinado grafo H de ¢ vértices
e ¢ arestas seja muito menor ou muito maior que o nimero de arestas no grafo G = G(n, p).
A quantidade esperada de arestas em G sabidamente é p(g‘) Para que o nimero esperado de
cépias de H seja aproximadamente igual ao nimero esperado de arestas basta que () - p’ ~ p(}).

0—1)

Simplificadamente, temos ' - p’ ~ pn?, onde nos bastaria p da ordem de 1/n('~2)/( para

conseguir a aproximacao.

Definicao 3.3.3. Assim, definamos, a exemplo da O -densidade, a 2-densidade de um grafo H de

ordem pelo menos 3 como

|E(H/)| —1 / ! }
H)= ————— H CH;V(H)>3
my(H) ma>({|v([_1,)|_2 ( )
Assim como na 0-densidade, dizemos que um grafo H é 2-balanceado quando % =my(H).

Para além da existéncia de copias, podemos nos perguntar também sobre a quantidade
dessas. O lema abaixo, de (DEMARCO; KAHN, 2011), é peca importante na demonstra¢dao do

Teorema 4.1.1 e refere-se a esse tipo de problema.

Lema 3.3.4 (Cauda superior para triangulos). Seja T a varidvel aleatoria que representa o
niimero de tridngulos de um grafo aleatério G dado por G(n,p). Para & positivo e p > 1/n,

existe Cg positivo para o qual vale:
(22 3.3
Pr[T > (1+&)E(T)] <exp (—Cémm(n p-log(1/p),n’p ))
3.4 O Método da Regularidade

Na demonstra¢do do nosso Teorema 4.1.1, € muito importante que encontremos

“ordem no caos”, ja que estamos preocupados em contar coloragdes distintas de arestas nas quais
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ndo aparece triangulo rainbow em um grafo de ordem n tendendo ao infinito. Essa tarefa seria
hercilea sem o famoso Lema da Regularidade de Szemerédi, que surgiu como um resultado
auxiliar para demonstrar que existem progressoes aritméticas de qualquer tamanho dado em
conjuntos infinitos de inteiros e, desde entdo, foi estendido e aplicado em indmeros outros
problemas. Como é comum na Matemadtica, o “resultado auxiliar” ficou muito maior que o
teorema que ele ajudou a provar, sendo hoje uma das ferramentas basicas da Combinatéria
Extremal. Para provar o Teorema 4.1.1 ndo usamos a versao original do lema de Szemerédi, mas
sim uma adaptacdo feita por Kohayakawa (KOHAYAKAWA, 1997) e independentemente por
Rodl (KOHAYAKAWA; RODL, 2003) para grafos esparsos. Ainda assim, apresentaremos a
versdo de Szemerédi, pois nela esta a ideia principal de regularidade, que se mantém inalterada
nas outras versdes do lema. Uma exposi¢do completa sobre o Lema da Regularidade pode
ser encontrada em (KOML()S; SHOKOUFANDEH; SIMONOVITS; SZEMEREDI, 2002), e
em (GERKE; STEGER, 2005; KOHAYAKAWA; RODL, 2003) hd um pouco do histérico e
aplicacdes da versao esparsa do lema.

O Lema da Regularidade diz, em poucas palavras, que um grafo G pode ser visto
como uma unido disjunta de uma quantidade constante de conjuntos de vértices de aproxima-
damente mesma ordem os quais comportam-se guase como grafos bipartidos aleatérios. Para
grafos de ordem suficientemente grande, a maioria das arestas de G estd entre tais conjuntos,
e ndo dentro deles. Isso € bastante surpreendente, pois um grafo aleatério ndo €, num sentido
stricto, aleatorio como a natureza €. Na verdade ele € relativamente bem comportado, estando
longe de ser cadtico. Afinal, nas arestas da vida “real”, a natureza nao faz (ou melhor: nédo
tem por que fazer) sorteios equiprovdveis. O que o Lema da Regularidade diz entdo € que, se
olharmos para um conjunto grande o suficiente, o probabilistico se aproxima do deterministico!.
Tornemos essas defini¢des mais precisas. Primeiramente definamos a densidade d(X,Y) de um
par de conjuntos de vértices disjuntos X e Y de um grafo G, com |Eg(X,Y)| representando a

quantidade de arestas do subgrafo induzido por X UY, como

_ |Ec(X,Y)]
AXY) =3

Definicao 3.4.1. Para € real positivo, damos o nome de par €-regular a um par (X,Y) de

conjuntos de vértices disjuntos de um grafo G tal que, para todos X’ C X e Y/ C Y de tamanhos

pelo menos €|X| e €]Y| respectivamente, vale:

d(X,Y)—d(X".Y')| <e. (3.4)
Parafraseando Einstein, O Velho parece jogar dados (pelo menos) na Teoria dos Grafos (BAGGOT, 2018).

1
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Em particular, diminuir um pouco o tamanho de um par €-regular pouco altera sua
densidade de arestas. Observe que esse € justamente o comportamento de um grafo bipartido
aleatério de Erd6s-Rényi, considerando que, em média, a densidade de um par (X,Y) qualquer
de subgrafos disjuntos em um grafo G = G(n, p) é

EEs(X. V)] _ plXlIY] _
X||Y] XY

E[d(va)] =

e, como a quantidade de arestas esta assintoticamente quase certamente proximo dessa média
(pelo fato do nimero de arestas seguir a distribuicdo binomial), podemos demonstrar que (X,Y)
€ quase certamente €-regular com densidade p para qualquer € constante. Os grafos bipartidos
aleatdrios ainda compartilham outras propriedades com os pares regulares, tais como o fato
de que todo vértice possui aproximadamente o mesmo grau, € que subgrafos induzidos (de
grafos aleatdrios) também sdo aleatorios. No caso de pares e-regulares vale que seus subgrafos
induzidos ndo muito pequenos sdo €'-regulares, para € um pouco maior que €.

A partir dessa defini¢do podemos apresentar o lema abaixo. Trata-se de um resultado
bastante util que nos permite editar a quantidade de arestas de um par regular, sob pena de
uma diminui¢do da regularidade. E possivel, portanto, montar um subgrafo bipartido com a
quantidade de arestas que quisermos (dentro de um determinado intervalo), e ainda continuar

com um par regular (ainda que menos). A prova encontra-se em (GERKE; STEGER, 2005).

Lema 3.4.2. Para todo 0 < € < 1/6 existe uma constante T (€) para a qual todo grafo bipartido
e-regular B = (Vy,Va; E) possui um subgrafo gerador B' = (V1,Va; E') que é 2€-regular contendo

exatamente |E'| = m arestas, e satisfazendo T (€) |[Vi UV, <m < |E]|.

Um vez entendida a no¢a@o de par regular podemos apresentar, de fato, o Lema da

Regularidade:

Lema 3.4.3 (Lema da Regularidade de Szemerédi). Para todo € > 0 e ko natural ndo nulo, existe
outro natural K > ko para o qual todo grafo G de ordem pelo menos ko possui uma parti¢do
(Vo, -+, Vi) de seus vértices, com kg < k < K e tal que :
1. V| < €|V(G)|;
2 il=Wa|=--=Vi

1

3. no mdximo €k* pares (V;,V}) nao sdo e-regulares, para 1 <i< j<k.

Definicao 3.4.4. Chamamos uma parti¢do como a do lema acima de particdo €-regular.
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A classe Vj funciona como uma “lixeira” para que as outras classes tenham tamanhos
iguais, que juntamente com a terceira afirmacdo, ddo uma margem de erro da aproximacao de um
grafo por subgrafos quase aleatérios. E natural perguntar, como o préprio Szemerédi o fez, se
para grafos de ordem ainda maior, a aproximac¢ao mais precisa ndo fariam os pares nao regulares
desaparecerem. Surpreendentemente, Alon, Duke, Lefmann, Rodl e Yuster (ALON; DUKE;
LEFMANN; RODL; YUSTER, 1994) respondem a essa indaga¢io mostrando contraexemplos
em que € preciso que os pares ndo regulares existam.

Podemos, uma vez aplicado o Lema da Regularidade, construir uma espécie de

“miniatura” do grafo, a qual pode nos dar informacdes importantes sobre o original.

Definicao 3.4.5. Definimos o grafo reduzido R de um grafo G a partir de um parametro d, entre
zero e um, e de uma particdo e-regular (Vj,---,V;) no conjunto de vértices de G do seguinte
modo: os vértices de R correspondem aos elementos de [k], indicando cada classe da partigdo;
as arestas de R estdo nos pares de vértices (i, j) para os quais (V;,V;) sdo pares e-regulares de

densidade pelo menos d.

A principal forma de extrair informagdes de um grafo reduzido sdo os chamados
lemas de imersdo (embedding lemmas), tipos de resultados que dizem que, caso exista deter-
minada subestrutura no grafo reduzido, essa também se expressa no grafo original. Ou os
lemas de contagem (counting lemmas), que vao além e quantificam a quantidade de cépias da
subestrutura, claramente implicando o lema de imersdo. Porém basta, em uma variedade de
problemas, garantir a existéncia de apenas uma cépia. Tomemos como exemplo a existéncia de

uma cépia de um grafo finito H:

Lema 3.4.6 (Lema de imersdo). Para todo inteiro positivo k e H um grafo fixo de ordem k, e d
entre 0 e 1, existem € e ng positivos tais que se G é um grafo de ordem n > ng e (Vo,Vi,--+,V;)
é uma particdo €-regular dos vértices de G que define um grafo reduzido R com pardmetro de
densidade d, entdo vale que a existéncia de uma copia de H em R implica na existéncia de uma

copia de H em G.

Em resumo o lema acima nos diz que, para um grafo G suficientemente grande, se
quisermos achar uma copia de um grafo fixo qualquer em G basta procurarmos por uma copia
no grafo reduzido. O que € claramente muito vantajoso, uma vez que o grafo reduzido tem uma
estrutura muito mais tratdvel que o grafo original. Veja que ha um ndmero limitado de classes

de uma parti¢ao regular, mas o grafo pode ser tdo grande quanto se queira, tornando assim as
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classes potencialmente muito grandes, e uma classe dessas corresponde apenas a um vértice no
grafo reduzido. O uso conjunto do Lema da Regularidade e algum lema de imersdo (contagem)

€ tdo corriqueiro que a essa estratégia da-se o nome de Mérodo da Regularidade.
O caso esparso

Atentemos para o fato de que, para grafos esparsos, i.e., um grafo de ordem n
cujo nimero de arestas € muito menor que o nimero miximo de arestas possivel (g) , & Versao
apresentada do Lema da Regularidade de Szemerédi ndo nos diz muita coisa. Poderia, pelo
lema, todas as arestas do grafo terem uma extremidade na classe Vj, dado que essa comporta um
niimero de arestas da ordem de (en)?. Dependendo do valor de p, mais precisamente se p = p(n)
tende a zero, o grafo aleatério G = G(n, p) é esparso, pois a densidade média de arestas dada
por p(5)/(5) = p fica tdo pequena quanto se queira. No préximo capitulo, demonstramos um
resultado sobre a quantidade de coloragdes de Gallai em um grafo G = G(n, p) e trabalharemos
com uma fung¢@o limiar p(n), da ordem de 1/1/n, de modo que a versdo original de Szemerédi
pouco nos ajuda. Porém em (KOHAYAKAWA, 1997) hd uma versdo para grafos esparsos, a qual
apresentaremos abaixo, antecedida pelas defini¢des necessarias.

Se quisermos um lema de regularidade nos moldes do de Szemerédi para grafos
esparsos, inevitavelmente teremos que fortalecer a conclusdo, que era trivial no caso esparso,
mas para isso também precisaremos fortalecer a hipotese. Primeiramente precisamos redefinir a
noc¢ao de e-regularidade para que grafos esparsos nao sejam mais trivialmente regulares, uma
vez que a densidade entre pares quaisquer de subconjuntos disjuntos de um grafo esparso (e
consequentemente as diferengas entre as densidades) ficariam arbitrariamente proximas de zero
(em particular, menor do que qualquer €) a medida que a quantidade de vértices aumentasse.
Fazemos isso estendendo a defini¢do de regularidade, normalizando as densidades levando em

consideragdo a densidade p do grafo.

Defini¢iio 3.4.7. Dado um grafo G, um € > 0 e p € [0, 1] dizemos que um par de subgrafos X e
Y é (e,p)-regular se, para X' C X eY' CY,com |[V(X")| > elV(X)| e [V(Y')| > €|V (Y)|, vale:

E~(X'Y' Eq(X,Y
| G(/ L | BV (3.5)
X'|[Y] XY

[EG(X,Y)]|

Quando p € a densidade XTV]

, como no caso de grafos aleatério de ErdGs-Rényi G(n, p),

chamamos o par simplesmente de (£)-regular.

2 Nesse caso, o uso de parénteses é uma forma de diferenciar da regularidade convencional
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Perceba que a definicdo acima é uma extensdo da nossa defini¢do anterior de re-
gularidade. De fato, um par g-regular nada mais é que um par (g, 1)-regular. A vantagem é
que pedimos que a diferenca entre as densidades seja ainda mais proéxima que antes (conside-
rando p < 1), tornando assim mais dificil que um par arbitrdrio seja trivialmente regular. As
partes de grafos bipartidos aleatérios de Erdds-Rényi sdo exemplos de pares que satisfazem a
(g, p)-regularidade (assintoticamente quase certamente).

Também precisaremos fortalecer a hipotese do Lema da Regularidade, para restringir
os variados comportamentos que grafos esparsos possam ter, tomando o cuidado de ndo restringir
demais e perdermos em aplicabilidade. Veremos que, com efeito, basta nos concentrarmos em
grafos esparsos que ndo tenham pedagos muito densos, chamados grafos uniformes, para termos
uma versao suficientemente aplicdvel de um lema de regularidade esparso. O conceito abaixo
encerra a ideia de uniformidade, que aqui se expressa como a propriedade de que a quantidade de
arestas em um subgrafo bipartido de um grafo G, com partes de ordem pelo menos 1n, nao pode
ser muito distante da quantidade esperada de arestas desse mesmo subgrafo, calculada como se

G fosse um grafo aleatério G(n, p) com p = %

Definicdo 3.4.8 ((n, p)-uniformidade). Sejam n € (0,1/2] e p € (0,1]. Seja G um grafo de
ordem n. Dizemos que G é n-uniforme de densidade p, ou (1, p)-uniforme, se para quaisquer

dois subconjuntos disjuntos U, W de V(G) de tamanho pelo menos nn vale:
1E6(U,W)| = plUlWI| < npluliw]. (3.6)
Uma variagdo dessa propriedade é a chamada n-uniformidade superior de densidade p, na qual
|Ec(U,W)| < (1+n)p|U||W|, 3.7)

€ no caso inferior,

|Ec(U,W)| > (1—n)p|lU||W|. (3.8)

Fica claro pela defini¢do que ha a uniformidade se e somente se vale a uniformidade superior e

inferior.

Novamente os grafos aleatérios de Erd6s-Rényi entram como representantes dessa
classe de grafos: o lema abaixo, presente em (KOHAYAKAWA, 2005), garante que dado 11 > 0,
para n suficientemente grande, quase sempre um representante G de G(n, p) é (1, p)-uniforme,
ou seja, o numero de arestas de um subgrafo bipartido de G ndo pode distanciar-se muito de sua

média.
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Lema 3.4.9. Sejam 1 e p pertencentes ao intervalo (0,1), com p uma func¢do de n. Seja d = pn.

Entdo existe dy(n) tal que quase todo grafo G = G(n, p) é (1, p)-uniforme desde que d > do(n).

Estamos agora em condi¢Oes de enunciar uma versao esparsa do Lema da Regulari-
dade de Szemerédi, apresentada por Kohayakawa e independentemente por Rodl (KOHAYA-
KAWA; RODL, 2003), que toma a mesma forma e segue quase a mesma demonstracio do Lema

3.4.3, adaptada as modifica¢des acima comentadas da (1, p)-uniformidade e (&, p)-regularidade.

Lema 3.4.10 (Lema da Regularidade para grafos esparsos). Para todo € > 0, e ko natural ndo
nulo, existem naturais positivos K > ko e Ny para o qual todo grafo G (1, p)-uniforme, com
p € (0,1] e de ordem pelo menos Ny possui uma particao (Vo,---, Vi) de seus vértices, com
ko <k <K e tal que :
1. V| < €lV(G)|;
2. =2 =--=1[Vk

B

3. no mdximo €k? pares (V;,V,) ndo séo (€, p)-regulares, para 1 <i < j <k.

H4 versdes do lema acima com a hipétese de uniformidade modificada (ver (LUC-
ZAK, 2000; ALON et al., 2010)) e até mesmo removida (SCOTT, 2011), porém em (GERKE;
STEGER, 2005) vemos que a uniformidade € importante para garantir que existam alguns pares
regulares com densidade préxima a p. Uma particdo satisfazendo as condi¢des 1 a 3 do lema
acima chama-se particdo (&, p)-regular, ou simplesmente (&)-regular quando claro. Apresen-
taremos agora uma variacdo desse lema, apropriada para o contexto de coloragdo de arestas.
Aqui, um subgrafo gerador significa apenas que possui todos os vértices de um grafo (podendo
ser desconexo). Para o lema multicolorido, precisaremos considerar as densidades relativa dos

grafos gerados por cada cor. Para tanto, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.4.11. Seja H um subgrafo gerador de um grafo G. Para X, Y subconjuntos de
V(G) disjuntos, definimos a densidade relativa a H como dy(X,Y) = |Ey(X,Y)|/|Ec(X,Y)|
quando o denominador for ndo nulo, e 0 caso contrério. Para € > 0, dizemos que um par (X,Y)
é (¢,H)-regular quando, para X' C X de ordem pelo menos €|X| e Y’ C Y de ordem pelo menos
g|Y|, vale:

|du(X,Y)—dy(X",Y")| <e. (3.9)

Observagdo 1. A desigualdade (3.9), apesar de se parecer mais com (3.4) do que com (3.5),

cumpre papel semelhante ao da segunda, ja que na prépria definicao de dy estamos fazendo
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uma normalizac@o pelo nimero de arestas de G. De fato, em um grafo aleatério G = G(n, p),
a defini¢do de (&, H)-regularidade equivale a defini¢do de (g, p)-regularidade em H, visto que

Eg(X,Y) e Eg(X',Y’) valem em média p|X||Y| e p|X’||Y'|, a equacdo (3.9) transforma-se em

En(X.Y) En(X'.Y')
X[[ XY

<ep, (3.10)

restringindo-nos somente a H temos entdo que o par (X,Y) é (&, p)-regular.

Sejam Hj,--- ,H, subgrafos de G. Dizemos que um par (U, W) de subgrafos disjun-
tos é (&,H),- -+ ,H,)-regular quando é (€, H;)-regular para todo i em [r]. Podemos agora enunciar
a variante para varios subgrafos geradores presente em (HAXELL; KOHAYAKAWA; LUCZAK,
1995):

Lema 3.4.12. Para € > 0, e naturais ndo nulos kg e r, existem constantes 1N e K tais que, se G é
N-uniforme e Hy,--- ,H, sdo subgrafos geradores de G entdo existe uma particdao (Vo,- -+ ,Vy)
de seus vértices, com kg < k < K, tal que:
1. [Vo| < e[V(G)];
2. =2 =--=1|Vk

1

3. no mdximo €k* pares (V;,V;) ndo sdo (&,H,--- ,H,)-regulares, para 1 <i < j <k.

Novamente, conforme a Observagdo 1, para G = G(n,p) com uma r-coloragdo
de arestas, tomando os H; como os grafos com conjunto de vértices V(G) e arestas que tém
cor i € [r], o lema diz que existe uma particdo que € (g, p)-regular em cada cor. Podemos
também adaptar a definicao do grafo reduzido para comportar a ideia de coloragdes de arestas
em G(n, p). Para isso consideramos um “corte” para que uma cor apareca no grafo reduzido.
Mais claramente, consideramos uma cor numa aresta do grafo reduzido apenas se ela aparece

pelo menos determinada quantidade de vezes entre um par regular.

Definicio 3.4.13 (Grafo cluster). Dado o € (0, 1] e uma particdo & = [Vp,V1,...,Vi] como
obtida pelo Lema 3.4.12 para um grafo aleatério G = G(n, p), para A elemento de [1,...,r]
definimos o grafo cluster R (o) como o grafo com conjunto de vértices [1,...,k], no qual uma
aresta {i, j} pertence a E(Ry (ct)) se e somente se o par (V;,V;) é (¢, p)-regular com relacdo as

é

r cores e além disso a quantidade de arestas de cor A em Eg(V;,V;) dividido por |Eg(V;, V)
pelo menos &. Podemos, a partir de todos os grafos cluster de uma particdo para determinado

o, definir um grafo reduzido R(a) com conjunto de vértices [1,...,k| e o conjunto de arestas
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definido pela equivaléncia
{i,j} €E(R(a)) < {i,j} € E(R)()) paraalgum A € [1,...,r].

Associamos entdo, a cada aresta {i, j} do grafo reduzido, uma lista L; j contendo as cores A para
as quais {i, j} é aresta de R (o). Quando estiver claro no contexto o valor de & este podera ser

omitido (ver Figura 3).

Para tirar alguma informacao desse grafo reduzido gerado a partir da versdo esparsa
do Lema da Regularidade, também precisariamos, como no caso denso, de algum tipo de lema
de imersdo ou contagem. Por muito tempo conjecturou-se que haveria um lema de imersao
geral como o Lema 3.4.6, a chamada Conjectura KER, devida a Kohayakawa, Luzcak e Rodl
(hd quase 20 anos entre o Lema da Regularidade para grafos esparsos e a prova de um lema
de imersao geral). Ao longo das ultimas décadas a conjectura foi provada para diversos casos
particulares, até que recentemente, usando o Método dos Contéineres, foi provada para grafos
2-balanceados em (BALOGH; MORRIS; SAMOTIJ, 2015) e para todos os grafos em (SAXTON;
THOMASON, 2015). Apresentaremos aqui uma das suas vdrias consequéncias, precedida de
algumas definicdes necessdrias. Recomendamos a leitura de (CONLON; GOWERS; SAMOTIJ;
SCHACHT, 2014) para uma exposi¢do mais completa.

Definiremos abaixo duas familias de grafos que nos auxiliam a enunciar e trabalhar
com um resultado de imersao para grafos esparsos. Essencialmente a familia ¢ é o que se chama
de um blow-up de um grafo H (que usualmente serd um subgrafo de um grafo reduzido), que € o
caminho inverso a redu¢do da parti¢do regular: transformamos um vértice de H em um conjunto
de vértices sem arestas entre si, e cada aresta de H em arestas de um par regular ligando tais

conjuntos. A familia .# é a subfamilia de ¢ para a qual nao vale o resultado de imersao.

Definicao 3.4.14. Dado um grafo H, um € > 0 com conjunto de vértices V(H) ={1,2,---,|V(H)|},
um pardmetro p € (0, 1] e inteiros n e m, definimos ¥ (H,n,m,&) como a classe de grafos
cujo conjunto de vértices V € dado por ULZ(]H” Vi, sendo os V;’s de cardinalidade n e dois a dois
disjuntos, enquanto o conjunto de arestas £ € definido como J; jey Ei,j, com E; j denotando um
conjunto de m arestas de um par (€)-regular (V;,V;) € V se {i, j} é aresta de H. Denotamos por

F (H,n,m,e) a subfamilia de 4 (H,n,m, €) cujos elementos ndo contém uma cdpia transversal

de H, i.e., uma instancia de H com um vértice em cada V;.

A seguir enunciamos o lema que usaremos para transpor cépias de um grafo fixo H

contidas em um grafo reduzido para G(n, p).
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Lema 3.4.15 (Lema de imersdo em grafos aleatérios). Seja H um grafo. Para todo ', onde
0 < o < 1, existe € > 0 tal que para todo B > 0, existe C > 0 para o qual todo p > Cn~!/maH)
assintoticamente quase certamente implica que o grafo aleatério G = G(n,p) ndo contém

subgrafo em F (H,n',o/np,€), para todo n' > Bn.

Perceba que a cota inferior para p ndo é a toa. Caso p fosse muito menor, pela
exposi¢do presente na Defini¢do 3.3.3, seria esperada uma quantidade de copias de H da ordem
de uma pequena fracdo da quantidade de arestas. Assim, para quase todo grafo aleatério
poderiamos deletar uma aresta de cada cépia de H em um G € ¥ (H,n,m, €) que G continuaria
regular e com essencialmente a mesma quantidade de arestas, mas sem nenhuma copia de H.

Exploraremos essa ideia na demonstracdo da primeira parte do Teorema 4.1.1.

Observagdo 2. Veja que para todo 0 < €’ < g, todo par (€)-regular também € (€)-regular (ver
Definigio 3.4.7). Assim, . (H,n',a'n?*p,€e') ¢ .F(H,n',a'n"*p,€). Comisso, se &', &,B,pe
G(n, p) sdo definidos como no Lema 3.4.15, entdo para todo 0 < &’ < &, assintoticamente quase

certamente G(n, p) também nio contém subgrafo em .% (H,n',o/'n'?p, €'), para todo n’ > Bn.
g p
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4 RESULTADO

Uma coloracdo de Gallai de um grafo € uma coloracao de suas arestas de modo
a nao haver triangulo rainbow, isto €, com trés cores distintas. Neste capitulo apresentamos
e demonstramos o resultado de nossa pesquisa: uma fungdo limiar para a quantidade de 3-
coloragdes de Gallai, dada por Gallai(G), de um grafo aleatério de ErdGs-Rényi G em G(n, p).
Para contextualizar o resultado, observemos que toda 2-coloragdo de arestas de um grafo é
trivialmente uma coloracio de Gallai, e que, limitando-nos a 3-coloracdes, temos sempre que
Gallai(G) < 3IE©)| Provamos que, para todo & positivo fixo e um grafo G = G(n, p), existem
constantes ¢ e C tais que, assintoticamente quase certamente, se a probabilidade p for menor
que c¢/+/n, entdo Gallai(G) > 3(1=8)IE(G)] (j.e., aproxima-se da cota superior trivial); caso p seja
maior que C/+/n, ocorre o contrario, o nimero de colora¢des converge para o limitante inferior
trivial uma vez que Gallai(G) < 20 +9IE(G)],

Devido a grande quantidade de parametros presentes nas duas demonstragdes, em
particular na segunda, apresentaremos primeiro um breve esboco da demonstra¢ao de forma a

esclarecer as intencdes e etapas gerais da prova.

Esboco da demonstracao

Sendo G um representante de G(n, p), na primeira parte da prova demonstramos
que, para p “pequeno”, i.e., menor que ¢/+/n para uma constante ¢, o nimero de colora¢des de
Gallai de G ( denotado por Gallai(G)) se aproxima do nimero total de 3 coloragdes de arestas
para o grafo. Isso € natural se observarmos primeiramente que, ao colorirmos as arestas de
G que nao pertencem a nenhum tridngulo com as cores {1,2,3} e as demais arestas com as
cores {1,2}, por exemplo, teremos sempre uma coloragio de Gallai. E claro, pois se uma aresta
ndo pertence a nenhum tridngulo de G, entdo a escolha de uma cor para ela jamais criard um
triangulo rainbow. Ja no caso das arestas dentro de tridngulos, ao fixar somente 2 cores para
estas impedimos qualquer possibilidade de um K3 com arestas de 3 cores distintas. Expressemos

este fato: para T a quantidade arestas em tridngulos em G e E = |[E(G)| vale que
Gallai(G) > 3571 .27,

Logo, € de se esperar que, se G possuir poucos tridngulos, mais precisamente se 7 < E, entdao
o termo 3£~7 responderd por grande parte das coloragdes sem tridngulos rainbow de G. Uma

vez que, assintoticamente, o valor 7" possa ser limitado por uma frago arbitrariamente pequena
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de E podemos concluir que a primeira afirmacdo do Teorema € verdadeira. Outro modo de
entender é: caso T < E, se removermos uma aresta de cada tridngulo de G, o grafo continuara
com essencialmente a mesma quantidade de arestas, porém sem triangulos, e podera ser colorido
com quaisquer 3 cores, de onde conclui-se a afirmacao.

Para limitar a quantidade 7' de arestas dentro de algum tridngulo em funcao da
quantidade E de arestas, serd necessario dividir o intervalo (O, c/ \/ﬁ] ao qual p pertence em
trés “faixas”, pois em cada uma delas sao necessdrios argumentos diferentes . Para a primeira
delas, p < 1/n, devido ao conhecido limiar para existéncia de tridngulos (Lema 3.3.1), com
alta probabilidade sequer existem tridngulos no grafo, tornando a afirmacdo trivial. No caso
A/n < p < 1/4/n, para qualquer A constante, usamos a desigualdade de Chebyshev aplicada
ao ndmero de tridngulos em G(n, p) e a desigualdade de Chernoff para o nimero de arestas em
G(n, p) para concluir que quase certamente hd bem menos tridngulos que arestas. Por tdltimo,
encontramos ¢ > 0 tal que, se p < ¢/+/n e estd fora dos casos anteriores, podemos repetir a
estratégia do caso anterior, dessa vez utilizando um resultado de (DEMARCO; KAHN, 2011)
para estimar a quantidade de tridngulos em G.

A segunda afirmag¢ao do Teorema diz respeito ao caso no qual p € “grande”, mais
precisamente maior que C/+/n para uma constante C. Neste caso haverd muitos tridngulos, tantos
ou mais que arestas, tornando assim cada vez mais rara a possibilidade de uma coloracdo de Gallai
que use cada uma das 3 cores uma quantidade significativa de vezes. A estratégia da prova difere
bastante do primeiro caso, e segue as diretrizes de (BENEVIDES; HOPPEN; SAMPAIO, 2017),
no qual € provado um resultado similar para grafos completos. Porém, como nosso contexto € de
um grafo esparso, precisamos adaptar a prova em diversos pontos através de técnicas utilizadas em
(ALLEN; KOHAYAKAWA; MOTA; PARENTE, 2014; KOHAYAKAWA; KONSTADINIDIS;
MOTA, 2018; KOHAYAKAWA; KONSTADINIDIS; MOTA, 2014). A estratégia consiste em
fazer uso de uma versdo do Lema da Regularidade de Szemerédi para grafos esparsos (HAXELL;
KOHAYAKAWA; LUCZAK, 1995; KOHAYAKAWA, 1997). Obtemos, entdo, um grafo reduzido
R a partir de G. Ao invés de contar diretamente as coloragdes de Gallai de G, contamos as
coloragdes de G que dao origem a um determinado grafo reduzido R, e por fim contamos
a quantidade de grafos reduzidos possiveis. Este método de contagem surgiu em (ALON;
BALOGH; KEEVASH; SUDAKOV, 2004) e foi utilizado em vérios artigos subsequentes, mas
ndo no contexto esparso.

As contagens ndo exigem, em sua maior parte, nenhuma técnica além de aritmética
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simples e da Desigualdade de Chernoff. Essa tltima merece uma atencdo especial pois ao longo
da demonstragdo seu uso € copioso, sendo importante frisar que usamos ela para uma quantidade
finita (e constante) de afirmagdes assintoticamente quase certas, € para provar cada uma dessas
afirmacdes a desigualdade € usada no méximo uma quantidade constante de vezes. Assim, apesar
de tratar-se de um conjunto de afirmagdes probabilisticas do tipo “a probabilidade do evento nao
ocorrer ¢ muito pequena”, o tamanho limitado desse conjunto de afirma¢des ndo permite que tais
probabilidades se agreguem e afetem o grande esquema das coisas.

Encerrando a digressdo, embora a demonstracdo ndo exija em sua maior parte
técnicas mais avangadas, ¢ fundamental em certo momento uma desigualdade obtida em (BENE-
VIDES; HOPPEN; SAMPAIO, 2017), que trata do produto maximo que pesos de arestas de um
grafo qualquer pode ter, se a essas atribui-se peso 2 caso pertencam a algum tridngulo e 3 em
caso contrario (ver Lema 3.1.2). Tal resultado nos dd uma poténcia de base 2, para o nimero
de coloracdes de Gallai originadas de um dado grafo reduzido, sem a qual nao conseguiriamos
uma estimativa com essa mesma base na contagem total de coloragdes. Porém, para poder ser
aplicado em nosso contexto, necessita de uma versao esparsa do lema de imersao, presente, sob
vdrias formas, em (BALOGH; MORRIS; SAMOTIJ, 2015; CONLON; GOWERS; SAMOTIJ;
SCHACHT, 2014; SAXTON; THOMASON, 2015). Também langamos mao do Lema 3.4.2 que
¢ um pequeno resultado de “edicao” que nos permite remover algumas arestas de pares regulares
mantendo-os regulares, para garantir que tenhamos candidatos aptos ao lema de imersao (Lema
3.4.15). Para que valha o lema de imersao e da regularidade em suas versdes esparsas, tomamos,
logo no comeco da prova, todos 0s parametros necessarios para que sejam aplicaveis. Por fim,
multiplicando todas as estimativas obtidas durante as vdrias etapas da contagem, obtemos uma

cota superior com base 2 e expoente tio préximo quanto se queira de |E(G)al, como queriamos.

4.1 Resultado principal

Teorema 4.1.1. Seja G um grafo aleatdrio dado por G = G(n, p). Seja L= {1,2,3} e Gallai(G)
o niimero de coloracdes de Gallai de G que usam apenas cores em L. Fixando & > 0, existem
reais positivos C e c tais que assintoticamente quase sempre valem:

1. se p< c-n~12, entdo Gallai(G) > 3(1-9)IE(G)I,

2. se p>C-n~Y2 entdo Gallai(G) < 2(1+9)IE@G),

Demonstragdo. (Parte 1)
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Fixado 0 > 0, definimos & =6/4e c = % Seja t o nimero de arestas pertencentes

a algum tridngulo de G e T' o niimero de tridngulos. (7" e ¢ s@o a varidveis aleatorias). Claramente

t < 3T. E sabido, pela linearidade da esperanca, que o niimero esperado de tridngulos em G é

E(T)=(5)p* < ”36” ® . Denotemos também por e = |E(G)| o niimero de arestas de G, cujo valor
esperado é E(e) = p(g) < anz. Atentemos para o fato de que, se colorirmos todas as arestas de
G que ndo pertencem a triangulos com quaisquer trés cores € as restantes com quaisquer duas
cores previamente selecionadas, teremos sempre uma coloragdo de Gallai valida. Isto € claro,
uma vez que a cor de uma aresta que ndo pertence a nenhum tridngulo nao influi na ocorréncia
de algum tridngulo rainbow e, do outro lado, colorindo com somente 2 cores arbitrérias todas
as arestas que pertencem a algum tridngulo ndo podemos de forma alguma gerar K3 rainbow.

Assim, o nimero de coloracdes de Gallai possiveis para G € de pelo menos
Gallai(G) > 3¢7".2". 4.1)

Caso 1: Se p < 1/n, 0 Lema 3.3.1 garante que quase certamente ndo haverd tridngulo

em G, ouseja, t =T = 0. Assim a equagdo (4.1) torna-se
Gallai(G) = 3¢ > 3179)¢

para qualquer J positivo, ja que, sem tridngulos, qualquer coloracdo das arestas de G é de Gallai.

Caso 2: Suponhamos agora que A/n < p < 1//n, para algum real A positivo. A
probabilidade de que o niimero de tridngulos em G seja maior que uma fra¢do de 6/12 do nimero
esperado de arestas € dada por

dr()

Pr
12

T > =Pr

, 4.2)

que por sua vez é menor que

75> 28

P
< Pr D

Pr [T—E(T) > 51;_5;)

E evidente que T € uma varidvel aleatéria ndo negativa, de modo que, tomando

A= 5‘;—(22) na Desigualdade de Chebyshev apresentada no Lema 3.2.2, temos:

op(3)
12

< 144 Var(T) 144 Var(T)

Pr 52p2(2) NS

T —E(T)| > (4.3)
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Em (MORRIS, 2017) encontramos que a varidncia do nimero de tridngulos em G(n, p) é menor
ou igual a (n4 P +n’ p3)2, de sorte que a desigualdade (4.3) pode ser reescrita assim:
144 (n'p’ +03p%)° 144 (wfpS+mdpd\T 144, 4 o2
2 =52 2 =52 (” p +np ) :
82 (pn?) d pn 0

Ora, pela nossa hipétese de p < 1/+/n fica claro que

lim (n2p4 +np2) =0,

n—oo

e entdo, pela constincia de &, afirmamos que

lim Pr [|T—IE(T)| > ap(g)] —0.

n—yoo
Assim, pela equacdo (4.2),

lim Pr
n—oo

op(y) |
T > T] = 0. 4.4)

Isso significa, em outras palavras, que assintoticamente quase certamente o nimero de tridngulos
em G € apenas uma fracdo (tdo pequena quanto se queira) do numero esperado de arestas.
Estimemos agora a quantidade e de arestas do grafo, usando para isso a Desigualdade de Chernoff
com parametro & e com a varidvel aleatéria de distribui¢do binomial e. Assim, assintoticamente

quase certamente garantimos a desigualdade

e2(1—§)<z>p=<1—g) (Z)p, (4.5)

tendo em vista o Lema 3.2.4, uma vez que p(’;) cresce arbitrariamente se p > A/n para qualquer

A positivo. Novamente, pela equacao (4.1):
Gallai(G) > 3" > 3¢73T, (4.6)
Combinando entdo as equacdes (4.4) e a (4.5), temos a.q.c.:

sz 202 (1-9)n(5) - (8)r(5) = (1-3)(3) 0

Assim,
) n

Gallai(G) > 3(1-2)r(3). (4.8)

Por fim, usamos a Desigualdade de Chernoff (Lema 3.2.4) para a varidvel aleatéria de distribui¢ao
binomial e = |E(G)| e parAmetro & = ﬁ Como o valor médio de e, dado por p(5) é w,(1),

temos a seguinte desigualdade assintoticamente quase certa:

3¢ < 3r(3)(1+80), (4.9)
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. p(3)(1-32)(£2)
A equagdo (4.8) pode ser reescrita como 3" \2 1481/, que por sua vez, pela equagéo (4.9),

a.g.c. nos diz que

Gallai(G) > 36<W> = 3¢(1-9), (4.10)

umavezquel—% = (1—5)-(1+ﬁ>.
Caso 3: p < ¢/+/n mas ndo satisfaz p < c¢/+/n. Neste caso haverd possivelmente
tantos tridngulos quanto arestas, por isso precisaremos' de uma outra estimativa da quantidade T

de tridngulos. Isso € realizado pelo Lema 3.3.4, para a variavel aleatoria T e algum C¢ positivo

T>(1+&)p° (Z)

Observe que, como p >> 1/n, tanto o termo n?p*log(1/p) quanto o termo n3p> sdo w,(1), a

temos:

Pr <exp<—C5min (nzpzlog(l/p),n3p3)>. @.11)

probabilidade entdo converge para 0 e concluimos assim que a.q.c.

t§3T§3(1+§)p3(Z>. 4.12)

Voltemos a equacgdo (4.1):

Gallai(G) > 3¢ 2! > 3¢~ > 3-8 (B)p=301+6)P°(5) — 3U-8)(3)p-30+8)p 32 4 13y
Colocando o termo p(5) em evidéncia temos:
Gallai(G) > 3r(3)((1-8)-(1+8)p*(n=2)) > 3p(3)((1-8)-(1+&)p?n) (4.14)
Ora, nossa hipétese de p < \/Lﬁ nos garante a.q.c. que
Gallai(G) > 37(2)(1-28) > 3p(3)(1-9/2) (4.15)

Repetindo a argumentacdo final usada para se alcancar a equagdo (4.10), obtemos assintotica-

mente quase certamente, enﬁm, que
Gallai(G) > 3°1=9). (4.16)

]

' Tecnicamente, no intervalo 1/n < p < c¢/+/n, tanto a solugdo do Caso 2 como a solugio do Caso 3 sdo vélidas.

Porém, o Caso 2 nfo pode ser eliminado da prova pois a solu¢do do Caso 3 ndo funciona quando p = A/n com
A pequeno; e o Caso 3 ndo pode ser eliminado, pois a solu¢do do Caso 2 ndo funciona quando p =A/+/n.
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Demonstragdo. (Parte 2)

Comegamos definindo algumas constantes. Fixe § > 0 e tome o € (0,1/8] tal
que 4o+ H(2a) < §/16, onde H ¢é a funcdo entropia bindria conforme a Defini¢do 3.1.1.
Definamos também & = /4 como o parAmetro das diversas aplica¢des da Desigualdade de
Chernoff que virdo. Seja € a regularidade dada pelo Lema 3.4.15 aplicado com o’ fixo € menor
que a(1—3/4)/5, assumindo também que € < o¢/2 gragas a Observagdo 2 feita logo apds desse
lema. Faca ¢ = €/2. Sejam a uniformidade 1 e Ky o nimero méaximo de classes de uma
parti¢do (€’)-regular, obtidos por uma aplica¢do do Teorema 3.4.12 aplicado com constantes €’ e
ko = 1/¢’. Finalmente, continuando a aplicagdo do Lema 3.4.15 com 8 = (1 —¢’) /K, obtemos

uma constante C. Assintoticamente € verdadeira a expressao
K, 2
(Ko)"-22(3) < 20 /16, (4.17)

. Koy .
pois 23 (?) & constante e (Ko)" = 2™Mo2Ko | cujo expoente da base 2 tem ordem menor que

~1/2

8pn®/16, uma vez que p > Cn por hipétese. Uma ttil comparagdo entre os parametros

escolhidos pode ser vista, a titulo de referéncia, como abaixo:
o
:£'§Z<5. (4.18)

Definimos finalmente G como o grafo aleatério G(n, p) e escolhemos dele uma 3-coloragio de
arestas arbitraria> na qual ndo hd triAngulos rainbow (uma coloragio de Gallai) nas cores 1,2 e
3. O Lema 3.4.9 nos garante que, para n suficientemente grande, G € assintoticamente quase
certamente (1, p)-uniforme. Uma aplicacdo da Desigualdade de Chernoff para quantificar o
nimero de arestas de G, através do Lema 3.2.4, nos serd ttil mais abaixo. Para isso aplicamos
esse lema para o parAmetro & a varidvel aleatéria |E(G)| que segue uma distribuicdo binomial e

seu valor esperado p(3). Como p(3) é 0,(1), temos a.q.c.:

2

n n
E(G)| s<1+e;>p<2> < (1+&)p'%- 419)
De acordo com a nossa aplicagdo do Lema 3.4.12 , em que a (1, p)-uniformidade é
requerida, estamos agora em posi¢do de definir &2 como uma parti¢do de V(G) com k+ 1 classes

(cuja existéncia é garantida por tal lema), para k € [k, Ky, dada pelo conjunto (Vj,...,V}) na

qual no maximo &£'k? pares dentre as classes de indice positivo nio sio (€', p)-regulares em

2 Note que a coloracio de G(n, p) ndo é escolhida aleatoriamente. O que segue, vale a.q.c. sobre a escolha de G

para toda 3-coloragdo de G.



48

relagdo aos subgrafos induzidos por cada cor de L. Lembramos ainda que vale |V;| = |V;| para
todos i, j maiores que zero e que |Vp| < €'n.

Serd interessante estimar o ndmero de arestas entre um par de classes distintas
arbitrarias V; e V; de &, com ambos os indices positivos, com intuito de nos auxiliar nas
estimativas de coloragdes possiveis mais a frente. Com este fim podemos aplicar Chernoff
através do Lema 3.2.4 com o parimetro §, a varidvel aleatéria |Eg(V;,V})|, que segue uma
distribui¢do binomial e, por fim, seu valor esperado |V;||V;|p. Mostremos que o valor esperado
da varidvel aleatéria é @, (1). Para tanto veja que todas as classes de &2 exceto Vj tém o mesmo
tamanho, de modo que |V;| = (»-V)/k. Lembrando ainda que, pelo Lema 3.4.12, o tamanho de
Vo € menor ou igual a €'n, temos:

2 2
\VillVilp = p (n_TWO'> >p <H<1T_£l)) > [Cn%'] : n2M . (4.20)
Perceba que k, C e € sdo constantes e ndo dependem de n, cujo expoente 3/2 é positivo. Daf o
valor esperado de arestas entre um par (V;, Vj) cresce arbitrariamente com n, de onde concluimos,
pelo Lema 3.2.4, que:
[EG(Vi,Vi)| = VillVilp| < EVillVjlp, (4.21)

para cada V; e V; classes distintas da parti¢do &7, com i e j positivos.

Observagdo 3. Podemos aqui fazer uma pequena pausa para verificar o union bound para a nossa
aplicacdo da Desigualdade de Chernoff, de modo a garantir que a probabilidade da desigualdade
falhar em todas aplicacdes converge para zero. De fato, temos um niimero de classes limitado por
uma constante Ky, sendo assim o nimero de pares de classes é também limitado pela constante
(150) Deste modo, tendo em vista o Lema 3.2.3, a soma das probabilidades de que uma varidvel
aleatdria da aplicagdo de Chernoff para um par especifico de classes esteja fora do pequeno

intervalo ao redor do valor esperado é menor ou igual a

_E2QIVIV: _E2|V IV _E2\v |V
(1) o (AL ¢ (EAY ) (15) 2 (£,

que ¢ assintoticamente igual a zero, por |V;||V;|p ser w,(1) e os demais termos serem constantes.

Também nos serd util uma estimativa de quantas arestas ha dentro de uma classe de
indice positivo qualquer. Aplicaremos novamente o Lema 3.2.4 para o parAmetro &, a varidvel

aleatéria de distribui¢do binomial |Eg(V;)| para i > 0, e seu valor esperado p(("_“z/(")/ k). Este
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Figura 3 — Grafo G com suas parti¢des e seus grafos cluster R, R, R3 e seu reduzido R.

2

Fonte: imagem do autor.

tltimo € claramente ®, (1) pois:

p<(n— \;’o\)/k> > Cn. (n(l —28’)/k>’

que cresce arbitrariamente a medida que n aumenta devido ao fato de €', C e k serem constantes.
Concluimos assim que a.q.c. vale

Eo(V)| < (1 +5)p(("_ ‘2V°Wk> <(1+8)p ("ék) (4.22)

para i positivo menor ou igual a k. Por estarmos tratando de uma quantidade limitada de classes,
uma analogia a Observacdo 3 nos garante a.q.c. que a equacao (4.22) vale simultaneamente para
todo i, comi € {1,... k}.

Ainda com respeito a particio &7, sejam R (%/4), Ry(®/4) e R3(®/4) os grafos cluster
(vide Definicao 3.4.13) referentes as respectivas cores 1, 2 e 3, nos quais o conjunto de vértices
{1,...,k} corresponde as classes de indice positivo de & e as arestas (i, j) representam os pares
de classes (V;,V;) de & que sdo (€')-regulares com relagdo a cada uma das trés cores, e que
além disso pelo menos ®|Ec(Vi,V))|/4 arestas sdo da cor 1, 2 ou 3, respectivamente. A partir dos
trés grafos Ry (%/4), Ry(@/4) e R3(®/4), construimos R(®/4) o grafo reduzido correspondente,
associando a cada aresta uma lista de cores nas quais ela pertence a algum grafo cluster (vide
Figura 3).

Nosso objetivo € limitar o nimero de 3-coloragdes de Gallai de G, para tanto
limitaremos a quantidade de 3-colora¢gdes que podem dar origem especificamente a particao

& e aos grafos cluster R1,R; e Rz, e por fim multiplicaremos o resultado pela quantidade de
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parti¢des e grafos reduzidos possiveis. A equagdo (4.18) serd util, como referéncia, em diversos
passos das desigualdades vindouras a medida que substituirmos um parametro por outro mais
conveniente. Dividiremos a contagem em dois blocos 16gicos: as arestas “capturadas” pelo grafo
reduzido R e aquelas que ficaram de fora. Comecamos estimando a quantidade de arestas ndo
representadas pelo grafo reduzido, ou seja, aquelas dentro de alguma classe da parti¢do; aquelas
ligando pares ndo regulares de classes; as que ndo atingem a densidade necesséria ®/4 e aquelas
que tém alguma extremidade na classe V. Para o primeiro caso, basta considerar as k classes de
indice positivo da particdo conjuntamente a equacgdo (4.22), de modo que a quantidade de arestas

dentro de alguma classe de & € a.q.c menor que:

n "n? n?
k<1+c§>p( ék)s<1+5>pn22—1ks<1+5>p8 cUrary

5 (4.23)

Agora sobre as arestas entre pares nao regulares: o Lema 3.4.12 nos diz que no
maximo €&’ (]2‘) pares de classes da parti¢do &2 ndo sdo (€’)-regulares em relagdo a alguma cor, e
a equacao (4.21) estima a quantidade de arestas entre um par de classes da particio. Com isso
em mente, o ndmero de arestas ligando pares de classes que nio sdo (€’)-regulares com respeito
a alguma cor é menor que

_ 2 2 n n’
(8)rron() sefusan() < R

Daremos um limitante para a quantidade de arestas que ligam pares de classes que,
embora regulares, ndo atingem a propor¢do de /4 necesséria em nenhum das 3 cores, de forma
que ndo sdo representadas por uma aresta no grafo reduzido. Usaremos a cota para a quantidade
de arestas em G dada pela equacdo (4.19). Assim, considerando as 3 cores e uma proporcao de
arestas menor que @ /4, a quantidade de arestas entre pares (&')-regulares em cada cor mas que

ndo fazem parte do grafo reduzido R é menor que:

3 <9> E(q) < LHEBery (4.25)

4 8
Por fim, limitaremos a quantidade de arestas com alguma extremidade na classe V)
da parti¢do, ou seja, a classe excepcional que possui no maximo €'n vértices. A probabilidade
de que um vértice especifico de Vj esteja ligado a qualquer outro vértice do grafo € p, assim,
em média, a quantidade de arestas com extremidade em Vj é menor ou igual a €'n- (n—1)p.
Esta expressdo claramente é @, (1), portanto uma aplica¢do de Chernoff (Teorema3.2.3) para o

parAmetro & nos da que, a.q.c, a quantidade de arestas com alguma extremidade em V) é limitada
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por

(14+&)en-(n—Dp<(1+&E)en’p < (4.26)

(14+&)2an’p
8

A soma das desigualdades (4.23) a (4.26) indica-nos que o total de arestas nio

representadas pelo grafo reduzido é de no maximo (1 4 &)an®p, ou ainda 2an?p, dado que

& < & < 1. Veja que 20n? p é menor ou igual a metade de n?(1+&)p/2, ja que tomamos & < 1/8

em nossa defini¢do e & é maior que zero. Por isso, podemos afirmar que:

|E(G)| n?(14+&)p/2 n2(1+&)p/2
((1+§)an2p> : ((1+§)an2p) = ( 2an’p ) 4.27)

n*(1+8)p/2

Temos entdo a.q.c. no maximo ( 5
2an<p

) maneiras de escolher essas (no maximo 2an? P)
arestas dentre todas as arestas de G, e elas podem ser coloridas de no méximo 32” @n’ formas.
Contemos agora o conjunto de arestas que de fato deu origem ao grafo reduzido R.
Seja s;; € {1,2,3} o nimero de grafos cluster dentre R{,R, e R3 onde {i, j} ¢ aresta. Para
todo par ordenado (i, j), considere as arestas ligando V; e V; ainda ndo contadas pela soma
das equacdes (4.23) a (4.26), ou seja, aquelas entre pares regulares com respeito a cada cor e
nas quais pelo menos uma cor aparece em densidade maior que /4 . Cada aresta de G(V;,V;)
representada por (i, j) pode ser colorida em no maximo s; ; modos. Sabemos, pela equagdo (??),
que |E(V;,V;)| < p(1+&)(n/k)?, entdo hd no maximo s§§1+§)"2/k2 coloragdes possiveis para
estas arestas. Seja agora E o conjunto de arestas do grafo reduzido que aparecem em exatamente
s € {1,2,3} grafos cluster, e e; = |E;|. Desta feita, o nimero de colora¢des que geram R é menor
que (1¢12¢23¢3)P () (/b Bgga discussdo, junto com o resultado anterior da equacgao (4.27),

implica que o nimero potencial de 3 coloracdes de G que podem gerar essa particdo particular

& dos vértices e a esses grafos cluster especificos é inferior a

2
<I’l (;;‘néz)pp/z) 32pan2(161262 3e3)p(1+§)(n/k)2‘ (4.28)

Para uma cota superior para (1¢12°23¢3), considere uma fungdo que aloca pesos i
as arestas que pertencem a E;. Com intuito de simplificar nossa andlise, podemos definir R’
como o subgrafo de R obtido através da delecdo das arestas de peso 1. Perceba que esse produto
pode ser obtido através da fun¢do w do Lema 3.1.2 e que w(R) = w(R'). Logo abaixo, na
Afirmac@o 4.1.2, mostraremos que ndo hd tridngulo em R’ com aresta de peso 3 e portanto vale

que (1412923¢3) < w(R’) pelo Lema 3.1.2. Pelo mesmo lema obtemos (1¢12¢23¢3) < 20) <2K/2,
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Isso, por sua vez, implica que

(181262363)P(1+§)("/k)2 < op(14+E)n /2. (4.29)

. 2 o, . 2
Assim, o termo 3%7%"" pode ser substituido pela cota superior 2*7%*" | de forma que

n*(1+&)p/2 32pan’ n’p p4pan® ~ o(np)(H(20)+4a) (4.30)
20 pn? ~ \2apn? N ’

usando a aproximacdo da entropia pelo binomial ( ) < 2H(20)x yigta na equacao (3.1), no

20tx
ultimo passo.

Para concluir, calculemos as variacdes possiveis de parti¢cdes e grafos reduzidos,
notando que o nimero total de parti¢cdes possiveis dos vértices € limitado superiormente por
(Ko)" enquanto, para uma particdo fixa, o nimero de grafos reduzidos distintos € menor que

(Ko) 3(K0) . . ~ L.
8\2/ =2"12/ sendo 8 a quantidade de combinacdes de cores possiveis para uma aresta do grafo
reduzido e (Iéo) o numero maximo de pares de classes que uma particao pode ter. Por fim, pela
equacdo (4.28) e seus desenvolvimentos, e devido a nossa escolha inicial de a, tomando # sufici-

entemente grande para atender todas as afirmacdes assintéticas que fizemos, assintoticamente

quase certamente temos que:

Gallai(G ] [2’1 p(H (2a)+4a)} ) [2(1+5)n2p/2}

IN

[5pn2/16} [28pn2/16} [(1+8/4)pn2/2}
z(pnz/Z)[5/8+5/8+(1+5/4)]

IN

(pn2/2) 1+6/2)

| /\

op(2)(1+3) 431)

Por fim, usamos a Desigualdade de Chernoff (Lema 3.2.4) para a varidvel aleatéria de distribui¢ao
binomial e = |E(G)| e parAmetro & = ﬁ Como o valor médio de e, dado por p(5) é w,(1),

temos a seguinte desigualdade assintoticamente quase certa:
2r(3)(1-81) < pe. (4.32)

B +e2)(72)

A equacdo (4.31) pode ser reescrita como 2P , que por sua vez, pela equacdo

(4.32), a.q.c. nos diz que

1482
Gallai(G) < (77) _ 2¢(1+9) (4.33)
[}
umavezquel%—2 (1+9)- ( m) O
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Figura 4 — O triangulo S e o grafo correspondente Gy.
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Fonte: imagem do autor.

Abaixo, finalmente usamos o lema de imersdo para provar a Afirmacgao 4.1.2 que foi

utilizada na demonstrag@o acima.
Afirmacio 4.1.2. Ndo hd aresta de peso 3 em nenhum tridngulo de R’

Demonstracdo. Suponha que haja um tridngulo S com vértices a, b, c em R’ com pesos (3,2,2)
nas arestas {a,b},{b,c},{a,c} respectivamente (em R’ ndo ha arestas de peso 1). Seria possivel
entdo escolher uma cor de aresta diferente para cada um dos trés lados (dentre a lista de cores
disponiveis para cada uma delas). Sejam elas, também respectivamente, as cores ‘um’, ‘dois’ e
‘trés’ e C1,C,,C3 os respectivos conjuntos de arestas por elas induzidos em G[V,, V], G|V, Ve]
e G[Vp,V.]. Considere A = min(|Cy|,|C3],|C3]). Considere também Gg subgrafo de G cujo
conjunto de vértices € V, UV, UV, e o conjunto de arestas ¢ C; UC, UC3 (vide Figura 4).

Relembremos que, pelo Lema 3.4.12, todos os V; t€m o mesmo tamanho, igual a ”_,LV‘)', onde k é

o numero de classes da parti¢do e Vjy € a classe excepcional do particionamento.

Pelo Lema 3.4.2 aplicado com €’ em cada par (V;,V;) do conjunto {V,,V,V.},
obtemos a constante 7" e ao considerar a unido dos subgrafos obtidos garantimos que existe
um subgrafo de G que é gerador, tripartido e (2¢€’)-regular, ou melhor, é (&)-regular, com
exatamente m arestas entre as partes, para todo m no intervalo ( T-2 (%) ,A). Bem entendida

2
a Defini¢do 3.4.14, provaremos que um tal subgrafo para m = o’ (%) p, chamemo-lo J,

2
¢ membro da familia ¢ dada por ¢ <K3, ”_,LV°| o ("_,L%') p,8>, que ¢é a familia de grafos

_ ) _ 2
tripartidos com partes de % vértices e exatamente o’ (%) p arestas entre as partes, onde

cada par dessas é (€)-regular. Porém , conforme também mostraremos, J ndao pode estar em
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F ( K3, ”_ILV0| o (”_]LV0| )2 p, £> , que € a subfamilia de ¢ na qual os grafos ndo possuem um
K3 com vértices em cada uma das partes, concluindo contraditoriamente que teriamos pelo
menos um tridngulo rainbow em Gy e consequentemente em G, que por hipdtese tomamos como
colorido por uma coloracao de Gallai, i.e., sem tridngulos rainbow.

J4 temos a regularidade e os nimeros de partes e vértices desejados gracas a cons-
trucdo de Gg em conjunto com o Lema 3.4.2. Para mostrar que J € ¢ resta-nos apenas provar
que o <%)2 estd entre 2T <" |V°|) e A. De fato, pela equagdo (4.21) podemos obter a.q.c. a
seguinte desigualdade, supondo sem perda de generalidade que A corresponde a |Cy| e lembrando

que |Vi| = |Vj| = ‘VO‘ para todos i, j positivos:

E(Va,vw—p(”_T'VO')

Tee ()

Essa, por sua vez, implica em

. 2
=80 (") < pw v

Pela definicdo de grafo reduzido (Defini¢do 3.4.13), uma determinada cor s6 estd presente na lista
de cores de uma aresta se possuir uma propor¢do de pelo menos /4 do total de arestas do par

regular que a aresta relaciona, de modo que podemos obter a estimativa A > (¢/4) - |E(V,,V,)|, a

2
qual junto com a desigualdade anterior nos d4 A > a(]4_ &) p <”_,LV°‘ ) . Por fim, nossas escolhas

e . o(1—98/4 . . .
iniciais de é sendo 1gua1 a 8/4 ede oc/ menor que ( / ) nos garantem a.q.ca estimativa abaixo:

2
n— |V
A> o p( ‘ 0‘)
k
Observe também que assintoticamente € verdade a expressao

2
T.2<” ’VOI) Sa'(ﬂ ’VOI) 7
k k

dada a diferencga nos graus dos dois primeiros termos e a constancia de 7 e o’. Podemos juntar

as duas afirmagdes acima na seguinte afirmacdo assintoticamente quase certa:

— IV — Vo \?
T-2<”T|O|) ga’(”T“)') <A. (4.34)

Logo, dado o Lema 3.4.2, param = o (" ‘V‘)‘) p,valeque J € ¢ ( I\(Vo\ o ( ‘V"‘) p,€ )

Pelo Lema 3.4.15, para n suficientemente grande, podemos afirmar assintoticamente quase

certamente que a familia .# (K3, n_]LV°| o ( |V°|> p, € > ¢é vazia. Conclui-se entdao, também
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a.q.c., que J possuiria tridngulo rainbow por estar em ¢ mas nao em .%. Chegamos a uma
contradi¢do, uma vez que isso implicaria em um tridngulo rainbow em G com alta probabilidade.
Porém, por nossa escolha e construcdo, G foi tomado como tendo as arestas coloridas em uma

coloracdo de Gallai, proibindo assim a existéncia desse objeto.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nessa dissertagdo demonstramos a existéncia de um limiar para o qual o nimero de
coloracgdes de Gallai de um grafo aleatorio de Erdds-Rényi aproxima-se ora da cota inferior trivial
(a quantidade de duas coloracdes) ora da superior (0 nimero de 3-coloracdes). Apresentamos
também uma analise horizontal das técnicas utilizadas ou relacionadas, bem como um breve
histérico e um retrato atual do topico de Coloracdes de Gallai.

Conjecturamos que a generalizacio natural do Teorema 4.1.1 para k-coloragdes de
Gallai seja verdadeira para k > 3, com a mesma fun¢ao limiar O(n_l/ 2), nas mesmas linhas do
que foi provado para grafos completos em (BASTOS; BENEVIDES; HAN, 2019; BALOGH; LI,
2019). Outro ponto que acreditamos poder melhorar € que conseguimos, em nosso resultado,
apenas uma aproximacao com erro exponencial dos limites superiores e inferiores, de forma que
ainda ndo pudemos afirmar que, assintoticamente quase certamente, guase todas as 3-coloracdes
de Gallai de um G(n, p) possuem duas ou trés cores a depender do p. Novamente, os artigos
(BASTOS; BENEVIDES; HAN, 2019; BALOGH; LI, 2019) nos fazem acreditar que é possivel
uma aproximacgao com erro linear. Exploraremos, futuramente, as técnicas usadas em ambos,
principalmente o Método dos Contéineres de (BALOGH; LI, 2019), para tentar reproduzir os

resultados para o contexto de grafos aleatérios esparsos.
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ANEXO A - GRAFOS TRANSITIVAMENTE ORIENTAVEIS

Figura 5 — Grafos minimais com 3-asteroides.
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Figura 6 — Grafos minimais com cadeia fechada simples de tamanho 3, para n > 2.
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