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— Esta € a Unica maneira de ser valente."
(G.R.R. MARTIN)



RESUMO

No presente trabalho, provamos uma versao mais geral do Teorema da Curva de Jor-
dan. Supondo que f : X — Y uma aplicagdo propria, onde X e Y sao variedades
topolégicas n e n + 1 dimensionais, respectivamente, e mais poucas hipdteses sobre o
conjunto de autointerse¢des de f, conseguimos uma férmula para o numero de com-
ponentes conexas do complementar de f(X) em Y. Para isso, apresentaremos uma
teoria de cohomologia alternativa e provaremos suas principais propriedades.

Palavras-chave: cohomologia; dualidade; teoremas de separacéo.



ABSTRACT

In the present work, we prove a more general version of Jordan’s Curve Theorem.
Supposing that f : X — Y is a proper map, where X and Y are topological manifolds
of dimensions n and n + 1, respectively, and more hypotheses about the set of f’s self
intersections, we get a formula for the number of connected components of the com-
plement of f(X) in Y. For this, we will present an alternative cohomology theory and
prove its main properties.

Keywords: cohomology; duality; separation theorems.
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1 INTRODUCAO

Teoremas de Separagdo sao de interesse em varias areas da Matematica.
O mais famoso, conhecido como O Teorema da Curva Jordan, diz que o complementar
de uma curva fechada e sem autointersegdes no espaco R? possui duas componentes
conexas, das quais uma € limitada. Encontra-se aplicado desde a teoria dos grafos
até o estudo de equacdes diferenciais e folheagdes.

No presente trabalho, um dos objetivos sera apresentar uma versao mais
geral do Teorema de Jordan. Tendo f : X™ — Y™ aplicacao propria entre variedades
conexas, com H,(Y;Z?*)=0, e supondo que o conjunto de autointersegcdes de f nédo
seja denso em X, obtem-se uma formula para o nimero de componentes de Y\ f(X).
A prova sera dada como consequéncia da teoria de cohomologia desenvolvida pelos
matematicos James W. Alexander e Edwin H. Spanier e conhecida como Cohomologia
de Alexander-Spanier.

De forma resumida, uma Teoria de Homologia designa a cada espaco to-
polégico X um complexo de cadeias, que consiste em uma sequéncia de modulos
ou grupos abelianos Cy, (1, ... e aplicagbes ¢, : C, — C,_; tais que J, o d,11 = 0.
Hoje existem varias teorias, cujas diferencas fundamentais aparecem nas definicoes
dos complexos de cadeias. De posse destes, definem-se os grupos de homologia H,,
como os quocientes Ker 0,,/Im 0, 1.

Os grupos de homologia constitituem invariantes homotopicos para os es-
pacos estudados, o que é uma forte motivacdao sempre que for desejado classifica-los.
Por exemplo, ao saber que H,(S™) # 0 se, e somente se m = n, explicita-se o Te-
orema da Invariancia da Dimensdo, um dos resultados mais tradicionais em toda a
Matematica.

Historicamente, os grupos de homologia foram introduzidos por Poincaré.
Sua contribuicdo esta contida no paper (POINCARE, 1898), intitulado Analysis Situs,
e nas cinco sequéncias lancadas até o ano de 1909. Antes dele, o Unico conceito
estudado na area de topologia era o da Caracteristica de Euler para superficies, que
vinha da famosa férmula para poliedros, explicitada

V-A+F =2

Durante os anos entre 1820 e 1880, diversas linhas de pesquisa conver-

giam diretamente com o conceito de Euler. Dentre elas, destacamos
1. A classificagdo de superficies de curvatura constante, onde as “arestas” sdo
agora segmentos geodésicos. Aqui se descobre que as superficies de carac-
teristica de Euler positiva tém curvatura positiva, aquelas de caracteristica de
Euler zero tém curvatura zero, e aquelas de caracteristica de Euler negativa tém
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curvatura negativa.

2. O teorema de Gauss—Bonnet, relacionando a curvatura total de uma superficie
a sua caracteristica de Euler

3. O estudo das curvas algébricas, revolucionado por Riemann, quando modelou
cada curva algébrica complexa por uma superficie - sua "superficie de Riemann".
Sob essa interpretagdo, um numero que Abel chamou de genus de uma curva
algébrica acaba por depender da caracteristica de Euler de sua superficie de
Riemann.

4. A classificagao topoldgica das superficies. Mobius estudou superficies fechadas
em RR3 cortando-as em pedagos simples por paralelepipedos. Ele descobriu por
esse método que cada superficie € homeomorfa a uma superficie padrao com
buracos. Assim, as superficies fechadas em R3, isto é, todas as superficies
orientaveis, sao classificadas por seu genus.

Analysis Situs é corretamente reconhecido como a origem da topologia
algébrica por conta da construgdo do grupo fundamental e da teoria de homologia.
Grandes nomes como L.E.J. Brouwer e J.W. Alexander comecaram suas carreiras du-
rante a década de 1910 inspirados por estas novas ferramentas. O segundo destacou-
se por um resultado notavel, conhecido por Teorema da Dualidade de Alexander.

O teorema diz que dado um complexo imerso na esfera S™, seus numeros
de Betti satisfazem

Bp(S"\K) = Brp-1(K) + dpo + Spn—1,

onde ¢ é o delta de Kronecker.

Além do resultado de dualidade, Alexander também foi um dos precursores
da teoria de cohomologia para espacgos topoldgicos. Seus trabalhos foram discuti-
dos em uma Conferéncia Internacional sobre Topologia, realizada em Moscou, de 4
a 10 de setembro de 1935. Raramente na histéria da matematica uma conferéncia
ocorreu em tal época propicia, ou marcou o inicio de tantas novas linhas basicas
de pesquisa. Hurewicz apresentou seus grupos de homotopia e descreveu algumas
aplicagcoes. Hopf e Whitney lecionaram sobre campos de vetores e sphere bundles,
iniciando assim o estudo de fibrados. E Alexander e Kolmogoroff introduziram inde-
pendentemente a teoria de cohomologia, junto com cup products.

O tipo de teoria de que Alexander e Kolmogoroff propuseram (para espa-
¢cos métricos compactos e localmente compactos, respectivamente) foi modificado e
recebeu uma clara e completa exposicédo por Edwin H. Spanier em sua tese de dou-
torado (SPANIER| [1948). Spanier considera grupos de cohomologia para um espaco
topolégico arbitrario X com coeficientes em um grupo abeliano G. Uma p-cocadeia é
uma fungéo f(x, ..., x,) de p + 1 pontos em X em com valores no grupo G.

Sua ideias estardao exploradas no capitulo 3 desta dissertacdo, onde defi-
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niremos 0s conceitos centrais para posteriormente provar que satisfazem os axiomas
de Eilenberg-Steenrod. O capitulo 4 fala sobre suportes compactos, tal como vemos
na cohomologia de deRham, com o objetivo de provar uma versdo mais geral do teo-
rema de dualidade. O quinto e ultimo capitulo é dedicado para provar o Teorema de
Ballesteros e explicar porque cada hip6tese € necessaria.



12

2 PRELIMINARES

Neste capitulo estdo as definicdes e resultados basicos para o entendi-
mento dos capitulos seguintes. Todo o conteudo exposto aqui é visto nos cursos
tradicionais de topologia algébrica. As secoes 2.1 a 2.5 estdo em (LIMA, 2009), e a
2.6 em (SPANIER, 1989).

2.1 Complexos de cadeias

Seja A um anel comutativo. Um complexo de cadeias com coeficientes
em A é uma sequéncia C, = (C,,0d,) de A-mddulos C,, p € Z, € homomorfismos
0p 1 Cp, — C,_; tais que d, o d,1 = 0. As aplicagbes ¢, sdo chamadas operadores de
bordo e usualmente tém seus indices omitidos. Escreve-se

0 0 O
C*—> p+1p—+1> p—p>...—>Cli>CO&>0.

Cada elemento de C, é chamado uma p-cadeia. Os conjuntos Z, = Ker
0, dos p-ciclos B, = Im 0,,; dos p-bordos s&do submodulos de C,. Por d, 0 0,41 = 0,
vale que B, < Z,. E assim, o A-mo6dulo quociente H, = Z,/B, chama-se o grupo de
homologia p-dimensional do complexo C com coeficientes em A.

Sejam &, = (X,,J,), YV« = (X,, 0,) complexos de cadeias, cujos operadores
de bordo serdo indicados pelo mesmo simbolo ¢. Um morfismo f : X, — V. é uma
sequéncia de homomorfismos f, : X, — Y, tais que f,0od = do f,.;. Em outras
palavras, f € um morfismo se os diagramas como abaixo comutam.

Xp+1 T‘Xp

fp+1l fPL

Yor1—5>Y

Um complexo de cocadeias € uma sequéncia C*(C?,6,), p € Zs, de A-
moédulos e homomorfismos §, : C? — CP*! tais que d,.1 o0, = 0. As nogdes e os
fatos relativos a cohomologia sdo analogos aqueles ja estabelecidos para a homolo-
gia, levando-se em conta apenas que o operador de cobordo aumenta a dimenséo
enquanto o de bordo diminui.

Uma sequéncia de homomorfismos de A-médulos

fp+1 f
> p+1 p—>Mp—p>Mp_1 - ...

chama-se exata quando o nucleo de cada f, é igual a imagem de seu anterior, f,.1.
Um complexo de cadeias cujos grupos de homologia sdo iguais a zero em todas as
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dimensodes é uma sequéncia exata.

Uma sequéncia exata do tipo 0 — M > N 2, P — 0 chama-se curta. Neste
caso, i é injetiva, j é sobrejetiva e j1(0)= i(M).

Um morfismo entre duas sequéncias exatas (1, f,) € (N,, g,) € uma sequén-
cia ¢ = (¢,) de homomorfismos ¢, : M, — N, tais que ¢,_1 o f, = g, © ¢p.

Ha dois importantes resultados de uso recorrente em algebra homolégica
expostos a seguir.
Proposicao 2.1. Num morfismo entre sequéncias exatas de A-modulos,

X fs X4 fa X3 f3 X f2 X1
?5 j o4 L ®3 l 2 j b1 L
Ys Yy Y3 Yy Y

gs 94 g3 92

Se ¢1, P9, 04 € 5 S80 isomorfismos, entdo ¢; também é um isomorfismo.

Proposicdo 2.2. Seja0 — C' 5 C L ¢ — 0 uma sequéncia exata curta de mor-
fismos entre complexos de cadeias. Existe, para cada p € Z-,, um homomorfismo
0« : Hy(C") — C’ tal que a sequéncia

N ok m Ox N
- Hp(c) - Hp(c> 2, Hp(c ) — Hp—l(c) - p—l(c) -

é exala

2.2 Limites indutivos de moédulos

Uma familia (E, ).z chama-se um sistema indutivo de A-mdédulos quando
1. O conjunto L dos indices € munido de uma ordem filtrante
2. Para cada par de indices A\, € L com A < p € dado um homomorfismo ¢y, :
E\ — E, de modo que ¢,, é a identidade e ¢, © ¢», = dr, SE A < pu < v,

Dado o sistema indutivo (E) ), define-se na reunido disjunta \/,_; E, uma
relagdo de equivaléncia dizendo que z € E, é equivalente ay € £, quando existe v € L,
comA<vepu<v,talque ¢, (z) = ¢.u(y).

Sera indicado com i a classe de equivaléncia de = € F,. O conjunto E das
classes de equivaléncia de \/,_; F\ chama-se o limite indutivo do sistema (E)) e €
denotado por limy, E,.

O conjunto E possui uma estrutura de A-mddulo herdada dos E),. Dados
T,y € E, podemos escolher representantes no mesmo médulo E, e definir & + ¢ =
(M). E de forma similar fazemos com a:.

Seja E = limyF),. Para cada \ € L existe um homomorfismo ¢, : £\, — E
definido por ¢(z) = @. Valem as seguintes propriedades:

+ Se A\ < pentdo ¢y = ¢, 0 pAu;
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* B =Ujer OA(EN);
* Sex e E), étal que ¢,(z) = 0 entdo existe € Ltalque A < ppe ¢y, (x) = 0.
Podemos considerar também sistemas indutivos de complexos. Para cada
A € L, temos um complexo

d
Cr:CY > O - ... > OO0 —

e, quando A < p, um morfismo f,, : C\ — C, talque fiy =ide fi, = fu o fr.
O limite indutivo do sistema C, é o complexo

Cr:C' 5t som ot

—~—

onde C" = lim\C5 e d : C" — C"! é definido por di = (dz). Tais definicdes de d
funcionam pois as f), sdo morfismos, ou seja, comutam com d.

Proposigao 2.3. A aplicagdo f : lim H"(C,) — H"(lim\C) dada por f([\z/]) = [2] é um
isomorfismo.

Demonstracdo. E simples ver que f é um homomorfismo sobrejetor. Para verificar a
injetividade, suponha que f([z]) = 0. Tem-se que ? = dy para algum g € C™!. Dali,
para algum \, tomamos z e y representantes em C', satisfazendo z = dy. Isso mostra

que [z] =0, e assim, [z] = 0. O

2.3 Homologia singular

Serd indicado com A,, o simplexo r—dimensional cujos vértices ey, ..., e,
formam a base canoénica de R"™!. Assim,

A’r‘ = {(t07 "'7t7”+1);t’i > O’Zti = 1}
=0

Um r-simplexo singular no espaco topoldgico X é uma aplicagdo continua
o: A, — X.

Seja S,.(X) o A-médulo livre gerado pelos r-simplexos singulares de X. Os
elementos de S,(X), chamados as r-cadeias singulares de X com coeficientes no
anel A, sdo portanto as combinacdes lineares finitas = >, z,0, onde z,, € A.

Parai =0,...,r, ai-ésima face do r-simplexo o : A — X é o (r—1)-simplexo
0;0 : A,._1 — X definido por

aiU(to, ceuy trfl) = O'(to, ceey tifl, 0, ti+1, ceey tr)

O operador bordo ¢ : S.(X) — S,_1(X) € o homomorfismo definido por
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do =Y, _,(—1)0;c. Vale que 0o ¢ = 0, de modo que a sequéncia

€ um complexo de cadeias, chamado o complexo singular do espagco X. Os Grupos
de homologia H,.(X) desse complexo s&do chamados os grupos de homologia singular
de X.

Uma aplicacdo continua f : X — Y induz, para cada » > 0, um ho-
momorfismo f : S.(X) — S,(Y), indicado com o mesmo simbolo f e definido por
f(0) = foo : A, — Y para todo r-simplexo singular o : A, — X. E imediato que
0f (o) = f(do), portanto fica definido um morfismo f : S(K) — S(Y'), e dai, para cada
r = 0, um homomorfismo f, : H.(X) — H,(Y), chamado o homomorfismo induzido
por f. Tem-se (go f)s = g« 0 fu : H.(X) > H.(Z) se g : Y — Z é outra aplicagéo con-
tinua, e a aplicacéo identidade induz o homomorfismo identidade. Portanto, quando f
€ um homeomorfismo, f, € um isomorfismo.

Os principais resultados da teoria de homologia singular estéo listados
abaixo:

Invariancia homotoépica: Seja 4 : X x [0,1] — Y uma homotopia entre
as aplicagbes continuas f,g : X — Y. Entdo existem homomorfismos D : S,(X) —
Srp1(X)taisque 0D+ Do = f—g: S.(X) — S.(Y). Eassim, f, = g, : H.(X) — H.(Y).

Sequéncia de Mayer-Vietoris: Seja U,V < X taisque intU v intV = X.
Sejam também as aplicagbées i : S(UNnV) - SU)®SV)ej: SU)DS(V) - S(X)
dadas por i(z) = (x,z) e j(x,y) = x — y. Entdo a sequéncia

> H (U AV) S H(U)@® H (V) 25 H(X) 25 Ho (U V) — ...

é exata. Onde para x € S,.(U),y € S.(V), du[z — y] = [z]-

Homologia de dimensao zero: O grupo Hy(X) € a soma direta de copias
de A, uma para cada componente conexa por caminhos de X.

A homologia singular de um ponto: Quando o espaco topoldgico X é
unitario, tem-se H,(X) =0parar > 0e Hy(X) = A.

Relacao com o grupo fundamental: O grupo de homologia singular H;(X)
com coeficientes inteiros, de um espago conexo por caminhos, é o grupo fundamental
m(X; xo) abelianizado, ou seja, é isomorfo ao grupo quociente 7 (X; xo)/[m1, 71|, onde
[m1, 1] = {aba™'b" ;a,b € m(X;20)} € 0 subgrupo dos comutadores.

2.4 Cohomologia singular

Conforme S,(X) sendo o A-mddulo das cadeias singulares de dimenséo r
e coefecientes em A, S"(X) = Hom (S,.(X), A) € 0 A-médulo das cocadeias de mesma
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dimensao, no mesmo espaco X e com 0s mesmos coeficientes.

O operador cobordo § : S"(X) — S""(X) é definido como o adjunto do
operador bordo 0 : S, ,1(X) — S,.(X), ou seja du = uod. Evidentemente, como ¢ = 47,
tem-se 66 = 0707 = (00)" = 0. Portanto a sequéncia

SHX): (X)L S s(x) S s (X) S
€ um complexo de cocadeias, cujos grupos de cohomologia H"(S*(X)) sédo 0s grupos
de cohomologia do espago X.

Como exposto na se¢éo anterior, uma aplicacéo continua f : X — Y induz,
para cada r > 0, um homomorfismo f : S,.(X) — S,(Y), indicado também com f,
definido por fo = f o 0. Similarmente, as aplicagdes adjuntas 7 : S"(Y) — S"(X),
dadas por f7(u) = uo f induzem homomorfismos f* : H"(Y) — H"(X) paratodo r = 0.
Se g: Y — Z é outra aplicagdo continua, tem-se (go f)* = f*og* : H'(Z) — H"(X).
Além disso, se f =id: X — X, entdo f* =id: H"(X) - H"(X).

O anel de cohomologia: Sejam u € S7(X),v € S"(X) cocadeias no espago
topoldgico X, ambas com coeficientes no anel A. Seu produto, chamado cup product,
€ a cocadeia u U v € S9T"(X), definida estipulando-se seu valor em cada (¢ + r)-
complexo singular o : A,., — X pondo-se (u v v)(c) = u(c’)v(c”),onde o' : A, - X
eo”: A, — X sédo dados por

o' (toy .. ty) = o(to, ... tg, 0, ..., 0)

0" (to, .oy tr) = 0(0, ..., 0, tgy ooy bgir).

Tem-se
d(uvuv)=(ou)vv+ (=) u (dv),

logo a definicao [u] u [v] = [u U v] produz aplicagbes bilineares HY(X) x H"(X) —
H*7(X) que dao a soma direta H*(X) = @, H"(X) uma estrutura de anel.
Proposicao 2.4. Se as aplicagdes continuas f,g : X — Y sdo homotdpicas entao
f*=g":H(Y)— H"(X) para todor > 0.

Demonstracdo. Com efeito, sabemos que existem homomorfismos D : S,(X) — S,4+1(X)
tais que 0D + D0 = f— g : S (X) — S.(Y). Entdo os homomorfismos adjuntos
DT . S"1(X) — S"(X) cumprem D6 + 6 DT = fT — g7 O

Sequéncia de Mayer-Vietoris: Sejam U,V < X taisqueintU v intV = X.
Sejam também as aplicagbes i : S(UnV) - SU)®SV)ej: SU)®S(V) - S(X)
dadas por i(z) = (z,x) e j(z,y) = x — y. Entdo a sequéncia

s HX) D HU) @ H'(V) S H'(U A V) D HHY(X) — ..
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é exata. Onde para xz € S, (U),y € S,.(V), d«[z — y] = [z]-

Teorema 2.1. Em toda superficie diferenciavel orientavel M, os grupos de cohomolo-

gia de deRham H D" (M) e os grupos de cohomologia singular H" (M) sdo isomorfos.
Finalizamos essa secdo enunciando um caso particular do Teorema dos

Coeficientes Universais, que correlaciona os grupos de homologia e cohomologia sin-

gular.

Teorema 2.2. Quando A é um corpo, H" (X, A) é isomorfo a Hom(H,.(X), A).

2.5 Limites e homologia

Dado um par (A, B) de um espaco topoldgico X, definimos uma vizinhanga
(U,V) de (A, B) como um par de X tal que U e V sdo vizinhangas de A e B respecti-
vamente.

Podemos ordenar a familia de todas as vizinhangas (A, B) em X via as
inclusées: (U, V1) < (U, Vi) se U, < Uy e Vo, < V;. Observe que se (U, Vi) e (U, Va)
sdo vizinhangas de (A, B), entdo (U; n Us, Vi n V,) também €. Logo a ordem < é
filtrante.

Se (U,,V,) < (Uy, V), temos aplicagbes de inclusdo i : (Uy, V) — (U, Vy,).
E tais aplicagbes induzem restrigbes nos grupos de cohomologia i* : HY(U,,V,) —
HI(Uy, Vy).

Assim, a familia

{HY(U,V;G); (U, V) € uma vizinhanga de (A, B)

€ um sistema indutivo de mdédulos cujos homomorfismos entre os elementos do sis-
tema é dado pelas aplicacoes de restricao.

2.6 Orientacao e dualidade

Uma n-variedade topolégica é um espaco topolégico Hausdorff e paracom-
pacto no qual cada ponto possui uma vizinhangca aberta homeomorfa a R*. Como
exemplos, temos

1. R" e S” s&o n-variedades
2. O produto de uma m-variedade por uma n-variedade é uma (n + m)-variedade.

Uma n-variedade conexa X é dita orientavel sobre o anel R se a homologia
de seu fibrado tangente é orientavel, ou seja, se existe um elemento U € H"(X x
X, X x X — A(X); R) tal que para cada = € X, Ujyx(x,x—2) € um gerador de H"(x x
(X, X —2);R). Aqui A(X) = {(z,x);x € X}. Tal classe de cohomologia U é dita
orientacdo de X. Uma variedade sera dita orientavel se cada componente conexa o
for.
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Proposicao 2.5. Toda variedade é orientavel sobre 7Z.,.

Teorema 2.3. (SPANIER, |1989) Teorema 6.2.17 Seja U uma orientagcdo sobre R de
uma n-variedade X e seja (A, B) um par compacto em X. Entédo para todo q e todo
R-modulo G, existe um isomorfismo

H,(X — B, X — A;G) ~ H" (A, B; G).
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3 COHOMOLOGIA DE ALEXANDER-SPANIER

Seja X um espaco topoldgico. Sera indicado por X?*! o produto cartesiano
de X consigo mesmo (p + 1)-vezes. Denote por AXP*™! a diagonal de X?*!. Isto é, o
conjunto {(z,z,...,xz) € XP™}.

Parap > 1e0 < i < p, definimos a projegdo w; : X?*! — X? por

Ti(Zoy ooy Tp) = (Toy evy Tiy ovey Tp).-

As proje¢des 7; satisfazem as seguintes propriedades:
1. Aiimagem de AXP*! por 7; € AXP.
2. T, = Tj em AXP+1.

3. mm; = mj_1m; S€ 1 < J

3.1 p-funcoes

Seja G um grupo abeliano aditivo fixo. O grupo ®*(X) das p-funcdes €
definido como o conjunto de todas as fungdes de X?*! em G munido com a operacgao
de soma induzida por G.

Uma p-funcdo ¢ € dita localmente zero em X se ¢ € zero em alguma vi-
zinhanga N(¢) aberta de AX?*!. Se duas fungdes ¢, ¢’ sdo locamente zero em X,
temos que ¢ — ¢’ € zero em N(¢) n N(¢'). Isso mostra que o conjunto das p-fungbes
localmente zero em X forma um subgrupo de ®?(X) e sera denotado por &g (X).

3.2 O cobordo de uma p-funcao
Se ¢ € dP(X), seu cobordo d¢ € P*1(X) é definido por
p+1

dp = Z(—l)ng o ;.
=0

Suas propriedades importantes sao:

66 = 0. (3.2.1)
5(PF(X)) < FTH(X). (3.2.2)

Para provar (3.2.1), seja ¢ € P?(X)
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p+2 pt+1
= Z Z (bwjm
1=0 7=0
= Z (=1)" pmm; + Z ~1) Mo,
1<z<p+2 0<Z<p+1
Jj<i j=i
= 2 ( )Z+J¢7Tz 1705 + 2 Z+J¢7Tjﬂ-z
1<i<p+1 0<i<p+1
j<i ]>z
_ 2 ( )z+] lgbm?r] + 2 z+]¢ﬂ_]ﬂ_1
0<i<p+1 0<i<p+1
J<i j=t

~0

Para provar (3.2.2), tome ¢ € ®?(X) zero em N(¢). Entdo §¢ se anula em
N7 N (o).

Uma p-fungéo ¢ sera dita um p-cociclo, se d¢ é localmente zero. O conjunto
dos p-cociclos sera denotado por ®2(X). Como ®?(X) = 6~ (®7! (X)), ®?(X) é um
subgrupo de ®7(X).

Se p > 0, uma p-fungdo ¢ seréa dita um p-cobordo se existe ¢/ € P! (X) tal
que ¢ — ¢’ € ®f(X). O conjunto dos p-cobordos serd denotado por ¢4 (X). %(X) é o
subgrupo gerado por §(®?(X)) e ®5(X).

Segue que:

PP (X) < LX) < BY(X) < DP(X).

O p-grupo de homologia H?(X) sera definido como o quociente ®2(X)/®%(X),
e [ denotara a projecao canénica

B eP(X) - HP(X)

Observacao: O leitor pode ficar curioso com a incluséo de ®5(X) nas defi-
nigbes de cociclos e cobordos. Vejamos o que acontece se tivermos ®?(X) = ker § e
L (X) = Im 6. Fixe z € X. Defina D : C* — C* por

D(9) (g, ..., zq) = Oz, 20, ..., 24).

Temos que 0D¢ + Ddp = ¢ se ¢ : XP — G parap > 1. Logo, todos os cociclos também
sao cobordos, implicando H™(X) = 0 paran > 0.

Se ¢ : X — G é cociclo, §¢(a,b) = ¢(a) — #(b) = 0 para quaisquer a,b €
X. Logo, o conjunto dos cociclos e o das fungdes constantes sédo iguais. E como
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P%(X) =0, H'(X) = G. Perceba que os grupos encontrados independem de X.

3.3 Homomorfismos induzidos de funcoes

Seja f : X — Y uma fungdo. f também serd usada para denotar a funcao
de X?*! a Y?*! definida por

f(xlb "'axp) = (f($0)> ) f(mp))

Sao imediatas
fleva AXPt em AYPHE (3.3.1)

Se ¢ € (Y, defina fT¢ como ¢ o f. Observe que f1 : YPHl — XP*l é um
homomorfismo com as seguintes propriedades:
1. Se f: X — X é aidentidade, entdo f* é a identidade.
2. Setemos f: X - Y eg:Y — Zentdo (¢gf) = fT47.
3. fT6=6f".
Propriedades 1 e 2 sdo consequéncias diretas da defini¢ao, e 3 de (3.3.2).
Se f: X — Y é continua entdo f7 leva ®5(Y) em ®5(X).
Com efeito, temos f : X? — Y? também continua, logo ¢ se anula em N(¢)
implica f¢ nulaem f~1(N(¢)).
Se A € um subconjuntode X ei: A — X é a aplicagdo de incluséo (i(x) =
z) entdo i’ leva ®5(X) em ®5(A).
Se ¢ € ®5(A), considere ¢ € ®}(X) dada por:

0 se nao.

3 {gb(x) se xr e APt

Entéo i”¢ = ¢, mostrando que i’ é sobrejetiva.

3.4 Grupos relativos

Um par (X, A) é dado por um espaco topoldgico X e um subespagco A.
Uma fungéo f do par (X, A) no par (Y, B) € uma fungdo f : X — Y tal que f(A) < B.

Seja (X, A)umparei: A — X ainclusdo. Defina o grupo ¢7(X, A) das
p-fungdes de X que s&o localmente zero em A por:

(X, A) = i"H(PF(A)).

0 leva ®H(X, A) em dVH (X, A)
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Isso ocorre pois it comuta com 4.
O grupo @§(X, A) das p-fungdes de X mod A que sdo localmente zero em
X mod A é definido por:

O(X, A) = G(X).

O grupo 92(X, A) dos p-cociclos de X mod A que séo localmente zero em
X mod A é definido por

(X, A) = PP(X, A) n BP(X).

O grupo 9% (X, A) dos p-cobordos de X mod A que sdo localmente zero
em X mod A é definido por

(X, A) = span de §(PP (X, A)) e Dh(X, A) se p > 0.
Oi(X, A) = (0).

E tal como antes, esta claro que
PH(X, A) € P(X, A) € P2(X, A) € PP(X, A).

E com isso, definimos o p-ésimo grupo de cohomologia de X mod A, deno-
tado por H?(X, A), por

HP(X,A) = ®Y(X,A)/DL(X, A).

Aqui v : P2(X, A) — HP(X, A) denotara a proje¢éo natural.

Perceba que se A = &, entdo ¢?(X,A) = P?(X), e os dois grupos de
cohomologia H?(X, A) e H?(X) coincidem, tal como as aplicagbes [ e .

Observacao: Também podemos definir, para cada p € Z-,, os mddulos
CP = ®?/®}. O operador § : C? — CP*!, indicado com o mesmo simbolo, serd o
homomorfismo induzido por § : ®” — &P+, Assim, H?(X) := Ker §,/ Im 6, ; Todas as
consideragdes feitas até entdo para os grupos H?(X, A) séo facilmente extendidas a
HP(X, A).

3.5 Operador de cobordo

Se (X, A) é um par, um homomorfismo § de H?(X, A) em HP'!(A) sera
definido de maneira natural e sera chamado de operador de cobordo.
Como antes, sejai: A — X ainclusdo. Seja h € H?(A). Como i € injetiva,
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il é sobrejetiva. Logo i’ é sobrejetiva, isto é, existe ¢ € P(X) tal que h = BiT (o).
5p e PP(X, A). (3.5.1)

De fato, como "¢ € ®2(A), temos iT6p = §i"¢ € ®I(A). Além disso, 66 = 0, 0 que
implica 6¢ € ®7*1(X).

Se ¢, ¢' € d*(X) tais que i’ ¢ = Bi'¢’, entdo vo¢p = vo¢'. (3.5.2)

Provar (3.5.2) € analogo a mostrar que
Se ¢ e P*(X) e BiT¢ = 0, entdo vi¢ = 0.

Suponha primeiramente p = 0. Bi'¢p = 0 = ¢ € ®%(A) = (0). O que nos
da ¢ € ®°(X, A), por definigdo. Logo d¢ € dL(X, A), fazendo v¢ = 0.

Agora suponha p > 0. Bit¢ = 0 implica existir § € ®?~1(A) tal que i"¢ — 00 €
PP(A). Seja entdo § € dP~1(X) tal que 76 = 6.
i'¢ — 0i70 = i7(¢ — 60) € ®F(A). Logo ¢ — 60 € ®P(X, A) por definicdo. Dai, yd¢p =
v6(p — 00) = 0.

Assim pode-se definir um homomorfismo

§: HP(A) — HPTY(X, A)

de modo que §h = vd¢, onde Fi’'¢p = h.

3.6 Homomorfismos induzidos de grupos

Seja f uma aplica¢do continua do par (X, A) em (Y, B). Denote por i, e iy
as aplicagdes de inclusdo de A em X e de B em Y, respectivamente. Entdo temos o
seguinte diagrama:

(B) 5 9"(4)
Como fiy = i2f|4, segue de que (fija)"id = fT.
(8.1) fT leva ®7(Y, B) em ®P(X, A)
Por definicao, ¢ € ®*(Y, B) se ¢ € ®*(Y) e i3 ¢ € ®5(B). Dai, fTpe (X)) e
TFTo = (fia)Tilo e D).
Proposigao 3.1. /7 Leva®}(Y, B), (Y, B) e ¥4, (Y, B) em ®5(X, A), d2(X, A) e D (X, A)
respectivamente.

Demonstragao. Foi mostrado anteriormente que f7 leva ®)(Y) = ®5(Y, B) em ®5(X) =
h(X, A). Além disso, I comuta com &, mostrando que a imagem de ®2(Y, B) esta



contida em ®?( X, A).
Temos que se p = 0, ®%(Y, B) = (0). Ese p > 0, f7( span (®(Y, B), 6% (Y, B)))
span ®(Y, B), 6% (X, A), finalizando a proposicao. O

Como consequéncia, f induz um homomorfismo f* : H?(Y, B) — H?(X, A)
satisfazendo f*v¢ = v fL¢.
Algumas propriedades de f* sao:
« Se f:(X,A) — (X, A) é aidentidade, entdo f* é a identidade de H?(X, A) em
si mesmo.
« Setemos f: (X,A) - (Y,B)eg: (Y,B) — (Z,C), entdo (¢f)* = f*g*.
* Se f: (X, A4) — (Y,B), entdo f*d = 5(f)-
As duas primeiras propriedades seguem do mesmo acontecer com f7.
Para verificar a Ultima, tome ¢ € ®*(Y) e h € H?(Y) de modo que Sil ¢ = h.
Temos f*6h = f*6Bil¢ = f*v0¢p = ~vf*6¢p = ~v0f*¢. Dai como Bif fT¢
= B(fia) il = (fla)*Bild = (fla)*h, conclui-se que 3(fia)*h = 10 fT¢ = f*i¢.

3.7 Um lema fundamental

O objetivo principal desta sec¢ao 9 é apresentar um lema que sera utilizado
posteriormente, na demonstracao do Axioma de homotopia para a Cohomologia de
Alexander.

Uma colecao U de subconjuntos U de X é chamada cobertura de X se
Uy U- Se U e B sdo duas coberturas de X tais ge cada elemento de U/ esta contido
em algum elemento de B, entdo U é dita um refinamento de B e isto serd denotado
porU > B.

Se f: X — Y é uma fungdo, e B é uma cobertura de Y, entdo f~}(B)
denotara a cobertura de X que consiste nas imagens inversas de elementos de B.

Se U é uma cobertura aberta de X, entdo N, (i) denotard a cobertura de
AXP+! definida por N1 (U) = Upe, U
Lema 3.1. Sejam f, g fungbes de (X, A) em (Y, B), ¢ € ®2(Y, B) e B uma cobertura
aberta de Y tal que 5¢ = 0 em N,.»(B) e $ = 0 em N,,,,(B) n BP™' . Se existe alguma
cobertura abertald de X tal que paracadaU € U existeV € B talque f(U)ug(U) <V,
entédo fT¢ e g* ¢ pertencem a ®?(X, A) e vfT ¢ = vgT .

Demonstragdo. Como f(U) u ¢g(U) < V, segue que U < f~1(B), U < f~(B) e assim
o, g"¢ se anulam em N, 1 (U) N AP,

Logo fT¢,g"¢ € ®P(X, A). Além disso, se = € N, (i), entédo o(fT¢)(x) =
5(o(f(x))) = 0 porque f(z) € Npi2(B). Assim, §(fT¢) = 0 em N,,o(U), e dai f7¢ e
r(X, A). Analogamente, fT'¢ € P2(X, A).
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Se p > 0, a cocadeia de deformagédo D¢ € ®P~!(X, A) é definida por

p—1

D(0, ... wp1) = Y (—=1)'¢(g(x0), ... g(x3), (1), ooy fape1)-

1=0

D¢ de fato é um elemento de ®7~!(X, A) pois (zo, ..., z,_1) € N,(U) n AP implica que
cada g(z;) ou f(z;) esta em algum elemento de B. Assim, D¢ se anula em N, (i) n AP.
Sep=0,parazre X, temos

Dég(x) = 0¢(g(x), f(x)) = &(f(2)) — é(g(x)) = fTo(z) — g" d(x).

Como (g(x), f(x)) € Ni(B) Yz € X, dp(g(x), f(x)) = 0. Logo fTéx = g"ou
para todo z, e assim vf1¢ = vg7 ¢.
Se p > 0, temos

2

p
P

S(D¢($Q,...,$p)) -1 ngb(ZEo,...,fj,...,pr)

<
o

e~

(=1)
D=1 b(g(w0), ooy g(@a), (), ooy F(5), s f ()

j 1<j

<
Il

—

(' O(g(w0), - 9(ws)s s g (), [ (), os f(2)):

_|_

<
A
S

=1 Z Vi (9(0), s 9(s)s (1), o F(2)).

Observe que:
+ O termos (9(0), ... g(@i1). f(xi1). s (1)) € (9(20): oo g2, F(@0), oo F (1)),
encontrados na expansao de D(d¢), possuem sinais opostos. Logo se anulam.
* A obtengéo de (g(xo), ..., g(x;), f(x;), ...,@, ..., f(z,)) removendo o termo de
indice j e duplicando o de indice i, nos da sinais distintos em cada somatdrio.
Analogamente, isso vale para (g(zo), ..., g(;), ... g(z:), f(x1), ... f (@)
Portanto, concluimos que Dé¢ + 6D = fT¢ + g7 .
Se (zg,...,z,) € Nyp1(U), entdo g(xo), ..., g(xp), f(x0), ..., f(x,) pertencem a
algum elemento de B. Como 6¢ = 0 em N,,»(B), vale em N, (U):

0D¢ = fTo—g" 0.
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Portanto ~f7¢ = vg% ¢ como queria-se mostrar. O

3.8 Os axiomas

Nesta secao serao apresentados os axiomas que devem ser satisfeitos para
gue tenhamos de fato uma teoria de cohomologia equivalente as outras. Tal fato esta
provado no trabalho (EILEMBERG and STEENROD, [1945).

Teorema 3.1. Duas teorias de homologia satisfazendo os axiomas 1 a 7 abaixo coin-
cidem em complexos.
Os axiomas estéo listados a seguir
Se f € a aplicagéo identidade, entdo f* € a identidade em H?(X, A).
Sejam f: (X, A) - (Y,B)eg: (Y,B) — (Z,C). Vale (¢gf)* = f*g*.
Seja f: (X,A) — (Y, B), entdo f*6 = 0(fja)*.
(Homotopia) Se X é espaco de Hausdorff compacto, A é fechado em X e f :
(X,A)— (Y,B)eg: (X, A) — (Y, B) sdo homotopicas, entdo f* = g*.
5. (Exatiddo) Dados (X, A) e as aplicagdes de incluséo i : (A,9) — (X,9), j :
(X,9) — (X, A). A sequéncia
.. — HP(X,A) - HP(X) — HP(A) - HP(X A) — ...

~ownp -

€ exata.
6. (Excisdo) Se U é um aberto cujo fecho estd contido no interior de A, entdo a
aplicacao deinclusdo j : (X — U, A—U) — (X, A) induz isomorfismos

j*: HP(X,A) - H?(X — U, A — U)para cada p.

7. (Dimenséo) Se P é um espago topoldgico unitério, entdo H?(P) = 0 para todo
p > 0.

3.9 Prova dos axiomas

Os trés primeiros axiomas foram provados ao longo do texto.
Proposicao 3.2. O axioma 4 é valido.

Demonstracdo. Aqui ndo serd necessaria a hipétese de A fechado em X. Denote por
I ointervalo [0, 1] da reta real. Defina para cadate [
h(X,A) - (X xI,Ax1I)
hi(z) = (x,t).

Tome F: (X xI,AxI)— (Y, B) uma aplicagao continuatalque f = Fohge g = Foh,.
Assim, f* = h§F* e g* = hj F™*, 0 que nos diz que basta provar h§ = hj.
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Como ¢ € P2(X x I, A x I), existe uma cobertura Bde X x [ talque ¢ =0
em (A x I)? A N,,1(B) e d¢p = 0 em N, ().

Sejat € I. Para cada x € X sejam U, a vizinhanca aberta de z e V, a
vizinhanga aberta de ¢ tal que U, x V, < V para algum V € B. Como X é compacto,
temos que existem x4, ..., z;, tais que U,,, ...,U,, cobrem X. Tome ¢, > 0 de modo que
o intervalo aberto (t — ¢, t + ¢) < V,,, para todo i < k.

Assim, tome t’' € (t — ¢,t + ¢;). Temos que hy, hy s80 aplicacdes de (X, A)
em (Y, B) tais que para cada U € U existe V € B tal que h,(U) u hy (V) < V. Dai, pelo
Lema provado na seg¢éo 9, conclui-se que vh! ¢ = yhl ¢.

E como I é conexo e compacto, vhl ¢ = yhT ¢.

Proposicao 3.3. O axioma 5 é valido.

Demonstracdo. Antes de tudo é importante lembrar que i’ é a aplicagédo de restrigao.
47 é a aplicagéo de inclusio. Vale a relagéo 63i7 = 9.

Im j* < Ker ¢*:

Seja p e PP(X, A). i jT¢ = iT¢p e DH(A).

Ker i* < Im j*:

Seja ¢ € PP(X) tal que i’ ¢ € PH(A). Entdo ¢ € (X, A). Logo ¢ € (X)) n
Pr(X, A) = dP(X, A). Em outras palavras, ¢ = j7¢.

Im §* < Ker j*:

Seja ¢ € d2(A). Como i’ é sobrejetiva, existe ¢’ € ®*(X) tal que i'¢' = ¢.
Dai, j*08¢ = j*0Bi"¢/ = j*v0¢' = 5jTd¢' = Bd¢ = 0.

Ker j* < Im §*:

Seja ¢ € ¥2(X, A) tal que j*vo = 0. Bi1¢ = 0 implica que j7¢ € PL(X),
ou seja jT¢ — 6¢' € ®E(X). Logo i’ (jT¢ — 0¢') = iTo¢' = 6iT¢' € ®5(A). Portanto,
iT¢ e ®21(A) e 63iT¢ = 709 = 7T = 7¢.

Im i* < Ker 6*:

Seja ¢ € P2(X). §i*Bp = 6BiTp = v6¢ = 0.

Ker 6* < Im ¢*:

Seja ¢ € PP(A) tal que 636 = 0. Tome ¢' € ®?(X) com T¢/ = ¢. Logo
v0p = §Bi’¢’ = 0. Dai existe ¢" € ®P(X, A) tal que 6¢' — 5¢” € (X, A). Veja que
il(¢) — ¢") = ¢ — il ¢". Portanto, BiT (¢’ — ¢") = i*B¢.

7* € um isomorfismo entre H°(X, A) e H(X) :

Seja ¢ € ®Y(X, A) tal que jT¢ € d%(X). Como ®%(X) = (0), temos que
jT¢ =0 elogo ¢ = 0. Ou seja, ¢ € P4 (X, A). Conclui-se que j* é um isomorfismo.

[

Proposicao 3.4. O axioma 6 é valido.

Demonstragado. Seja (X, A) um par e U um conjunto aberto em X tal que U < A.
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Temos que ;7 : PP(X, A) — dP(X —U, A-U) é sobrejetiva. Veja a seguir que
FTHOE(X — U, A—U)) = D(X, A). Seja ¢ € D*(X, A) tal que jT¢ € DE(X — U, A—U).
Entdo j7¢ = 0 em alguma vizinhanga de N de A(X — U)P*t. Como ¢ = jT¢ em
(X — U)P™, temos ¢ = 0 em N. Além disso, existe vizinhanga N’ de AAP*! onde ¢ se
anula pois estd em ¢ € (X, A). Como N u N’ é um aberto contendo AX?*!, temos
¢ e DX, A).

Com isso, e sabendo que ;7 comuta com &, temos que ;7 (®?(X, A)) =
(X —-UA-U)ej7 1 (d%(X —U,A-U)) = d(X, A). Portanto j= é isomorfismo.

0

Proposicao 3.5. O axioma 7 é valido.

Demonstragdo. Sejam P = {z} e ¢ € ®?(P). P?(P) é isomorfo ao grupo dos co-
eficientes G para todo p > 0. Temos ¢m; = ¢r;. Logo d¢ = 0 se p for impar e
5¢(z,...,x) = ¢(x,...,x) se p for par maior que 0.

Isto nos d& ®2(P) = ®%(P) se p for impar, implicando H?(P) = 0. ®2(P) =
(0) se p for par e maior que 0, implicando H?(P) = 0.

Por fim, ®%(P) = G e ®4(P) = (0), logo H°(P) = G. O

Observacao: Os axiomas de Elemberg-Steenrod também sdo satisfeitos
para os grupos de homologia H?(X, A). As provas sdo similares as expostas nesta
secao e podem ser encontradas em (SPANIER| 1989) Capitulo 6, secao 4. A versao
do axioma de excisdo para essa versdo € um pouco mais geral e esta enunciada
abaixo.

Proposicao 3.6. Seja U € um conjunto tal que existe uma vizinhanga W cujo fecho W
esta contido no interior de A. Entdo a aplicacdo de inclusdoj : (X —-U,A-U) — (X, A)
induz isomorfismos

¥ HP(X,A) - H’(X — U, A —U) para cada p.
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4 SUPORTES COMPACTOS

4.1 O Axioma de continuidade

Seja U4 um uma colecédo de subconjuntos de um conjunto X. Se U € U,
defina a estrela de U, denotada por U*, como

U=\ J{U et U n U # 2}

SejaU* = {U*}yay. Uma colegé@o V é dita um refinamento estrelado de U/ se V* refina
U. E sabido que para espacos Hausdorff, toda cobertura aberta desse espaco admite
um refinamento estrelado.
Lema 4.1. Seja A um subconjunto de um espaco topolégico X e V uma cobertura
aberta de X. Existe uma vizinhangca N de A e uma fungdo f : N — A ndo necessari-
amente continua tal que

1. f(x) =x paraz e A.

2. SeVeV,entdo f(VnN)cV*

Demonstracdo. Se A for vazio, entdo faca NV = A e f aidentidade. Se A nao for vazio,
sejaN =] {VeV;VnA=+# o} Daidefina f: N — A satisfazendo f(z) =z sexe A
e sex # A, escolha f(x) € Atal que existe V e V com z, f(z) € V. Tal escolha para
f(z) sempre é possivel devido a como N foi definido.

Sexz eV nN,existeum V' € Vcom z, f(x) € V'. Portanto, z e VnV'e
V' < V*. Assim, f(V n N) < V* e as condi¢bes 1 e 2 sdo satisfeitas. N

Teorema 4.1. Se A é fechado de um espagco Hausdorff paracompacto, entdo lim
HI(N) = Hi(A).

Demonstragdo. Seja A um fechado do espaco paracompacto X e seja ¢ € ®(A)
uma cocadeia tal que §¢ zera em W72, onde VW é uma cobertura aberta de A. Seja
U={Wn(X—-A);WeWj} e observe que U € uma cobertura aberta de X porque A
é fechado em X.

Sejam V um refinamento estrela de ¢/, N umavizinhancade Ae f: N — A
uma funcédo ndo necessariamente continua satisfazendo o Lema anterior relativo a V.
Entdo fT¢ € ®I(N) e serd mostrado que 6 f7¢ = fT6¢ zera em Vi+2 A NI+2,

Pela parte 2 do lema, para cada V € V existe U € U tal que f(V n N) < U.
Entdo f(VAN) < UnAc W, paraalgum W e W. Portanto 0 f7¢ zeraem (V n N)7+2,
ou seja, ¢ representa um cociclo em ®¢(N). E pela parte a), (f7¢);4 = ¢, mostrando
que a aplicacdo de lim HY(N) em H4(A) € sobrejetiva.

Para mostrar a injetividade, seja N’ uma vizinhanca paracompacta de A,
suponha que ¢ € ®(N) é tal que d¢ zera em Wit% e ¢4 = 5¢' em W'e*1, onde W é
uma cobertura aberta de N’ e YW € uma cobertura aberta de A.
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Sejald = (W n (N — A); W € W'} e observe que U é uma cobertura
aberta de N’, pois A é fechado. Seja V um refinamento estrelado de W e . E sejam
N uma vizinhanca de Aem N’ e f : N — A uma funcéo definida com respeito a V
satisfazendo o lema anterior. Se V € V, entéo f(V n N) < W’ para algum W’ e W'

Portanto, f“¢j4 = 6fT¢ em Vil A Nat1,

Observe que paracadaV eV, (VAN)u f(VAN)< W paraalgum W e W.
Assim, utilizando o Lema 3.1, vale que vfT¢ = v¢.

[

4.2 Excisao forte

O seguinte resultado € uma consequéncia do axioma de continuidade e
sera utilizado posteriormente na prova do teorema de dualidade.
Proposicao 4.1. Sejam (X, A) e (Y, B) pares fechados, onde X e Y sdo espacos
Hausdorff paracompactos. Seja f : (X, A) — (Y, B) uma fungéo continua e fechada
que induz uma bijegcdo de X — A emY — B. Entao, para todos q e G,

£ HUY, B) ~ HI(X, A).

Demonstragéo. Seja {U,} a familia de todas as vizinhangas abertas de B em Y e
sejam V,, = f~1(U,). Entdo, por f ser fechada, a colecdo {V,} € uma familia cofinal
de vizinhangas abertas de A em X. Temos o diagrama comutativo em que todas as
aplicagdes verticais sda induzidas por f e as horizontais pelas inclusdes:

HU(Y, B) ~—— lim{H(Y, Ua)} —= lim{HY(Y — B,U, — B)}

| |t |2

HU(X, A) ~—— lim{HY (X, V,)} — lim{H(X — A, V, — A)}

Pelas Proposicao 3.6 e Teorema 4.1, as aplicagdes horizontais sdo isomor-
fismos. Uma vez que fix_1 € um homeomorfismo de X — A em Y — B, segue que para
cada a, fix—ayv,—4) € um homeomorfismo de (X — A,V, — A) em (Y — B, U, — B).
Portanto, f; € um isomorfismo. E pela comutatividade do diagrama, f* também é um
isomorfismo.

O

4.3 Suportes compactos

Definicoes: Um subconjunto A de um espaco topolégico X é dito limitado
se seu fecho, A, é compacto. Um subconjunto B = X é dito colimitado se X — B for
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limitado. Uma funcéo f : X — Y é dita prépria se for continua e para cada A limitado
emY tem-se f~'(A) limitado em X.

Dado um par topoldgico (X, A), seja C4(X, A; G) o submoddulo de ¢4( X, A; G)
consistindo de todas as ¢ localmente zero em algum subconjunto colimitado de X.
Se ¢ é localmente zero em B, tal é 6¢, e assim temos 0 complexo de cocadeias
(CHX,A;G)) = {C4X, A;G),0}, que é um sobcomplexo de ¢*(X, A; G). Claramente,
OH(X, A;G) c C¥(X, A; G). Logo definimos

Co (X, A;G) = CI(X, A;G) /25 (X, A G).

A cohomologia de Alexander de (X, A) com suporte compactos, denotada
por H*(X, A; G), sdo os médulos de cohomologia de C*(X, 4;G). Se f : (X,A) —
(Y, B) € uma aplicagao prépria, entéo leva C*(Y, B;G) em C*(X, A;G) e induz um
homomorfismo

f* H*Y,B;G) - H*(X, A; G).

A cohomologia de Alexander de suportes compactos satisfaz, com as ade-
quadas modificagdes, todos os axiomas da teoria de cohomologia.

Por exemplo, o axioma de homotopia vale para homotopias proprias. Em
geral, a funcéo de inclusdo ndo é uma aplicacao prépria. Mas sera caso o dominio
seja fechado. Por esta razao, a aplicacéo de cobordo

& HY(A;G) — HIYY(X; A G)

estara definida apenas quando A for fechado em X.
Exemplo 4.1. Se A é um subconjunto colimitado de X, entdo

(X, A;G) = H*(X, A; G).

Isso ocorre pois C# (X, A) = ®*(X, A). E assim C*(X, A) = C*(X, A).

4.4 Resultados

Lema 4.2. Seja B um fechado do espaco Hausdorff A. Entdo o conjuntoU de A— B é
colimitado em A — B se e somente se U u B € uma vizinhanga de B colimitada em A.

Demonstracdo. Se U’ € uma vizinhanca de B em A, entdo o fechode A — U’ em A é
igual ao fecho de (A — B) — (U’ — B) em A — B. Dai um dos dois serd compacto se e
somente se o outro o for.

Portanto, o lema seguira uma vez provado que U sendo um conjunto coli-
mitado de A — B implica que U u B € uma vizinhancga (aberta) de B em A.

Porém, se C' € um compacto tal que seu fecho é igual a (A — B) — U em
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A — B, entao C é fechado em A, pois A € Hausdorff. Logo A — C é um aberto de A
contendo B. Como (A —-B)—-C < U,segueque (A—-C)<cUuB,eU uBeéuma
vizinhanga de B em A. O]

Observacoes: Seja B um fechado de um espaco topoldgico normal A. Se
U é uma vizinhanga colimitada de B em A, entdo C*(A,U) = C*(A, B). Portanto, lim
{C*(A,U)} = |JC*(A,U) estd mergulhado como um subcomplexo de C*(A, B). Pela
propriedade de excisao,

| JC (A, U)~ | JC*(A-B,U - B).

Como U varia sobre as vizinhancas colimitadas de B em A, segue do lema
anterior que U — B varia sobre subconjuntos colimitados de A — B. Assim,

| JC*(A-B,U-B)=C:(A-B).
E dai define-se um mergulho
j:CHA - B) < CHA,B),

tal que a imagem de j é lim {C*(A,U)}, onde U varia sobre vizinhangas colimitadas
de B em A. Assim, j induz um isomorfismo nos grupos de cohomologia se e somente
se

lim {H*(A,U)} = H*(A, B).

Lema 4.3. Se A é um espaco Hausdorff compacto e B é fechado em A, entao para
cada q € N e cada G existe um isomorfismo

H*(A - B;G) ~ H*(A, B; G).

Demonstracdo. Pelo Exemplo 4.1 e pelas consideragdes acima, € sufuciente provar
gue enquanto U varia sobre colimitadas de B, que sao colimitadas pois A é compacto,
existe um isomorfismo

lim {H9(A,U;G)} = HI(A, B).

Como A é paracompacto, isso segue do axioma de continuidade da coho-
mologia de Alexander. O

Proposicao 4.2. Se X é um espago Hausdorff localmente compacto e X é sua com-
pactificacdo de um ponto, existe um isomorfismo

HI(X;G) ~ HI(X; Q).
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Demonstracdo. Pelo lema anterior, H9(X;G) ~ HY(X*, X* — X;G). Como H*(X* —
X;G) = 0, existe o isomorfismo

HY(X*, Xt - X;G) ~ H(X;G).

]

Teorema 4.2. Seja B um fechado de um espaco Hausdorff localmente compacto A.
Para todos q e G existe um isomorfismo

lim {H(A,U; G)} ~ HY(A, B; G).

Demonstracdo. Se A é compacto, o teorema segue do exemplo 4.1 e do lema 4.3. Se
A nao é compacto, seja A" a compactificacdo de um ponto de A. Fagcap™ = AT —Ae
BT = Bup*t. Entdao B* é um fechado no espago compacto A*. Considere o diagrama
comutativo abaixo

C2(A- B)

| | |

0 —— C*(A", B*) —= C*(A*, p*) —=C*(B*,p*) —=0

Pelos dois resultados anteriores, cada aplicagcao vertical induz um isomor-
fismo em cohomologia. Como a linha de baixo é exata e C*(A — B) < C*(A), temos a
seguinte sequéncia exata:

0— CI(A—B)/CI(A-B) - CI(A)/CI(A-B) - C:(B) -0,

o que induz isomorfismos em cohomologia das cocadeias C*(A)/C#*(A— B) — C*(B).
Como existe uma a sequéncia exata de complexos

0— CI(A,B)/CIA - B) — CI(A)/CI(A - B) — C(B) — 0,
segue que C*(A, B)/C#*(A — B) tem cohomologia trivial. Portanto
HY(A - B)~ Hi(A,B) (4.4.1)
e isso equivale a afirmacgao do teorema, pelas observacdes anteriores. O

4.5 Dualidade

O proximo teorema é a versao geral do Teorema 2.3.
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Teorema 4.3. Seja X uma n-variedade orientavel sobre R. Para todo par fechado
(A, B) e todo médulo G existe um isomorfismo

H,(X — B, X — A;G) ~ H' (A, B; G).

Demonstracdo. Seja N uma vizinhanca fechada colimitada de B em A. Pela Proposi-
cao 4.1, existe um isomorfismo

H" (A, N;G) ~ H"™Y(A—N,A—N n N;G).

Como (A— N,A— N n N) é um par compacto, em X, pelo teorema de
dualidade classico,

H" (A= N,A=NnN;G)~ Hy(X = (A-NnN,X—(A-N):G).

Como X — (A— N) e X — N s@o abertos, pode-se usar a propriedade de
excisao, para o aberto removido igual a int IV, e obter

H(X—-(A-—NnN),X-A—-N;G)~ H(X —N,X - 4QG).
Combinando as expressdes acima, chegamos em
H, (X —N,X — A;G) ~ H" (A, N;G).

E como N varia sobre as vizinhangas colimitadas de B em A, o limite dos
moddulos da esquerda é H" (A, B; G), pelo Teorema 4.2.

E o limite dos médulos da direita é H,(X — B, X — A;G).

Com efeito, N ser vizinhanga fechada colimitada de B implica que X — N
é um aberto cujo fecho é compacto. Vale que X — B = [ Jy X — N e para cada
N, temos a aplicacdo de inclusdo ixy : S,(X — N) — S, (X — B), onde S,(U) é o
conjunto dos simplexos singulares r-dimensionais em U. Um simplexo c em X — B =
Uy X — N pertence a S,(X — N’) para algum N’ por compacidade. Assim, a aplica¢éo
i:limyS,(X — N) — S,(X — B) é sobrejetiva. E i é injetiva pois cada iy 0 é. Assim,
como os iy comutam com o operador de bordo, segue que ¢ induz um isomorfismo
iv : limyHy (X — N) — H,(X — B).

0
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5 O TEOREMA

5.1 Alguns lemas importantes

Antes de provar o Teorema, precisaremos de alguns resultados basicos.
O primeiro é de uso cotidiano quando sequéncias exatas e diagramas comutativos
estao envolvidos. Com ele, concluimos que um homomorfismo que liga duas cadeias
€ sobrejetor se soubermos sobre os seus vizinhos. Também h& um Lema analogo
para injetividade, e combinando ambos obtem-se a sua versdo mais famosa, o Lema
dos Cinco.
Lema 5.1. Considere o seguinte diagrama comutativo de R-modulos, onde as linhas
formam sequéncias exatas, f e h sdo sobrejetivas, e i é injetiva.

Entdo g é sobrejetiva.

Demonstragcdo. Seja x € B’. Tome c € C tal que hc = f'x. Temos que iyc = +'f'z = 0,
logo vc = 0, pela injetividade de i. Pela exatidao, existe b € B tal que b = c¢. Observe
que hfb = he = 'z, 0 que implica em /'(gb — =) = 0. Dai, pela exatidao, novamente,
temosa' € A e ae Ade modo que o’a’ = gb—x e fa=d.

Conclui-se que ca—b € 0 elemento procurado, porque g(b—aa) = gb—a’ fa =
x. L]

Lema 5.2. Considere o sequinte diagrama comutativo de R-moddulos, onde as linhas
Ssdo sequéncias exatas e g € um isomorfismo.

A B C 0
fl gt jh
D A B’ C’

A

Entao Ker h ~ coker(f + ), onde f + XA : A@D — A’ é a aplicacdo induzida.

Demonstragcdo. Aplicamos o Ker-coker lema ao diagrama seguinte

A B C 0

N

0 — coker N\ —= B' ——= ("
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Obtendo a sequéncia exata
Kerf — Kerg — Kerh — cok:erf — cokerg — cokerh

Como ¢ é isomorfismo, temos Ker ¢ = coker g = 0. Logo Ker 1 =~ coker f.
Dai

A'JTm\ A

RS = T & TN Tm = T [ + T

= coker(f + \)

5.2 Teorema de separacao

Por fim, chegamos ao resultado principal deste trabalho. Originalmente em
(NUNO-BALLESTEROS, |[1994), o teorema a seguir d4 uma férmula para o nimero de
componentes conexas do complementar da imagem de uma imersao de uma varie-
dade de codimensao 1 com poucas, porém necessarias, hipdteses.

Teorema 5.1. Sgja f : X" — Y"*! uma aplicagdo continua e propria entre variedades
conexas com Hy(Y;Z,) = 0 e seja A o fecho do conjunto das autointersegbes A(f) =
{reX: f'(f(zx)) # {z}}. Suponha que A # X eY\f(A) é conexo. Entdo

Bo(Y\f(X)) = 2 + dimg,coker(i* + f}),
onde
A fl s HY NG Ze) @ HYH(f(A); Zo) — H7HA Zy)

é a aplicacdo induzida.

Demonstragcdo. Para simplificar a notagéo, serdo omitidos os aneis de coeficiente de
homologia, sempre iguais a Z,.

Como f é propria, e portanto fechada, temos f(A) e f(X) sdo fechados
e dai podemos considerar a Cohomologia de Alexander de suportes compactos dos
pares (X, A), (f(X), f(A)) e obter o diagrama comutativo abaixo onde as linhas sao
exatas.

Hy=H(f(A)) —= HE(f(X), f(A)) —= HX(f(X)) —= HI(f(A)) —= HITH(£(X), f(4))

f
j(l) (2)l l(a) j(zx) l(m
(

Hp (X, A) Hy (X, A)
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Alguns desses grupos de cohomologia sao calculados utilizando a Duali-
dade de Alexander:

H(f(X)) = Hy(Y,Y\f(X)) = Hy(Y\f(X)).

Onde o ultimo isomorfismo vem da sequéncia exata do par (Y, Y\ f(X)):
0 — Hi(Y) — Hi(Y,Y\f(X)) — Ho(Y\f(X)) = Ho(Y) = 0.
Isso nos da uma formula para o numero de componentes conexas de Y\ f(X) :
Bo(Y\f(X)) = 1 + dimz, H'(f(X)).
Aplica-se novamente a Dualidade de Alexander. Desta vez em A e f(A):
H'(A) =~ Hy(X, X\A) =0,

HE (f(A)) = Hi(Y,Y\f(A)) =0,

onde a ultima igualdade vem da sequéncia exata do par (Y, Y\ f(A)):
0=Hi(Y) — Hi(Y,Y\f(A)) = Hy(Y\f(A)) = 0.

Por outro lado, as aplicagdes (2) e (5) no diagrama acima sdo isomorfismos. Em geral,
no diagrama comutativo

H(f(X), f(A)) —= HX(f(X)\f(A))

| |

H (X, A) HY(X\A)

as aplicagdes horizontais sao isomorfismos, pela equacao (4.4.1) do Teorema 4.2.
Além disso, a aplicagéo vertical a direita também & um isomorfismo, pois fix\4 € um
homeomorfismo entre X\ A e f(X)\f(A).
Entdo, aplicando o Lema dos 4 as aplicagdes (2), ..., (5), deduzimos que
f*: H*(f(X)) — H*(X) é um epimorfismo. Portanto, pelo teorema do nicleo e da
imagem,
dimz, H'(f(X)) = 1 + dimg, Ker(f*).

Mas pelo Lema anterior, Ker(f*) = coker(i* + ff;), onde

U i HPTHX) @ HETH(f(A) — HITH(A)
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€ a aplicacao induzida. O

Observagao: Se a variedade X for compacta, A e f(A) também serao.
Logo H*(U;Zy) = H*(U;Zy) paraU = X, Aou f(A). Assim, basta estudar o coker da
aplicacao
P i HYNXG Ze) @ H'H(f(A); Zo) — H'H(A; Zy).

Mas como Z, é corpo, podemos identificar os grupos de cohomologia com

os duais dos respectivos grupos de homologia, pelo Teorema dos coeficientes univer-
sais, e a aplicacdo acima com o seu dual induzido em homologia:

(s, (f1a)2)) : Hna(f(A); Zo) = Hy (X Zo) @ Hyr(f(A); Zo).
O que implica
dimz, coker (i* + fi’y) = dimz, Ker (i, (fla)s) = dimz, Ker i = Ker (fa):).

Os exemplos a seguir ilustram a importancia de cada hipétese.
Exemplo 5.1. Mergulhe o S' num dos arcos principais do toro S* x S'. Seu comple-
mentar é conexo, isso porque H,(S* x S';Z,) # 0.
Exemplo 5.2. O mesmo vale para A # X. Sen > 2, o complementar da imagem de
qualquer aplicacdo constante em Y é conexo.

Figura 1: Pilula e toro embolado

Fonte: Elaborado pelo autor

Exemplo 5.3. Considere o espago X dado pela unido do cilindro St x I com as calotas
{2 +y*+22=1:2<0}e{z*+y*+ (2 —1)*> = 1: 2z > 1}. Visualmente lembra uma
pilula e é homeomorfo a esfera S®. Considere as imersées f : [ — S!, f(t) = '™ e
1 x f:S'x I — S!'xS! composta com o mergulho natural do toro em R3. A ultima
escolhida de modo que restrito a S' x {0} seja a identidade. Por fim, tome g : X — R?
a imersao que leva S' x I no toro como anteriormente, e as calotas inferior e superior
nas calotas inferior e superior de S* = R3.

Obtemos que o conjunto A, das autointerse¢ées de g, é o cilindro S* x I,
e f(R¥\g(X)) = 3. Aimagem g(A) é o toro e sua aplicagdo induzida nos grupos de
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homologia (gj)+ : Hi(S' x I; Zy) — H:(S' x S'; Z,) é injetiva. O que implica Keri.n Ker
(91a)« = 0, e a formula falha neste caso. A hipdtese que faltou neste caso foi Y\ f(A)
ser conexo.

Finalizamos este trabalho com um caso particular do Teorema 5.1 de verifi-
cacao imediata.
Proposicao 5.1. Sgja f : S! — S? aplicagdo continua com um numero finito de autoin-
tersegbesty,....t,, € S'. Se #{f(t1),..., f(tm)} = r entdo

BO(SQ\f(SI)) =24+m-—r.

Demonstragdo. Devemos estudar os nUcleos das aplicagdes i, : Hy(A;Z?) — Hy(S'; Z?)
e (fia)« : Ho(A;Z%) — Ho(f(A);Z?) e calcular a dimenséo de suas intersegdes. Mas
Ker (fia)« = Ker i, e dimg, Ker(fia)e =m —r. -
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6 CONCLUSAO

A cohomologia de Alexander-Spanier, apesar da dificuldade computacional,
oferece simlpicidade em relagédo a homologia singular. Por exemplo, as p-fungdes tém
uma estrutura natural de A-médulo, o que nao € verdade quando falamos sobre apli-
cacoes f : A, — X. A grande vantagem vem do Teorema de Unicidade de Eilemberg
e Steenrod, que nos permite trabalhar com as definicbes mais comodas, fazendo os
principais resultados valerem para todas, como o Teorema de Dualidade. Sua versao
para compactos, mostrada usando cohomologia singular, foi usada na generalizacéo,
que usa a Teoria de Alexander.

Dentre os resultados mais Uteis do capitulo de suportes compactos, destacam-
se os Teoremas 4.2 e 4.3. O primeiro nos mostra um bom comportamento entre os
grupos de cohomologia e limites indutivos. O outro, nos permitiu trocar os grupos de
cohomologia de dimensdo maxima por de dimensao zero e um, que conhecemos bem.

Por fim, conclui-se diretamente que se duas fungbes f,g : X — Y satis-
fazem as mesmas hip6teses do Teorema 5.1 e A(f) = A(g), entdo [Fo(Y\f(X)) =
Bo(Y\g(X)). Isso explicita que o numero de componentes conexas do complementar
da imagem de uma fungédo depende apenas do seu conjunto de autointersecoes.
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