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RESUMO 

Neste trabalho estudamos o espalhamento de uma on-

da plana por uma esfera rugosa a partir de uma teoria de per 

turbação no espalhamento de Mie, vãlida para qualquer compri 

mento de onda incidente. A rugosidade é descrita em termos 

do desvio médio quadratico ( Srms  ) da superfície da esfera' 

perfeita e de uma função de correlação gaussiana com compri-

mento de correlação angular a. Uma solugad formal para o cam 

po espalhado pela esfera rugosa e obtida de modo que a seção 

de choque diferencial e a matriz de espalhamento da esfera 

rugosa sejam determinadas até segunda ordem em Srms' 

No limite do espalhamento Rayleigh ( X » R ) os re-

sultados, são analisados em funcão do comprimento de correla- 

çao angular a . 
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ABSTRACT 

We study the scattering of a plane wave -from a 

rough surface by using a perturbation expansion on the Mie 

theory_ and the results are valid for any wavelength. The 

rough is described in terms-of the mean-square departure of 

the surface C srms ) from a perfect sphere and a Gaussian 

correlation with angular correlation length a . The scattered 

fields are obtained such that diferentiai cross section and ' 

the scattering matrix are calculated up to the second-order 

in S
rms  . The results are analized in the limit of long 

wavelength ( Rayleigh scattering ) as a function of the 

angular correlation length. 



INTRODU Ã 0 

Um dos mais importantes problemas com solucão exa-

ta na teoria de espalhamento elástico por partículas ë o de 

uma esfera perfeita com raio e índice de refracão àrbitrâ-

rios. Em 1908, Gustav,Mie(l. desenvolveu a teoria (Teoria de 

Mie) que resolve este problema, procurando entender a varie-

dade de cores no espalhamento por peouenas partículas col6i-

dais de ouro em suspensão aquosa. 

A solução formal obtida por Mie para os campos ele 

tromaeticos espalhados por uma esfera ê uma série infini sn 	 ta 

de ondas parciais e por isso, embora estivesse disponível ' 

por tantos anos, somente com o advento de grandes computado-

res digitais e que ela se tornou de grande importância , sen 

do praticamente o único método teórico para se determinar as 

Propriedades do espalhamento de luz por particulas de qual-

quer tamanho e índice de refracão. A Teoria de Mie tem sido' 

testada experimentalmente com os resultados. em excelente acor-

do com a teoria(̀ )  ..e ela mesma serve de teste vara outras 

teorias nà.o exatas mas que tentam extrair somente os efeitos' 

físicos dominantes do espalhamento na região da frequência 
a 

de interesse 2)  

No limite de comprimentos de onda muito maiores que 

o raio da esfera , somente os primeiros termos da serie 	são. 

relevantes e a partir disso se obtém a Lei de Rayleigh(4)  do 

espalhamento para particulas pequenas, usada para explicar a 

cor azul do céu. No limite de comprimentos de onda muito meno 
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res que o raio da esfera, técnicas como a transformação -de 

Watson modificada são utilizadas para condensar em alguns pó 

los de integrais complexas as informações físicas relevantes 

dispersas nas ondas parciais da solução de Mie , conseguindo 

com isso um entendimento melhor de fenômenos ôticos, tais co 

mo o arco-íris e a aureola(5). 

Apesar da vasta aplicabilidade da teoria de Mie (6)muitas par 

ticulás de interesse não são esferas perfeitas e e de considerável impor 

táncia que se estude o espalhamento em partículas irregulares ou quase 

esféricas. Trabalhos teõri.cos têm sido feitos para descrever 

o espalhamento em esferóides a partir de uma teoria de per-

turbação no espalhamento de Mie(7)'(8), ou através da expan-

são dos campos em coordenadas esf.eroidais(9). 

Em muitos problemas de interesse os espalhadores 

individuais são de forma irregular com uma superfície de per 

fil rugoso aleat6rio(1U?. Vãrios trabalhos têm sido feitos 

para descrever o ereito da rugosidade no espalnamento por 

uma esfera com dimensões muito maiores que o comprimento de 

onda incidente(Il),C12),(13). 

Neste trabalho vamos estudar o espalnamento de uma 

onda plana por uma esfera com rugosidade estatística a par-

tir de uma teoria de perturbação no espalhamento de Mie, vã-

lida para qualquer comprimento de onda incidente. Vamos ob-

ter uma solucão formal para o campo eletromagnético espalha-

do em termos das grandezas que caracterizam a rugosidade e 

das propriedades eletromagnéticas da esfera rugosa. A seção 

de choque diferencial e a matriz de espalnamento da esfera 

rugosa serão determinadas e no limite de esferas pequenas 

comparadas ao comprimento de onda ( espalhamento Rayleigh ) 
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os resultados serão analisados em função dos parâmetros da 

rugosidade. 

Para estudar o espalhamento de uma onda plana por 

uma esfera rugosa, vamos aesenvolver inicialmente no capftu 

lo II a base matemãtica da teoria de Mie, obtendo a seção ' 

de choque e matriz de espalhamento para uma esfera 	lisa 

dieletrica ou condutora, ao mesmo tempo em que introduzimos 

a notação que será usada nos capitules subsequentes. 

No Capftulo'III, descrevemos o modelo de rugosida-

de que usaremos , caracterizando-o em termos dos parâmetros 

que descrevem o desvio médio quadrático( arms 
) da superfï- 

cie rugosa em relaçáo ao raio médio ( R ) da esfera lisa 5 

e do comprimento de correlação angular ( a ) da rugosidade' 

para uma função de correlação gaussiana. 

No Capitulo IV usamos uma teoria de perturbação ' 

em termos do parâmetro Srms/R  para obter os coeficientes da 

expansão do campo espalhado em vetores harmônicos esféricos. 

Este cálculo e feito para duas polarizações incidentes 	e 

para uma esfera rugosa dìelêtrica ou condutora . 

No Capitulo V determinamos a seção de choque dife 

rencial e a matriz de espalhamento da esfera rugosa até se-

gunda ordem em Srms/R 
 e obtemos resultados analíticos no lis 

mite de espalhamento Rayieigh (-X» R ). 

No Capitulo VI analisamos esses resultados em fun-

ção do desvio médio quadrático (arras)  e do comprimento de ' 

correlação angular C a ) da rugosidade, procurando uma inter 

pretação física. Concluímos com considerações gerais a res - 

peito da aplicação e limitação do trabalho, sugerindo possí-

veis extensões do mesmo. 



C A P f T U L O II 

TEORIA DE MIE 

Neste Capitulo, vamos considerar o problema do espa 

lhamento de una onda plana por uma esfera perfeitamente lisa, 

de raio e índice de refração arbitrários. A esfera e o meio 

no qual ela está imersa são considerados isotrõpicos, homogê-

neos e lineares nas suas propriedades eletromagnéticas. A so-

lução exata desse problema foi desenvolvida inicialmente por 

GUSTAV MIE(1)  e e conhecida como a Teoria de Mie. 

Inicialmente desenvolveremos a base matemâtica da 

Teoria de Mie, descrevendo os vetores harmônicos esféricos e 

suas propriedades. Em seguida, resolveremos o problema do es-

palhamento obtendo os campos espalhados pela esfera como uma 

série infinita de vetores harmõnicos esféricos. A partir des-

sa solução vamos derivar expressões analíticas para a seção 

de choque diferencial e elementos da matriz de espalhamento da 

esfera. Finalmente, aplicaremos os resultados obtidos, no li-

mite de comprimentos de onda muito maiores que o raio da esfe 

ra, cuja região do espectro corresponde ao espalhamento RAY - 

4 
LEIGH 

2.1. Vetores Harmônicos Esféricos  

0 assunto desta seção e a descrição de soluções das 

equações de Maxwell em coordenadas esféricas polares, para um 

4 

L 
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meio linear, homogêneo e isotrõpico. 

Sem perda de generalidade, vamos considerar uma de - 

pendência temporal harmônica para os campos elétricos e magné-

tico dados respectivamente por 

1(x,t) = É(x) e-iwt 	
(2.1a) 

e 

fí(x,t) = H(x)e-iwt 	 (2.1b) 

Com a dependência harmõnica expressa na equação (2.1), 

as equações de Maxwell num meio sem cargas livres ficam na for 

ma 

(2.2a) 

(2.2b) 

(2.3a) 

(2.3b) 

onde u é a permeabilidade magnética do meio, e e a 	permissi 

vidade elétrica e É = É(x) e H = H(x) são as partes espaciais 

dos campos elétrico e magnético, respectivamente. 

D.E = 0 5 

 

Aplicando o operador rotacional na equação (2.3a) e 

na equação (2.3b), obtemos: 



� x V x Ê = iwµV x H 

9 x 9 x H = -iwe:Vx Ê 

2-+ = µ e:w E , 

2-+ = µ e:w H

Usando a identidade 

➔ -+ ➔ ➔ ➔ ➔ 2-+ 
V x V x A =  V(V.A) - V A, 

6 

(2.4a) 

(2.4b) 

( 2. 5) 

e o resultado das equaçoes (2.2), podemos escrever as equações 

(2.4) como 

e 

onde 

2 2 
k = µe:w , 

( 2. 6a) 

(2.6bJ 

( 2. 7) 

-+ -+ • -

e deste modo os campos E e H satisfazem a mesma equaçao de on-

da vetorial e são dependentes entre si de acordo com as equa -

çoes (2. 3). 

Para resolver o problema do espalhamento em esferas, 

precisamos achar as soluções da equação (2.6) em coordenadas 

esféricas. Neste sistema de coordenadas, cada equação vetorial 

em (2.6) resulta num sistema de tr�s equações escalares acopl� 



7 

das 	envolvendo as componentes do campo correspondente. 	Um 

modo direto de construir soluções vetoriais das equações (2.6) 

em coordenadas esféricas e considerar as soluções =0(r,0,(1))da 

equação de onda escalar 

0`D + k2~U = 0 	, 	 (2.8) 

Definindo os vetores harmônicos esféricos L(r,0,) , 

11.(r,0 5(p) e N(r,04), tais que 

5 

~ 
M = 0 x  

(2.9a) 

(2.9b) 

N = 1 	x M 
	

(2.9c) 
k 

pode-se verificar(14) que estes vetores são soluções independen 

tes das equaçoes (2.6). Dois quaisquer destes vetores são não-

-colineares, como mostram os produtos 

-} ~ ~ ~ 
M. N= M. L= 0, 

(2.10) 

e o vetor M e perpendicular ao vetor r, 

r 

M . r = 0 	, 	
0.11) 



8 

Das equação (2.9) pode-se verificar que Os vetores har 

mônicos esfêricos satisfazem também as relações 

. M = V . N = 0 	5 
	 (2.12) 

0 .L 	0 	 (2.13) 

e 

} ~ ~ 
0 x M = kN , 

(2.14) 
-> 	-~ 	~ 
p x N = kM . 

Os vetores M e N tem todas as propriedades requeridas 

pelos campos: Satisfazem a equação de onda (2.6), são solenoi - 

dais, equação (2.2), o rotacional de M e proporcional a N e vi-

ce-versa, equação (2.3).Embora o vetor L satisfaça à equação 

(2.6) ele não ë solenoidal,equação (2.13),e por isso não ê so 

lução para os campos do nosso problema. 

As soluções da equação escalar (2.8) em coordenadas es 

fericas podem ser escritas na forma 

*:r 	= Z (kr)Pm (cose) emn 	n 	n 
0 

cosmq) 

senm~ 
5 (2.15) 

com n = 0,1,2,... e m = 0,1,2,...,n, e ao indice. e (par) asso-

cia-se a função cosmcp, ao indice o (impar) associa-se a função 

	

senmcP, Pm(cos6) são os polinômios associados de Legendre 	e 

	

(kr) representa uma função esférica de Bessel que deve 	ser 
n 
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especificada de acordo com as condições de.,contorno do proble-

ma. 

Para cada função Nemn construímos os vetores 
o 

~ 	 -> 

Momn = 
	x (r11)0mn) 

e e 

e 

(2.16a) 

Nemn 
o 

1 ~ x (Memn). 
o 

(2.16b) 
k 

Em termos de componentes esfêricas a forma explicita destes ve-

tores e(-4) 

 

= Z (kr)MT 
omn n omn 
e e 

(2.17a) 

e 

  

Z (kr) 

Nemn - 	1   [ krZ
n(kr) Nemn + 

n 	
Nemn 	

(2.17b) 
o kr d(kr) 	 o 	kr o 

onde os vetores Momn e Nemn 
dependem apenas das coordenadas e 

e 	o 
e cp, e sao definidos por 

pT 	_ + 	Pn(cos6) - m 	 
e~ 	sen8 

~ 	cosm~ ^ 
e 

dPn (cose) 
senm~ 

^ 
, 

de senm~ 9 cosm~ ~ 

(2.18a) 
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4T 	
d Pm (cos8) 	cosm~ A 	_ 	Pn(cos8) {senm }~ 

+ m  	e emn 	d8 	senm~ 8 	sen8 	cosm~ ~ , 

(2.18b) 

cosm~ 

Nemn - n(n+1)Pn(cos8) 	er 
o 	 senmcp 

3 (2.18c) 

onde T indica que o vetor é transverso ao vetor r e R indica 

direção radial. 

Os vetores Momn e Nemn
, definidos nas equações • 

e 	o 
(2.18a) e (2.18b) satisfazem uma serie de relações importan - 

tes que serão usadas no decorrer deste trabalho. Escolhendo a 

para denotar o índice e (par) ou o (impar), pode-se verificar 

os seguintes produtos 

}T 	}T 	}T 	}T 
MAmn ' Ma' m' n' _NAmn ' NA' m' n' (2.19a) 

}T 
NAmn 

÷T . MA'm'n r - M~ 	. NT Amn 	a' m'n' (2.19b) 

e 

1 er 
x 

MAmn Namn 5 (2.20a) 

~T 	}T e~ x NAmn = -fl lmn 
(2.20b) 
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Usando as relações de ortogonalidade das funções 

cosmip e senmq) e dos polinômios associados de Legendre, obtém-

-se as relações de ortogonalidade 

<MT INT 	<17J  MI 
)(inn' a'm'n' 	 amn  

> = 0 	 (2.21a) 

e 

<
MXmn IMA'm'n'

> = <N
Xmn lN a lm'n'

>-(1-S
m,O 

S
X  ,o

) f3
mnSA,Xr Sm,mrn,nT 

(2.21b) 

onde 

mn 
 27(1+6

m'
0)    n(n+l) (n+m)!  

, 	 (2.22) 
(2n+1) 	(n-m): 

e definimos a notação 

f
2Tr 

o o 
Á.B sen8d8dq) f 4Tr 

o 
Á.BdS2 	 (2.23) 

Para cada solução 
1PXmn' 

fisicamente aceitável, 	na 

equação (2.8), podemos construir dois vetores 
Mamn 

e 
 Namn 

que 

são soluções independentes da equação (2.6). Assim, qualquer 

solução para os campos É = É(r,8,0 e Iq = H(r,84) pode 	ser 

expressa como uma combinação linear dos vetores Mamn e Namn '  
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de modo que podemos escrever 

~ 	 ~ n f  

a~o,e n=1 m~0 L Aamn Mamn + Blmn Namn 
(2.24a) 

e 

n ~ 	k 	~  
H= 	E 	E 	E[ 

Aamn Namn + Bamn MXmn icou a=o;e n=1 m=0 
(2.24b) 

onde a equação (2.24b) foi obtida da equação (2.24a) usando as 

equações (2.3a) e (2.14). 

Para se determinar os coeficientes AXmn 
e B

Amn nas 

equações (2.24), aplicamos as condiçóes de contorno do proble-

ma e usamos as relações de ortogonalidade expressas nas equa - 

ções (2.21). 

Uma vez que no espalhamento Mie a onda incidente 	e 

uma onda plana, vamos considerar a expansão em vetores harmoni 

cos esféricos desta onda, descritos pelos campos 

= iE eikz o 

H - 	k E eikz j cop 	o 

(2.25a) 

(2.25b) 

Os campos H e H dados nas equações (2.25) satisfa- 

zem as equações vetoriais dadas em (2.6) e são finitos 	para 

qualquer ponto do espaço. A função radial adequada para estes 

campos é a função esférica de Bessel do primeiro tipo, jn(kr). 

vir 
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Usando as propriedades dos vetores harmônios esféricos M n e 

N mostrar(14) Xmn
, pode-se 	 que os campos da equação (2.25) 	po 

dem ser escritos na forma 

-~ 	, 	ikz 	con (2n+1) r->-(1)_ ->(1) E = iEoe 	= Eon~1 1 n(n+l) Moln 	1Neln 	' 
(2.26a) 

H = j 

	

k 	E eikz = 	k 	E 	É in ( 2n+1) [ M(1) 

	

MI 	o 	 wu 	° n=1 	n(n+1) 	eln 	oln ' 

(2.26b) 

onde (1) indica que a função radial nas equações (2.17a) 	e 

(2.17b) é a função esférica de Bessel do primeiro tipo, j
n
(kr), 

e (2), (3) e (4) serão usados para as funções esféricas 	de 

Bessel do segundo tipo, Hankel do primeiro tipo e Hankel 	do 

segundo tipo, respectivamente. No que se segue, usaremos a no-

tação adotada nesta seção. 

2.2. - Espalhamento de Mie  

Nesta seção vamos considerar o problema do espalhamen 

to de uma onda plana por uma esfera perfeitamente lisa de raio 

R, Figura (1). Tanto a esfera como o meio infinito no qual ela 

está imersa são representados pelos valores pl, 61 e 112, e2 pa-

ra a permeabilidade magnética e permissividade elétrica da esfe 

ra e do meio infinito, respectivamente. Usaremos o índice 1 pa-

ra nos referirmos a grandezas no interior da esfera (meio 1) e 

o índice 2, para o meio infinito (meio 2).As permissividades elé 



k2 	ik2z 
H. = j 	E e 
1 	wp 	o  2 

5 
	 (2.28b) 
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tricas da esfera (E1) e do meio infinito (s2 podem ser comple-

xas de modo a incluir a condutividade(a1) no interior da esfe-

ra e a absorção no meio infinito. A cada par , pi, s1, e,.p 2  , 

e2,  associamos o numero de onda correspondente, de acordo com 

a equgção (2.7), de modo que 

ki = p1E1w2  

e 	 (2.27) 

k2 = p2E2w2  

onde w é a freqüência da onda incidente. 

Considerando uma onda plana incidente na esfera, com 

a parte espacial descrita pelos campos 

E.
i. 

= iE 
o
e (2.28a) 

e 

vamos determinar a solução estacionãria do campo eletromagnéti 

co total no meio 2, E2  e H2, e o campo no interior da esfera , 

É1  e H. 0 campo eletromagnético total no meio 2 deve 	tender 

ao campo incidente para pontos muitos distantes da esfera. Sen 

do assim, o campo total no meio 2 será escrito como a superpo- 



~--~-. - 
4;4i77., ~7., 
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sição do campo incidente, E. e g., e do campo espalhado pela 
~ 	~ 

esfera, E
s 
e Hs, ou seja, 

 

-> 	-> 	~ 
E2 = E. + E

s 

 

(2.29a) 

e 

-~ 	-> 	~ 
H2 = Hi + Hs 

(2.29b) 

No meio 1, o campo total é o campo transmitido para 

o interior da esfera, Et e Ht. Deste modo , 

E1 =
t 
	 (2.30a) 

} 
= Ht (2.30b) 

Os campos definidos nas equaçóes (2.29) e (2.30) de-

-:em satisfazer as equações (2.6) em cada meio e as condiçOes 

:le contorno impostas pelas equaçoes de Maxwell na superfície 

la esfera. 

2.2.1. - Esfera Lisa Dielétrica 

Considerando uma esfera dielétrica, as equações 	de 

Maxwell impõem a continuidade da componente tangencial dos cam 

na superfície da esfera, ou seja, 
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n x (É2 - 1
) = 0 	 (2.31a) 

e 

n x (H2 - H1 ) = 0 	 , 	 (2.31b) 

onde n e um vetor normal a superfície da esfera. 

Como n é na direção radial, podemos reescrever 	a 

equação (2.31) a partir das equações (2.29) e (2.30), na for- 

ma 

T [ Éi + És - ~t ~ r=R = 0 (2.32a) 

e 

T 	T [ H 	H i 	
s 

- H
t J r=R = 0 5 (2.92b) 

onde T indica a parte transversa dos campos. 

De modo análogo ã seção anterior, vamos expandir os 

campos espalhado e transmitido em termos dos vetores M 	e Àmn 

NXmn 
com funções radiais convenientes e aplicar as condições 

de contorno, equação (2.32), para determinar os coeficientes 

das expansões. 

Para o campo incidente, equação (2.28), a expansão 

dada pela equação (2.26). Neste campo, sem perda de genera-

lidade, faremos E0 
= 1, de modo que o campo incidente pode ser 

escrito na forma 



P2 

k2 

V

s2 

2 

(2.35) 
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É. = 1e1k2z = É a 	M(1)  
1. 	 n=1 n oln 	eln 

e 

} 	ik2z 	

a 	M 
= 	~ 	~ ~(1)  H. 	~ 

~ e -
' 2n1 n 	eln 

+ 1Iv
oln 	' 

onde definimos 

in(2n+1) 

n(n+l) 
a
n 

(2.33a) 

(2.33b) 

(2.34) 

0 campo espalhado deve teruma expansão cujas fun - 
2 

_ões radiais tenham a forma 	e 	para r 	co, que é típica 
k2r 

:os campos irradiados(14 ). A função radial que satisfaz esta 

:ondição e a funçáo esférica de Bessel do terceiro tipo. 	ou 

=unção esférica de Hankel do primeiro tipo, h
n
(k2r). 0 campo 

=ransmitido para o interior da esfera deve ser finito 	em 

= 0 e, portanto, a função radial adequada é a funçáo esféri 

:a de Bessel do primeiro tipo, j
n
(k1r). Desse modo, os campos 

espalhado e transmitido podem ser expandidos na forma 

 

an
[ AamnMAmn(r'64)-iBxmnNamn(r,04) _ 	E 

) n 	m 

(2.36a) 



1 	d 

dP p 
L pin(p) I, (2.39a) (p) - 
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H 	=- y E  E 	E a [ BS M(3) (r,6 ~~) + iAs N(3) (r,6,~) ] s 	2 X n 	m 	n 	Allan Xmn 	 Xmn Xmn 

(2.36b) 

e 

Et = E E 	E an[ AAamnMamn
(r,6, ~

mnN~mn(r'6'~) ] X n m 
5 

(2.37a) 

E E 	E a[ Bt M(1)(r~é~~)+iAt g{1) (r,64)] , 
1X m m 	n 
	
Xmn 

M(1)
Xmn 	 ~mn ~mn 

(2.37b) 

respectivamente, onde definimos 

k1 

  

(2.38) 

   

wu 1 

equações (2.36) e (2.37) As 	, Bs 	, A.t 	e Bt 	são 	os 
Xmn Xmn ,Xmn Xmn 

coeficientes das expansões que queremos calcular, com a=(o,e), 

= 1,2,... e m = 0,1,...n. A partir dessas equações qualquer 

somatoria com limites não especificados indica uma soma sobre 

,cdos estes valores dos indices A,n e m. 

Definindo as funções 



~ 

~ 
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n
(p) = 	1 	d 	 L phn

(p) ] 	 (2.39b) 
p 	dp 

e 

in (P)  
4)n(P)) 
	, 	 (2.40a) 

p 

h
n (p) 

(2.40b) 

 

p 

 

e considerando as expansões "dos vetores Mamn 
e 

Namn 
dados nas 

equações (2.17) e (2.18), podemos reescrever as 	equações 

(2.33), (2.36) e (2.37), por ordem, na forma 

Ei = nlanL jn(k2r)Moln - ijn(k
Zr)Neln 

- i~
n
(k2r)Neln 

(2.41a) 

Hi =-
n1 

any2 ~ j
n(k2r)Meln+ i}n(k2r)No1n + 
	n

(k2r)Noln 

1 

  

(2.41b) 

 

e 

 

   

Es = Ella 	hn(k 2r)P_~mnMa mnT-
i~in(k2r)B~mn N mri i~n(k

2r)B~~NR~ ] , 

(2.42.a) 

4 
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= - EEE ny2 [ hn(k2r)B~rrin~ ,+i~in(k2r)A~~ N 
~

+i~
n(k2r)AX~

N ~ ] 
Ann 

(2.42b) 

e 

Ét = EEEan[ jr,l(klr)A~mnMarrz~ l~n(klr)B~mn amn i~n(klr)Bamn ~mn j , X nm 

1; = - EEEa,nyl 
anm 

(2.43a) 

(k r)Bt N1mli 
T 

nl 	Xmn X + i3-n (kl r)At 

	

X 	Nl +il n1 	~a 	~ X 
(k r) t NRmn 1. mri Xmn   

(2.43b) 

Substituindo a parte transversa destas séries 	nas 

condiçóes de contorno, equaçáo (2.32), obtemos 

EEEan[hn
(R2)Ahmn-jn

(Rl)A~mn 
~N~mn(0,~)-iEEEan[~in(R2)B~mn + 

Xnm 	 Xnm 

- j-
n

(R1)BÀinn 4) + 
n=1 

anjn(R2)Moln (e~~)+ 

- i E anj n n=1 
(R2)Neln(0 = 0 	 (2.44a) 

e 

t 
EEEan [ y2 n h(R2)BXmn -yl n(Rl 	mn )BX 	jM Xmn(e' )+iEEEan 2 n 2 mn [y ~ (R )A~ + Xnm 	 Xnm 

- yij-níRl)Aamn4NXrruz(e'(p) 
+nElany2 j (R )MT (0,cp) + n 2 eln 

+ i
n
Él ny2j-n(R

2)Noln(0,~) = 0 , 
	(2.44b) 
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onde definimos 

Rl = k1R 

e (2.45) 

R2 = k2R 

Para determinar os coeficientes A~mn e A~
mn

, fazemos 

o produto escalar das equações (2.44a) e (2.44b) com os veto 

res MX
mn 

e Nx
mn, respectivamente, integramos no angulo solido 

e usamos as relações de ortogonalidade dadas pelas 	equações 

(2.21a) e (2.21b). Feito isto, obtemos o sistema de 	equações 

hn(R2)A~mn 	jn(R
1)A~mn = -jn(R

2)S~~
o
Sm51 (2.46a) 

yp
n
(R2)Axmn - ylj-

n
(Rl)Aamn = -y2}n(R

2)6
x,o

6 
m,1 	. 

(2.46b) 

De modo anlogo, para determinar os coeficientes 

B~ 	e B
mn 	

~
mn

, fazemos o produto escalar das equações (2.44a) e 

(2.44b) por Nxmn 
e Mx

mn
, respectivamente,e integramos no angu 

lo sólido, obtendo 

Ti
n(R

2)BLn - j-n(R1)Bxmn 
= -j-

n(R
2)6x,e6m,1 
	

5 
	

(2.47a) 

(2.47b) 



B
t 
acon = 0, para (X,m) g (e,l). .2.50b) 
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Para freqüências não ressonantes,` onde os determinan 

tes das equaç6es (2.46) e (2.47) sgo diferentes de zero, a so- 

luçáo exata para os coeficientes é dada por 

As 
oln 

y 2 j
n

(R1)j-
n

(R2 ) - ylj-
11

(R1)j
n

(R2 ) 

y2 j
n

(R1)-h
n(R2 ) - ylj-n(R1)hn(R

2 ) 

5 
	 (2.48a) 

Bs 
eln 

ylj
n

(R1)
n

(R2 ) - y2 4-
11

(Rl)jn(R2 ) 
(2.48b) 

 

yj
n
(R1)ri

n
(R2) - y2j-n(R

1)h
n
(R2) 

 

e 

   

A
t 	= 
oln 

 

(2.49a) 

  

R2 ~ Y2j11(R1)rin(R2)-ylj-n(R1)hn(R2)] 

-t 
Jeln 

112 

 

(2.49b) 

R
2
[ Yljn(Rl)~in(R2)-y 2j

n(R
1 )hn(R2)~ 

5 

ande 

  

jmn 	AXmn 	
0, para (X,m) g (o,l) (2.50a) 
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2.2.2. - Esfera Lisa Condutora 

No caso da esfera ser perfeitamente condutora (61 00), 

os campos elétrico e magnético no interior da esfera (Pt  e Ht) 

são nulos. As condições de contorno para os campos externos na 

superfície da esfera impõem a continuidade da componente tan-

gencial do campo elétrico e a descontinuidade da componente 

tangencial do campo magnético, de modo que 

n x E2  = 0 (2.51a) 

e 

  

n x H2  = K, (2.51b) 

onde K e una densidade superficial de corrente a ser determina 

da. 

Neste caso usaremos somente a equação (2.51a) 	para 

obter os coeficientes da expansáo do campo elétrico, equação 

(2.36a), e o campo magnético sera calculado a partir do campo 

elétrico de acordo com a equação (2.36b). A equação (2.51b) não 

sera usada, a menos que se tenha interesse em determinar 	a 

densidade superficial de corrente K. 

Reescrevendo a equação (2.51a) na forma 

L Ei  + s 
J
r = R = 0 (2.52) 

e substituindo na equação (2.52) a parte transversa dos campos 

dados nas equações (2.41) e (2.42), obtemos 
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EEEa
n
hn(R2)A~mn

gamnT (6,~)-iEEanTin(R
2)B

~mnNamn
T

C 6'~)+ an m 	 ~nm 

+ É a j (R AT (6,0-i É a 3- (R )N}T (04) = o. 
n-1  

(2.53) 

Fazendo o produto escalar da equaço (2.53) com os 

vetores MÀmn(6,0 e %inn(0,0
, respectivamente, e integrando' 

no ângulo s6lido, obtemos 

hn(R2)As Xmn = -jn(R2)SX,osm,l 
(2.54a) 

 

e 

  

s 
~

n
(R2 )B~mn = -j-

n
(R2 )Sx,e

S
m,l (2.54b) 

Desse modo, a solução para os coeficientes sere 

s 	in(R2) 

Aoln 	hn(R2) 
5 (2.55a) 

Bs 
	

_ 
	

n
(R2) 

eln 	~in(R2) 

(2.55b) 

onde 



ik2r 
n+l e 

k2r-~ 00 k2r 

tim 	hn(k
2r) ti (-i) 

Um 	~in
(k2r) ti (-i) 

k2r-~ 00 k2r 

3 

ik2r 
n e 

Lcm 	$ (k r) ti (-1) 

-2r  00
n 	2 	 (k2r) 2 

ik2r ik2r 
n+l e (2.57c) 

AAmn = 0, para (X,m) g (o,1) 

e 

B),mn = 0, para (X,m) A (e,l) 
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(2.56a) 

(2.56b) 

2.2.3. - Seção de Choque e Matriz de Espalhamento 

Determinados os coeficientes das expansões dos cam - 

pos espalhados e transmitidos, vamos agora desenvolver expres--

soes gerais para a seção de choque e a matriz de espalhamento 

de um centro espalhador e aplica-las para os casos da esfera 

dielétrica.e esfera condutora. 

Na zona de radiação em que k2r -~ ~, as funções 	ra 

diais das equação"(2.42) têm o comportamento 

(2.57a) 

(2.57b) 

e 

Uma vez que cpn(k
2r) tende a zero mais rapidamente que 

as funções hn
(k2r) e ti

n
(k2r), podemos escrever os campos na zo 
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de radiaçào, equação (2.42), como 

ik2r   

É L i e 	
 

E E 	-(2n+1) ~ As MT 	+ Bs ~T s 	
k2r ~ n m n(n+l) 	

~mn ~mn 	amn Amn  
(2.58a) 

ik2r   

e 	 Z~ 	-(2n+1) [ As NT 	- Bs MT 	]. 	(2.58b) Hs 	
k2r 	~ n m ~(n+l) 	amn amn 	Xmn Xmn 

Definindo o vetor amplitude de espalhamento 

P(e,0 	 -(2n+1)  

X n m 	n(n+l) 
Z AamnMamn(e'(P) + BXmnNlmnCB 	, 

(2.59) 

as equações (2.58) ficam na forma 

 

ti 

 

ik2r 
e 

 

F(e,0 (2.60a) 

    

JS 

 

k2r 

ik2r 
e 

 

 

i 

  

y2[ êr x P(e,0 ]= Y25r 
x É

s , 
(2.60b) 

    

  

k2r 

  

ride 

. P(e,0 = 0, 	 (2.61) 

	

a equação (2.60b) foi obtida usando as equações (2.58b) 	e 

	

2.20). As equações (2.6.0) e (2.61) mostram a dependência 	ra 

r 



• 

i 

Y 
S 	= 	1 Re [ É x H~~ ~= 	2 	I É ~ 2 ê 

Das equações (2.67) e (2.64a), obtemos 

2 
	 AQ 

2 	s s 2 s r 

AWs 

 

2 

 

2 

  

k 2 

27 

dial e o cara-ter transversal típicos das ondas eletromagnéti - 

cas longe do centro espalhados 	• 

A energia média por segundo absorvida por um pequeno 

detetor, com a superfície AA alinhada na direção normal ao ve-

tor e
r com direção não muito proxima da direção incidente k,ver 

Figura (2), e dada por 

oWs 
= s . êr 

AA (2.62) 

onde Ss ë o vetor de Poynting médio associado com o campo es 

palhado 

(2.63) 

(2.64) 

AA onde AO = 	2 ê o ângulo sólido subentendido pelo detetor. 
r 

A energia média incidente por segundo e por unidade 

de area normal ã direção de propagação incidente, e dada por 

. 2 - 22 	, 	 (2.65) 

:nce Si ê o vetor de Poynting médio incidente, 

 

Re [ E. x H. i 
Y 2  l 2 lc . 
2 

(2.66) 
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A razão entre a potência média espalhada por ângulo 

sõlido, AGls
/A2, e o fluxo me-dio de energia incidente s_ equação 

(2.65), e a seção de choque diferencial de espalhamento da es 

fera 

Q(64) 

~ 2 
I F(6,~) 1 2 = r2 	IEsI  2 k2 	 IE1I 2 

(2.67) 

Para 6 = Ti, a equação (2.67) nos dá a seção de choque de.espa 

lhamento para trás (backscattering), e para 6 = 0, a seção de 

choque de espalhamento para frente (forward scattering). 	A 

seção de choque total de espalhamento 

4ff 
aT 

= jcs(6,0dS2 	 (2.68) 

Interpondo polarizadores entre a onda incidente e a 

esfera, pode-se alterar o campo incidente (e consequentemente 

o campo espalhado) polarizando-o, por exemplo, nas 	direções 

paralela, ë,, , ou perpendicular, é1, ao plano de espalhamento. 

As seções de choque de espalhamento, equação (2.67), para ca- 

da caso são, respectivamente, 

2 

,(e,~) = 	
I(e ,~) I2 - 	

r
2 I 

ES/, I 
~ 

(2.69a) 

k
2 	

I t1 	
I2 

2 

(2.69b) 

-, 

=:,(6,0= IF1(6,~)I 2 _  r2  I SI'  

2 k2 	I É , ê1 12 



~ E 
} 	2 

I sL' ee  

k2 	 1 Éi . ê1 12 

ê0 I 2 
(2.7Úb) 

It/(04).ê¢ ~ 
(J,1 ~(0,~) _  	  

} 
2 	I E

s// 
. ê¢ !2 

r 
-} 

é 	
12 
 

1 

2 

k2 

(2.71a) 

} ~ 2 

= r2 	I 
E . e¢ I 

k2 	 1 Éi . , 12 

çbCe (p) - 

2 

(2.71b) 
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f importante notar que o campo espalhado nas equa - 

ções (2.69) depende do respectivo campo incidente, ou seja, o 

vetor amplitude de espalhamento, F(04), é diferente 	para 

as equações (2.69a) e (2.69b). De qualquer modo, nas equações 

(2.69) a seção de choque é independente da amplitude do res 

pectivo campo incidente. 

Interpondo polarizadores entre a esfera e o detetor, 

pode--se medir, para cada polarização incidente, as seções de 

choque de espalhamento, equação (2.67), com polarização para- 

lela, ê 	e perpendicular, ê¢, ao plano de espalhamento, da - 

dos respectivamente por 

e/20 (00) 
` F/(04). ®12 	2 I Es//' ee 12 
	  = r 

k2 	 I P. , êii 1 2 
(2.70a) 

e 

ie modo que as seções de choque, dadas nas equações (2.69), po 



i 
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dem ser escritas como 

a//(e4) 

e 

= 	Q,r6(e,~) + 	a~~~ (6,~) (2.72a) 

aa(e,cp) = 616(e,0 + 	6í43(6,p) (2.72b) 

As seções de choque dadas nas equaçóes (2.70b) 	e 

(2.71a) são chamadas seções de choque de espalhamento com po-

larizações cruzadas 

Para obter uma informação completa a respeito da in 

tensidade espalhada com uma polarização qualquer em função da 

intensidade incidente com uma polarizaço conhecida, precisa-

mos conhecer a matriz de espalhamento da esfera. A matriz de 

espalhamento ê obtida da matriz de amplitude de espalhamento, 

a qual relaciona o campo elétrico nas direções e e e 	com 

o campo elétrico incidente nas polarizações paralela e perpen 

dicular ao plano de espalhamento, Figura 2. Esta relação ê es 

crita na forma 

Ese eik 2r 

= 

S2 	S3 E~~ 
(2.73) 

EscP, 
k2r 

S4 	S1 
E1 

L 

ande o campo espalhado é dado por 



És = Ese 
e
8 + Esq)ê(1) = i 

ik2r 
e (F8é 	) 8 + F~é(1) 
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(2.74) 
k2r 

e o campo incidente 

ik2z 	 ik2z 
E. = e 	(E~~ é

lj
+ Eiêi) = e 	(E

x
i+E

Y
j ) (2.75) 

A matriz 2 x 2 da equação (2.73) e a matriz de ampli 

tude de espalhamento e, em geral, seus elementos S.(j=1,2,3,4) 

dependem de 8 e (I). Em geral, para um centro espalhador qual - 

quer, e necessãrio determinar o campo espalhado para duas pala 

rizaçóes incidentes diferentes para se obter os elementos 

Sj(j = 1,2,3,4). A relação entre as amplitudes do campo elgtri 

co em cada direção na equação (2.75) é 

E~~ 
= ExcoscP + E sencp 

(2.76) 

_1 = -Exsen~+ Ecos~ 

A matriz de espalhamento relacionando os parâmetros 

fe Stokes da onda espalhada e os da onda incidente, g defini-

=a pela equação 

Is S11 	S12 	Sl3 	S14 
I. 
1 

Q 
S 

r̀ J 
s 

1 S21 	S22 	523 	S24 

S31 	S32 	533 	S34 

Qi 

U. 1 
k22 2
r 
 

S41 	S42 	S43 	S44 
V 
i 

(2.77) 
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onde os parâmetros de Stokes da onda espalhada e incidente sâo 

dados por 

72 s -  
2 
	«E

se
Ese + Esq) 

E
set)
» 

Y2  «E E - E E » 
2 	se se 	s~ s~ 

(2.78a) 

Y 
U
S 

= 	2  « E
se
E
sq5 

+ Es~Ese
» 

2 

iY 2 
Vs = 

2 
	« E

se
E
s
~ - Esci) 	

» 
Ese 

Y
2  Ii - 	 «E Ei~ + E1E1 2 

Y2  
Q i   «E E - E1E1 » 

(2.78b) 

Y 2 	;: 	:; 
	 «E E + E1E~ » 
2 

«E E1 
- E1Ei~ » 

Qs 

2 

3-Y2 

2 

respectivamente, onde <<...>>   representa a média temporal. 

A matriz 4x4 da equação (2.77) é a matriz de espalha- 



S12 
- 

1 	IS2I 2 2 
+ 

IS
~

1 2 - i s 12] 

(2.79a) 2 

S21 = 1 [ 
1s212 - 

S1I 2 - 54 I 2 + 1s3 1 2 
2 

"1k-~ 
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mento e seus elementos podem ser obtidos a,partir da matriz 

de amplitude, equação (2.73) e equaço (2.78), tendo 	como 

resultado 

s11 = 1 [ 
Is112 

+ 
IS2I2 

+ IS3 1 2 + IS4 I 2 ] 
2 

  

1 
[ 

15112 
+ IS212 	IS31

2 
- 

Isy1
2 S22 = 

 

 

2 

  

S33 = Re 	2 + S3S4 ] 

334 = lm [ S2S + S4S 3 ] 

(2.79b) 

Su3 = zm [ S1S2 - S3S4 ] 

* 

S44 = Re [ S1S 2 - S3S 4 ] 



= k

22 

 (S
21 
 + S

22
)I, 

2
r 

 

Qs  
1 

(2.80b) 
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S13  = Re [ S2S3  + S1S4  ] 

S14  = Im[ S2S3  - S1S4  ] 

.,. (2.79c) 

S23  = Re [ S2S8  - S1S4  ] 

SZ4  = Im[ S2S3  + SS4  ] 

S31  = Re[ S2S4  + S1S3  j 

S32  = Re [ S2S4  - S1S3  ] 

(2.79d) 

S41  = Im[ S2S4  + S3S1  ] 

S42  = Im[ S2S4  - S3S1  ] 

Se o campo incidente ê polarizado paralelo ao plano 

de espalhamento, temos E, = 0 e, pela equação (2.78b),Qi = Ii 

e Ui = Vi = O. Para esta polarização incidente, resulta 	da 

equação (2.79b) que 

1 
I
s 

   (S11  + S12)I1  

k2r2  
2 

(2.80a) 



2 (Is
+Q

s)/2 

Ii 	k2 2 
2 

[S11 + S22 + Sl2 + 521] 	_ 1 	1 

= 	1 	IS4I 2 

2 
k2 

- 	--~--. 
'4 7"" 

~ 
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A seção de choque nesse caso, equação (2.69a), será 

I 

eo 	= r2 
I
s  _ k

2 
I 

S11 
+ S12 ] _ 	k

2 
[ I S2 I 2 

1 	2 	 ~  

+ IS4I
2 

(2.81) 

e as seções de choque com polarização espalhada paralela e per 

oendicular ao plano de espalhamento, equações (2.70a) 	e 

;2.71a), serão, respectivamente, 

=  k2 	IS2I 

2 

2 (2.82a) 

2 (Is-Qs)/2 	1 1  
r 	

I 	 k2 	2 	
[sì1 - 	S 22 + S12 - S21] _ 

I
s 	 2 

(2.82b) 

:-te usamos a adição e a subtração da equação (2.78a) com 	a 

(2.78b) para obter EseEse e Es Esq
, separadamente. 

Para um campo incidente polarizado perpendicular ao 



k2r2 
2 

Q
s 	1 	 

(S21 - S22)Ii (2.83b) 

	

(2.71b), 	serão 

	

2 	(I
s
+Qs)/2 1 

= 0.16 	r I 

1 

1 	IS3I 2 

k2 
2 

k~ 

(2.85a) 

1 

2 

C S11 
- S22 - S12 + S21 a2 

 

 

plano de espalhamento, temos E = 0 e assim, Qi'= -I. 

= Vi = O. Nesse caso, obtemos da equação (2.79b) que Ui  
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1 
Is 	

k2r2 	
(S11 - S

12 
)I. 

2 

(2.83a) 

A seção de choque para esta polarização incidente 

equação (2.69b), será 

I 
61 	r2 	s 	1 [511 - S 

	

Ii 	k~  
12-1 	1 	

 [ IS1I2 
+ IS3I 2) 

k2 
2 

(2.84) 

e as seções de choque com polarização espalhada paralela 	e 

perpendicular ao plano de espalhamento, equações (2.70b) 	e 



3'/ 

2 (Is-Qs)/1 	1 	1  
61 ,4) 	r 	 - 	~ S11 + S22 - S12 - S21 ] 

Ii 	k2 2 

=  
k

1 2  
I S
1
I2 

2 

(2.85b) 

Se o campo incidente for não-polarizado teremos 

Qi = Ui = Vi = 0 e os parâmetros de Stokes da radiação espalha 

da serao 

  

1 
S11Ii 

(2.86a) Is 

 

 

„ 
k2r~ 

   

	

^s = 	1 	S21Ii 	 (2.86b) 

k~r2 

	

= 	1 	S31i 	
(2.86c) 

1  

k2 
r2 S411í 

2 

(2.86d) 

Nesse caso, Si, dg a distribuição angular da radia 

são espalhada, a qual é parcialmente polarizada com grau 

polarização definido por(6 ) 

k2r2 
2 
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i 

  

2 	2 	2 
S 21 + S31 + S41 

  

P = 

 

(2.87) 

  

    

Si' 

As equações desenvolvidas até aqui, nesta seção,tém 

validade geral independente da forma do espalhador. Vamos ago. 

ra reconsiderar o caso especial do espalhamento por uma esfe-

ra lisa dielêtrica ou condutora, para um campo incidente pola 

rizado ao longo do eixo x, com Ex = 1 e E = 0, 	equação 

(2.28a). Nesse caso as amplitudes E// e E1 , equação (2.76) , 

serão 

E// = cos$ 	 (2.88a) 

e 

Ei = -sena 	 (2.88b) 

Substituindo as equacões (2.88) na equação (2.73) , 

obtemos 

ik2r 

-7: S e) 
= i 	e 	~ S2cosgb - S3sen(1) ] 	 (2.88a) 

x2r 

Sisen!) J 
	

(2.89b) 

Pelas soluçóes dadas nas equações (2.48), (2.50), 

.55) e (2.56) para os coeficientes do campo espalhado na es 

=era dielétrica e condutora, respectivamente, apenas Aoln 	e 

= 

ik2r 
e [ S4cosct, 
k2r 



d P1(cose) 
Bs 	n ~ cosq) 	 (2.90a) 
eln dA 

P1(cos ) 
+ Bs 

s en8 
eln 

seng) , 	 (2.90b) 
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B
eln são não nulos. Conseqüentemente as componentes do campo 

espalhado, equação (2.58a), por uma esfera lisa serão dadas 

por 

ik2r 	 ] 
e 	~ 	(2n+1) 	

C 
s 	Pn(cosA) 

Ese 1 k2r n=l n(n+1) Aoln sen6 

E 	
= i eik

2r 	

É 
(2n+1) 	

As 	
d P

n
(cosA) 

I s~ 	
k2r 	n=1 n(n+l) °,_n 	d6 

onde A
S 	e B

elll são dados pela equação (2.48) ou (2.55) para 
o

o espalhamento da esfera dielêtrica ou condutora, respectiva- 

mente. 

Comparando as equaçdes (2.90) com as equaçóes (2.89), 

obtemos 

= 
n=1 

(2n+1) 	
dPn(cosA) 	s 	Pn(cos6)~ [As

oln 	 + Bs sen8 
n(n+l) 	 dA 

(2.91a) 
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S2 = L 	(2n+1) 

n=1 	n(n+l) 
[Asoln 

P1
n(cos0) s 

+ 
B
eln 

Pn(cos8)] 

senti de 

 

~ t 
• 

(2.91b) 

e 

S3 = S4 = 0. (2.91c) 

Como S3 e S4 são nulos, equação (2.91c), os elemen-

tos da matriz de espalhamento, equações (2.79), terão a forma 

S11 = S22 = 

S12 = S21 = 	1 	t IS2 I 2- 

2 

S33 = S44 = Re [ S1S2 J (2.92c) 

1 

1 

2 

[ IS2I2 
+ ISI2] (2.92a) 

S 1 
21 

(2.92b) 

J34 	S
43 = Im[ S, 1 
	 (2.92d) 

=3 = S14 = S23 = S24 = S31 = S32 = S41 = S42 = 0 
	(2.92e) 

Pelas equações (2.90) podemos concluir que as compo- 

nentes do campo espalhado, EsF 
e 

Esçt, 
,diferem, em geral, de fa 

se e de amplitude. Isso significa que um campo incidente li - 

nearmente polarizado induz uma radiação espalhada pela esfera 
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i 

que e elipticamente polarizada, em geral. Exceções aparecem nos 

ângulos $ = 0, onde Esq = U, 

planos, a radiação espalhada 

e cp =  
2 	, onde Ese = O. Nestes 

e linearmente polarizada. Para um 

detetor alinhado no plano xz(q)=0), Figura 2, a polarização inci 

dente e a espalhada são paralelas ao plano de espalhamento 

(E
y 

= 0 e Esq= 0). Para um detetor alinhado no plano yz (q)=Tr/2), 

a polarização incidente e a espalhada são perpendiculares 	ao 

flano de espalhamento, pois Ese = O. Pela simetria da 	esfera 

odemos dizer que, se a onda incidente e totalmente polarizada 

paralela a um plano de espalhamento particular, então a 	onda 

espalhada também ser totalmente polarizada paralela a 	este 

=ano. De modo análogo,se a polarização incidente é perpendicu- 

lar a um dado plano de espalhamento, 

=_mbém é perpendicular a este plano. 

_a lisa, não há polarização cruzada, 

a polarização espalhada 

Deste modo, para uma esfe- 

ou seja, incidencia 	com 

arização paralela gerando espalhamento com polarização per - 

pendicular e vice-versa. Nesse caso, são nulas as seções de cho 

e com polarizações cruzadas definidas nas equaç6es (2.70b) e 

_.71a). Isso pode ser verificado de maneira bem geral substi 

-_indo as equações (2.92a) e (2.92b) nas equaç6es (2.82b) 	e 

_.85a) ou simplesmente fazendo S3 = S = 0 nessas últimas equa 

Se o campo incidente na esfera é não-polarizado, 	o 

___ll de polarização da radiação espalhada definida na 	equação 

=.~7) serã 

; 512 1 	I 6r - 6% I 
-  	 (2.93) 
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onde substituimos a equaçao (2.82e) na equação (2.87) e escre-

vemos S11 e S12 em termos de a, e 6N a partir das equaçóes 

(2.84) e (2.81). 

2.3. - Espalhamento Rayleigh  

A teoria de Mie descrita na seção 2.2 é válida para 

:ualquer faixa de comprimento de onda incidente relativo 	ao 

raio da esfera, e e exata, uma vez que nenhuma aproximação foi 

feita até aqui. No entanto, para se obter resultados quantita-

ivos, aproximações têm que ser feitas, jã que o campo espalha 

_s e dado por uma série infinita, equação (2.42). Nosso inte 

_esse é estudar o espalhamento no limite de comprimentos 	de 

:nda incidente muito maiores que o raio da esfera, comumente 

ramado de espalhamento Rayleigh 6). Nesse limite, temos 

= k2R -  ~~R  «1. 
2 

(2.94) 

~.a isto, nas expansões a serem feitas, vamos reter os termos 

- eaessarios para se obter a seção de choque e a matriz de es 

_olhamento em primeira aproximação, ou seja, consideraremos 

tinas a potência mais baixa de R2, conforme e feito no Apendi 

E. 

0 resultado dos primeiros coeficientes do campo espa 

=.=~o pela esfera die1étrica é dado pela Equação (t:3). 

(2.95a) 
5 

_- _ ~? (N2-1) + O(R2) 
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Bell 

2R3 	2 2 ( 	N
2
-1 	)+ 	OCR2) (2.95b) i 	 , 

3 	N
2
+2 

9012 ~ 0(R2), (2.95c) 

012 
~ 0(R2), (2.95d) 

onde 

= e/e2 , (2.96) 

consideramos ul = u2' 

Considerando N2R2« 1 na equação (2.95), temos 

11 >> 9
oll , e, assim, os elementos não nulos da equação 

2.91) serão 

2 
- -iR2 ( N -1  

2 
-iR2( 	N2-1 	)cos6 . 

N2+2 

N2+2 

(2.97a) 

(2.9/b) 

ta aproximação, a equação (2.77),que relaciona os parãmetres 

Stokes da radiação incidente com a espalhada para a esfera 

elétrica, ser dada por 



equação 	(2.67), 	será 

2 

(6 ) 	= k2R 6 
N2-1 1 	(1 + cos20) (2.100) 

N2+2 
2 

0 grau de polarização da radiação espalhada, equação 

(2.93), nesse caso ser 

choque, 

1 

2 
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Qs 

U 
s 

Vs 

(k2R)6 

k2 Ti?2 
2 

 

N2-1 

 

	

~ (1+cos26) — ~(1-cos26) 0 o 	Ii 

	

2 -4(1-cós26) 2(1+cos26) 0 0 	Qi 

0 	 0 	cos6 0 	U. 
1 

0 	 0 	0 -cos6 	V. 
_ 	 _ 1_ 

   

  

N2+2 

 

   

    

     

L 

    

     

(2.98) 

A partir das equações (2.98), (2.81) e (2.84) para po 

larizações incidentes 

palhamento, as seções 

por 

paralela e perpendicular ao plano de es - 

de choque serão dadas, respectivamente 

2 

= k4 R6 
2 

N2-1 cos26 (2.99a) 

N 2+2 

ei = k2R6 N2-1 
(2.99b) 

N2+2 

Se a onda incidente for náo polarizada, a seção 	de 
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P 
1 - cos20  

1 + cos26 

(2.101) 

A Figura 3 mostra as seções de choque em função do 

angulo de espalhamento, 0, dadas nas equações (2.99) e (2.100). 

A Figura 4 mostra o grau de polarização da radiação espalhada 

em funçáo do ângulo de espalhamento, 0, equação (2.101). 	Em 

8 = 900, o grau de polarização é mãximo (P = 1), ou seja, 	a 

radiação espalhada e totalmente polarizada na direção perpen- 

dicular ao plano de espalhamento. A dependencia da seção 	de 

choque de espalhamento, equação (2.100), com X 24 e a conheci-

da lei de Rayleigh do espalhamento que é usada para explicar 

a cor azul do céu. 

No caso da esfera condutora os coeficientes do cam-

po espalhado são dados pela equação (E.15) 

R 
3 

As 	-.i 	32 	+ U(R~), 
011 

(2.102a) 

As 	5 
ol2 

~ UCR2) (2.102b) 

Bell 	2i --2 + U(R2) (2.102c) 

Belt 	
0(R2) (2.102d) 

r 

Substituindo a equação (2.102a) e (2.102b) na equa- 
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ção (2.91), obtemos 

2 

S1  = -iR2(1 	1  cos()) 	 (2.103a) 
2 

e 

S2  = -1R2
3 
 (cos() - 	1 	 (2.103b) 

Assim, para a esfera condutora, substituindo a equação 

(2.103) 

Is  

Qs 

lacionados 

na equação 

(k2R)6  

através 

(2.92), os parâmetros de Stokes serão re 

da equação 

5(1+cos28)-8cosE 	-3(1-cos20) 

-3 (1-cos26) 	 5(1+cos20)-8cos0 

Ù ;  8k2r2  0 	 0 

Vs  0 	 0 

0 	 0 I. 
1 

0 	 0  
Qi 

10cos0-4(1+cos20) 	0 U.  
1 

0 	 10cos8-4(1+cos2()) V.  

(2.104) 
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Pelas equações (2.104), (2.81). e (2:84), as seçoes 

de choque de espalhamento com polarizações incidentes parale-

la e perpendicular ao plano de espalhamento serão, respecti-

vamente, 

6 	= k2R6 ( cos.e 	
1 ) 2 

2 
(2.105a) 

e 

a = k2R6 (1 
1 cos8)2 (2.105b) 
2 

Para uma onda incidente não polarizada, a seção de 

choque, equação (2.67) será 

= 
2

(( 	+ 61) = k2R6 
6 ~ 	[ 5(l+cos28)-8cos8 ], 	(2.106) 

e o grau de polarização, equação (2.93), 

P = 
3sen20  

5(1+cos28)-8cos8 
(2.107) 

Os gr5ficos das seções de choque e do grau de polari 

zação em função do angulo de espalhamento, 8, são mostrados nas 

Figuras (5) e (6), respectivamente. A seção de choque é) ãxi - 

ma para 8 = 18Uo e o grau de polarização tem seu valor máximo, 

P = 1, em 8 = 60°, no qual a seção de choque agi , equação 

(2.105a), é nula. 



CAP f T U L O III 

CARACTERIZAÇÃO DA RUGOSIDADE  

0 sistema físico que vamos considerar neste trabalho 

consiste de um meio infinito onde estg imerso um dieletrico ou 

um condutor, na forma de uma esfera cuja superfície é rugosa. 

A superfície desta esfera sera dada pela forma polar 

r = R + E(04) 	 (3.1) 

onde C(04) é a função que descreve o desvio da superfície da 

esfera rugosa em relação ã superfície de uma esfera lisa 	de 

raio R. A função E(0,(1)) ser chamada perfil da rugosidade ou, 

simplesmente, rugosidade. 

Neste Capitulo apresentamos as propriedades da rugo-

sidade, que serão usadas nos Capítulos subsequentes. 

Vamos considerar a rugosidade, E(0,(p), como sendo um 

processo estocãstico estacionário, caracterizado pelas proprie 

dades 

E(0,0 = 0 	 (3.2) 

e 

c(0,0c(0'4') = SrmsW(cosy). 	 (3.3) 

Nas equações (3.2) e (3.3) a notação ... denota uma média esta 

tistica sobre o "ensemble" de realizações do perfil da super=_ 

48 
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1 

5 =  2  rms 

i 
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cie. 0 ângulo y na equação (3.3) e o ângulo entre os dois ve-

tores posição dos pontos da superfície rugosa com coordenadas 

(6,0 e (6 1 4'), de modo que 

cosy = cosOcos6' + senOsen6'cos(a)-(P'). 	 (3.4) 

A função W(cosy) e a funçáo de correlação da rugosidade entre 

os pontos (6,0 e (6',v), 

mente. 

cuja forma escolheremos posterior- 

Da equação (3.2) concluímos que o raio médio da es- 

fera rugosa ë R. Na equação (3.3), S 	é o desvio médio qua- 
rms 

drãtico da rugosidade, de modo que 

(3.5) 

e vamos considerar 

« R 
rms 

(3.6) 

ie modo que a rugosidade da superfície seja pequena em relação 

as dimensões da esfera lisa. 

Para que as equações (3.3) e (3.5) sejam satisfeitas, 

_unção de correlação deve ser normalizada da forma 

  

(3.7) ":-) = 1 

 

  

t 

A dependéncia da função de correlação entre os pon - 
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tos (84) e (6 T ,V) apenas com o angulo y, equação (3.3), te 

rá como consegü ncia a restauração da simetria esférica 	do 

sistema ao serem tomados valores médios das grandezas físicas 

que descrevem o espalhamento. 

A vantagem de um modelo estatístico sobre outros mo 

delos mais espedificos(15) é que a aplicação deste modelo 

mais geral, no sentido de que não é necessãrio especificar a 

forma do perfil da rugosidade, mas somente valores médios co-

mo dados nas equaçbes (3.2) e (3.3). Além disto, o modelo es-

tatístico e, de fato, mais realista, tanto no caso de uma es-

fera rugosa como representando um número grande de espalhado-

res irregulares separados e orientados aleatoriamente(6 ). 

Uma vez que o sistema de coordenadas adequado para 

descrever o espalhamento ê o de coordenadas esféricas, e con- 

veniente escrever a função de correlação, equação (3.3), como 

uma expansão em polinômios de Legendre da forma 

W(cosy) = 	E g P (cosy) 
,E=0 	t 

(3.8) 

Usando o Teorema de Adição dos polinómios de Legen-

dre(14), podemos reescrever a equação (3.8) na forma 

t 	►  
W(cosy) = E g P(cos@)P (cos@')+2 E E g p (~-m)' Pm(cos8)P m(cos8')cosm(6-V). 

t=0   	.e.=lm=1 	(.2+m) : 

(3.9)_ 

Substituindo a equaçáo. (3.9.) na equaçáo (3.3), obtemos 



(3.12b) 
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E(0,0E(0',0 = E 6~msg~P~(cose)P~(cose') + x=0 

+ E t 26rmsg~ (~-m)~ P
m
(cos0)P(cos.8')cosm~cosm~' + 

.2=1m=ï 	(z+m). 

~. 	 , 

+ É 	E 262 g 	
(~.-m). Pm(cose)Pm (cos8')senm~senm~' 

t=1 m=1 	rms .t (t+m) :  

(3.10) 

Podemos expandir a funçdo E,(8,c1)) em termos de fun 

çôes harmônicas esféricas de superfície, de modo que 

m 
0,0,0 = E 	E Rt Pl(cosA)cosm~ + 7 	E StmPT(cos6)senm0, .2=0 m=0 	m Z=1 m=1 

(3.11) 

onde R-Cm 
e 

Stm são quantidades estatísticas. 

A substituição da equação (3.11) na equagdo (3.2) re 

sulca nas propriedades 

A110 

Rtm 
= 0 
	

(3.12a) 
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e substituindo a equação (3.11) na equação (3.3), teremos 

(0,oc(0'4') = 2E 	E 	R~S~,
m,P~ (cose)P ~,(cos0')cosmc~senm'~' + 2,.2' m,m' 

+ E 	E 	R
4m

R
t,m

,Pni(cos8)P ~,(cos8') cosm~cosm'~' + 
.~, -2' m, m' 

E 	E 	S~St„m,P~(cos0)P~a (cos0')senmPsenm' ' 
t, t' m,m' 

(3.13) 

Comparando as equações (3.13) e (3.10), obtemos 

( -m)  r 

RtmRt'm' - (2-Sm , 0)drmsg t (2+m).  ót'
trôm 
'm, 
	m >. 0 , 

(3.14a) 

S S 	= 2S2 	(t-m)' S 	ó 
~m t ' m ' 	rmsg .P_ (t+m). t,t' mm' 

m r 1 , 	(3.14b) 

R
tm
S, = 0 	 (3.14c) 

Para que possamos obter resultados quantitativos,de 

vemos escolher uma forma explicita para a função de correta - 
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ção. A idéia central nesse caso ê que a -função de correlação 

deve ter um valor maximo em y = 0 e decrescer com o aumento 

de y, jã que se espera que a correlação entre os valores da 

rugosidade de dois pontos distintos na superfície diminua cam 

a distancia entre eles. A função que escolhemos para a fun 

ção de correlação, W(cosy), equação (3.3), que satisfaz es 

tas condições e ë normalizada, equação (3.7), ê a função Gaus 

siana 

W(cosy) = e
-d2/D2  

(3.15) 

onde d = d(cosy) ë a distância entre dois pontos, (84) 	e 

( 6 I , 
ç
b r > , na superfície da esfera de raio R, e D é o parâmetro 

que dã o comprimento de correlação da rugosidade. Em termos 

do angulo y, a distancia d é dada por 

d = 2Rsen(y/2) 	 (3.16) 

Substituindo a equação (3.15) na equação (3.15),po-

demos escrever 

4
2 
 sen2(y/2) 

W(cosy) = e (3.17) 

onde definimos 

a = D/R 

0 parâmetro a definido na equação (3.18) ê o comprimento angu 

(3.18) 



Fazenso x = 2/a2 e multiplicando a equação (3.19) por 

-2/a2 e 	, temos 
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lar de correlação da rugosidade. 

Os coeficientes g da equação (.3.8) podem ser obti - 

dos usando a expansão
(16) 

excosy = 
	
(2t+ 1) I~(x)P

t
(cosy), 

t=0 

onde It(x) é a função esférica de Bessel Modificada. 

(3.19) 

e a 
	

= e 

- 2 (1-cosy) 	- 4 	 sen2y/2 	 -2/a2 
2 

	

a 	 - E (2t+1)e 	I
t
(2/a2)P (cosy). 

(3.20) 

Comparando a equação (3.20) com as equações (3.17) e 

(3.8), obtemos 

g~ _ (2t+1)e
-2/a2 

I(2/a2) (3.21) 

Considerando cosy=l, na equação (3.20), pode-se mos-

trar que os coeficientes gt satisfazem a regra 

gt = 1 
t=0 

(3.22) 

t=0 

Derivando a equação (3.20) com respeito a cosy pode-

-se obter também as relações 
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~ 
~ t(.2+l)g(x) = 2x 	 (3.23) 

Z=0 

e 

É £(.2-1) (2+1) (t+2)gt(x) = 8x2 
co 

.2=0 
(3.24) 

Uma vez conhecidos os valores do desvio médio qua - 

drâtico da rugosidade (Srms) 
e do comprimento de correlação 

angular (a) , podemos determinar a função de correlação W (cosy), 

equação (3.17), o produto (O,q) (0',('), equação (3.3), 	os 

coeficientes gt, equação (3.2), e os valores médios de todos 

os produtos entre coeficientes Rtm e S
tm

, equação (3.14). As-

sim, a rugosidade fica completamente caracterizada por estes 

dois parãmetros (arms 
e a). 

0 comprimento de correlação da rugosidade (D) está 

relacionado ao comprimento de correlação angular (a) conforme 

a equação (3.18) e o desvio médio quadrâtico da 	rugosidade 

(6 	) deve ser muito menor que o raio médio da esfera rugosa, 
rms 

equação (3.6). 

Nos Capítulos a seguir, o valor médio de produtos en 

volvendo mais de duas funções rugosidade são de ordem supe 

rior a Srms 
e por isso tais produtos não serão considerados. 



CAPÍTULO IV 

ESPALHAMENTO EM ESFERAS COM RUGOSIDADE-FORMALISMO  

0 problema central desse trabalho consiste em calcu 

lar o campo eletromagnético espalhado por uma esfera rugosa 

considerando uma onda plana incidente sobre ela. Nosso ince - 

cesse é estudar as diferenças qualitativas e quantitativas en 

tre esse espalhamento e o espalhamento por uma esfera perfei-

tamente lisa, ou seja, queremos determinar os efeitos da rugo 

sidade no espalhamento. 

0 modelo que usaremos para caracterizar a rugosida 

de da esfera está descrito no Capitulo III. Pela equação (3.6) 

foi considerada a condição de que o desvio médio quadrático 

da rugosidade (6rms
) seja muito menor que o raio (R) da esfe-

ra não perturbada, de modo que, podemos escrever 

6
2 « 1  

onde definimos 

6 = 5(6,0 _ Ç(8,0/R 

(4.1) 

(4.2) 

Neste Capitulo vamos desenvolver um formalismo devi 

do a ERMA( 8 ), que nas permite calcular o campo espalhado pe 

=a esfera rugosa através de uma teoria de perturbação no espa 

56 
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lhamento de Mie, em termos de 6. Assim, vamos expandir os cam 

pos em potências de 6 até termos da ordem de 62, de modo 	a 

nos permitir determinar o valor médio da seção de choque 	e 

dos elementos da matriz de espalhamento ate segunda ordem em 

6 	/R. 0 formalismo ê geral no sentido de que e válido para rms 

esferas rugosas condutoras ou dieletricas e para qualquer fai 

xa de comprimento de onda. 

0 sistema que vamos considerar, Figura (7 ), con 

um meio infinito (veio 2) onde e imersa uma esfera 

rugosa (meio 1) homogênea e linear nas suas propriedades ele-

tromagnéticas. Tanto a esfera rugosa como o meio infinito no 

qual ela estâ imersa são representados pelos valores ul's1 e  

£2, para a permeabilidade magnética e permissividade elê- 

trica da esfera rugosa e do meio infinito, respectivamente.As 

permissividades elétricas da esfera rugosa (c1) e cio meio in-

finito podem ser complexas de modo a incluir a condutividade 

(a1) no interior da esfera e a absorção no meio infinito. 

Neste Capitulo vamos considerar um campo eletromag-

nético incidente sobre a esfera rugosa com polarização ao lon 

go do eixo x, para o qual serão obtidas com detalhes as solu-

çóes formais dos campos espalhado e transmitido. No apêndice 

B são dadas as soluçóes formais dos campos espalhado e trans-

mitido pela esfera rugosa para uma polarização incidente no 

eixo y, mas com os cálculos sendo descritos sucintamente, já 

cue seguem os mesmos passos descritos neste Capitulo. 

0 campo incidente com polarização x é dado pela equa 

são (2.33) e pode ser escrito em coordenadas esféricas, equa- 

são (2.41) , na forma 

siste de 

11 2' 
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} 	ik z 	~ 
E. = ie 2 = E a 
1 	 n=l n nCk2r)Mó - 

lin 
	i3--

n
(k2r)Né~ i~n(k2r)Në n I 

(4.4a) 

i.k z 
Hi = jy 2e 2 = -

n
Éla

n
y~ [jn(k~r)Mé~+ij

n
(k2r)Nó~+i n(k2r)Nó~ I 

(4.4b) 

De modo análogo ao que fizemos na seção 2.2, no pro 

blema da esfera lisa, definimos o campo total, no meio 2, co-

mo a superposição do campo incidente (-E-
i'

) e do campo espa-

lhado pela esfera rugosa (És,Hs), e, no meio 1, como o campo' 

transmitido para o interior da esfera rugosa, de modo que 

5 (4.5a) 

2 =I + ft
1 
	 (1-1.5b) 

e 

(4.6a) 

(D'-.6b) 

0 campos espalhado e transmitido pela esfera rugosa 

serão escritos na mesma forma que as expansões dadas 	pelas' 

equações (2.42) e (2.43), respectivamente, 
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Es EEE Xnman[hn(k2r)AamnMxmn-itin(k2r)BamnNxmn-i4,n(k2r)BamnNRmni, 

(4.7a) 

g
s -anmany2[hn(k2r)BamnMamnn(k2r)AamnNamn+i(1)n(k2r)AamnNRmn~ 

(4.7b) 

t= EEE~nmanL~n(klr)At ~mnM~mn-~3-n
Cklr)Bt lmnN~mn-i~n(klr)Bt amnNRmn] 

(4.8a) 

H
t -~nman~yl[jn(klr)BAmnMAmn+i}n(klr)Aamn amn+i~n(klr)AamnNRmn] 

(4.8b) 

onde ASmn'Bamn'Aamn 
t 	

Xe Btmn são os coeficientes que queremos cal 

cular, por aproximações sucessivas ate segunda ordem em S . 

0 campo espalhado, equação (4.7), satisfaz à equação 

de onda, equação (2.6), no meio 2 e tende a zero para pontos 

longe da esfera rugosa. 0 campo transmitido, equação (4.8),sa-

tisfaz á equação de onda, equação C2.6), no meio l e ê finito 

em r = O. Os campos no meio 2, equação (4.5), e no meio l,equa 

ção (4.6), devem satisfazer .as condiçés de contorno impostas 

pelas equações de Maxwell na superfície da esfera rugosa. 

A teoria de perturbação que desenvolveremos neste 

trabalho para resolver o problema do eapalhamento em esferas 

rugosas e equivalente ao mêtocio de Rayleigh-Fano(17)no sentido 

de que extendemos a validade das expressões (4.7) e (4.8) para 

o interior da região R-I 	(6,x)1<r<R+IE 	(6,x)1 impondo 	a max 	 max 

continuidade dessas expressões ate. a superfície da esfera rugo 

sa r=R+C(6,(0). Entretanto, como vamos tratar de uma teoria de 

perturbação restrita â condição expressa na eq.(4.1), os limi 

tes de validade do método de Rayleigh-Fano(17)sao satisfeitos 



quer ponto desta, dado por 

1 	aC(0,(1)) 	1 	aC(0,0  
BO 	e0 + rsen0 	a0 	e(P-Ir=R+(0,(1))' n = ê

r 
- C 

r 

(4.10) 

Definindo os campos E e H como 

= R+C(0,4) =[ 
E
1

+Es-Et~r = R+“0,0 

e 

= [42-Hl]r = R+E(0,0 	
ist] r = R+C(0,0 

podemos escrever as equações (4.9a) e (4.9b) na forma 

(4.11a) 

(4.11b) 

_~ T-•~ 
zik.7; 

4.1. - Esfera Rugosa Dielétrica  

No caso da esfera rugosa ser um dielétrico, as equa 

ções de Maxwell imp6em a continuidade da componente tangen - 

ciai dos campos na superfície da esfera rugosa, ou. seja, 

n x I~2 - El]r=R+(0,(1)) 

e 

n x [H2 - Hl]r = R+C(0,~) = 0 	5 

	 (4.9b) 

onde n e um vetor normal a superfície da esfera rugosa em qual 

f;0 



~ (4.13) 

onde as partes transversal e radial de n são, respectivamente, 

(4.14a) 

(4.14b) 
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(4.12a) 

(4.12b) 

0 vetor n, dado na equação (4.10), pode ser separado 

numa parte com direção transversal ao vetor r e outra com dire 

ção radial, de modo que podemos escrever 

e S é dado pela equação (4.2). 

A partir das equações (4.4), (4.7) e (4.8) podemos 

tambêm separar os campos É e H, definidos na equação (4.11) , 

em partes transversal e radial, de modo que 

(4.15a) 

  

(4.15b) ~ 
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onde as partes transversal e radial de É e AH são -dados, respec 

tivamente, por 

2T 
={EEEa- [h (k r)16±, 	-j (k r) A-2 ]MT -iEEEa [r1 (k r)Bs -j (k r)Bt ]NT + n n 2mn n l ~mn Xmn 

Arun. n n 2 Amn n 1 Amn Xmn 

+ 	É anjn(k2r)Mó~ i ! an3- nCk2r)NelnT }r=R+C(6,(P) n=1 	 n=1 

(4.16a) 

NT ={-EEF n CY2hn (k2r)B~~ ylj
n(k

1r)B
am~~MA,m~ 1EEEan

[y2~i
n
(k2r)A

mn 
+ 

Anrr~ 	 Anm 

~ 	 n 	 ~ 

- ylj
n
(klr)A~

m
]NA~ - 

n
E
l
a
n
y2~

n
(k2r)M~eln 

i
n
EJ any2fn(k2r)11~1n}r=R +~(6,(P) 

(4.16b) 

e 

ÉF'={-iEEE an[~n(k2r)Bs~n - ~n(klr)B~mn]NA~ i É an~n(k2r)NR e1n}r-R+(8,~)' Amm 	 ~=-1 

(4.17a) 

HR={-iEEZ an 
[y2 n(k2r )A

X
~1 - y1~Un(klr)Aamn~NAmn i É an

y2~
n
(k2 )N r

oln}e=R+E(84). Arm 	 n=1 

(4.17b) 

Substituindo as equaçóes (4.13) e (4.15a) na equação 

(4.12a) e as equações (4.13) e (4.15b) na equação (4.12b), ob- 
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(4.18a) 

~4-N47 ~. 

temos 

n x É _(nR x ÉT + 	nT x ÷R 	 -+T  +(n T x ÉT) = 0 

e 

n x H = nx x HT + 	n 1 x HR )+( nT x HT )= 0 , (4.18a) 

respectivamente. 

Das equaçoes (4.18a) e (4.18b) resulta 

nR x ÉT + 	nT x HR = 0 	 (4.19a) 

e 

nR x HT + nl x HR = 0,- ~ (4.19b) 

x tT = 0 	 (4.20a) 

e 

n x H~- = 0 (4.20b) 

Fazendo o produto escalar das equações (4.19a) 

( 4.19b) com o vetor nR, obtemos, respectivamente 

(4.21a) 

 

  

  

  

(Ú.21b) 

 

s x_ 



64 

T 

As equações (4.20a) e (4.20b) são automaticamente sa 

tisfeitas pelas soluções dadas nas equações (4.21a) e (4.21b). 

As equações 0.21) são completamente equivalentes as condiçóes 

de contorno expressas na equação (4.9) e serão o ponto de par-

tida para obtermos aproximaçóes sucessivas dos campos em or - 

densde S. Uma vez que queremos somente os valores médios da se 

çao de choque e da Matriz de espalhamento da esfera rugosa, va 

mos escrever os campos como expansoes em poténcias de S, de mo 

do que os coeficientes do campo espalhado, equação (4.7), 	se 

raio escritos na forma 

As 	= GAs 	+ Ls 	+ 2As 	+ ... 	 (4.22a) 
Xmn 	amn 	amn 	Xmn 

(4.22b) 

e os coeficientes do campo transmitido 

t 	O
F t 	l t 	2 t 

A~mn - ,~mn + A.~mn + Aamn + . (4.23a) 

t 	O t 	l t 	2 t 
BAmn 	B~mn + Bamn + Bamn + ... 

(4.23b) 

onde os termos do lado direito das equaçdes (4.22) e (4.23) tém 

valores médios estatisti_cos em ordem de S, tais que 

0C ti (d 	/R)0 , 
rms 

(4.24a) 

 

s 	0 s 	1 s 	2 s 
BAmn 	Bamn + Blmn + Bamn + 



df (p) 
fn(p) = p 	n  

dp 

 

z~- 

  

	 1/2 

I1Cl2, 	'A, (6rms/R)1, 
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(4.24b ) 

 

ZC ti (6rirs/R)2 , 

 

(4.24c) 

 

onde 1C = [1A~mn, 1Bamn, 1Aamn, 1BAmn ], i = 0,1,2, representa 

qualquer dos termos do lado direito das equaçóes (4.22) 	e 

(4.23). 

As funções que dependem de r no lado direito 	das 

equações (4.16) e (4.17)- podem ser expandidas em potencias 

de 6, na forma 

fn(k2r) r=R+~(0,q~)= f~(R2 ) + Sfn (R2 ) + 62fn(R2) + 

  

(4.25a) 

e 

  

   

fn(k
1r) fo(Rl) + Sfn(R1) + S2fn(Rl) + ... 

   

(4.25b) 

onde fn(p) 
representa qualquer das funções de r mencionadas., e 

definimos 

fn(p) = fn(p) , 
(4.26a) 

(4.26b) 
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d2f (p 
n 

2 
fn(p) = 	P 	 2 

2 	dp 
(4.26c). 

Substituindo as equaçdes (4.22), (4.23) e (4.25) nas 

equaçdes (4.16) e (4.17), podemos escrever as partes transver-

sal e radial dos campos E e H na forma 

1 (4TT 1ÉT E = É + 	+ 2ÉT + .. ., (4.27a) 

HT = OHT + 	TH 
 + 2HT + .. ., (4.27b) 

e 

HR = OÉR + 1Éx + . . . , 	 (4.28a) 

H- 
R = OHF. + 1HR + . . • ~ - 

	 (4.28b) 

onde os índices superiores dos termos no lado direito das equa 

ç6es (4.27) e (4.28) denotam suas ordens em relaçáo a S confor 

me explicado na seqüência das equações (4.22) e (4.23). 

Expandindo o fator (1+6)-1 do lado direito da equa 

ção (4.14) podemos escrever o vetor nT na forma 

nT = 1T n 	2nT + ... 	 (4.29) 

onde 

~ aô 	 1 	aS  
n 	

a6 er + send acp 
ê

(I)
] 	, 	 (4.30a) 

2
n

T =- S].nT 
= S C a S + 
	1 	DS  

ao 	sen6 a(1) e4) ~ 5 (4.30b) 
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e a raiz quadrada da média de I1nTl 2  e a media de cada compo- 

T 
nente de 2ti são proporcionais a (S 	/R)1  e (S 	/R)2, res - rms 	rms 

pectivamente. 

Substituindo as equaçóes (4.27a), (4.28a) e (4.29 ) 

na equação (4.21a) e as equaçóes (4.27b),(4.28b) e (4.29) na 

equação (4.21b) e igualando os termos de mesma ordem em (S, ob 

temos a sequéncia de equações 

OpT _ 0  

e 

5 

 

(4.31a) 

(4.31b) 

(4.32a) 

(4.32b) 

(4.33a) 

2H-÷T = 1r 1 10
1+  2n

TI0HR I 
 , 
	 (4.33b) 

As equaçóes (4.31a) e (4.31b) envolvem somente 	os 

coeficientes em ordem zero (0 A
s 
 , OBamns ,OAt  Xmn e amn OBt  ) 	e 

são iguais as condições de contorno dos campos na esfera li 

sa, equações (2.32a) e (2.32b), respectivamente. Portanto, os 



 

■ 
Pv 4  
~~-. ~= 
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coeficientes calculados a partir das equaçgves (.4.31) e (2.32) 

são iguais, ou seja, o espalhamento da esfera rugosa em ordem 

zero é o espalhamento de Mie para a esfera lisa. Determinados 

os coeficientes em ordem zero, podemos calcular os coeficien- 

tes em ordem um (l As 	
1Bs 	lAt 

' 	1Btamn ) pelas equaçóes 

	

amn' 	amn 	amn'  

(4.32a) e (4.32b). Obtidas as soluções para os coeficientes en 

ordem um podemos calcular os coeficientes em ordem 	dois 

(`As 	
2Bs 

, 
2At 	2Bt ) a partir das equações (4.33a) e amn Xmn Xmn' Xmn 

(4.33b), e assim sucessivamente poderíamos determinar todos 

os termos do lado direito das equaçóes (4.22) e (4.23). Neste 

trabalho calcularemos os campos s6 até segunda ordem em S,uma 

vez que queremos a media da seção de choque e matriz de espa- 

lhamento da esfera rugosa até segunda ordem em Srms/R' o que 

é suficiente para se estudar os efeitos dominantes devido a 

rtigosidade no espalhamento. 

Para proceder ao calculo dos coeficientes dos cam - 

pos espalhado e transmitido, equações (4.22) e (4.23), é conve 

niente escrever separadamente as expressóes de cada termo do. 

lado direito das equações (4.27) e (4.28). Substituindo 	as 

equações (4.22) e (4.23) nas equaçóes (4.16) e (4.17) e expan 

dindo as funções dependentes de r no lado direito das equaçóes 

(4.16) e (4.17), obtemos, por ordem, 

Ordem zero : 

6 T = 
xnm n[hn

(R2) Aamn jn(Rl)0At xmn1 Mamn + 

	

iEEE a [ni (R )6 BS 	- j- (R )6 Bt 	1 N1 
Anm n n 2 Xmn n 1 Xmn Xmn 

+ É a j (R )MT 	- i E a 3 (R AT 	 (4.34a) 
n=1 n n 2 oln 	n=1 n n 2 eln 
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0
HT = -EEE anCY2hri(.RZ)6Bamn Yljn(R1)OBamn~M~mn Xnm 

- T - I EEE an 	~~ 2 C Y 2 Fi(R)6Aamn - Y1~n (R1) oAX mnj Namn + anm 

- n L1a
n

Y2
jn(R2)Mé

ln 
- i

n
Ela

n
Y 2 ~

n
(R2)Noln (4.34b) 

_ - iEE£ anC$n (R 2 ) OB, mn
- 

~n (R
l ) ~ B~mn ~ Namn - i É.an(R2 )Neln Xnm 	 n=1 n  

(4.35a) 

OHR_ = - EF.E a
n CY2~n(R2) - ~mn Yl~n(RC) Aariul x

nm 

}1 	00 	 >R 

f amri in
1 anY2~n(R2 )Ncan 

(4.35b) 

:rdem um : 

-~T 	 l 	 ->T s 	 1 t 	 1 s 	1 t .+-Th = EEE an Ehn(R2) 
A~mn - in(R1) AJ~r~]Mamn-iEEE a

n
[ n(R2 ) Bxmn

- j--
n

(R1) B
xmn

jN
Amn 

+ 
Awn 	 anm 

+ ZEE a LI-1,„(R2 )l 	~~s -jl(R )~At ]SMT -~iEEEa ~~il(R )6BS -j-n (Ri)  Gt. ]SNT 
Xnm ~  	amn n l amn amn Xnm 

	

n n 2 amn  	
BA 
	Amn 

0÷R 

(4.36a) + É a
n
j
n(R2)SMn

ln 
- É a

n
j-n(R2)SNeln n=1 	 n=1 



- i ZEE a,n[y2~in(R2)OA~mn 
Yl n(Rl)OAarnj S

t 	
~mn anm 

- É any2jn(R2)SMnln - i ~ a
n
y2~~(R2 )SNnln n=1 	 n=1 

1R
= -i EEEan [ $n(R2 )1Bs -qy (R. ) lBt ~NR -iEEE 	[~1(R )0B` 	1 

anri~ 	 ~mn. n 1 amn amn ~~ n n 2 amn ~n(R 

(4.36b) 

- i
n

É
1

a
n

~
n(R2)Sa.eln (4.37a) 

HR= 	-iEEE anCy24n(R2)1Aarrn ylyn(Rl)1A~mn~P; ~-ianrran[y2~T(R2)OA~rrn+ 

- yl~n(R2 ) OA
t 
~rrn

~ SN 
amn - É any ,~n( 2 ) SNô1n 

n=1 
(4.37b) 

b•~v4 ~~L~• 
~ 
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iHT ls 	lt -~T 	 ls - EEE anCY2 n(R2) Bamn-YljnR~ Bamn]Mamn i~~ an CY2 n(R2 ) A~nn + 
anm 

T Y13n(Rl)lAt amn~amn anman[ y2hn(R2 )OP~~1-y1jn
(Rl)OB~rn~ S ámn 
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Ordem dois: 

2É1 
	 t = EEE an[hn(.R2)

2Aamn-jn (R1)2_'Amn] anm 
-iEFEa [,i (R,.)2B~ -N(R)2N N~

mn inn 	x mm ~ n ~. 	~ 
	l

~]  

[ 	l 	lA] 	 1 	l
+ FEE ah(R)A 3 (R )A 	-i~ a[(R2) Nmn j-n (R1)Bamn] SAm 

n n 2m~
mrNn 	nN

arm 	
m 	 + 

+ EEEa [h`(R )pAs -j2(R )0A]S2MT -iEEEa [Ti2(R )pBs -j2(R )pBt 	S2NT anni n n 2 amn n l amn 	l,mn anm n n 2 amn n 1 Xmn] amn 

+ E 	2 N 	É 	2 e
anjn(R2 )S NoNiaj(R)S N 

n=1 	
nn2 	ln (4.38a) 

2r= - EEE an [y2hn(R
2 ) 2Nmn 

Ann 
ir  n(R1)2N~t ]M~

m~ 1anman[Y2N(R2)2As amn 

(R ) A 	 [y h (R~ 	B 	 T y
1
5-(R

1
) 1 arnn1 N Amn 	ArEuErr an 2 n ' ~mn ylN (Rl)1B~~] SM 	+ 

- iEEE an [ y2~ín(R2)lAarnn y1N(R1)1N~] SN ~ IM + anm 

-~~ an[y2hn(R2 )p B~~ yljn(Rl)p F~mn]S2 ámn-1anma
n CY 2~n(R2 )pA~~ + 

2 	p t 	2-~T 	_ ~ 	2 	2-~T 	~ 	2 	2-~T 
- Y2N(R1) A~~] S Namn NlanY2~n(R2,)S Nln in

E
l

a
ny2~n(R2)ô Nóln 

(4,38b) 
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4.1.1. - Coeficientes em.ordem zero - esfera rugosa dielêtrica 

As equações para os coeficientes em ordem zero são 

obtidos substituindo as equações (4.34a) e (4.34b) nas equações 

(4.31a) e (4.31b), respectivamente, resultando 

O ~ 	O~~~  	 O 	O EEE a
n

h(R2)A~jn (R1)Amn MiEEEan[~n(R2)mmn~n(Rl)mmni Nxmn  + 

+ nElanjn(R2)Moln - in
É
l 

anjnCR2)Néln = 0 (4.39a) 

e 

EEE an[ y2 n(R2 )amm~ ylO n(R1)OBamn~M mn inn + iEEEanCy2n(R2)n~mn 

- yl
4_
n(R1_ ) OA~mn~N~mn 

+ E (R ) nl n1 211-1'2' Teln + inEi ny2 ~n2 No 	
0 ln =  

(4.39b) 

As equaçdes (4.39a) e (4.39b) são idênticas as equações (2.44a) 

e (2.44b), respectivamente, e, portanto, têm as mesmas solu 

iões, equações (2.48), (2.49) e (2.50), que reescrevemos • 	na 

forma, 

= 	s 	- r y,~j n ( R ,
-)mn 	L 

) j-n(R2 )-y1j-
n

(R1)jn(R2 ) 

Sa ,o m,1 DAn 

(4.40a) 



OBs 	= - amn ~ 

ylj
n

C.Rl)j-
n

C_R 2 )-
Y2 j-n

CRl)j
n 

C.R 2 ) 

DB 
n 

1 6x ,e dm,l 

(4.40b) 

e 

0 t 
Aa mn 

1y2  
[ 

R
2
DA 
	J aa ,o 6m, l 

2 n 

5 (4.41a) 

O 
B 

t 	- 
Xmn ~ 

iy2  

R2DB ]dX'edm,l 
2 n 

5 (4.41b) 

onde definimos DA n e DB n como 

DAn = y2jn(R1n
(R2)-y

1
j-
n(R1)hn

(R2) (4.42a) 

DBn = yljn(R
l)-tn(R2

)-y2j-
n
(Rl)h

r 
(R2) 	 (4.42b) 

4.1.2. - Coeficientes em ordem um - esfera rugosa dielétrica 

Considerando somente os coeficientes de ordem zero 

áo 	nulos OAS, 0Bse 	OA tln' 	tOB 
eln'equações (4.40) e (4.41), t 

oln

obtemos as equações para os coeficientes em ordem um, pela subs 

=_tuiço das equações (4.35a) e (4.36a) na equação (4.32a) 	e 

:as equações (4.35b) e (4.36b) na equação (4.32b), com o resul 
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Xnman[hn(R2)
lA~mn jn(R1)

lAamn~ mn 	
T 

	

lamm ~~~n (
R2 

)1Ba 	)1B mn-3-n ( R1 amn~ Namn 

~ 	~ 

+k
!a

k
[jk(R2)+hk(R2) Aolk-jk(Rl) Aólk]SMólk- i E akC3"1(R2) + 

~=1 k 

°Bs 
	_4_1(R )0Bt ] SNT = -i E a elk k 1 elk elk k=1 

c. 0 
~k(R2)+~(R2

) Be
ii(
-~k(R

l) B
e 

1 TNR n elk 

(4.43a) 

e 

En a__ [y r. (R )1B` -• yl j n (R1 )1Btamn ]NTarr~ +iE ZE a [y ~i (R, )lAs •  -y j- (R )lAt 	]N + 
anm n 2 n 2 amn 	 ~~ 	 amn 1 n 1 amn amn 

k1~ 
[Y2Jk( R2)+y2hk(R2)oBel.k yl~k(Rl)oB lk~ e +iEEEak [y2j-k(R2 ) + 

ar:m 

+ y2~lc(R2 ) oAõlk yl kERl) 
0Aolk] ôNó~ k 

= i E a~[ y2~Uk(R2)+y2~}c (R2 ) 
oAolk ~l~k(Rl) oA

t 
olk]1nTNolk ]¢-1 

R 
onde Nelk e o módulo do vetor N

elk 
o 	 o 

f conveniente aqui, definir as quantidades 

(4.43b) 

(4.44a) 

tio 
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bk = j-k (R 2 ) + ~i(-R2)O Belk1c ~ (Rl)OBelk (4.44b) 

0 s 	0 t +~kCR 2) Belk- k(Rl) Belk 

 

(4.44c) 

 

dk = y2~k(R2)+y2~]( R2)~Aolk yl7k(Rl)OAolk 

 

(4.44d) 

 

ek = 	 t y2jk(R2) 	y2hk(R2)OBelk ylik(Rl)OBelk 
(4.44e) 

= ipk (R2 ) + (pk(R2)OBelk 	k(R1)OB
t 
elk 

(4.44f) 

cujas expresses em termos das funções de Bessel estio calcula 

das no apêndice D. 

Fazendo o produto escalar das equações (4.43a) 	por 

MXmn e (4.43b) por N mn, integrando-as no ângulo sólido e usan 

do as relações de ortogonalidade, equação (2.21), obtemos 	o 

sistema de equações 

ansmn Chn(R2)lA~~-j
n
(Rl)lA~r~nI 	E ak[a

k
<M~mn~

S ~ Molk 
> -i 

k.=1 

+ ick<M~mn I nT ~ r?elk>~ 

}T ~ I~T <Mamn elk 

(4.45a) (4.45a) 

a R 	[y ~i (R~)lHs - y j- (R )lAt j=-Fa     [dl<NT ~ S ~NT >- ié <NT 16 ~MT > + 
~. 	?mz'1 	1 n 1 amn 	k=1 k k- an~,n 	olk 	k Xmn 	e1k 

0 T 	
n 

T Il+T 
- fk<~arrn' 

(4.45b) 



<ÁISIB> _ <ÁIS B> ÷ 
e 	<

±11÷T, 

	

I nT IB> 	= <ÁIln B> 

De modo análogo, fazendo o produto escalar das equa 

ções (4.43a) por N
Xmn e (4.4jb) por MXmn e integrando-as 	no 

angulo sólido, resulta no sistema de equações 

a
nSmn 

~in(R2)1 B~
mn
s --n ( Bt 	~ 	1 ->1' 	1T 

B~mn~ = 
k El

ak [-ak<NAmn l S 
IMolk

> 
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onde usamos as definiç6es dadas na equação (4.44) e a notação 

bra-ket definida na equação (2.23 ) na forma 

~ 
+ ibk<NÌamn I S 

INelk> - ic<NaI 	u, 11nT I NR el_k? (4.46a) 

ansmn [Y~ á(R2 )1Bamn Ylln(Rl.)1B~mn] = iK
É
l
ak[- K< 

~mn I SlNó~> 	+ 

+ iek<M
Xmn I S I Melk+fk<17%n I 

1nT 
I Nolk' ) 
	

(4.46b) 

Definindo as quantidades 

k: 	]_ }T 	-}T 	1 T 	T 	0  

1Eamn = ak MXmn I S I ólK>-ibk<Ní
Xmzi I S I~~>+ 

icK ?ma  n I Nelk 
(4.47a) 

~ 

kN 	I S I N
mR 

?.mnolk>-iek<T ~mn ~ S IMe]k>- f01 K<N mn I In I olk > (4.47b) 

H 	_ 	-1<NT ISIM~ >+i 	 ISIN f_ >- ic0<NT ~ lnmlNR > 
Awn ak amn olk ~ Ann e1k 	k lmn 	elk 

(4.47c) 



11k 	_
d147 160T >+i

1 <-N~T  ~ó~M  	f 0 ÷T • 1-~T~ R 
Xmn 	k amn 	olk 

e
k)mn 	elk 	k

<N
a~,i n No k  > 
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(4.47d) 

podemos escrever as soluções das equações (4.45) e (4.46) na 

forma 

lAamn 	1 	 7 akC y1in( 1)1~ mn in(Rl)1 ~mn] 
s

a
n 

FI
RITIDAn k=1 

(4,48a) 

1B
amn = 	1 	É ak[yln(R1)~I~~-j

n
(Rl)1

PA  -Ia f3 DB k=1 n mn n 

(4.48b) 

e 

lA~

~ a S 1DA k.
F
la

k[ y2~i
n
(R2)1 	
~mn - hn

(R2)1 
ámn 

m mn n 

(4.49a) 

1BXmn 	a S1 DB 	  ~ ak ~ y2h
n

(R2 ) ~-I~mn ~i
n

(R2 )1Y ~ ] 
num n Ni= 

(4.49b) 

onde DAn 
e DB

n são dados na equação (4.42). Nas equações (4.48) 

e (4.49) os coeficientes de ordem um, lAamn e 1B
amn , são da - 

dos em termos das quantidades 1 E 
	l 	1Hk 	1 < 
amn, 
	

amn, 
	

amn 
e 

FAmn, 
	as 

 

quais são calculadas no apêndice C. 

4.1.8. - Coeficientes em ordem dois - Esfera Rugosa Dielétrica 

Considerando os coeficientes de ordem um e ordem ze- 



-1 	O s 	1 	O t 	1}T R 	T 	 O s 	)0Bt 2ri NR + ~' (R ) B 	-41 	k] S n N 	- i E a. L~ (R )+(p, (R ) B 	-~ 	] k~ 	e41.k( 
k'Rl el 	e?k k_l 	 k Rl e1k 	elk 

(4.50a) 

e 
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ro calculados, obtemos as equações para os' coeficientes de or 

dem dois, substituindo as equações (4.38a), (4.35a) e (4.37a) 

na equação (4.33a) e as equações (4.38b), (4.35b) e (4.37b) m 

equação (4.33b), resultando nas equações 

EEEa
n~hn (R2 )2Aamn 3n(R1)2AamrL~ MXmn

-iEEEan~in(R2)2B~~-5-
n(Rl)2B~~]N~~

+ 

+ EEEa
n,Chn2

)1A~~
m}nr-Jn ~(R1

.1 	
)lA~,mr n,Mx,m,n,-iEEEanr[~n~(R2)1B~ r mr n r 

= ~-n, (R1)1B~ ,
m

,
n

,]S+N~ ,
m

,
n
, + 

k
E
l
akCjR2)+hk(R2 )

O
Aólk jk(Rl)OAolk~ 

S2Molk + 

«. 	2 	 ~ 
- i E akC~k(R2)+.~(R2)OBelk-~-

ri„ 
	S2Nelk R=1 

= -iEEEa
n

, [~n , (R2 )1B~,mTn
,-~'nr (R1 )1Ba,m,nt~lnTNRrmrnr-

>T 
	+ 



(4.50b; 
OAt ] 2nTNR 

1 k 1 clk 	elk 

(4.51a) 

(4.51b) 

ak = j k(R2 ) + hk(R2)OAolk 	jk(R1)OAolk 

b
2 
k = jk(R2 ) + ~ik(R2)OBelk - .k (R1

)t 
OBelk 

ck = 
1

(R 2 ) + 4),1 
Re1K 	k (Rl )OBelk 

(4.51c) 

`64440,
44t-

44,4„ 
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EEEanCY2r(R2 )2Ba~nn
- 
 YlO n (Rï_ )2B~mn~M~mn

+iEEEa
n~

Y2~i
n

(R2 )2A),mn 

(R ) 2At NT + EEE a 	hl (R )1Bs 	_ 	1 	1 t 
- 1 1-in1. 	Xmn~ amri 	n, CY2 n r 2 	a r m,n r 	Yl7nr(Rl) BX rmrr] 8 a,mrnr + 

+ iiEEEa r CY l r (R ) lAS r , ,-Y ~ r (R )1At , , r~ sNT r , r 	+ n 2n 2 amn lr. 1 amn amn 

+ É a CY J 
42(R,)+,, 

  h` (R )  BS 	Y 
_12(R 
2 (R ) 

OBt. 
] 82MT + i E a CY ~ 1\2)  + k_1 n 2 k ~ 	2 :k 

 
elk l k l elk 	elk k=1 k 2 k  

+ Y ~i2 (R ) ÁS 	?-2 	(R ) 
OAt 

] S2N T 	= iEEEa ,CY ~ , (R )1As 	+ 2 k 	2 olk Y l k 1 olk 	olk 	n 2 n 2 a ,  m, n ,  

- Yl~n r(R1)1Ak rmrn,~ln
t 
	N~,mrn, + i

kl
ak CY 2 Uk(R2 ) + Y2 ~k2'OAolk + 

Y1t~k(R
1) OAolki d1nTNR olk + ik

É
l
ak CY 2 Uk(R2) Y2~k(R2 ) OAolk 

Neste ponto, e. conveniente definir as quantidades 



2 	
= 

2 
y 2j-kCR 2 ) + 2 	

O y2~(R2) Anik 
_ yljk 	

O 
(R
1)Aolk 
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(4.51d) 

ek = y2j~ CR 2 ) 

1 
f k = y 2 ~

k
(R2 ) 

+ 

+ 

Y 2 hkCR2) O selk 

1 	O s y2~k(R2) 
Ao7.k 

y1jk(Rl ) O Bé
lk 

1 	0  - y1k(R1) At
clk 

(4.51e) 

(4.51f) 

e também 

T ► rr 	- hn r (R2)1A
s 
~r m r n r J1‘"1/ 	1-1X' 

(4.52a) 

U~
,m

,
n
, 	_ ~nT (R2)1B

s
,
m
,
n
, 	- 

1 s 

n ,(Rl)1B~rmrn, 

1 t 

(4.52b) 

V
X
,
m,nT 	= ~

nt
(R2) 	B~ rm r n ~ - 	t~n,(R1) 	BArm,nr (4.52c) 

X~r m r n, 	= Y2 n,(R2)1A~r m,n r - Y1~nr(R1)1A
t

r m r n r (4.52d) 

'X r m r n r 	= Y2hn,(R2)1B~,m,n, 

1 s 

1Bt 
rmrn ►  - yljn T (R 

1 t 

(4.52e) 

y 2
(P n

,(R2) 	A
X
,
m
,
n
, - y1~n,(Rl) 	A~rmrnr (4.52f) 



-EEEan, 
[X

X .rm,n,<
N~~ IN~,m,n'> - 	Amnl 

NT 	~1}T 
- Ea'm'n' 	2, 'In' 

(4.53b) 

I -+T 

Usando as definições. dadas nas equações (4.51) 

(.4.52) obtemos um sistema de equações para os coeficientes 

2AXmn e 2Aamn' 
fazendo o produto escalar da equação (4.50a ) por 

MXmn 
e (4.50b) por Na mn e integrando-as no angulo sólido, 

re - 

sulca 

ann~.n ~hn ( R2 ) 2Aamn - j n ( R1) 2AXmnj 	ka k ~ak Mamn I d 2 I Mo1 k + 
• 

2~ 	2~T 	1 0 ~T 4T 
- ibk

<M 
Xmn ló I N elk> (ck-c ~ <Mamn 

2 
n 

-EEEan, [TX t m r n, <~mn l s I M~ rmrnr> - iUX ,m,n,<Mamn I  I~X ► nt► n r>+ 

+ iV 	<MT 	I l~T 
rn 	

INR 
' m' n

>1 X 'rn' n' 	Xn 	~  

e 

(4.53a) 

a
n

s~ Cy2~in (R2 )2Aamn ~1~-n(R1)2,4t 
. mr, ~ - - ~ ak rd~ < á

mn I S2 INolk> + 
k=1 

i 2<NT ~ xmn 

m 

Me1k>+ (fk fx ) <N ~! I 2n~. I
N

R
lk> ~ + 
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De modo análogo, fazendo o produto escalar das equa 

ções -(4.50a) por NTlmn 
e (4.50b) por Mame e integrando-as 	no 

ângulo sólido, obtemos o seguinte sistema de equações para os 

coeficientes 
2Bamn e 2BXmn 

S 	C~ (R ) 2Bs -~- (R ) 2Bt ]= 	[- a2<~T
.. I ô 2 I NIT n mn n 2 amn n 1 amn 	k-1 k 	k amn 	olk> a 	+ 

+ ib2<NT I S 2 INT >+iC l 0)‹fI 2iTINR >]+ iEEEa ~`I' 	<~I I S IMT. 	>+ 
k Xmri 	elk 	ek ]c amn 	elk 	n' a'm'n' Xmn 	a'm'n' 

+iU  
Xi m" i<N 

 
T IINT~ , ? >-iV r 	

t<NT 
I lnTI rNR t X mn ?um! X:mn 	X m,n amn 	~ m nr  

(4.54a) 

an(3 mn[Y2hn(R2)2B
L

n-Yl'n(Rl)2BXmn] - 1 k~la k[-d~
< Mmn I S~I Ncl]c + 

iez<MT 
I S 2 I MT > - (fl - f 0)<MT 

I 2n ~NR > 
-1

k amn 	elk 	k 	k )~mn 	olk 

+ iEEEa [-X 	<n ~S~NT 	>+iY 	~MT IóIMT~ r t> n ' 	a'm'n ' amn 	a'm'n' 	~'m'n' ~mn 	~ m n 

(4.54b) 
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Nas equações (4.53) e (4.54) usamos a relação ôln =2nT ,equa 

çâo (4.30b). 

Definindo as quantidades 

2 k 	2->T 	;T 2~'1' 	2 T 	1 0-~T 2~T 
EXmn 	<M Xmn ~s~ Mo1k>- 

.k<M.~mn IS ~ ~elk> - 
i(c

k ckl <MXrnnl 
n 

INel~C~ 

(4.55a) 

	

~T 	2 T 	2 }T 	}T 	1 0 }T - 2-FT R 
2Fl mn -~ .N~mn 

~~ Nolk >-iek
<N~mn I 

62 
~ Me]k >+ (f k fk )<NXmnI n IN olfc' 

(4.55b) 

2 k 	2 -~T 	2-~T 	2-}T 	2 -~ T 	 1 	0 -~I' 	2-~T R 
HXmn 	.k Xmn Is IM elk>+ 1bJc <N Xmn ~ ~ Nelk >+ 

i( ckck)<NXuui l n I N  elk > > 

(4.55c) 

2pk = -d
2<MT• 

I S2~NT >+ie2<MT ~s2IMT >-(fl-1.0
) <MT I 2nTINR 

	

Xmn 	k Am' 	olk k Xmn 	elk k k Xmn 	olk 

(4.55d) 

e 

	

n 	 I ?mr r 	 }T 	~ 	 -~ 
= ET

X'm'n'<MX1iuíS I MX TmTn T >-iUX 
Tm

r nr 
<MXm~ 

I N XTm T n T >+ 

X' 

iv 	<MT I1nTI~ 	
> + XTm'n, ?am 	'm'n' ' 

(4.56a) 



2 ' ' ~n n _ 	 ~T 	~T 	 ~T 	~T 
~amlri 	~ X ,m r n,<Nxmn I S INx'm fn~-~Ya'm'n'<Namr, I S ~Ma rm+nt>+ 

Z 	
-~T I 1->T I R 

- a'm'n'<Namn n NarmInT > > 
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(4.56b) 

 

~I"~ ? = ET - T~ ,m'n' <~?,mn ISIM 'm'n '>+ lUa`m'n' <Namn ISINA ,m,n,> + 

- iv 	~T 1 ~T NR 
a ' m' n' <NÀ mn I n ~X' ITl' n' (4.56c) 

, 	' 
~Mliu = E~ -X~'m'n'< Mmnl S IN ,m,nf>+ 

ii'a'm'n'<Mamnl S IMa''' > + 

~T 	1 ~T I ~R 	> + ZX,n,nr <MamnI n N  ,m,n , (4.56d) 

as soluçóes dos sistemas de equações (4.53) e (4.59 ) podem ser 

escritas na forma 

2A~~i = 	
1DA {

k ~=1 akEyl~n(Rl)2 ~mn jn(R1)2 Mmn + 
~n 

an ~ 	n  

+ n,m,an r CYl~n(Rl)2E~~' - jn(R1) 2F X~ ] } (4.57a) 
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2Bs 	_ 
amn a 	1DB {]cFl~ 

CY1Jn(R1)2HX,mn - j-n(Rl)~~mn 
n S mn n 

 

   

+ n
r
m an, Cyljn (Rl)2HXmn r - 4-n(R1)2P~~'~ } (4.57b) 

e 

2Aamn 	a ~ DA {. 527 ak LY2~n (R2 ) 2 ámn-hn 
(R2 2 ) 2Fnn 	+ 

n mn n k=1 

+ n man~ Cy2n(R2 ) 2E~mnr - hn(R2) 2Famn1 ~ 
(4.58a) 

2BXmn 	a Sl DB 	 {! akEy2 n(.R2)2 ámn
-~ n(R2)2P~knn 

~+ 
n mn n k=1 

~ t 	 " 
+ 

 nm
a

n
~~y2h

n(R2 ) 2 Xmn -~in(R2)2P~ri~ j} t 
	t  (4.58b) 

As quantidades definidas na equação (4.51) são calcu 

ladas no apêndice D e a média estatística das quantidades 2E~n
n
, 

2F]c , 2H.k ' P.k ' equação (4.55) e 2E
m'n'

, 
2Fm'n'

,
2Hm'n' 	

, amn ~mn amn 	 Amn Amn lmn 

2PAmnn' , equação (4.56), ë calculada no apêndice C, o que nos 

permite obter o valor médio dos coeficientes de segunda ordem. 
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i7' 

4.2. - Esfera Rugosa Condutora 

No caso da esfera rugosa ser perfeitamente conduto 

ra (61 ~ c) os campos elétrico e magnético transmitidos para 

o seu interior (E
t 

e t) sio nulos e as condições de contor-

no dos campos na superfície da esfera rugosa s.o, 

n x EZ 

 

= 0 

 

r = R+E(0,0 
(4.59a) 

  

   

n x H2 
r =R+C(04) 

= K 	 (4.59b) 

  

onde K e a densidade superficial de corrente a ser determina- 

da e n e o vetor normal à superficie da esfera rugosa 	dado 

pela equação (4.10). 

De modo anglogo ao que fizemos no caso da esfera li 

sa condutora, usaremos somente a equação (4.59a) para calcular 

mos os coeficientes do campo elétrico espalhado, 	equação 

(4.7a), obtendo o campo magnético pela equação  

Definindo o campo E como, 

É= [E2]r = R+ (0, ) = CEi
+~

s
]
r = R+E(04) 
	 (4.60) 

a equagdo (4.59a) fica na forma, 

 

n x E = 0 . 

 

(4.61) 

  

Separando o campo É em partes transversal e radial, 
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(4.62) 

e substituindo as equaçOes (.4.13) e (4.62) na equação (4.61), 

obtemos apôs alguns arranjos a equaçáo 

ÉT = nT ~ ÉR ~ 	 (4.63) 

onde n e dado pela equação (4.14a) e as partes transversal e 

radial do campo É são dadas, respectivamente, por 

É={EEEanhr~(k2r)A~mnM 
Ar 

iEEEari n(k2r)B
amnNamn+ Ë a j (k r. )~ + 

n=1 n n 2 oln 

1 - iE anjn
(k2r)N

eln}r = R+Ç(e,0 

(4.64a) 

ER ={-iEEEa $~ (k r)BS aR - i É a ~ (k r)I~R } 
n n 2 ~~, ~nn 	n=1 n n 2 E1n r=R+E(8,0 

(4.64b) 

Escrevendo os coeficientes do campo espalhado como 

expansões em ordens de S, de modo que, 

As 	= 
0
As 	+ 1As 	+ 2As 	+ . Xmn 	amn 	Xmn 	Xmn (4.65a) 

Bs 	= 
0
Bs 	+ 1Bs 	+ 28s 	+ . xmn 	amn 	amn 	amn 

(4.65b) 

n=l 

e expandindo as funções de r da equação (4.64) em potências de 
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6 conforme as equaçôes (4.22) e (4,25), podemos escrever 	os 

T campos E e E na forma 

ÉT = 6T E 	lÉT + 
2~ T 

+ ... 

 

(4.66a) 

~ R = 6R E 	
lÉR + ... 	 (4.66b) 

onde cada termo do lado direito das equações (4.66a) e (4.66b) 

é dado a seguir, por ordem, 

ordem zero: 

6~T = Eanhr (R2)6ALIn
M mn iEE - 	Ean n(R2) OBamnNamn + 

+
n l

a
n
j
n
(R2)Móln - in

Éla
n
j
n
(R2)N~~ , (4.67a) 

~ R = -iEEEan~n(R2)6BXmn amTi - i É an'n(R2)Meln n=1 
(4.67b) 

ordem um: 

= Ea h (R )lAs MT - iEEEa ~i CR )113s IF + EEEa hl(R )6As SMT EF 	+ 
n n 2 amn Amin 	n n 2 Xmn Xmn 	n n 2 amn amn 

- iEFEarTin(R2,)6F>Xmn.sNarrn + n
E
l
anjn(R2)SMó~ - 
	inÉla

n
j-n(R2)SNéln •  , 

(4.68a) 
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- EEEa ~ (R )1RRs NR - iEEEa ~1(R )OBs SN~~ - i a ~1(R )SNR n n 2 -7,n~n ~IIII'i 	 n n 
2 
	amn 1mn 	n-1 n n 2 	eln 

(4.68b) 

ordem dois: 

2t:
T = EEFa h (R )ZAs M~ 	- iEEEa ~i (R )2BS N~ 	+ EEEa hl(R )1AS &T + 

n n 2 Xmn a mn 	n n 2 amn amn 	n n 1 ì~mn Agin 

-iEEEa ~i1(R )
I 
B
s

SNT + EE2:a h2(R )OASI~mn S2M - iEEEa 2(?~ )OBs ô2NT 
n n 2 ~mn amn 	n n 2 	~mn 	n n'2 amn amn+ 

+
n
É
l
anjn(R2)S2Mó~ - i

n
É

l

anj-n(R2)S
2Ne~ . (4.69) 

Substituindo as equações (4.66a), (4.66b) e (4.29) na 

equação (4.63) e igualando os termos de mesma ordem em 6, obte-

mos a sequência de aproximações 

(4.70) 

lÉ =T 	1-+T 0÷RI 	 (4.71) 

2E.-+T = 1TI1RI 	
2nTIOeI 	 (4.72) 

Da equação (4.70) obtemos os coeficientes em ordem zé 

ro (0AXmn e OBSmn
) que são iguais aos coeficientes calculados 

no caso da esfera lisa condutora. Na sequencia calcularemos os 

scoeficientes em ordem um (1Axmn e 1Bamn) pela equaçao(4.71) 	e 

os coeficientes em ordem dois (2A~mn e 2B~mn) pela equação 

(4.72). 



OBs 
mn 

- 
n
(R2)  

SX ,eSm,l 
(R2) 

(4.74b) 

st.t._%,. .~. 
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4.2.1. - Coeficientes em ordem-zero -- Esfera Rugosa Condutora 

Substituindo a equação (4.67a) na equação (4.70), te 

remos 

EEEan
h
n
(R2)OAamnMamn 

- iEEEan
~i
n
(R2

)OBamnNamn + 

+ E a j (R )MT 	-  i É a 3- (R, )Nl 	= 0. 
n=1 n n 

(Rn oln 	n=1 n n 2 eln 
(4.73) 

A equação (4.73) ê idêntica a equação (2.53) no caso da esfera 

lisa condutora e, portanto, tem as mesmas soluções, equações 

(2.55) e (2.56), que reescrevemos 	na forma 

0 s 	-Jn(R2) 

Axmn 	h (R ) S
a,o sm,l 

n 2 

(4.74a) 

4:2.2. - Coeficientes em ordem um - Esfera Rugosa Condutora 

Considerando somente os coeficientes de ordem zero 

não nulos (0 A0ln e OBeln
) e substituindo as equações (4.68a) 

(4.67b) na equaçáo (4.71) obtemos 
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EEEa h (R~)1 s Axm }T 	iEEEa1 (R )1Bs NT + É a [jl(R )+hl(R  )~ s A I n n 	~.n~ 	n n 2 )~mn arrn-
1 k=1 k' k 2 ,_ 2 olk 

co 	
I jk (R2 )+~lk(R2 ) ~BéJ,k 1.1T ~k = -i É a kI ~k(R2 )+~k (R2 ) oBelk I ~TNe1n ~•=l 	 k=1 

(4.75) 

As equações para os coeficientes de ordem um 
1AAmn 

e 

lEXmn são obtidas fazendo o produto escalar da equação (4.75) 

por MÀmn e NAmn, respectivamente, e integrando no angulo sóli-

do com o resultado 

a S h CR )1As 	= - i E a [al<M1 I SIMT >-ibl <MT IS~NT >+ m mn n 2 Amn 	k=1 k k amn 	olk 	k amn 	elk 

ick<MTmnI1nTI
NR 
elk

>1 (4.76a) 

a 	CR )1Bs = -i E [ 1<N a. 	
T ISIMT `-ibl<NT IS~NT > T 	+ 

n mn n ~ amn 	k =1 k ak ~.mn 	olk k amn 	elk 

+ ic6<N~
llnT l

NR 
elk >~ mn  k 

(4.76b) 

onde definimos as quantidades 

ak = jk (
R

2 ) + hi CR,)  
) 
	

oAo1k (4.77a) 

bl 
= j1(R2) + ~~(R2)6Bé~ k 

1  (4.77h) 



l
A
s 	_ 	-1 	! a lEk 
Amn anISmnhn(R

2) k=1 k amn 
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ck 	.k 	k 
= ~V(R2 ) + ~(R2 ) oBell. 

 

(4.77c) 

 

é obtida A expressão exata destas quantidades, equação (4.77), 

no apêndice D. 

Definindo 

l       	> lT 	r >+ic0 MT 1 1nT NR
Emn=ak<M~ 1 S 1 ~lk-ib<Ma ISINe 	

<
m 	

I
e lk

> 
k mn lk 	a 

 
(4.78x) 

1 
amn 	

-
L
a k<Namn ~ d ~ E 

1 ÷T-4T 	0 ->T 	1->T N
R -ib k<Namn I s I Ne~ k> + 

ick <N~~ I n I elk >i (4.78b) 

obtemos as soluções 

(4.79a) 

1Bs 
Xmn 

+1 	É a 1Hk. 

an ~mn n(R2) k=1 k amn 
(4.79b) 

As quantidades lEamn e 1Hámn definidas nas equações 

(4.78) são calculadas no Apêndice C. 

4.2.3. - Coeficientes em ordem dois - Esfera Rugosa Condutora 

Substituindo as equações (4.69), (y.68b) e (4.67b) 
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I  

=a equação (4.72), teremos. 

_EFanhn(R2)~A~rmiNmT - iEEEa.n n(R2) 2B~mn Xmn + EEEa.
n

,hn(R2 )lA~
im
,
n 

-iEEFan,Tin,(R2_)1B~ 	a ' ,
m'n ,aN m'n' 	 2 + 

E 	~j(R )+h2(R )O As ],s2-+T + k=l°~k k 2 k 2 olkJ 	ol k 

- i E a.j-k(R2)+~ik(R2 
k=l 

R 
e1k~S2Nelk

} 	
=-iEEEan,~n,(R2)1B~,m,n,ln T 

	
NR,m r n, 

(4.80) 

onde os coeficientes lAXmn' lBamn' 0Aolk e OBelk são dados pe-

las equaçóes (4.79) e (4.74). 

Definindo as quantidades 

a~ = jk(R2) + hk(R2)  Aolk (4.81a •) 

bk = ~-k(R2 ) + ~k R2 ) 	OBélk 

= ~k(R2) + k(R2 ) O Belk' 

(4.81b) 

(4.81c) 

e fazendo o produto escalar da equação (4.80) pelos vetores 

e N~
mn, respectivamente, e integrando no angulo sólido 



1 0 	m 
- i(ck c

k
) <M ~~ 

I 2n,. 
I Nelk>j , + 

- EEEa ~hl (R )l As 	<MT IS IMT 	>-i-hl (R )1 s 	<MT 16 IN 	> + 2 a'm'n' Xmn a'm'n' n' 2~'m'n' Xmn a'm'n' 

(R2)1BXrm'n'<MmnllnT I NR'm'n' >J 

	
(4.82a) 

S 	;n (R,)2Bs 	= i É a C a2<Nr ~S2IMZ >+ib2<NT IS2INT m m~ n 	xmn k=l k k Xmn 	ol k 	Xmn  

i(cl c0)<NT I zn Ik >~+ iEEEa [_hl )lAs 	AT ISIMT 	> 'k k Xmn 	elk 	n' n' 2 x'm'n' amn 	~'m'n' 

i~il (R )1BS 	<N~ ~SINT 	(R2)l~ m n <N~mnl n
T 	

TINR Tm 'n n' 2 a'm'n' ~nu'i~ 	a'm'n' 	n' 	'' r 	 r r 

(4.82b) 
partir das definições 

Xmn 
	
k Xmn 	o lk ibk 

Ma 
mn IS INelk >-i( c -ck 

)<M 
m 

I2nTINR
e lk >=a2<MT S2 IMT >-2< T2T  

(4.83a) 

9k 

:btemos 

2 
s 
	_ ~ 	2-;T 	2}T 	2-~T 	2-}T 

n mr,
níR2) 

A's ~ k~lak[akM).m~.I S IMolk
>-ibk 

Maliu~ I S I Nelk> 



As quantidades definidas na equaçáo (4.81) são calcu 

ladas no Apêndice D. No Apêndice C determinamos a média estatis 

( 1-I.84a) 
1 s 	-~I'  + i~n,(R2) 
BÀ'm'n'<M Xnui n I Na`m'n 

(4.84b) 
l s 	->T 11±T,   R 	

1 - i~n,(R2) BÀ,m,n,<Namn n Nvm,n,> 

(4.85a) 

(4.85b) 

	  ! 
a 2E 

, 	, 

2Aamn 	an
s
mn
h
n
(R2)[kl 	:k Xmn + n,m,an'2

Eamn 

	  r 00 , , 
ZBamn 	a ~ ~̀ i (.R ) 	Lk~lak 2HXmn + n,m,an'2Hamn 	 i 

n mn n 2 
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2 
	

2 	
T 	2I T~ 	2T 	T 	l

G TI2nTRH
amn 

_ -a
k
<N

amn IS Mo k>+ibk<Na 	N mn 	elk >+i(c-c)<N 
	IN 	> k k Amn elk 

(4.83b) 

e 

m'n` = E [hl (R )lAs 	<MT 	MT ~il 	 <NT ISINT 
amn 	n' 2 	a'm'n' amnIS I a'm'n >-i 

' 	n'(R 2)lBs a'm`n' amn 	l`m'n > + ' 

mrnT = E [-hl (R )lAs 	<NT I S IMT 	>+i~il (R )1Bs 	~ I I~ Xmn 	~, 	n ' 2 	a'm 'n ' amn 	a'm 'n ' 	n ` 2 	~'mn '<Namn S 
Kr 	+ 

as soluções para os coeficientes em ordem dois podem ser es 

critas na forma 
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tica das quantidades definidas nas equações (4.83)  e ( 4 . 8 4) , o 

que nos permite obter o valor médio dos coeficientes de ordem 

dois para a esfera condutora. 

Os resultados formais obtidos neste Capitulo 	são 

exatos ate segunda ordem em S e podem ser aplicados para esfe 

ras com rugosidade estatística ou determinïstica. No primeiro 

caso só interessa os valores médios das grandezas físicas que 

descrevem o espalhamento e para isso necessita-se dos valores 

médios dos coeficientes de ordem dois e de todos os produtos 

possíveis entre coeficientes de ordem um. No último caso usa-

-se diretamente as fórmulas desenvolvidas neste Capitulo com 

o perfil da rugosidade conhecido. Em particular pode-se apli- 

car este formalismo para estudar o espalhamento em 	esferoi 

des (8 ) cujas excentricidades sejam pequenas o suficiente pa 

ra que termos de ordens maiores possam ser desprezados. 	No 

proximo Capitulo aplicaremos os resultados deste para a rugo-

sidade estatística descrita no Capitulo III. 

1 



P rC TU L 0 V 

`ATRIZ DE ESPALHAMENTO E SEÇÃO DE CHOQUE DE UMA ESFERA RUGOSA  

Neste Capitulo aplicaremos os resultados do Capitulo 

e Apêndice A para obter os valores médios da seção de cho-• 

e elementos da matriz de espalhamento da esfera rugosa até 

__retos da ordem de $2 IR2. Embora os resultados obtidos tenhas rms 

I_=idade geral, expressões analíticas simples para a seção de 

e matriz de espalhamento serão obtidas no limite de es- 

hamento Rayleigh (X » R) que é o nosso interesse neste tra 

No espalhamentopor uma esfera lisa (Espalhamento de 

desenvolvido no Capitulo II, determinamos os elementos da 

triz de espalhamento a partir do campo espalhado para 	uma 

	 polarização incidente (polarização x), devido a simetria 

=erica do problema. No espalhamento por uma esfera rugosa 

temos,a priori, uma simetria esférica e portanto, para 	a 

-erminação da matriz de espalhamento se faz necessãrio obter 

tampos espalhados para duas polarizaçóes incidentes, x e y. 

:apitulo IV determinamos os coeficientes do campo espalhado 

una polarização incidente no eixo x até segunda ordem em 

-o apêndice A determinamos os coeficientes do campo espa - 

=io para uma polarização incidente no eixo y. A partir des - 

soluções podemos obter os elementos da matriz de espalha - 

-o da esfera rugosa e,sõ então, tomaremos a media estatisti 

restaurando a simetria esférica do sistema mas mantendo os 

r._7cs_dade. 
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Na zona de radiação (k2r 	00) os campos-elétricos es 

palhados devido as polarizações incidentes no eixo x e y são 

respectivamente. 

ik r 	 ik r 

Ex ~ i e 	2 1--'x(8,11)) =i e 2 E E E -(2n+1)  re AT 
+Bx 

NT ~ 
s 	k2r 	 k2r a m m ~(n+l) 	X~ )`~ X~ arrn 

(5.la) 

ik
2 
r 	 ik r 

e 	 FYCe,~)~ i e 2 E E E (2n+1) ~ y AT 
-By 

NT 
~ s 	k2r 	 k2r 

X n m n(n+1) ~mn amn Xmn amn 3 

(5.lb) 

onde redefinimos a notação para especificar a polarização inci- 

dente, de modo que (AX B~
mn

) _ (As
mn

,BX
mn) para a polarização Xmn 

ir..cidente no eixo x e (A~mn,B~mn) = (A~mn,B~mLn) para a polariza 

ção no eixo y. Os coeficientes referentes a polarização 	x , 

A~mn e Bxmn, são dados até segunda ordem em S pelas equações 

(4.40 ),(4.48 	) e (4.57 ) e os coeficientes referentes a pola 

rização y, Axmn e qmn5são dados pelas equações (A.10 ),(A.13) 

e (A.17 ). Nas equaçóes (5.1), Fx(O,(P) e FY(64) são os veto - 

res amplitude de espalhamento, equação (2.59 	), referentes ás 

polarizações x e y, respectivamente. 

Na zona de radiação, as componentes do campo elétrico 

espalhado paralela e perpendicular ao plano de espalhamento es 

tão_ relacionadas com as componentes Ex e E do campo incidente 

através da matriz de amplitude de espalhamento dada na equação 

(2.73 ), que podemos escrever na forma 



c; g 

~ 

S2 	53 Ecos + Eseni) 

(5.2) 

S4 	S, -E 	 semi) + E sen 
 y 

F 
e 

 

F
0 

 

   

onde substituímos as equaçdes (2.60 ) e (2.75 ) na equação 

(2.73 ) . 

Se o campo incidente tem polarização x de modo que 

Ex = 1 e Ey 
= 0 obtemos da equação (5.2) 

F~ = S2cos~ - S3sen~ 

F~ = S 

	

	 ~ 4cos~ - S1sen 

(5.3a) 

(5. 3b) 

onde .Fé e F são as componentes do vetor amplitude de espalha 

mento referentes ã polarização x e podem ser obtidas da equa - 

cão (5.1a ) na forma 

F e = E E E- 
(2n+1) [Ax MT 	• é + Bx NT 	é 

a n m 	n(n+l) 	
amn Xmn8 	amn Xmn 	e ~ 3 

Fx = E E E- (2n+1)-  Ax ~T 	. ë + Bx Nr 	. ê ~. 
~ 	a n m 	n(n+1) L amn~rrn 	0 	~mn ~mn 	~ 

(5.4a) 

(5.4b) 

Se o campo incidente ë polarizado no eixo y de modo 

que E 
x 

= 0 e E = 1, temos da equação (E.2) 

_ á 	= S2sen0 + S.,cos0 J 

= S4sen0 + S1cos0 , 

(E.5a) 

(5.5b) 



0 , 	(5.6a) 
(2n+1) y ->T 	. 	y ~T 

O = E E E n(n+l) ~AamnMamn . 
e 0 - 

B
)mnNamn . e 

7 (5.6b) 
y ~T 

- 
BXmnNamn 

, é Fy = E E E 
(2n+1)CAy MT 	. ê 

(I) n(n+l) amn Xmn 	(I) 
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onde F0 e Fy(I) são as componentes do vetor amplitude de espalha-

mento referentes  polarização y e sáo obtidas da equação (5.16) 

na forma 

A partir das equaçóes (5.3) e (5.5), obtemos 

S1 = - F~sen~ + 	F~cos~ 	, (5.7a) 

S2 = F é
c
os~+ F és

e
n~ , (5.7b) 

S3 =-F
é
sen~ + F~cos~ 	, (5.70) 

S~ = F
x
cos$ + 	FY senO 	. (E.7d) 

Os valores médios dos elementos da matriz de espalhamento são 

obtidos substituindo a equação (5.7) na equação (2.79 ) e to-

mando a média estatística do resultado. Assim teremos 



2 	IF
y

I
2
), 1 CI é I 2 + IF~ I 2 S11 = 	F 	 + IFëI 

2 

1 
CIF S12 2 

os24) + 
2 

IF(pI2 - ILO - IF~I2,c 

(5.9) 534 = Im (F --77g75 + 

*1̀5r.f- 

+ Re [FX Fy°: + FX FY"] sen2~ , 
e e ~  

(5.8) 

S21 = 1 	C IFxI 2- 	F~ 2 + IFéI 2- IF
T

I 21 
2 

S22 = ~ 
[11,)

,,,
(1 2

- 
IFx I2 

- IFé i 2 + IF~I 2]cos2~ 

+ Re [FÁFy e - FF"] sen2s~ 

e 

J33 --Re(FéFX„ - F~Fy ~~) sen2~ + Re (FéFy.,
$ 

+ Fx
~
Fe)cos2~ , 4) $  

	

4~ 	= Im(FXF
X:; - FeFy,:)sen2c~ - Im(F~ Fy;; - FXF e,:)cos2~ , 

	

- ^ 	$ 4) 4)  

"44 	Re (F éF
~„ 
 - 

F~Fy6 ) 
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= Re (1F;* - FyFS'~f~)cos2~ + xe(F~ y + FXFy~~)se~~2~ , 32 	e~ 	e~ 	 e~ 	~ e 

= - Im (FXFX
:; 
+ FyFy

:; ) , 

41 	 6 (P 	e (P 

=-Im,(FXFX~~ 	yF
$ 

)cos2~ 	 - F 

	

-Im(FXFy 	XFy sen2~. 42 	
- F 

e~ 	e 	 e~ 	$ e 

A média estatística das seções de choque com polari- 

ções incidentes paralela e perpendicular ao plano de espalha 

S 	= 	1 (IFál2 	+ 
2 	

IF~1 2 - IFei 2 - IF~I 2) sen2q) + 
2 

- Re(FéFé" + F~F~ )cos2~, 

S 	- I (FXFy.; + FXF
y,;

), 14 	
m 

6 e 	~ ~ 

(5.10 ) 

S23 = 1 (I FAI 2 -IFxI2 - IFé I 2 +IFç
I 2)sen2$ + 

2 

Re(FéF~ - F~FY")cos2~ , 

S 	= -Im(FX y,. _ X Y::) 24 	 eFe 	
F TF ~ 

~1 = Re(F) 	+ F8F ), 
. 	

èFy ~., 	
~ 

(5.11) 
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61 
— = 
	2 {( ~Fe ~ 2 + IF~xI2 )sEn2~+ ( ~ ~ I2 + 1

F
y12

)cos2~ + 
K2 

- R e( F~ FO :: + F~ ) sen2(p) , (5.12b) 

A média estatistiëa das seções de choque com polariza - 

ç6es cruzadas, equaç6es (2.70b ) e (2.71a ) , ser 

mento, equaçOes (2.69a) e (2.69b) , será 

Q„ = 
K 2 
	{(.I AI 2 

+ IF
x

1 2 )cos2~ + C~Fé i 2 + I F~ ~ 2 ) sen2~ + 

      

+ Re(F''cFy" + FFy)sen20 , e e 	(1) 
(5.12a) 
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2 

s ~ 
= 12 { ~FX ~ 2 cosL~+ IFyI2 

sen Z ~ + Re (FXFy )sen2~ } 
x 	~ 	 ~ 	 ~ 0 
2 

(5.13a) 

, 

a 	= 1 
a.e 

k 2 

	 {1FX 1 2sen2 cP + IFyl2 cos2(1) - Re(FXFy.. )senq) } . 
2 	e 	 8 	 8 8 

(5.13b) 

e para as seçoes de choque com mesma polarização incidente 	e 

espalhada, teremos 

~ 



2 

` 	4--"(~- 

2 FB i~ 	1 cos p+ 
9 	k 

1 	x 2 	2 	,_v
1
2 	2. 	x_v~~ - 	

2
. 
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(5.14a) 

= 	
k2 	{

1Fx l Zsen2~ + 	y ~ 2cos2 ~ ~F 	- Re(F~ IA) 	k2 
)sen2~ 1. 

2 

(5.14b) 

As equações (5.8) a (5.14) envolvem os valores me 

dios de todos os tipos de produtos entre os coeficientes A
Xmn' 

RR~ n 	A , AY
mn 

e BY a mn e seus complexos conjugados com índices inde -A m  

endentes. Estas equações.tëm validade geral seja para a esfera 

ugosa 	,seja para um conjunto de espalhadores distribuídos 

eatoriamente. Considerações de simetria mostram( 18 ) 	que 

e o espalhador ou conjunto de espalhadores tem simetria esfe-

ca os dois blocos de elementos da matriz de espalhamento , 

uações (5.10) e (5.11), seriam nulos. Como no nosso sistema 

simetria é restaurada ao serem tomados os valores médios, os 

is blocos da matriz de espalhamento, equações (5.10) 	e 

5.11) são nulos independentemente do comprimento da onda inci 

te e da ordem de grandeza em S em que são calculados os coe 

cientes. No nosso caso isso poderia ser verificado diretamen 

a partir da relação entre os coeficientes do campo espalha-

para a polarização y com os da polarização x. Essa relação 

e ser obtida girando-se a esfera rugosa'(4) -* (P-Tr/2 )~ obten - 

se a soluçao na polarização x e fazendo 	-4- 	-Tr/2 nesta so 
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lução. 

Se C 	representa um dos coeficientes Ax,y ou Bx'y e Amn 	 Xmn Amn 
T„ 

CA,m
,n, o complexo conjugado de um outro destes coeficientes 

com indices diferentes,então o valor médio do produto 

CamnCA'm'n' até segunda ordem em S~
ms será da forma 

C C'°` 	_ ( OC 	C T * 	)+(1C 	1C ,,; 	
) + Am A'm'n' 	Amn A'm'n' 	Amn A'm'n' 

(CAmn2CA'm'n' + OCA ' m'n'2CAmn) (5.15) 

Os coeficientes em ordem zero não nulos são OAo
ln 

0 x 	0Ay 	e OBy 	onde OAy 	= OAx 	e OBy 	= OBx Beln, 
	

eln 	Oln 	eln 	oln 	oln 	eln 
con  

forme as equações (4.40 ) e (A.10 	). Desse modo o primeiro 

termo no lado direito da equação (5.15) geram os mesmos resul 

tados obtidos no Capitulo II no espalhamento de Mie, uma vez 

que a rugosidade não aparece em ordem zero. 0 valor médio dos 

coeficientes de segunda ordem esta determinado no Apêndice C, 

equações (C.13 ) e (C.14 ). As médias não nulas são 2Ax 
oln 

2 x 	
2Ay 	e 2By 	onde 2Ay 	= 2Ax e 2By 	= 2Bx Beln, 
	

eln 	oln 	eln 	oln 	oln 	eln. Des- 

se modo5 os produtos ordem zero com ordem dois, geram um essa- 

lhamerto coerente com o espalhamento de Mie , ainda que as con-

tribuições relativas em duas direções quaisquer possam ser dife-

rentes. Os produtos envolvendo os coeficientes de ordem um com 

ordem um são, em geral, diferentes de zero para quaisquer ín- 

dices e, portanto, produzem um espalhamento incoerente, 	com 

distribuição angular diferente do espalhamento de Mie. A par- 

tir da equação (5.15) as seções de choque e os elementos 	da 
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matriz de espalhamento podem ser escritas na forma 

02 	11 
6 = 	6 + 	6 

 

(5.16a) 

S.. = 02S.. + 11S.. i0 	~0 	13 

 

(5.16b) 

 

onde o primeiro termo no lado direito das equaçóes (5.16) cor-

responde ao espalhamento de Mie (ordem zero com ordem zero) 

acrescido do espalhamento coerente (ordem zero com ordem dois) 

e o segundo termo corresponde ao espalhamento incoerente (or 

dem um com ordem um). 

A partir do valor médio dos coeficientes de ordem 

dois, equações (C.13 ) e (C. 14), e da solução para os coeficien 

tes em ordem um, equações (4.43 ) e (A.13 ),podemos obter o va 

lor médio da seção de choque e da matriz de espalhamento para 

qualquer faixa de comprimento de onda incidente. Para compri 

mentos de onda pequenos comparados com o raio da esfera a con-

vergéncia das séries que expressam a seção de choque e matriz 

de espalhamento da esfera rugosa é lenta e por isso uma anãli-

se nessa região de comprimento de onda devera ser feita numeri 

camente. Entretanto para a regiáo de comprimento de onda gran-

e comparado ao raio médio da esfera rugosa (espalhamento Ray-

Leigh), expresses analíticas simples para estas grandezas po-

_am ser derivadas. 

.1. - Espalhamento Rayleigh   

Nesta seção vamos considerar o espalhamento pela esfe 



r " ' 
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ra rugosa no limite a » R (-espalhamento Rayleigh)r, de modo que 

a seção de choque e a matriz de espalhamento serão obtidas na 

poténcia mais baixa de R2  (R2  = 27rR/a), conforme fizemos no Ca-

pitulo II para a esfera lisa. No limite R2  - 0 os coeficientes 

de ordem zero, ordem um e o valor médio dos coeficientes de or-

dem dois para as polarizaçóes x e y das esferas dielétrica ou 

condutora são calculados no Apêndice E. 

5.1.1. - Esfera Rugosa Dielétrica 

Na poténcia mais baixa de R2  os coeficientes, do cam-

po espalhado devido as polarizaçóes incidentes x e y, de ordem 

zero, ordem um e ordem dois referentes a esfera rugosa dielétri 

ca são dados respectivamente pelas equaçóes (E.3), (E.7b e 8b ) 

e (E.16b), de modo que 

3 
OBx 	= OBy 	= i  2R2 	N2-1 
eln 	oil  

3 	N2+2 

(5.17a) 

e 



CR 00 

2iR2 	N`--1 Y 
Boll = R 	N2+2 

1 	N~-1 
(R20+6R22) ], 

5 	N2+2 
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3 
1Bx 	_ 2iR2 	N2-1 

CR 	
-

1 
	N2-1 (R 
	- 6R ) ell R 	N2+2 ~~ 5 N2+2 20 	22 

3 
1 x 	2iR2 N2 	

C 
-1 	3 	N`-1 r 	

' Be01 R N2+2 	5 N2+2 R21 

3 
_ x 	2iR2 	N`-1 	6 	N2-1 	1 
Boll 	R 	N 2+2 C 5 	N2+2 	S22 J' 

(5.17b) 

3 
1By 
	2iR

2 	N2-1 ~  3 	N2-1 S 	~ e01 R N2+2 5 N2+2 21 

3 

-BY 
21R2 N2-1 6 N2-1  

Bell 	R 	N2+2 C 5 	N2+2 	
S22 ~ 

2 • Bx 	
= 2BY 	= 2iR32 N-1 (S2 /R2)[g + 

7gl  +13
2
g   B 

ell oil 	N2+2 rms 0 10  

(5.17e) 

:nde Bt 	 a m 
é dado pela equação (E.17). Os coeficientes 

OAx,yn 
, 

Aamn 
e 

2Aamn 
não serão considerados por serem de ordem supe - 

rior em R2. 

Substituindo as equações (5.17) nas equações (5.4) e 

(5.6) podemos obter as componentes do vetor amplitude de espa-

lhamento 

spa-

l amento para as polarizações x e y na forma 

7 



. 	- 	- 

1U9 

2 
Fy _ -iR2 N 2-1 [1+3(&rrs/R2 ) (g 0 +7g1/10 + É gB~)1.1 cosOcos(P } + 

N +2 	 Z=2 

3 	 „ 

	

11:2N2-1 {3 CRG0cos6cos~- 1 	N2-1 (fi. OcosOcosq)- 6R22cosOcos4+ 
R N+2 	 5 	N +2 	̀ 

- 6S22cosOser4+ 3R21senO)]}, (5.18a) 

2 
F; iR2 

N+2 
{[1+3(52~~1R2)(g(,+7g1/10 + ~É2 gtB~)]sen~} + 

3 

+ 
1R2 N2 

-1 {3[R seri~ 	1 N`-1 (R sen~ - 6I: sen~ + 6S~ cos~)1} 
R N-+2 	C0 	5 N2+2 20 	22 	~.2 

(5.18b) 

_ 
_ -iR3 N` -1 

i[1+30
2 

  	 /R2)(g +7g /10 + 2:g 	)~ cos~sen$} + - e 	2 N2
+2 
	LLuc,0 	1 	~B P 

3 
1R2 	N2-1 
R 	 {3[ROOcosOsen~ 1 	

N2-
1 (R20cosesenp+ 6R22cosOsen4+ 

N2+2 

	

5 	N'+2 

- 6S22cosOcosV + 3S21senp)]} , (5.19a) 
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2 

~
_ 
-1-K2 N2-1 { 

~1+3(.&~~/R2 ) Cga+7gí/10 + EgB
t)cos~} + 

N +¿ 

3 
iR 2 	

N
2
-1  {3[R00cos0 	1 N

2
-1 (R

20cos0+ 6R22cosq~ + 6S22sen0)]} 
R N+2 	 5 N +2 

(5.19b) 

onde usamos a equação (2.18 ) para obter as componentes . 6 e 

0 dos vetores M
oll ' Nell ' Me01 e Ne01. 
e 	o 

0 primeiro termo das equações (5.18) e (5.19) produ 

zirã o espalhamento de Mie (de ordem (6 	/R)0) acrescido do rms 

espalhamento coerente (de ordem (6rms/R)2) e o segundo termo 

g responsável pelo espalhamento incoerente (de ordem (6 /R)2), rms 

sendo nulos quaisquer produtos entre esses dois termos pois 

Rtm e Stm são nulos, equação (3.12 ). Substituindo o primeiro 

termo das equações (5.18) e (5.19) nas equações (5.8) a (5.11) 

e tomando a média estatística, obtemos os elementos não nulos 

da matriz de espalhamento referentes a esfera lisa mais a cor 

reção coerente da rugosidade 

2 	02 	6 N2-1 
S11 	S22 = R2 N2 

I
+2 

2 

{1+6(6
2 

 /R2 ) Ig(,+7gí/10 + ! g~Re(B)] } x 

t=2 

x [ 1 (l+cos26)] , 
2 

(5.20a) 

2 

	
2 

02s 21= Rz~
N
9
-1 

{1+6(S~/R2)Lg +7g1./10 + É gpRe(B~)]} x 
N-+2 

1 

	 0 	t2 

    

1 (1-cos 0)j, 

 

x 

 

~ 

 

(5.20b) 

   

2 



2 
{1 + 6(S~/R2) [g0+7g1/10 + E g

t
Re(B)] } x 

t=2 

    

N2-1 

 

     

~ 2 	
= 
02 	6 

y S33 	S44 = R2 

 

N2+2 

 

     

1.15
11 9(6rms

2 
/R2)R2 2{g0 + N2-1 

N`"+2 

7g 
2 

25 

111 

x [ cose ] , 	 (5.20c) 

onde Re(B) é a parte real de B. 

Substituindo o segundo termo das equações (5.18) 	e 

(5.19) nas equações (5.8) a (5.11) e usando os valores médios 

dos produtos Re Rt,m 
„ StmSttm, dados na equação (3.14 ), ob-

temos os elementos não nulos da matriz de espalhamento referen 

tes a correção incoerente da rugosidade na forma 

2 N -1  2} [ 1 (l+cos26)] + 
N2+2 	2 

 

N
2
-11-2

{ 
   6g2 

N`+2 	25 

N2-1 

N`+2 

 

+9(6rms/R
2
)R.2 

2} [ 1 	(1-cos2 6)] 
2 

 

(5.21a) 

2 	 7g 115`2 	
rms 

= 9(s2 /R2)R2jNL-ll2{g0 +  _2  

IN +2¡ 	 25 

N2-1  
N2+2 

2} [ 1 	(1+cos20)] 
2 

(5.21b) 

_ 11
5 	= 9(S

2 r1R2)RZ 1 N 2-1 I 1
{g0 

+  g2  N-112}[- 1 (1 cos28)] 
N +2 	 25 N

2
+2 	2 	 ~ 21 	ms 

(5.21c) 

-1 	 2 	2 	6 N2-1  2 	g2 N
2
-1 1 21r  S33 = 9(Srms

JR ) R2 1 2 	I {g0 + 	~ 2 	cos6 ]~ 
N +2 	 25 N +2 

 

(5.21d) 
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11544 - 9(&rms/R2)R6IN2-1]2~gU 	5g2  ~ N2-1 I 2}[ cose ], 
N +2 	 25 	N +2 

(5.21e) 

Com os resultados obtidos nas equações (5.20) e (5.21) 

a matriz de espalhamento da esfera rugosa dieletrica pode 	ser 

escrita na forma- 

2 
S= RZI~I2{1+15(Sr

ms
/RL)[go + 14 gl + 2 	g~Re(B~)]}x 

N +2 	 50 	5 t=2 

1 (l+cos20) 	- 1 (1-cos2e) 	0 	0 
2 	 2 

1 (1-cos2e) 	1 (l+cos20) 	U 	0 
2 	 2 

U 	 cose 0 

+ 
R6 	s 
R6(62 /R202-114 9g2 x 

2N +2 	25 
o 

U 0 	 0 coso 

1 (13+cos
2
°) - 1 (1-cos2°) 0 0 

2 	 2 

- 1 (1-cos2e) 	1 (1+cos20) 0 0 
2 	 2 

0 	 0 	cos° 0 

U 	 0 	0 5cose 

(5.22) 

x 

As seções de choque paralela e perpendicular podem ser obti-

das substituindo as equaçóes (5.18) e (5.19) nas equações (5.12) 

e considerando a media estatística dos produtos R,em
R,,

m, 	3 



equações (3.14 ) de modo que S
-Cm

S
t,m, 
	 e StmRt,m" 

Q 	= 6
1e 

6 
RZ 

IN2-1  
4(ô2
~/R2

) :7:2 
k2 

I
N 

N2-1 

+ 	
2 
	g Re(B)j } 

5 t=0 
(5.25a) 

'few sts °-Irscs`  
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6 

	

(Y//= 

R
Z ' N2-1 	I z{1+15(S~/R2)[g 0 	1 +14g/50 + 3g2 

I N
2
-1

1 2 
k2 	N +2 	 125 N

2
+2 

6 

+ 	2 	É g~Re(Bt)~}[cos 20~+ 	2(S~/R2) 54g 2  N
2
-1 1 4 

5 2=0 	 k 	 25 	N +2 

(5.23a) 

6 
N 2-1 2 	2 	2 

[g0+ 14g1 + 21 N2-1 2 
+ 

2 
 E goRe(B~)] } —~

R2 
6 1= 	-I 	2: ~ {1+15(S~ /R ) g21-7--1 

k2 	N +2 50 125 N +2 ~ 

(5.23b) 

As seções de choque com polarizações cruzadas são obtidas das 

equaçOes (5.13) com o resultado 

(5.24) 

e as seções de choque com mesma polarização incidente e espa - 

lhada, equações (5.14), são 

R
6 

2 	 14g 	33o- 2 ~ 2 

~~i 8 	= 2  
	
N
2
-1 I 2 	

1{ 1 + 15 ( S
m~ /R2 )[g0 + 	1 	(7'7    

IN 
~

Z I 
+ 

	

k 2 	N +2 	2 	 50 	125 N +2 
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14g
1 3g2 

2
-12 2 {1 + 15(S~/R2 ) [g + 	 + 	IN2I 

+ E goRe(Bt)] } X 
50.. 	125 N +2 	5 	t. 

6 
R2 2 	14g 	3g 	2 

6~~ = 	I N2+2 I 2
{1+15(-&i1~s /R~ ) ~g0 + 	501 + 125 

2 	 
I N2

+2 

-1

I2 k 	+ 

0. 
+ 	2 	E g Re(B )] }[cos26 	1 ] 

5 2=0 2 t 	 2 

 

(5.25b) 

 

Para uma radiação incidente não polarizada o grau de 

polarização da radiação espalhada, equação (2.93 ), ser 

3 
P = {1+15(62 /R2)[g +14g /50 + ~2 IN2-ll 2 

+ 2 	g Re(B )1 } [1-cos26] 
rms 	0 	1 	125 N2+2 	5 ~ ~ 	2 

2
-12 

x[l+cos26] +  
108 
5 g2(ó
rmp/
R2N2I 

N +2 
(5.26) 

Os resultados obtidos para os elementos da matriz de 

espalhamento e para as seções de choque são independentes 	de 

mostrando a restauração da simetria do sistema ao serem to-

mados os valores médios estatísticos destas grandezas. No en - 

canto, a contribuição da rugosidade e evidente em cada uma des 

Tas grandezas dadas nas equações (5.20) e (5.26). 

Fazendo (Srms/R) nulo, obtemos os resultados do espa 

lhamento por uma esfera lisa de raio R (espalhamento de Mie) . 

_ara um comprimento de correlação angular infinito (a 	00), to 



r ~ti 
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dos os coeficientes g1, 	= 1,2,3,... são nulos, exceto g0 cu 

jo valor ë um. Isso significa uma rugosidade estatística inde 

pendente da posição, ou seja, um aumento isotrõpico no 	raio 

da esfera lisa por um fator de (1+6). Nesse caso teremos 	um 

espalhamento por uma esfera lisa com o raio alterado 	para 

R -- R(l+S) de modo que podemos escrever 

R2 4- R2(1+S)6 ~ R2c 1+ 15(S~ms/R2) 1 
(5.27) 

Este resultado pode ser verificado fazendo gt = 5t,0 nas equa 

ções (5.20) a (5.26). 

Um efeito qualitativo importante da rugosidade é a 

seção de choque com polarização cruzada equação (5.24), 	a 

qual não pode ser produzida por uma esfera lisa (ou conjunto 

de esferas) de qualquer tamanho, pois no espalhamento de Mie 

a seção de choque com polarizações cruzadas é sempre nula 	, 

equação (2.91c ) . 

Um outro efeito da rugosidade é no grau de polariza 

ção da radiação espalhada para uma incidéncia não polarizada, 

equação (5.26), que pode ser escrita na forma 

  

Asen`6 
(5.28) P = 

  

 

A(l+cos28 ) + B 

 

   

onde 
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2 	~ rr 	 2g 	2 
A= 1+15 (drms

/R`) Lg 0 + 14g1/50 + 	2  I  
N

2
-1  I 2 + 2 	E  geRe(Bt)] 

125 	N +2 	5 t 

e 

 

5.29) 

B =  108  (
6

2 
/R2) g2 I 1\10-1 

I 

25 	 111- +2 

 

Da equação (5.28) pode-se verificar que o grau de po 

larização em 8 = '/2 g menor que um, com um valor aproximado 

2 	 1 
	2 

P (:8=ff/2)= 1 - 4,32(S/R2)g2  N2 
rms 	

-1 

N +2 

2 

 

(5.30) 

  

Estes efeitos no grau de polarização e na seção 	de 

choque com polarizações cruzadas são devidos ao espalhamento ex 

tra dado pelo termo independente de 8 na seção de choque 	de 

polarização incidente paralela, equação (5.23a). 

Para a esfera rugosa cyf/2) 	0 enquanto no espalha 

mento de Mie ao(ff/2) = 0, equação (2. 99 a ). 

Medidas da seção de choque com polarizações cruzadas 

nos dão informações sobre o comprimento de correlação angular 

e o desvio médio quadrático da rugosidade. Uma analise 	mais 

detalhada destes resultados sera feita no Capitulo seguinte. 



3 

R 	5 
1 x 	2iR2 

BeQ 1 R21 ] 

_-% N ~ 6~~~s~4~ 
% 
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5.1.2. - Esfera Rugosa Condutora 

Na potência mais baixa de R2 os coeficientes do cam 

po espalhado devido as polarizações incidentes x e y, de or - 

dem zero, ordem um e ordem dois referentes à esfera rugosa 

condutora são dados respectivamente pelas equações (E.15 	), 

(E.18),(E.19)e (E.24), de modo que 

0 x 	0 y _ 
Aoll 	Aell 

-iR2 

 

3 
5 

(5.31a) 
3 

0 x 	0 y = Bell 	Boll 

e 

	

-iR3 	 R
20 	

lAoll 	2 [R00 + 1 	+ 3R22) 

	

R 	 5 	2 

1 x 
Ae01 

iR2 	3  
	[ 
R 	10 S 21] 

3 
1 x: 	1R2 	3 
Aell 	R 	5 

S 2 2 
(5.3lb) 

2iR3 

18e11 	R 
x 	

2 CROG 	5 
(R20 - 6R22)1 

2iR 2 

3 

1 x 	2iR2 	6 
Boll - R 	[ 5 S22 ~ 



1Ae01 

lAY 
oil 
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-i 	3 R R 

R [R00 + ( 5 20 3R22) 

iR3 

R2 [ 10 R21 -1 

3 iR2 
~ S22 ] 

R 
[ 

2iR3 

lBoll 	R2 CR00 	5 
	(R20 + 6R22) ] 

(5.31c) 

1 y 	2iR2 
Be01   [ 

R 	5 

1By 
	2iR2 

B
ell 	R 

6 
S22 

 

e 

2A 	= LAY 	- -iR3(62 /R2)[g0 + E gtAt] oll 	ell 	2 rms 

(5.31d) 

2Be11 	LBoll - 2iiR2 ( S~
ms /R2 )[g0 + E get] 

onde At e B1, são dados pelas equaçóes (E.25) e a somatória 

varia de 	= 1 a t _ 

Substituindo as soluções (5.31) nas equações (5.4 ) 

e (5.6) podemos obter as componentes do vetor amplitude de es 

palhamento para as polarizaçóes x e y, na forma 



cose)sen4} + + 3(62 /R2)(E g B /2 - E g A /2)(1+ 1 
~ns 	 ~ 2 	2. ° 	2 

~_ iR2{[1+3(S2~/R2)(g0 + E g~B~/2 + E gA
t
/2)](1 	1 cose)sen~ + 

2 

3iR3 
+ 	

2  
{(1 1 cose)R sen~ 	1 [(1+ 1 cose)R

20 
sen4-E(1- 1 cose)x 

R 	2 	00 	5 	4 	 4 

xCR22sencp - S22c.oscp)+ 3 SZ1sene] } (5.32b) 
4 
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F ~ 	- -iR2{~1+3(S2 /R2)(g0 + E gzBt/2 + E gez/2)](cose - 1 )cosCP + 
2 

+ 3(S~/R2)(Eg~B~/2 - Eg~A~/2)(cose + 1 )cos~} + 
2 

3iR2 
	 1 	 1 

{(cose 	)R cos(I)L (cose+ 
R 	 2 00 	5 

1 
)R20cosc - 6(cose 

 

4 

 

x(R22cosyb + S22seni)) + 3RG1 sene]} 

(5.32a) 
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w4774
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_ 

4 )R20
sen4+5(cose 	4 )x 

(5.33a) 

3iR2 	 1 	 1 - 	{ (cosE - 	)R00 - --- [(cosei 
R 	 2 	 5 

x(R22seng)-S22cos0+3S21sene]} 

1 
2 

cose)coscP + _ -iR{ [1+3(S2 /R2) (g(, + E ge,e/2 + E get/2)] (1 

(5.33b) x(R22cosqp+S22ser:~)+ 3 R21sene]} 
4 

da correção coerente pondero ao espalhamento de Mie acrescido 

corresponder à correção 

62 	/R2
). rms 

(de ordem S~
ms
/R2) e o segundo termo 

incoerente do espalhamento (de ordem 

Definindo as quantidades 
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Fé =-iR2{[1+3(6~~
Ls
/R2)(g0 + E g~B~/2 + E g~A~/2)](cosF- 2)se n~ 

+ 3(S~ 	~ /R2) (E gB~/2 - E g ''' 	, 	1 . 	, 

+ 3(S~/R2)(E g~B~l2 - E g~A~/2)(1+ l cose)cos~} + 
2 

3iR3 
2 	 {(1 1 cose)R00co0- 1 [(1+ 4 cose)R20cos~+6(1 1 cose)X 

R 	 2 	 5 	 4 

0 primeiro termo das equações (5.32) e (5.33) corres 

2 



B+ 
	B

t 
+ A

t 
B
t 

(5.34) 

B = B
t 

A
t 

2 

e substituindo o primeiro termo das equações (5.32) e (5.33) 

nas equações (5.8) a (5.11) obtemos os elementos não nulos da 

matriz de espalhamento referentes a ordem zero mais a corre - 

ção coerente, na forma 

R6 
025

11 02522 - 	
2{[5(l+cos26)-8cos6][1+6(S~ 	0/R2)(g + E gtB~)] + 
8 

+ 18 ( S~/R2 ) [l+cos 28] [E gei ] } (5.35a) 

R6 
025

12 	C2S^1 	2 	
 [3(cos26-1)]{1+6(S~~/R2)(g0 + E g~B~) + 

` 	8 

+ 10(ô~/R2)(E g~B~)} (5.35b) 

R6 
025

33 - 02S44 	2 { [10cos6-4(1+cos26)] [1+6(S
r~

/R2) (g0 + E g~B~)] + 

+ 18(S~/R2)(cos6)(E g~Bi )} (5.35c) 

121 

2 

8 

Pela equação (E.25) node-se verificar que asauantidades Bt e 
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B definidas na equação (5.34) são sempre positivas. 

Substituindo o segundo termo das equações (5.32) e 

(5.33) nas equações (5.8) a (5.11) e usando os valores médios 

dos produtos R,mRt,m „ S,mSe,m, e Rtm
St,

m
, dados na equação 

(3. 14 	) obtemos os elementos não nulos da matriz de espalha 

mento referentes 'a correção incoerente da rugosidade, na for- 

ma 

9R6 	 g 
11511 
	2 (ó¿,j~

c 
/R2 ){[5(l+cos26)-8c:ose]g0 + 	2 [17(13+cos 28)-80cos~]} 

8 	 100 

(5.36a) 

9R6 	 g2 
 

11
S22 

= 	2  (6
r2ms

/R2){[5(1+cos26)-8c:ose]g0 + 	[17(1+cos26)+16cose]} 
8 	 100 

(5.36b) 

9R6 	 g 11
151.2 = 11Sr1 = 	

2 
(ST~ns/R

2) [3(cos26-1)] [g0 + 	2 
` 	8 	 20 

] (5.36c) 

9R6 	 g 
11S 3j = 	2 (S~/R2){[lOcose-4(1+cos2e)]g0 + 	2 [l7cos6+4(1+cos28)]} 

8 	 50 

(`.36d) 

11544 - 	
9 

R2(6rms/R
2){[10cose -• 4(1+cos28)]g0 + g 2 [4(13+cos26)-85cose]} 

8 	 50 

(5.36e) 
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A partir destas equações, (5.35) e (5.36), a matriz 

de espalhamento da esfera rugosa condutora no limite do espa-

lhamento Rayleigh pode ser escrita na forma 

S = 

6 

R2 [1 	15(6 
rms/R2)(g0 

8 

2 
E gtB~ )] X 

5 

(l+cos20)-8cos0 3(cos28-1) 0 0 

3(cos20-1) 5(1+cos20)-8cos0 0 0 

X 

0 0 l0cos0-4(1+cos20) 0 

0 0 0 10cose-4(1+cos20) 

+ 

6 
9R2 	

(S~JR2)g2 X 
800 

7(13+cos20)-80cose 15(cos20- 1) 0 0 

5(cos20- 1) 17(1+cos20)+16cose 0 0 
x 

0 0 34cos0+8(1+cos20) 0 

o 0 0 -340cose+16(13+cos2e) 

-_6 

+ 	2(6 2 /R2)(E& B~) 

(l+cos20) 	
3 
(cos20-1) 	 0 	 0 

5 (oos26-1) (l+cos2e) 	 0 	 0 
3 

0 	 o 	 cose 	 o 

0 	 0 	 0 	cose 
(5.37) 

1 



ii.4) = ~le- 2 	(Srms/R
2)g2(17-8cos0) (5.39) 

27R6 

400k2 
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As seções de choque paralela e perpendicular ao pla 

no de espalhamento podem ser obtidas substituindo as equações 

(5.32) e (5.33) nas equações (5.12) e usando os valores 	mé 

dios dos produtos Rem
Rt,m 

„ S
tm

St,m, e Rtm
St,m „ equação 

(3. 14 ), de modo que 

R6 

6~~ = 
	

2 	
(cos0 

k
2 

 

1 ) 2 [1+15(62 /R
2) (g

o 
+ 

2 
E geBI)] + 

2 

5 2 

	

6 	 6 
2+ 6R2 

(S
i~l~c 
	 B~) 	 /R`)(cos20 - 1 )(Eg~+ 

9R2 
(S

2 
s
/R2)g2(llcos20+103-40cos0) 

k2 	 4 	
400k2 

(5.38a) 

e 

6 
2 

a = 2 (1 1 cos0)2 [1+15(S
~

/R )̀(g0 + 2 	E geBI)1+ 

	

k2 	2 	 ~ 	 5 

6 	 6 

+ 15R2 (S~/R2)(cos26 + 7 )(E gtB~)+ 
9R2 
	(S

2 
z

/R2)g2(cos20+118-40cos0) 
TIE 

4k2 	 5 	 400k2 

(5.38b) 

As seções de choque com polarizações cruzadas sáo ob 

tidas das equações (5.13) com o resultado 



R6 
ai

q)
= 2 (1 

k2 

1 

2 
os0)2[l + 15(óe/R2)(g0 + 2 Goose) 

 

5 
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e as seções de choque com mesma polarização incidente e espa-

lhada, equação (5.14), são 

6 

ói/0 = 
RZ (cose- 1 )2[ 1+15(S~/R2)(g0 + 5 E g~B~)]+ 
k2 	2 

6 	 6 

+ 
6F2 

(S~/R2)(cos20 - 1 )(E g~B~)+ 	
9R22 

(6
2 

/R2)g2(11cos20+1+8cos0) 
k2 	 4 	 400k2 
2 

(5.40a) 

e 

6  
15R2 
	 (S~./R2)(cos20 + 7 )(E get) + 

9R62 
	 (S~/R2)g2(4+cos0)2. 

8k2 	 5 	 400k2 

(5.40b) 

Para uma radiação incidente não polarizada o grau de 

polarização da radiação espalhada, equação (2. 93 ), serã 
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P = 3(1-cos20){[1+15(S2~/R2)(g0 + 2EgB~/5)]+10(S~/R2)(EgB)+9(S~/R`)g2/20} 

[5(l+cos20)-8cos0][1+15(62rff0
/R2)(g0+2Eg~B-E/5)] 	+ 

2 	I 9(S 	R2 ) 
+ 9(S2
~

/R -̀ )[2(1+cos20)](Eg~B,2 ) + 	ms 	g2 [17(13+cos20)-80cos0] , 
100 

(5.41) 

De modo anãlogo ao caso da esfera rugosa dieletrica 

os valores médios obtidos para os elementos da matriz de espa 

lhamento e seções de choque da esfera rugosa condutora são in 

dependentes de (P•, ou seja, a simetria é novamente restaurada, 

e reproduzem os resultados esperados do espalhamento de Mie 

nos limites em que fi
rms } 0 e a -- c°, A rugosidade induz uma 

seção de choque com polarização cruzada, equação (5.39), que 

e maxima em 0 = fr. Na esfera condutora a rugosidade diminui o 

grau de polarização e produz um desvio para ângulos maiores ' 

na posição do maximo•-do grau de polarização de modo que o ma-

ximo ocorre para 0 dado aproximadamente pela equação 

l - (S
2 

/R2)[3 E g0
B- + 2,565g2 ] 	 (5.42) 

rms 
2 	 .2=1 

coso 



CAPTTULO VI 

RESULTADOS E CONCLUSOES 

Neste Capitulo vamos analisar os resultados obti - 

dos no Capitulo V para as seções de choque e matriz de espa-

lhamento da esfera rugosa em termos dos parâmetros que ca - 

racterizam a rugosidade que são o desvio médio quadrático da 

rugosidade (6 rms)e  o comprimento de correlação angular a. 

Conforme a teoria de perturbação formulada no Capi 

tulo IV,as seções de choque e matriz de espalhamento da esfe 

ra rugosa foram obtidas em primeira aproximação na potencia 

(6rms/R)2 5 incluindo nesta aproximação as correçóes coerente 

e incoerente do campo espalhado. Valores para o desvio médio 

quadrãtico e comprimento de correlação serão escolhidos de 

modo que termos de ordem superior a (6rms/R)2  podem ser des 

prezados. Vamos escolher valores para o desvio quadrático da 
S rms 
R 

dio quadrático da rugosidade significa um aumento na altura 

das "saliências" e na profundidade dos "vales" da rugosidade 

e desse modo o efeito da rugosidade no espalhamento sera 

mais acentuado (para a fixo). No limite do espalhamento Ray-

leigh,quanto maior Srms maior sera a seção de choque em qual 

quer direção conforme podemos verificar nas expressões para 

as seções de choque da esfera rugosa condutora ou dieletrica, 

equações (5.23) a (5.25) e (5.38) a (5.40),onde a soma 	de 

rugosidade tais que < 0,1. Um aumento do desvio me - 
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todos os termos que contêm o fator S2 /P.2 é ncP,itivo ou nulo rms 

para quaisquer ângulos. No limite oposto ao espalhamento Ray - 

leigh (A « R), a rugosidade diminui a seção de choque diferen 

cial de espalhamento nas direções de reflexão especular 	as 

custas de um espalhamento difuso em outras direçóes 	quais 

quer( 11),( 12),( 13 ). 

Para um valor fixo do desvio mëdio quadrâtico da ru-

gosidade o formalismo desenvolvido no Capitulo 4 não ë valido 

para comprimentos de correlação angular (a)muito pequeno. Para 

que se possa fazer uma teoria de perturbação a partir da equa-

ção (4.21) é necessário que o módulo do vetor nT dado na equa-

ção (4.14a) seja pequeno, isto ë, a "inclinação" da rugosida- 

de deve ser suave. Isso -significa que a distancia entre 	dois 

"picos" da rugosidade deve ser muito maior que a altura 	dos 

"picos". Um limite inferior para o comprimento de correlação an 

guiar pode ser obtido a partir da condição 

(1n ) T2 « 1, 

T
onde 1nT, equação (4.30), é o primeiro termo na expansão 	do 

vetor n . A partir das equações (4.30) e (3.14) pode-se mos 

Irar que 

2 
(1~~~2 _ 	4 	rms 

	

a2 	x2 

de modo que o comprimento de correlação angular deve ser tal 

cue 

S a »2  rms 
R 
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0 comprimento de correlação angular ê o angulo para 

o qual a função de correlação de dois pontos da rugosidade tem 

o vP1or e-1. Sendo assim a 	0 implica em não haver correlação 

entre dois pontos distintos da rugosidade por mais próximos 

que estejam, ou seja, a superfície ser descontinua de um pon-

to a outro. Desse modo a pequeno significa uma superfície den-

sa de irregularidades, ou seja, o ângulo entre os vetores posi 

ção de dois picos ê pequeno. Por outro lado5 valores grandes de 

a significa ãngulos grandes entre os "picos". Fisicamente 	o 

comprimento de correlação D = Ra, equação (3.18), ê uma grande 

za característica da rugosidade anãloga ao "comprimento de on 

da" de uma superfície periõdica, do mesmo modo que o desvio me 

dio quadrática- ã o anãlogo da amplitude da superfície periedi 

ca. Assim, não há prejuízo em pensarmos no comprimento de cor-

relação angular como o ângulo entre dois picos da rugosidade. 

Os efeitos da variação do comprimento de correlação 

angular no espalhamento serão analisados a partir dos gráficos 

das seções de choque e do grau de polarização da esfera rugosa 

dielêtrica e condutora. 

A seção de choque de espalhamento devido a uma inci- 

dência paralela 6i~ na esfera rugosa dielêtrica ê dada 	pela 

equação (5.23). Na figura 8 mostramos a dependëncia angular de 

óii 	para alguns valores de comprimento de correlação angular 

tomando um índice de refração N2 = 20,0 + i0,0. Para qualquer 

ângulo 8, &7e maior que a seção de choque paralela da esfera 

lisa. Este efeito ê mais acentuado nas direções para frente e 

para trãs em que 8 ã pr6ximo de 0 e Tr, respectivamente. 	Em 

8 = Tr/2, oii 	ë diferente de zero conforme se obtém da equação 

(5.23) mas o efeito é pequeno, não aparecendo no grãfico para 
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valores usados de arms' 
a e N2. A medida que o comprimento de 

correlação angular toma valores grandes an  aumenta até um va-

lor limite. 

A seção de choque perpendicular ai, equação (5.23b) 

tem um comportamento em função de a semelhante a an mas a con 

tribuição da .rugosidade é independente de 8. A seção de cho 

que com polarização cruzada 61(1)  , equação (5.24), é também 

independente de 8 mas tem um comportamento em função dó com 

primento de correlação angular diferente de a, tendendo a zero na 

ra a i  e a -} 0 e apresentando um máximo em torno de a _ 1.Es 

te comportamento em função de a e dado pela função g2 (2/a2) , 

equação (3.21). Para os valores de 
Srms, 

 a e N2  escolhidos , 

61q) 
 ã pequeno. No entanto o,

g5 
 pode ter um valor apreciável se 

existe uma ressonância,de modo que a parte real de N2  na equa 

ção (5.24) sej nróxïma de -2 e a parte imáginãria de N2  sela peque-

na para alguma freqüéncia no limite do espalhamento Rayleigh 

(A » R). Essa frequência corresponde ao modo de Frohlich(  6)  

e na região de comprimento de onda onde isto ocorre.)o espalha 

mento e muito sensível à forma da partícula. Partículas 	de 

Na e Ag com tais comportamentos tem sido estudadas 
(1 q )' (20` 

efeitos apreciãveis são atribuídos a pequenas deformações na 

forma esférica destas partículas. Em geral, para partículas .r  

nestas condições,a teoria de Mie concorda muito bem com 	os 

resultados experimentais, mas eventuais correções quânticas 

para partículas muito pequenas podem ser feitas
( 21)  

0 efeito da rugosidade no grau de polarização da es 

fera rugosa dieletrica e produzir uma despolarização da onda 

espalhada, diminuindo o valor máximo de P conforme a 	equa 

cão (5.30). 

• 
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Nos grãficos das seções de choque paralela e perpen 

dicular observamos sempre um aumento na seção de choque 	com 

o comprimento de correlação angular. Este efeito apresenta usa 

saturação, uma vez que um comprimento de correlação infinito' 

pode ser interpretado como uma esfera com o raio acrescido de 

R para R + 6rms'  
equação (5.27). Embora não tenha sido mostra 

do nos gráficos verificamos que comprimentos de correlação an 

guiar decrescentes com a « 1 (observado o limite da teoria ) 

implicam numa diminuição da contribuição da rugosidade 	nas 

seções de choque c  e al. Isto porque o limite de comprimen-

to de correlação angular a -> 0 também pode ser interpretado 

como uma esfera de raio R -►  R + Srms. Nesta teoria não ë pos-

sível verificar este limite (a - 0). Entretanto, observamos um 

aumento na seção de choque com a diminuição do comprimento de 

correlação angular para valores de a < 1 com Srms - O
,O1R 

No caso da esfera condutora os efeitos da rugosida-

de no espalhamento são geralmente mais acentuados quando com-

parados com o espalhamento da esfera rugosa dielétrica. Isso' 

se deve a interferência dos dipolos elétricos, associados aos 

coeficientes BXml,  com os dipolos magnéticos, associados com 

os coeficientes Axml, os quais são de mesma ordem na potência 

R2, equação (5. 31). 

A figura 9 mostra o comportamento da seção de cho - 

que paralela espalhada pela esfera rugosa condutora, em fun - 

ção de 6 para alguns valores do comprimento de correlação an-

gular. 0 gráfico mostra que cai  diminui para um valor limite 

quando a } .0 e aumenta a medida que a diminui. 

Verificamos que a rugosidade produz um desvio 	no 

mínimo de G , para ângulos maiores que 60°. 0 gráfico da se- 
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ção de choque perpendicular i 5 é mostrado na figura 10, e 

o comportamento de a1 em relação ao comprimento de correla-

ção angular ê semelhante ao comportamento de 6 . Para as 

seções de choque 6n e a o efeito da rugosidade e mais acen 
o 

tuado sara e 	180 . 

0 grâfico da seção de choque cruzada a da esfele - 

ra rugosa condutora , equação (5.39 ), e mostrado na figura 

11. Em função do comprimento de correlação angular 610 tem 

um comportamento semelhante ã seção de choque cruzada da es-

fera dielétrica, apresentando um ponto de mãximo e. tenden- 

do a zero para a -- 00 , seguindo o comportamento da 	função 

g2(2/a2), equação (3.21). A seção de choque cruzada a 	é le 

uma função crescente de 8. 

Uma quantidade usada como medida da não esfericida 

de de partículas é a razão entre a seção de choque cruzada 

crie e a seção de choque 6 para uma onda incidente não polari 

zada (6= (61 + ad / 2) . Quanto maior 618 , maior é a deforma - 

cão esférica das partículas. Com  isso podemos entender o com 

portamento das seções de choque com polarizações cruzadas 

em função do comprimento de correlação interpretando o ponto 

de máximo a til como correspondendo ã deformação esférica mâ-

xima "percebida" por uma onda incidente com X » P. 0 limite 

a 00 corresponde a um aumento uniforme no raio da esfera e, 

portanto, 61e . 0 neste limite. No limite a 4.0 as irregula - 

cidades muito finas não seriam "percebidas" pela onda inci - 

dente e assim 61e 
4- 0. Isso ocorre tanto para a seção de cho 

que cruzada da esfera rugosa condutora como da esfera rugosa 

dielétrica. 

0 grau de polarização da esfera rugosa condutora 4 
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mostrado na figura 12, onde rodemos observar o desvio do mã-

ximo para angulos maiores que 60o e uma despolarização (di- 

minuição de P) da onda espalhada. Quanto menor o comprimento 

de correlação angular , maior é o desvio angular do m:Iximo ' 

de P e a despolarização da onda espalhada tem um ponto de ' 

máximo em função de a. Esse comportamento também e verifica-

do no limite oposto ao Rayleigh(12) (a « R). 

Embora a teoria usada neste trabalho tenha-sido a-

plicada para descrever o espalhamento em esferas com rugosi-

dade, podemos usa-la tambêm para estudar um esferõide com 

perfil conhecido, desde que o mesmo tenha excentricidade pe-

quena, conforme a motivação inicial deste formalismo desen - 

8 ) volvido por ERMA( 	. Entretanto, mais do que o espalhamento 

por um único esferõide , uma esfera rugosa com valores ade-

quados de arms e a poderia representar um número grande de ' 

esferoides orientados aleatoriamente(9 ) ou mesmo uma cole 

cão de partículas irregulares cue tenham um plano de simetri 

a(18) de modo que os dois blocos não diagonais de elementos' 

da matriz de espalhamento sejam nulos . Isto porque 	a 

matriz de espalhamento de um conjunto de partículas e a so-, 

ma das matrizes de espalhamento das partículas individuais 

se não houver uma relação de fase sistemática entre elas. 

A teoria de perturbação desenvolvida no Capitulo 

IV ê válida para qualquer faixa de comprimento de onda inci 

dente,não se restringindo ao limite de espalhamento Rayleigh 

( A » R) para o qual foi aplicada no Capitulo V. Além disso 

o efeito da curvatura da esfera é próprio do formalismo 	e 

não é incuido posteriormente na aproximação do plano tangen-

te como usualmente é feito no espalhamento em esferas rugo- 

5 



sas no limite de comrri_rnento de onda pequeno comparado 

raio da esfera (12),(21) ( X  « R). Naturalmente que 

faixa de comprimento de onda a solução terá que 1 

ta um número grande de termos e as análises dev -

cas. Basicamente as dificuldades numéricas _____ 

da teoria de Mie já que se trata de uma te:r: 

ção em termos de um parâmetro indepenc'er__=, 

Métodos matemáticos, tais cc--= a -_ 
Watson modificadaC 5), poderiam ser em7r=___ 

ter os efeitos físicos da rugosidade er 

complexas em vez de ficarem dist-r_ 	- __ _ 	-_ 

de termos nas soluções em serie. .As :1' _ _._- 	__ _ __ _a evi- 
dentemente maiores pois além de ter--c= :_ 	___en7es para 

todos os valores do índice m ( com as =unções b_,rs-&r cas que 
os acompanham), os pr6Drios coeficientes do campo espalhado' 

até segunda ordem em 6 seriam dados em termos de séries e 

não de forma fechada como no espalhamento de Mie. 

Para as seções de choque obtidas no Capitulo V no 

limite Rayleigh C X R ) incluindo o comportamento dessas' 

grandezas em função do comprimento de correlação a, os resul 

tados mostram um efeito apreciável na região prõxima ã resso 

nância em que N2 ti  -1. 
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Zo de espaZhamento A. 
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FIGURA 7 - 17iagnama do ezpat12amer2to de uma arlda p.Cana pan, urna e6.() eAa nugoza. 
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APENDICEA 

Considerando um campo eletromagnêtico incidente na 

esfera rugosa com polarização ao longo do eixo y, onde 

Éi = je 
ik2z 

(A. la ) 

e 

~ 	 ik2z 
Hi = -iY2e 

(A.lb) 

podemos escrever este campo em termos dos vetores harmônicos 

esfêricos, fazendo a transformação (I) 	-7r/2 nas equações 

(4.4a) e (4.4b ) de modo que 

Éi = j e1k2 z =- É an 
Ljn(k2r)Meln+i~n(k2r)Cn+4n(k2r)Nóln~ 

n=1 

(P..2a) 

e 

H = -1Y2eik
2
z = - F an~y 2 L~ rl(k~r)Mcln i~n(k2  'Of eln i~n(k2r)Neln] n=l 

(P . 2b) 
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A.1. Esfera Rugosa Dielêtrica - Polarização  

Para um campo incidente dado nelao equaçóeo (A.2) c 

conveniente escrever os campos espalhado e transmitido 	por 

uma esfera rugosa dielétrica como expansões da forma 

És = - EEEan
[hn(k2r)A~mnMamnT +itn

(k2r)Bamn
l~

mn
+i~

n(k
2r)B~

mn
NRmn] 

(A.3a) 

Hs = - EEEan~y2 [h
n
(k~r)1~ámnMT ~mn-i~in

(k2r)A~mng~mn-
i~n (]<2r )AamnNRmn-I 

(A.3b) 

Et 
= - EEEanCjn(k1r)At amnMT ~mn+ijn(klr)Lt amnNT

amn+i~n(klr)Bt
amnNRmn ] 

(A.4a) 

= - EEEan~yl[jn(k1r)Bamn~'amn-i~n(klr)A~mnNamn-i~n(klr)At XmnNRmn] 

(A.4b) 

onde o campo total no meio 2 (E2,H2) e o campo total no meio 	1 

(ti,n1) são, respectivamente 
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(A.5a) ~ 	-~ 
E2 = Ei + Es , 



} 	} 
H2 = Hi + As (A.5b) 

14`) 

(A.Ba) 

(A.6b) 

0 campo total no meio 2 e no meio 1 devem satisfazer 

as condiç6es de contorno na superfície da'esfera rugosa, equa- 

ção (4.9 ), 

çáo (4.10 ) . 

com o vetor normal ã esfera rugosa dado pela equa 

Seguindo os mesmos passos da secão 4.1, as condi- 

ções de contorno dos campos, equação (4.9 	),ficam na forma 

ÉT = nT~ÉR ~ 	 . 	 (P.7a) 

(A.7b) 

onde E, HT e ER,HR são, respectivamente, as partes transver - 

sal e radial dos campos E. e I-Ì definidos como 

É =[E2-E1]r =R+“e,(P) _ [Ei+Es-Et]r= R+(6,$) 

HT =[112-11 
1]r = R+ ~(0,0 - LHi + HS - Ht]r=R +E(6,0 

(P.8a) 

(A.8b) 

Expandindo as funç6es radiais dos, campos E e H na 

equação (A.8) e escrevendo os coeficientes Asmas e Bsmn 	como 



séries em potëncias de S, na forma 

As't =OAs't + 
lAs,t + 2As,t + ... 

Xmn Xmn Xmn Xmn 
(A.9a) 

Bs't = OB 't + lBs,t + 
2Bs,t + . 

Xmn 	kmn 	Xmn 	Xmn 
. . 	, (A.9b) 

podemos escrever também as partes transversal e radial- de 

e H como series em potências de S na forma das equações 

(4.27 ) e (4.28 ). Com a expansão do vetor nT-em potências 

S no lado direito das equações (A.7a) e (A.7b) obtemos a se - 

gIencia de equações (4.31), (4.32 ) e (4.33 ). 

As soluções para os coeficientes OA~mn e OB3.mn são 

obtidas a partir da equaçao (4.31 ) pelo mesmo processo usado 

na seção 4.1.1., com os resultados 

0 s 	- r Y20n(R1)-n (R 2 	
]

)-y1j-
n

(R1)jn
(R2 ) 

Aamn 	L 	 Sa , eSm ,1 
DA n 

(A.10a) 

0 s 	¡ 
B a mn 

_ _ L 
yljn(R1)j-n(R

2)-y23-
n
(R1)jn(R

2) 

1Sa,om,l 

 

 

DB n (A.l0b) 

e 

} 

r 

de 
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0
A 
t 	_ ~  „ 1y2 
xmn  ISX,em,1 

R2DA n 
(A.11a) 



ìy 

O FSamn 	R2DB2 
	 1 sl,osm,l 
~ n 

(A.lib) 

onde 

DAn = y2jn(R1)-En(R
2)-ylj--

n
(R1)hn(R

2) 	 (A.12a) 

DB
n = yljn

(Rl)h
n(R

2)-12j-
n(R

1)hn(R
2) . (A.12b) 

Os coeficientes OAs,t e OBs,t para uma polarizaçáo in eln 	oln 	 — 

cidente no eixo y sao iddnticos aos coeficientes OAS't 	e 
o=ln 

OBeln' respectivamente, para uma polarização incidente no eixo 

x, como era de se esperar pela simetria do sistema em ordem ze 

ro. 

A partir das soluções de ordem zero, equações (A.10) 

e (A.11), podemos obter os coeficientes de ordem um pelas equa 

çóes (4.32a ) e (4.32b ), com os resultados escritos na forma 

lAamn 	1 	 ! akCyl}n(R1)Eamn jn(Rl)1Famn] am mn Q DA n k=1 

(A.13a) 

1Bs 	= 	1 	E a [y j (R )1Hk 	- j-- ( R )1Pk - amn 	a$ DB k=1 k 1 n 1 	Xmn 	n 1 	amn 
n mn n 

(A.13h) 
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lAamn 	1 	CY 	(IQ 
) lEk 	

h CR )1F'k 	~ 	(A. 14a) a~ DA k=1 k 2 n 	mn n 2 	Xmn n mn n 

1Bamn - 	1 	! ak C72hn
(R2)1H~mn - ~in(R2)1P~mn 

j (A.14b) 
k=1 anmnDBn 

onde definimos 

lE~mn - ak <Mamn lô ~ Melk
>+ibk<Marr_nlòlNolk>-

AT T 
 

1F}c 	(11 KT I d I NT >+~_ 1<NT I S I MT ,_f 04/T I 1nT ~ NK > 
Xmn ~ am~i 	elk ek amn 	olk k )~mn 	elk 

(A.15) 

~ix 	]_<N~ Id I MT >+ ib1<1NT I S~NT 	~<MT I1n INR > 
hip e}c amn 	elk 	k amn 	oak e7c ?.mn 	olk 

1
P nn 

1<TT I s 
INT >+i 1<M1. I s IMT ì._ f~<MT I 1nT IN k amn 	elk ek lmn 	olk kXmn 	amlc 

e 
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ak = jk(R2)+rk(R2)OA
elk 

.
k2

1
2)0 ti = Bolk 

^ k(RI)o ~ 	~~elk 

1 	t 
- k(Rl)OBclk 

ck = *k(R2)+~(R2 ) OFsoax - 
*k( l)OBolk 

(A.16) 

dk = y23-k (R2) + y2~1(R2 )OAÉ~ - yl
~-k(Rl)OAelk 

ek = y2jk(R2)+ 
y2rk(R2 OBolk 

- y
1jk(R1)OBolk 

fk = y2~k(R2)+y2~k(R2)OAe1k 
t 

yl~k(R
l)OAelk 

A partir das -soluções dadas nas equaçóes (A.13) e 

(A.14) e da equação 

ordem dois na forma 

(4.33 ), podemos obter os coeficientes de 

1A
Xmn= 
	

1 	{E a Ey3-(R)2~ -j (R )2Fk ]+E2:a r Ey~-(R)2Emrnr - 
a
n

S~D n k=1 k 1 n 1 Arm n 1 Arm
ntm, n 1-n 1 )011 

- jn(Rl)2Ftn } 
(A.17a) 

2Bs 
mn 

 

{ Ea Eyj (R)2Hk -j-(R)2Pk ]+EEarry J (R )20'n' + 
k=1 k 1 n 1 Amn n 1 amn  

n'm' 

 

a
n 
Q
mn
DB n 

 

  

- n(R1)2P~~k' ] } (A.17b) 



e 

~ 	 ~~ 

2AA ¡~ 	
1  

{ E ak Cy2 n(R2_ ) 2Ek -h (R ) 2Fk ] + E E a ~y ~i (R, ) 
2E ,m n + 

mn a 
m m~ n k-1 	 Amn n 2 lrnn 

n
,m, n' 2 n Z Amn 

- h
n
(R2)2F~

m
n1]} 1A.18a) 

2Btmn = n~r1ru~~D n {k
E
l

cp ak~y2 n(R2)2tí~mn ~n(x2)
2
P ~]+n 	m 'an

, 
 By

2hn
(R 

2 
R) 	]} - ri 2  PAmt,  

onde definimos 

(A.18b) 

21( 	= a2<MI IS2I MT >+ib2< T IS 2~NT >+i(cl-c0)<MT ~ 2nT~NR Amn 	k Amn 	e1k k ~mn 	olk 	k k Amn 	olk 

2il 	~7-2<NT ~ S2 INT >+ i.é <NT ~ ô2 ~MT , >+(f1-f0)<NT 	12--1,1-TO 
Amn 	k J~mn 	elk 	k Amn 	olk k x amn 	elk 

(A. 19) 

2Hk = a2<NT ÍS2~MT >+ib2<NT ~S2INT >+i( 
l-c0)<NT I2nTINR 

Amn - k Amn 	elk 	k Amn 	olk 	cic k amn 	olk 

2->T 	2->T 	2 ->T 	2~T 	1 0->T 2->T R 
= d<MAmn

162 
S 	~NElk 

+ie
7c
<M

Amr, ~ ô ~Mo~
>+(fk fk)<MA~~ n Neil( > 
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1.55 

T = E T , T ►
<MT 

IdIM, ►  ,>+iU , ~ ►
<MT 

, 	 I S IN, ►  ► > + a mn ~mn 	a 'non 	a mn amn 	a mn 

- iVX,m'n 
~T 	I 1->T I NR 
N. n ~'m'n' 

~

~ 
~

• 	► X~ ,m,n ,< á~I 
 S IN~ Tm,n,>+Y~'m'n'<Namn ~ S IÍÌ~,m,n, > 

T  - Za 	
N < ►m► n ► amn 	

I n Na ► mTn ► > 

(A.20) 

►  
~~ • ~

~ T~ Tm► n►
<Námnisl~'m►n► >+iUa,m,n'<NamnIS I N~'m'n' > + 

- iV~ 	
~NT I 1->T I R 	> 

►m ~ n r Amn n NX r m r n r 

2m'n ' 	 T P
amn = E Xa'm'n' 

<IT ISIN  	
T 	

T 	> + rnn a'm'n' a 'm`n'amr M
'm'n' 

~ 	I 1}T I N - Za 	< 'm'n'~mn n 	
> 

As quantidades que multiplicam as integrais nas equações (A.19) 

e (A.20) são definidas, respectivamente, por 

~ ►  

• 
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a 2 
t k = jk(R2)+hk(R2)OAelkk 	Jk(R1)OAelk 

bk = jk
(R
¿) +`~ik (R2) OBolk 	Jk(Rl) OBolk 

1 C
1 
	 1 	0 s 

-  = ~k(~2) + ~k(R2) B
olk 	)

0t 
 Bolk 

(A.21) 

dk = y23-k( R2) + y2fTk (R2) OAelk - yl .k(Rl)OAelk 

ek = y2jk(R2) + y2hk(R2)OB
olk 	ylJk(Rl)OB

t 
olk 

t fk = y2~k(R2) + y2~k(R~)OA
elk - ylVk(R1)OAelk 

e 

Tx,m T n , = hn T (R2)lAa,m r n, - J n,(Rl
41 	

)1A~,n.,n, 

1 	1 s 	.1 	l t 
nT = nT(R2) BX,m

,
n
, 	l'R) B~ T m,n r 

V a Tm r n , = ~n
,(R2)1B

s
,
mrn, - IlinT(Rl)1B~rmTnr 

(A.22) 

X~,Tr = y2~nr(R2)lA~,m,n r - yl n T(R
l)lA~Tm,n, 

n
, = y2h

nT(R
2)1B

s
~
mrn

, - yjn,(R1)1B~rmrn, 

= y2 n,(R2)lA~,
mTn

, - y1V
n T(R1)lA~,m r n, ZMm,n 
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Como os coeficientes em ordem zero para'uma polari- 

zação y incidente, OA 	e OB 	tê elk 	olkm o mesmo valor que 	os 

coeficientes 
OAolk e OBelk para a polarização x incidente, as 

quantidades definidas nas equações (A.16) e (A.21) tem o mes-

mo valor que as quantidades definidas nas equações (4.44 ) e 

(4. 51 ), respectivamente. 

A.2 - Esfera Rugosa Condutora-Polarização Y 

No caso da esfera rugosa condutora, para um campo ' 

com polarização incidente ao longo do eixo y, definimos o cam. 
} 

po E na forma 

E = EE21r = R+“6,(p) - ~Ei 
+ ÉS ~ r = R+C(e4) (A.23) 

onde E2 é o campo total no meio 2 dado pela equação (A.5a) e 

os campos incidente (E.) e espalhado (1s) são dados 	pelas 

equações (A.2a) e (A.3a), respectivamente. 

Da condição de ser nula a componente tangencial do 

campo elétrico na superfície da esfera rugosa, equação (4.59 a) , 

podemos obter a condição 

~T = nT I ~R I (A.24) 

onde PT e PR são as partes transversal e radial do campo P 

equação (A.23), e nT é dado pela equação (4.10 ). 

Expandindo os coeficientes As 	e Bs 	em potência Àmn 	Xmn 

de ô na forma 
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~ 
As 	

0 ~ 	l s 	s 
Aamn 	Aamn + AXmn + AAmn + -.. 

s 	0 ~; 	1 s 	2 s. 
Blmn 	Bamn + BXmn 

+ 
BXmn + ... 

(A.25a) 

(A.25b) 

e expandindo as funções radiais dos campos ÉT e ER, obtemos da 

equação (A.24) as soluções dos três primeiros termos no 	lado 

direito das equaçóes (A.25a) e (A.25b), por ordem 

ordem zero: 

0 s 	-jn(R2) OAS 

	

h (R ) 	Sa,e
Sm,l 

n 2 

0Bs 	~-n(R2 	S Xmn 	~n(R2) 	a,o m,1 

(A.26a) 

(A.26b) 

ordem um: 

1As 	_ 	1 	cf a lEk mn 	ansmnhn(R2)k=1 k Xmn 
(A.27a) 

1Bs = 	i 	É a 1Hk 
amn 	

an~mn n(R2) k=1 k Xmn 
, (A.27b) 

onde 

lEk 	_ 1<MT 1 S 1 MT >+ibl<~T ~ S ~ NT 5-i 0<M}-T ~ 1nT 1 NR > 
x mn a1c Xmn 	elk 	k ~mn 	olk cic h,rrul 	olk 

(A.28) 

k 1<~T ~S~M' >+ibl<NT ~S~~T >- ic0<NT 2ri ~NR 	> ak amn 	elk 	k amn 	olk 	k Xmn'olk 



>+ibk< 2,c 	~ S2 I MT 
amn. ak amn 	e 

T 
a ~n~s2INolk

T 
>+i(ck-ck)< 

ámnT l2nTlN olk 

e 

s 
ak = jk(R) + hk(R)OAelk 

bk = j-k(R 2 ) + ik(R2 ) OBolk 

ck = 
Ilik(R

2) 	lin(R2)OBolk 

ordem dois: 

2As 	
- 
	-1 	~ ~ 	2R]c + E E a 2 Em T n t ] 

Xmn a (~ 	h (R ) 	k=1~ )`~ n'm' n' 
~mn 

n nui n 2 

2Hk 	+EEat 1Hntnr 1 , 
a R ti (Re ) k=1~ amn n'm' n 	amn 

mmn n  

onde definimos 

2 

(A.29) 

(A.30a) 

(A.30b) 

24
111 n 	ac

< N
am n 

ISIMe 
lk> 

+ib<N2TLT 	ZT 	2T 
k 	Jmn 	o lk 
	
k k 

)<Nam 
nI 
	IN
o lk

ISIN>+i( 1-c0T2n R > 

(A. 31) 

2 	n ' = E I hl lAs 	<Ml I S I MT 	>+i~i11s 	<M uu
T 	I I 	NT > 

?Jnri X, n' ~'m'n' lmn 	a'm'n' 	n 	n ' a'm'' ai 	X'm'n' 

R 
- i~nrlB~,m,n~ <MamnllnTlN~ ►m~n►  > 

m' n = E I h1 1As 	<n ~ s l M~ 	11Bs 	<NT I S I 
NT 

Xmn 	~' n ' a'm'n' ~mn 	~'m'n' 	n' ~ ►m'n' ~mn 	~'m'n' > + 

- T 1}T ~. 
-i~n;~'m'n'<Na~.l n I 1m,n►  > 
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e 

ak - jk(R2) + hk(R2)OAe]k 

s hk = }k(R2) 	k(R2)OBolk 

ck = ~k(R2) + $k(R2)OBolk 

(A.32) 
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Os coeficientes OAs elk e OBo1k' equação (A.26), para 

a polarização y são iguais aos coeficientes 
OAolk e OBelk 	' 

equação (4.74 ), para a polarização x, e, portanto, as quanti 

dades definidas nas equações (A.29) e (A.32) têm o mesmo 	va 

lor que as quantidades definidas nas equações (4.77 ) 	e 

(4.81 ), respectivamente. 

{ 
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APÊNDICE B 

Neste apêndice vamos tabelar as integrais 	envol- 

vendo as funções S(6,T), 1nT(0 ,4),S 2(6 ,~), 2êr(6,¢) e os ve- 

tores Má 	(e,T), NAnn  (0,T) e NAmn(o,T). 

Os vetores M~mn, NAmn e NR
mn, equação (2. 18 ), são 

escritos na forma 

MT - +m 
é~ 

Pm 	cosmçb 

sen0 	senmcp 

f cosmT 

e0 ~. m 
~senm~  

dPn JsenmT 
0 	 

d0 IcosmT 

pm senmT 

senti cosmT 

NR 	n(n+l) P {
cosm 

emn 	 n senmJ 
o 

ê
cP 

onde NRam e o modulo do vetor 

A rugosidade E (6 ,T) e o vetor 1T(0 ,0 são dados , 

respectivamente, pelas equações (3.11) e (4.3Da), a 	partir 

das quais podemos escrever 

=  
E(6 ,~ ) 	R CE E Rnq Pqcosq$ 	+ E E Sng PgsenFJ(P1 R 	 P q 	 ~ q 

(B.2a) 
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14T = 	~aô  ê +  1 	BS 	~ _ 90 0 	sen0 a~ e~ 

- -1 	dPg 	 dP~ 

R l 
C~ E R~,g d0 	cosq~~+ E 

g
E SPgde 	senqqie e + 

Pq 	 Pq 
+ [--E Eq. R 	~  senq~ + E Eq S 	.Q - cosqqd 

t q 	~q sen 0 	 ~ q 	~ sen 8  

(B.2b) 

onde 	.e= 0,1,... e q= 0,1,... ,. 

A partir das equações (B.1) e (B.2) podemos obter 

as tabelas de integrais 

Tabela B-1 

<AT 
omn~ s l Molk'-<aomnl S1Nolk> e 	e 	e 	.e 

E R [T(1. + ô 	)S 	Le-cl+(1+s 	 I"  
2R P q kq 

~+( 	q,l q,m+l nmkl 	q,0)s q,m-1 nmkl~ 

}T 	-~T 
<Memn 1 S ~ ollc>=-<Nómn' ' elk > = 

7 
	E R [(1 	 tq + S

q,1)Sq,m+1Jnmkl
±(1+S

q,0 )Sq,m-l~nmkl~ 
2R P q 

~T 	~T <Me ~ ~ S ~ M elk 	- < émn ¡ S ( Ne ~> - 

+ 	
- q 

7  E ES~
g
CCl+S

q~l
)Sq~m+llnmkl±(1-Sq,0)Sg,m-11nmk1J 

2R t g - 



~ n 	~_. 	+~a Ë~~ __~► _ . 
} 
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-~T T _ T }T 
M̀eomnl S l~ólk' 	- eomn~ S l eolk' 

+ 
= 	E ES [±(17: q 	 J S 	)S 	ºg 	 S 	J~q 

2R 	9 q~g 	,l q,m+l nmkl -(1-S 	) q,0 q,m-1 nmkl~ 

Tabela B-2 

	

MT 	1-4T NR < 

	

	 . 

ómnIn  ( elk > 

k(k+1)7  E E R ~-(1+S 	)S 	Jkl + (1+6 	)g 	Jkl ] 
2R 	~ q 

t
q 	q,l q,m+1 nm.~q 	q, 0 q,m-1 nm,~q 

	

<NT 	1nT NR > 
emn I 	I elk 

	

o 	o 

_ 	 kl k(k+l 	 kl ) ~E ER 
	[T-(1±-6    1) 	m+llnm~' -( 1+S 0 ) ô m-llnmP_ 1 2R 	2 q ~g 	g, 	q, 	q 	q, 	q, 	q 

÷T 1-}T R 
`Mémn I n I Nó lk' 

	

= k(k+l)Tr E ES 	[+(1+S 	)S 	Jk1 +(1-d 	)d 	Jkl 

2R 	2 q t 	g,l q,m+l nmeq 	q,0 q,m-1 nmtqJ 

<qT 	111-T NR > 
eomnl 	I ó

lk 

	

= k(k+1)Tr E ES 	[-(1-±S ) ô 	Ikl ±(1-S 	)S 	
Ikl 

2R 	~ g eq 	q,l q,m+l nm~g 	g,0 q,m-1 nm.2qJ 

+ 	 + 	 _ 
kl 	kl 

As quantidades Inmkl ' Jnmkl ' Inm~q' JnrrnP_q que 



Pk 
m  ---z-- 

sen J
P~ 

aparecem nas tabelas B-1 e B-2 são integrais em 6 defini-

das a partir das integrais 

ff 
dPm dPmr 	 Pm Pm, 

It
q, 

Immn'm' 
- 
rmm' de 	de   	

n
4
n '

4
n') 	senesene de 	(B.3a) 

sen e J 22 
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Pm n 
[m 

dPn, 
+m, 

Pm, dPn 
1 P~ sene de 

sene de sene de 
(B.3b) 

onde nm,n'm' e tq são indices que podem ter quaisquer va- 

lores inteiros positivos ou nulos desde que m S n , m' , n' 

, temos as integrais da tabela B-1 

sene de 	 (B:4a) 

m 

Jt-g 	m 
dPn dPk +  

Pk 	dpn 	p- sene de 	(B.4b) 
nmkl 	~ 	sene de ~ do de se 

e para £ q = kl e n'm' = te q , temos as integrais da tabela 

B-2 

-kl = 
nmlq 

i' 

dPn dP~ 

( de 	do 
+ mq 

Pm P q n t — 2— 
sen e 

]Pk seno de 	(B.5a) 

e 	q 	L. 

Para n'm' = kl 

+ 
I2 q 
nmkl- 

b T 

dPn 	dPk 	P n 
( 

do 	de 

+ q J- k1 	_ 
	

m P
n dPq 

nm.~ q 	fir( sene de 

Pq dPrt l ~ ~ 	I Pk seno de 
sene do 

(B. 5b) 

Os resultados de algumas integrais das equações 



(B.4) e (B.5) são dados na tabela B-3 a seguir, os quais po-

dem ser obtidos usando as relações de recorrência dos Poll-

nomios Associados de Legendre
( 1r,) 
 

Tabela B-3 

I.2 m+l _ _ +ti m+l _  C~ 	~(i-1) 	 2+2  
nmll 	lllnm 	 `',1 i -1 ` 

T~,m+l 2ti-1 ' 	2.t+3 

 

I.L',m-1 
_ 
-P m-1- Ct 	I  (.2-1) (t-m) (t-m+l)  

nmll 	11nm 	 L 	ï_~ 	n, ~-1 
T~ ,m,_ 1 

+ 

 

+ (.t+2 ) (-t+m) (.t+m+1) S 

2.t+3 
 

    

    

rim 	 Ct 	.t+1 	+ 	t. S 
lll.t,m+l T 	2t-1 ~n,-t-1 	''.f.+3 	

n'.?+1 
t,m+1 

   

   

+ 
nm 
lll,t ,m-1 

- C t 	(.t+1) (~t-m) (-t'.-m+1)  

T 	~ 2t-1 
.t,m-1 

Sn,.L'-1 

+ .t(.t+m) (.t+m+l) 	S 	
~ n ~+l 

165 

nm.t , m+ 1 
Ct 	

C 

(-t-1) (•t+l) 

-1 .t,m+l 	2-t 
_ .c. (t+2 ) 

2-t+3 

11 
Inm-t, m-1 

-C-t 	(t-1)(t+1) (.t-i:,) (1'.-1-0+1 )  

T 	 9t-1
.t,m-1 

 

_ ,t(.t'_+2 ) (.t+m) (-t+m+l)  

2-t+3 	
Sn, °+l 

 

  



..~.~,._ 
%-st4.,4"44m, 

t. 
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+-2,m+1 _ - +t,m+1 	C2  
Jnmll 	Jllnm 	 n, r; Tt,m+1 

Jnmlll - Jllnml - 	 (2+m)(t-m+1)6n t 
T 	 > e,m-1 

Jnm - Ct g 
llt,m+l T~ n ,.2 

x- ,m+1 

J11t rn-1 - 
-C~ 	(t+m) (2-m+1) 

' 	T 	 ' 2,m-1 

onde 

C 	2 	e T 	_ Ce-m):  
~ 	22+1 	

o
'm (.2+m) : 

A mêdiã estat.tstica da funcão 62(0,0  pode ser 

obtida da equação (3.5) com o resultado 

62 
2 - ~2(0,~) _ a rms 

\2 
	

R2 

A função vetorial 'r 1 (8,0 .y cada pela c cu ir ão 

(4.30b) de modo que podemos escrever 



2nT = -d ll = n  1 a~ 	
ê e ~ 	 + ~ (B.7)  

8~ 	 
ê~

J R2 _ ae 	sene a~ 

A partir das equações 	(3.3) 	e (3.11) pode-se 	mos 

trar que não hâ correlação entre a rugosidade e suas deriva-

das, de modo que 

a~ 	~ 
~ ae — ~ a ~ = o 

Sendo assim, temos 

(B.8)  
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(B.9) 

A partir das. equações (B.6) e (B.9) e das relações 

de ortogonalidade, equações (2.21), obtemos as integrais 

<MT Id2ITIT 	>_ <NT ~S2INT 	>_ 
amn 	a'm'ri' 	Xmn 	a'm'n' 

=(1-d
X,e 

d
m ,0) 

~ 
S- 
rms 

mna,ar m,m
, 

n,n
, 

R2 

(B.10ã) 

    

2 T 	> = 0 
<Mamn ld I~a~m ► ni 

 

(B.10b) 

     

     

(B.10c) 



(C.lc) 

A P Ê N D I C E C 

C.l. - Esfera Rugosa Dielêtrica  

No problema do espalhamento por uma esfera rugosa 

dielétrica com uma polarização incidente no eixo x, seção 4.1, 

foram definidas as quantidades -Ek 	1Fk 	1 H e 1pk amn amn amn amn 

equação (4.47). A partir dos resultados das tabelas B-1 	e 

B-2 podemos escrever estas quantidades na forma 

 

lEk x 
omn 	

7 
~ 	 E E R (1-6q~l )6 q,m+ 1 	 2R 	t q ~  omn 

	

+_k ~ 	
,Tk,~ 

	

n~ 
	

+ E E R (1+6 ) 6 	
E ~ 

q,0 q,m-1 ~kp 

 

• 

 

Mn mn 

(C.la) 

x 

     

     

Eke mn 

F~ mn 

 

~ [E E 
2R 	X, q 

   

    

 

S. (1+6 ) q  ,m+1 q,l q,m+ 
Fl""

mn 

 

- E E S (1-6 	)6 .~g q,0 q,m-1 
g   

 

   

   

   

       

       

(C.lb) 

1Hk 
emm 

x 

m~~ 

~- 
1pk 

emn , 

[ E E R~,~(1+6q~1)6q~m+1< 

	

_ + 	2R 

	

- 	q + pke 
mn , 

E E K~
q
(1+6

q5 .2 q 
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• 

 

   

2R LE E S~(1-8 1)S m+1 ,~ q 	9~ q~ 

Hkt 
m;n 

+ 	- E E S.(1-ô
q

~.)Sg,m 
P
kk' 	2 q 	,  
m~; n 

Hk2 

~

m

p

,n 

Pk.Q 
m,n 

 

 

onde x indica a polarização incidente.E no caso da esfera ru- 

gosa dielétrica com uma polarizaçáo incidente no eixo y 	as 

quantidades definidas nas equações (P.15) podem ser escritas 

na forma 

 

lEk: 	Y 
emn 

1F k: 
emn 

• ~ 	 [E E R(1+S 
q~ 

1)d 9~ m+1 + 	+ E E R g
(1+Sq,0

)6
g,m- 2R. ~ q 	 FkQI 2 q 

mri 

(C.2a) 

ilbk 	y 
emn 

k ~ 

2R 
~ 

LE 

lEk+ ~ 
.=m,m 	 m~ 

+ E E S (1-S 	)S 
~lc.~ 	t q m-1 ~.2  -A- 
m,n) 

2q 	q,0    q , 
E S (1-S 	)ô 	 ÇJ • ~q 	q,l q,m+l 

m,n i 	 mn 

(C.2b) 

Hk 
omn 

~
P
k 
omn 

Mil
~ 

_+ 
1R 

L
~ q 

E R~29.
(1-d

q~1
)Sq~m+1 +kt +~ E 

P 	q 
~mn  

HkX 
mn 

Req

(1+6q,0)6q,m-1 - ] Pke 
mn , 

(C.2c) 
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emn 

1Pk 
emu 

_ + 
7 

2R 

71k2 

	

-mn 	 mn 

[ 
2 g 

S(1+6
q,1

)6
q,m+1 + 	+

o 
g Sa~g(1-ôq,0)S

q~m-1 ~  

	

mm 	 ~ 

 

(C.2d) 

onde y indica a polarizaçáo incidente. As quantidades Ek~,Fkt, 
+ + 	 mn mn 

Hmn e Pmn no lado direito das equações (C.1) e (C.2) são defi-

nidos como 

+ + 	 + -k2 __ 1 Q m.+l 	1 -.~ m+1 	
0 kl 

Linn~k Inrnkl + 1bk Jnmkl ± ik(k+l)ck Jnmt,m±1 
(C.3a) 

+ + 	 + 
Pk~ = d1 l~,m+l + i e, Jt,m+ 1+ k(k+l)fU Ikl mn k nmkl 	k nmkl 	 k nm2,m+1 

+ + 	 + 
Hk.~ = al- Jt'm+l + ibl l~ ,m+1 + ik(k+1)c0 lkl 

mn k nmkl - k nmkl - 	k nmt,m+1 

(C.3b) 

(C.3c) 

+ + 	 + 
Pke = dl Je,m+1 - ie1 	I~ 'm

+l + k(k+l)f Jkl 
mn k nmkl 	k nmkl 	 k nmt,m+l (C.3d) 

1 	1 	0 	1 onde as quantidades ak, bk, cK, dk, ek e fk são calculadas no 

Apêndice U. 

No cglculo de segunda ordem do espalhamento por uma 

k 
esfera dielétrica foram definidas as quantidades 2Ekkmn' 2Fkmn' 

2Hamn e 2Pamn 
para uma polarização incidente no eixo x, equa-

ção (4.55), e no eixo y, equaçáo (A.19). 0 valor médio destas 

quantidades podem ser obtidos diretamente das integrais dadas 

na equação (B.10) com os resultados não nulos sendo dados por 

~-. 
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x Y 

2Eo1n 
k 	

2Eeln 	(Srms2 /R2) ak(3, ln6k,n (C.4a) 

	 x 	 y 
2 k 

2Foln 2Feln 	rms (62 / R2) dk~ln6k,n (C.4b) 

--•---- x 	 

2H 	= 2 H 	= i(62 	/R2)b2P. S eln 	oln 	rms 	k ln ]c,n (C.4c) 

	 x 	 y 
2pk 	= 2pk_ 	= i(62 /R2)e2R S eln 	oln 	rms 	k ln k,n (C.4d) 

  

2 	2 	2 
onde ak, bk, dk e ek são calculados no Apêndice D e x e y indi 

cam as respectivas polarizaçóes incidentes. 

No cãlculo de segunda ordem do espalhamento por uma 

esfera dielêtrica foram definidas as quantidades Tamn,Uamn' 

VAmn' Xamn' YXmn e Zxmn para polarização incidente no eixo x, 

equação (4.52), e no eixo y, equação (A.22). A partir das solu 

ções para os coeficientes em ordem um para as duas polariza - 

ções, equações (4.48), (4.49), (A.13) e (A.14), podemos escre-

ver estas quantidades na forma 

(Tamn
)x,y 

(UXmn
)x,y _ 

(VXmn
)x,y _ 

- 

1 
	 

E a[A1n (lExmn)
k 	

x'y+A2n:(1Flmn)x'Y] 	(C.5a) 

1 	 E a [B1 (1Hk )x,Y+B2 (lpk )x
,Y ] 

anmn k k n amn 	n Xmn 

a ~ 	
E ak [B.3 n (1Hamn ) x 'Y- ,B4n (lpXmn

)x 'Y Y ] 	(C.5c) 
m m~ k 

an8mn k 

(C.5b) 



,- 	-~~~ -•~ 

(X
X

mn)X'Y = 
an ~ E ak CA3n(EAmn)X,Y + 

A4n (1F~n:n )x
,
y.] 	(C. 5d) 

(Y~mn)x,y 	a P, 
	 E ak[B5n(1Hamn

)X'y+B6n(1Pamn
)x 'y 1 	(C.5e) 

n mn k 

(Zamn)x,y = 
	1 
a S 	

E ak[A5n
(lEamn'x,y+A6n(lrXn.n)x'Y ~ n mn 

(C. 5f ) 
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onde x e y denotam as respectivas poiarizaçóes e definimos as 

quantidades 

Al = ~yjn 1 (R)h
n(R2)-y 2jn 

n 	l (R1 )~`i
n

(R2 )1 /DA
n 

A2n =~jn(R1)hn
(R2)-jn(R

1)hn
(R2)1/DAn 

A3n = yy
2n

(Rl n(R2
.n (Rl~`i

n
(R2)]/DA

n 

A4 = ~y j-n n 	1 	l (R)hn 2 2 (R )-~yj
n
(Rl)rin (R

2 
	)] /DA

n 

A5 n = y1 y2 n
(R1)q)n(R2 )-t1)

n
(R1)-h

n
(R2 )]/DA

n 

A5 n =Cy1lp
n

(Rl)h
n

(R2 ) -y2 j
n

(R1)(I) n (R 2 )]/DA
n 

(C. 6a) 

(C.6b) 

(C.6c) 

(C.6d) 

(C.6e) 

(C.6f) 

4 e 



5►  

Bln = [y1j n (R1)~in(R2 )-y 2 jn(R1)hn
(R2 )] /DBn 

B2n = D-1(R 	)-j-n( R1)Tin (R
2 )] /DBn 

(C.7a) 

(C.7b) 

B3n =[yljn(R1)(P
n(R

2)-y2Vn(R1)hn(R
2)]/DB

n 
	 (C.7c) 

Bo
n =Nn

(R1)in
(R2)-j-

n
(R1)(Pn(R

2)]/DBn 	 (C.7d) 

B5~ = y y [ j (R )hl(R )-jl(R )h (R, )]  /DB 1 2 	n 1 n 2 	n l n 1 	n 
(C.7e) 

B6 	= [y 17n (R1)~in (R 2 )-y2 j_
n (R1)hn(

R2)] /DB
n 

(C.7f) 

As quantidades definidas nas equações (C.6) e (C.7) estão cal 

culadas no Apêndice D. Pelas equações (4.56) e (A.20), defini 

mos as quantidades 
2Em'n'

, 
2Fm'n'

, 
2Hm'n' e 2Pm'n', para 	as 

mn 	mn 	mn 	mn 

polarizações x e y, respectivamente. 0 valor médio destas quan 

Cidades pode ser calculado a partir das equações (C.5),(C.l) 

e (C.2) e das relaçées estatísticas dadas na equação (3.14) . 

Deste cãlculc, resulta que as únicas quantidades não nulas sãp 

dadas por 
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anrnr n r k ~

ag x 

y 
m'n' 	 2 
eln 	

Tr 

x 
n' 
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S2 

i'II4S 

R2 
• 

	 x 	y 	2 
2 Em'n'_ 2Em'n' _~2 Srms 	1 	ZE a g x oln 	eln 	

R2 an Smn ' k k~ 

(1+S 	)T 	~Iº'm'+l (Al rEk~ +A2n r Fk2 	+2,m'+1 1
n Hk~ -B2 ► Pk2 )+ m',0 	m'+l nln'm' 	n m'n ' 	mrn r )+J 	-(B ~ m'n' 	m'n' 
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,+l(B3n r Hm n,-B4 n ,Pmn, )j+TZ,m,_1~n

ln'm
, CA111 , Em

- ~.
n IFice  , )t intn 
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(C.8a) 
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(1+S )T 	[I~'mTnr(A3- Ek~2 +A4 Fk2 )-J~'m'+1(B5 Hk2 -B6 Pk~ )+ m'0 ~.,m'+l n,n'm' 	n' m'n' 	n' m'n' 	n,n 'm' 	n' m 'n ' 	n' m'n' 
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n ~ Emn,+A6

n ~ r~¡nr) 1 

(C.8b) 
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Y 	ô2 
_ 	L. rms 	-1 	 E F a7 gtx 

R`: 	an' m'n' k 	~ 
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(C.8c) 

x (1+6 )T 	[J~-'m'+l(A3 Ek.2 +A4 Fk~ )-I P'm+1(B5. 	H' 4̀" -B6. P~ )+ 
m'0 ,C,m'+1 nln'm' 	n' m'n' 	n' m'n' 	nln 'm' 	n' m'n' 	n' m'n' 

+n' (n'+l)Jni~~mr+1(A n' Emnr+A61, ~ n, )1+T~~m,-1 r n m'-1(A3:,n 	, ~m~n,+A n, Fm 
n, )+ 

+ It~n,ml(B n, H- nr -B n, Pm'n ►  )+n' (n'+l)Jnl
imi 
.2,m '-1(A n' hm n r+A n' Im~n r ) 

(C.8d) 

onde definimos 
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C.2. - Esfera Rugosa Condutora 

No caso da esfera rugosa condutora as quantidades 

lEAmn' lHamn definidas nas equações (4.78) e (A.28) para 	as 

polarizações incidentes x e y, são, respectivamente, 

lEk 	x 
omn 

1Hk 
emn 

      

Tr 
2R 

mn 
[ E q 

 
R~g 	

q,1 (1+S)Sg,m+1 +
k.e H 
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J -EE R.~
q
(1+S 	)S 

q,0 q,11171 
~ºq 

  

  

Inn 

  

    

(C.10a) 

1Ek 
emn 

X Ek~ 
mn 

Tr 
[E E S. 	(1+S 	) S • - E E S 	(1-Sg,O)Sg,m-1 ~ q 	-ºq 

I 	l 

2R t 
q 

	,Qg 	- q,1 	q,m+1 

111.1c 
omn mn 

Hkt 
mn 

(C.10b) 

e 

i
E
k 

E.mn 
~~ 

= + 	E E R 	(1+6 	)S -71-4 + E E R. 
~ q 	,P.g 

(1+S 	)S 
q, 0 	g, m- 2R 	~ q 	

2q 	- q,l 	q,m+1 

FI omn 
Hk mn 

(C.11a) 



y 
2k 
Heln 	2Holn 	- 1(Srms2 /R2)bkf3lnk,n 

x 
(C.13b) 

        

        

       

0 
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R 

7 	 _ 	 mm 	 m~ 
= 

2R 
[~ 

q 
E S.eg(1+S

q~l
)S
q,
m+l 

+ 2 
+ E E S~(1-d

q,
0 )ó

q,m-1 _ 
H  
mm 

 

inn 

(C.11b) 

onde 

+ 	+ 	 + 
Ek2 = al I~,m+l + ìb1 Jt'm+l + ik(n+l)c0 k1J 
mn k nmkl - k mmnl - 	k nmk,m+1 (C.12a) 

ic.2 	1 ~ m+ 1 _ 	1 	m+.1_ 	 0 k 1 
Am n ak Jnmkl 	+ ibk lnmkl ± in(n+l)ck Inm2,m+1 (C.12b) 

As quantidades dk,bk e Ck s ão calculadas no Apêndice D. 

0 valor médio das quantidades 
2E~

mn, 2HAmn definidas 

nas equações (4.83) e (A.31) é calculado de modo idéntico 	ao 

que fizemos no caso da esfera dielétrica, com os resultados n b 

nulos dados por 

	x 	—y 

2Eoln 2Eeln -(Srms/R2)aklnk,n 
(C.13a) 

onde ak e bk são determinados no Apêndice D, equação (D. 4 ). 

A partir das equações (C.10) e (C.11) e das relações 

estatísticas dadas na equação (3.14) podemos obter o valor m6- 



t r 	m'' dio das quantidades 2E
• 

amn e 2HX`mn definidas nas equaçóes 

(4.84) e (A.20), para as polarizações x e y, respectivamente, 

Os resultados não nulos sáo 

	x 	y 
TT 
262 2 m'nE ' 	2 m'n' 	rms 	1 	°E°

~ 
g,~ E 	= 	 E E d 	X oln 	eln 	R2 	an'Sm'n' k=1 2=0 k 

1 	 1 
x (1+6 	)T 	{ 

-hni R2 ) Ìe,m'+ lÉJct 	+ [~n' (R2 ) + ,m'+1 	+ m',0 2,m'+1 h (R ) n7n'm` m'n' 	(R2 ) 	nln'm' 

	

n' 2 	 n' 2 

ci),(R2) 
+n'(n'+l) n  

n,(R2) 
Jn'mT nit--,m'+1 

1 

{ n' (R2 )  I2lm'-1Ek~ 	+ 
,m'-1 h (R,) 	n1n'm' m'n' n'  

n
, (R2 ) 	m'_1 	 (/'n' (K2 ) + ,m, +[ 	 

~~i 	(R) Jnln `m' + II' (n'+l) n 
' (R2 ) 7̀nl.~,m' -1 ~ m' n ' 

n' 2 

(C.14a) 

e 

	x 	y Tr2 52 
n' 	= 2~n'n' 	rms 	-1 	 É ~ a _ 	 x 

eln 	o1n 	R2 	an,(-m'n' k=12=0 	~t 

x 	(1+8m, 
> 0

)T~ m r +1{ 

-h', (R2 ) +.e, m' +1 
Jnln'm' 

+ ~ 
~n ' (R2 ) I.e,m'+1 + 

'n' 
n'(R2)   

 

hn,(R2 ) 

(13'n' (R2) -n'm' 	+
1(+ +n' (n'+1) ~' CR2 ) In~.~.,m'+l~ m'n' TZ,m,-1{ 

hn,(R2) J~,m'-lEk2 
nln'm' m'n' n,(R2 ) 

til, ) 	- 	, 	 ~ ,(R2) +nf m+ 	k~ 
+ 	~ 	í 2) I

~ nin'm1 + n'(n`+l) n,(R2) 	In1~2,m'-1~ m'n r} 

' ~ 

(C.14b) 
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hn(R2) 
onde 

~i
n

(R2) 
e 

c ia(R2) são determinados no Apéndi- 

 

   

5 

-hn
(R2) 

  

 

n(R2) 

 

 

hn
(R2) 

  

ce D. 
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APËNDICED 

No Capitulo IV seção 4.2, foram definidas as seguin 

tes quantidades; referentes à esfera rugosa dielêtrica 

a1'2 = j1'2(R ) + h1'2(R )OAs 	- j1'2(R )OAt k k 2 k 2 olk k 1 olk 
(D.la) 

b,'2 = •1'2(R . ) + í1'2 (R ) O Bs 	- 	
'2(R )OBt 

k 2 k 2 elk k 	elk 
(D.lb) 

0
'1 = V~ 	.O'1(R ) + ~ O'1(R )OBs 	- 

"elk 	
)OBt: 

c k k ~ k 2 elk k 1 elk 
(D.lc) 

d 	= y1'2 	j1'2(R ) + 	~i1'2(R )OA S 	- , 1'2(R )OAt k 	2 k 	2 	
y 
2 k 	2 	01k 	~ k 	1 	ok 

(D.ld) 

e1'2 = 	jl'2(R.) + y 1'2(R )OBs 	- y j1'2(R )OBt_ 
	(D-le) 

k 	2 ]c 	Z 	2 k 	2 	elk 	l k 	1 	elk 

0 1 	O 1 	 O l 	0 s 	- y
~0 1(R )
O

At f 	 (D.if) 
k~ 	y2~k~ (R2) + y2~k' 

(R2) Aolk 	1 k~ 	1 	olk 

(D.2a) 

(D.2b) 



0 t  	1y2  
Aolk 	R2DA 

2 k 

(D.2c) 

OBt 
elk 

 

(D.2d) 

 

e 

DAk = y2jk(Rl)-hk(R2) - yl-j--k(Rl)hk(Rz) 	 (D.3a) 

DBk = yljk(Rl)11
k
(R2) - y2ik(Rï )hk(R2 ) (D.3b) 

Na seçáo 4.3, referente ã esfera rugosa condutora, foram defi 

nidas as quantidades 

a
s 

k'2 = jk'2(R2) + hk'2(R2)OAolk (D.4a) 

b
1
'k 2 = .k'2(R~) + 11

1,2(R 	013s 

c
0
'1 = ~k'1(R2) 	(0'1 (R2)OBelk 

onde 

0 s 	jk(R2) 
AOlk 	hk(RZ) 

0 s 	_ _ 	k
(R

2) 
Belk 	1T1 (R2) 

(D.4b) 

(D.4c) 

(D.5a) 

(D.5b) 
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Neste apëndice vamos escrever as quantidades dadas 

nas equações (D.1) e (D.4) e os coeficientes de ordem 	zero 

°Aolk e OBelk' 
numa forma adequada para se fazer expansóes em 

serie de Taylor e de modo que as expressóes obtidas estejam di 

retamente relacionadas com as funções esféricas de Bessel 	e 

as constantes eletromagnéticas dos meios,111,s1 e p2,e2. 

As funções jk(x) e hk(x) definidas na equação (2.39 ) 

podem ser escritas na forma 

J k (p) 
j-k(x) - 	 [ 1 + pjk(p)%jk(p) 

p 

(D.6) 

h (p) 
C 1 + phk(p)/hk(p) ] 

p 

onde as linhas denotam derivadas com respeito ao argumento p. 

Substituindo a equação (D.6) na equação (D.3) pode - 

mos obter as expressões 

(D.7) 

DBk = Rl j
k(R1)hk(R2)[(e12-1)+e12R2hk(R2)/h

k(R2)-Rljk(R1)1jkCRl)~ 

onde definimos 

u21 = 112/1-I 1 
(D.8) 

E12 	el/e2 



(D.9) 

y
1R1 

  

y
2R2 

  

~~- 

e usamos as relações 

Y1R2 	112 
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Substituindo as equações (D.7a) e (D.'/b) nas equaçóes (D.2a) 

e (D.2b) respectivamente, obtemos 

0 s 	-j
k(R2) (1-u

21
)+R2jk(R2)/jk(R2)-u21Rljk(Rl)/jk(Rl) 

Aolk 	hk(R2) 
(1-u21)+R2hk(R2)/jk(R2)-u2lRljk(Rl)/jk(Rl) 

(D.10) 

OBs - -jk
(R

2
) (E12-1)+c12R2jk(R2)/jk(R2)-Rljk(Rl)/jk(Rl) 

Belk 	
h (R,) 	(E -1)+s R 	'(R )/h (R )-R j'(R )/j (R ) 

1c 	 12 	
111(R

12 2 k 2 	k2 	l k l 	kl 

para u2 = pi o índice de refração relativo entre os meios

s N = (s
1
/E2)1/2 e os coeficientes 

OAolk e OBelk 
referentes 	a 

esfera dielétrica ficam na forma 

U s 	-jk(R2) R2jk(R2)/jk(R2)-Rljk(Rl)/jk(Rl) 
Aolk 

(D.11) 

0 s 
Belk 

-jk(R2) 	(N2-1)+N2R2jk(R2)/jk(R2)-Rljk(Rl)/jk(Rl) 

hk(R2) 	
(N2-1)+N2R2hk(R2)/hk(R2)-Rljk(Rl)/jk(Rl) 

hk(R2) 	R2hk(R2)/hk(R2)-Rljk(Rl)/jk(Rl) 



~---~"----- 	'4"'i 

Substituindo a equaço (D.6) na equaço (D.5) os coe 

ficientes OAolk e OBelk referentes à esfera condutora ficam na 

forma 

s 	-j (R ) 

OAolk 	
k 

2 	 (D.12a) 

0 s 	-Jk(R2) l+R2jk(R2)/jk(R2) 

Belk 	h
k
(R2) 	1+R2hkCR2)/hk(R2) 

(D.12b) 

hk(R2) 
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Partindo das definições dadas na equação (2.39 e 40)e 

da notação definida na equação (4.26 ) podemos obter as fun 

ções 

.1 
Jk = Pik 

2 

3k = pjk + jk 
J k 

p 	 (D.13) 

= 1 	p 2jk' 	+ pjk 	2Jk 
2 	 A 

A equação diferencial das funçóes esfêricas 	de 

16 
BesseL 	) nos permite obter as funções jk' e jk em termos das 



hk 

--h
k_ 

11
k 

0 
(rr k 

- 

funções jk e jk e assim as equaçdes (n.13) ficam na forma 

.1 
Ik 	Pi' k 

.2 
	1 	~k(k+1)- 	p2~jk-pjk 2 

jk = 1 	[k(k+1)-(1+p 2)]jk j
k 

(D.14) 

.2  
~k 	1 [2+2-3k(k+1)]jk+ 2 [ LP 	 k(k+1)+2-p21J 

2p 
 

0 = 1 

p ik 

1  _ 1 	, 
~k 
	

ik
+ 
ik 

Procedendo de modo anãlogo com as funçóes esféricas de Henkel, 

obtemos 

hk = ph, 

185 

= 
2 

~k(k+1)-p 2ihk - ph' 

[k(k+1)-(1+p2)]hk-hk 

[p
2 +2-3k(k+1)]hk +  

2 
[k(k+1)+2-p2]hk 

hk 

$k 	
-11 
	hk + hk 

1 
p 

1 

2p 

1 
p 

(D.15) 

p 
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Se fk(R2) representa o primeiro termo no lado-direito 	dás 

equações (D.l) e (D.4) e gk(R2) representa as funções que mul 

s tiplicam os coeficientes 
OAoslk e  OBelk 

no segundo termo des - 

tas equações, então, podemos escrever as funções fk(R2) 	e 

gk(R2) na forma 

fk (R2 ) = a(R2 )jk (R 2 ) + Q(R2)jk(R2) 

(D.16) 

gk(R2) = o:(R2) hk(R2) + B(R2)hk(R2) 

onde a (R2) e f3 (R2) podem ser obtidos das equações (D . 11) e (D.12), 	e 

contêm um fator y2  no caso das equaçóes (D.ld), (D.le) e (D.lf) 

Semelhantemente, se fk(R1) representa as funções que 

multiplicam os coeficientes 6Aolk 
t 	

e OB
t
elk na equação (D.1),te- 

mos 

fk(R1) = a(R1)jk(R1) + Q(R1)jk(R1) (D.17) 

onde a(R1) e (3(R1) tem a mesma forma de a(R2) e t3(R2), respec- 

tivamente, mas com um fator yl  (em vez de 12) no caso 	das 

equaçóes (D.ld), (D.le) e (D.lf). 

A partir das equações (D.13) e (D.14) podemos desen-

volver uma fõrmula para as quantidades definidas na equagdo 

(A.1) que envolvem os coeficientes 0 A 	e OAt 	 se 
olk 	olk 

Ak(11l,El;p2,c2) representa as quantidades definidas nas equa 

ções (D.la), (D.ld) e (D.lf), podemos escrever 
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t 
Ak Cu1~s1~u 2 ~ s1 ) = fk (R2)+gk(R2 )OAólk-f

k (R
1)OAolk 

(D.18) 

De modo análogo, se Bk(ul,s
l;P2,62) representa 	as 

quantidades definidas nas equações (D.1b), (D.lc) e (D.le),po 

demos escrever 

Bk(ul~ sl~u2 ~s2) = fk(R2)+gk(R2)OB
s 
elk - fk(R1)OBelk 

(D.19) 

Substituindo as equações (D.2a), (D.2c) e (D.3a) na 

equação (D.15) e as equações (D.2b),(D.2d) e (D.3b) na equação 

(D.16) e usando o Wronskiano, 

jk(x)hk(x) - jk(x)hk(x) 
i 

(D.20) 
x2 

podemos obter as fõrmulas 

iy j (R ) 	 R(R ) 

	

A 
(ul~sl~u2~s2) -  2

2 k 1 
{a(R2)-a(R1)-(1-u

21
) 	2 + 

y
1R [y1g(R2)-y2~(R1)] x 

7c 	 R2 DA.k 	 R2 	2 1 

	

x Rljk(Rl)/jk(Rl)} 	 (D.21a) 

1y2ik( 1) 	Q (R2)  	y1 	 1 
Bk(ul,sl;u2s2

) _ 	 {(1-6 

	

12) 	
+ ~ a(R2)-a(Rl)+ 	[S(R2)-~(R1)] x 

R2 DBk 	 R1 	2 	 R
1 

R1jk (R1) 
x 

	

	  } 	 (D.21b) 
jk(R1) 



- i (3(R2) 
Ak(u2,E2) 

RZhk(R2) 

(D.23a) 

No caso da esfera rugosa condutora, se Ak(ü2,s2)  re 

presenta as quantidades definidas na equação (D.4a) e Bk(u2,E2) 

representa as quantidades definidas nas equaçdes (D.4b) 	e 

(D.4c), podemos escrever 

Ak(u 2,E2) = fk(R2) + gk(R2)oAolk 

e 	 (D.22) 

s 
Bk(11 2,E2) = fk(R2) + gk(R2)OBelk • 

Substituindo a equação (D.5a) na equação (D.19a)e a 	equação 

(D.5b) na equação (D.19b) podemos obter as fõrmulas 
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Bk(112,E2) = 	2 	
[a(R2)-(3(R2)/R2] , 

R2hk(R2) 
(D.23b) 

Para as quantidades A
k(ul,£l;u2E2) e Bk(u1El;u2s2)  

as funções a(R2),a(R1),3(R2) e f3(Ri) são dadas nas Tabelas - 

seguir 

a 



TABELA D.la 

Ak(u1£1;u2 e2 ) a(R2 ) 
, 
	 a(R1) S(R2 ) (R1) 

1 
ak 0 0 R2 

R1 

~ (y2/R2)[k(k+1)-(1+R2)] (y,/R1)[k(k+1)-(1+Ri)] 1 -Y2 _Y 1 

fk (y2/R2) (y
1
/R1) 0 0 

a~ [k(k+l)-R2]/2 [k(k+1)-Rl]/2 
-R2 -R

1 

dk [R2+2-3k(k+1)](y2/2R2) [Ri+2-3k(k+1)~(y1/2R1) [k(k+1)+2-R2](y2/2) [k(k+1)+2-Rl](y1/2) 

fk -(y2/R2) -(y1/R1) Y2 yl 



bk 

o 
ck 

1 
ek 

b2 

91, 

2 

c(R2 ) 

TABELA D.lb 

-1 

o 

t' 
Y1R

1 

[k(k+1)+2-Ri2]/ 2 

1 

a (R
1

) 13(R2 ) B 	E • E ) 
k 	1 1 ' 2 2 

2 7 	I [k(k+1)- (1+R
2

)i (1/R
2 ) 

(1/R2 ) 

o 

[R2+2-3k(k+1)] (1/2R2 ) 2 

(-1/R2 ) 

Lk(k+1)-F ( 2
y, /2) 

‘2  

Ek(k+1)-(1+R2 )1(1/E ) 
1 

(1/E1) 

o 

r- 2 t_R +2-3k(k+1)] (1/2R1) 1  

(-1/R ) 1 

2 [k(k+1)-R] (y
1

/2) 

-1 

o 

y,2R 2 

(k+1)+2-R] /2 

1 

-Y 2R2 



Ak(u 2' e2 ) Q(R2) a(R2) 

o 

~k(k+1) - R2]/2 

R2 

-R2 

~--...~~,~C: -• 

Para as quantidades Ak(u2,s2) e Bk(11 2,E2) as funções 

a(R2) e S (.R2) são 

TABELA D.2a 

TABELA D.2b 

B( 	
2' 2) 

a (R2) ~ 	(R7 ) 

0 
c}c 

bk 

1 
ck 

[k(k+1)-(1+R2)] /R.2 

(1/R2) 

[R2+2-3k(k+l)] (1/2R2) 

(-1/R2) 

-1 

o 

[k(k+1)+2-R2] /2 

1 

Substituindo os valores das tabelas (D. la) e (D. lb) 

nas fórmulas (D.18a) e (D.18b), respectivamente, podemos obter 

as quantidades definidas na equação (D.1-) na forma 
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1 	-i 	(.1-u21) (1 + R1 jkJjk ) 
ak = 

(1-u21
)+R2hk/hk-u21Rljk/jk 

bl 
_ 	

k(k+1)(E12-1) + (1 
-1~21)Rl 

R2 hk 	( E12-1) + E12R2h1c
/hk

-Rl
j
k /
j
k 

~ 	i 	 (E12 - 1) 
ck = 

R2 hk 	(612-1) + E12R2hk /hk-Rljk/j2 k 

(D.24 	) 

iY2 	(E12
-1) + }c(k+1)(1-u21)(1/R2) 

hk 	(1-u21)+R2hk/hk-u21Rljk/jk 

R2hk 

1 	-1Y 2 
ek = 

R2hk 

(E12-1) (1 + Rljk/jk) 

(E12-1)+E12R2hk/hk-Rljk/jk 

fk 
(1 -u21) 

R2hk 	(1-u 21) +R2hk/hk-u 21Rli k/ i k 

iy 2 

e 



2 a = 

  

(1-u21) (Rljk-/jk-1)+(sl2-u21)(R22/2p21 ) 
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R2 hk 	(1-P  21 ) +R2hk/hk - u21R1j k/ j k 

1 _ 	-2i (E12-1) 
ck 	

2 	( 6 -1) + 6 	R h_'/h -R J' /j 
R2hk 	12 	12 2 k k 1 k k 

(D.25 ) 

d2 =  -iY 2 	(s12-1)+(1-u21) C4k(k+1)-RL] (1/RZ)-(sl2-u21)Rljk/jk 
k 

2hk 	 (1 -u21) + R2hk/rk u21Rljk/jk 

iY2 	(612-1)(1+R1jk/jk) + (612-u21)(Ri/2.) 

R2-k 
	( 612-1) + 612R2~/- k - Rljk/~ 

fl 	-2i12 	 (1 -1121) 

2 h 
R2 k_ (1 - u21) + R2hk/hk- u2lRljk/jk 

Nas equações (D.24) e (D.25) omitimos o argumento R1 
das fun 

ções jk(Rl) e jk(R1) e o argumento R2 das funções hk(R2) 

hk(R2). 

e 

Para ul = u2 e N2=612 as -equações (D.2
4) e (d.25) fi 
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cam na forma 

ak = 0 

bk = (N2-1)[ik(k+1)/R2 k] [(N2-1)+N 2 R 2 hk/hk-Rl j
k

/J k]-1 

ek = (N2 -1) [i/R2hk] [(N2 -1)+N2 R 2hk/hk-Rljk/j k]-1 

(D.26 	) 
dk = (N2 -1) [i1'2 /hk] 2hk/hk-F.ljk /jk]-1 

ek = (N2-1) [-iy2 /R2hk] Il+Rljk./jk] [(N2 -1)+N 2 R2 hk/hk-Rljk/jk
]-1 

fk = 0 

e 

ak = (N2-1) [ k iR2/2h~ [R2hk/hk-Rljk k /j ]-1 

bk = (N2-1) [-i/2R2hk [4k(k+1)+R2 (1-Rljk/J k )] [(N2 -1)+N2R~/hk-Rljk/j] -1 

ck = (N2 -1) [-2i./R2hk] [(N 2-1)+N2 R2hk/hk-Rljk/j
k
]-1 

dk = (N2-1) [iY2 /2hk] [Rljk/jk-1] [R2hk /hk-Rljk/jk] -1 
	

(D.27) 

ek = (N 2 -1) [112/R2hk [1+(Ri/2 )+Rljk/j k] [ (N2 -1)+N2 R 2hk/hk-Rljk/jk -1 



Substituindo os valores das tabelas (D.2 ã) e (0.2 b) 	nas 

equações (D.23a) e (D.23b), resn.ectivamente, podemos obter as 

quantidades definidas na equação (D.4) referentes ã esfera ru-

gosa condutora 

1 = [ a 	-i/R2h ] 

=[ +i/R.2h k ~ [ k(k+1) -R2 ] [ 	1+R2hk /hk 1 -1 	 (p.23 

ck =L i/R2hk [ 1+R2hk /hk ] -1 

e 

2 = [ a 	+i/R2hk ] 

bk = [ -i/R2hk] L 2k 	(k+l)-R2] C 1+R2 2hk /h
k 

-1 	
(D.29) 

ck = [ -2i/R2hk] 	[ 1+R2hk/hk ] 
-1 1 

No Apéndice C, equaçóes (C.6) e (C.7), foram defini- 

dos as quantidades Aln, A2.n, A3n
, A.4n,A5n, A6n e Bln, B2n,B3n, 

B4
n
,B5

n
, B6

n
. A partir das equaçóes (D.5) e (D.7) podemos ob 

ter estas quantidades na forma 

AJ_ = 
n 

u21R2hn/h
n
-Rljk/j

n
-(1-u

21
)(Rljn/jn)(R2hk/hn

) 

(1-u21) + R2hn/hn - u21Rlq/in 
(D. 90a) 
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R2hnI n Rljn/jn 

Y2 	(1-u
21)+R2hri Fan u21Rljn/jn 

A2 n 

-R2 
(D.30b) 

-Y 
3 -  2  A 

	

	{ 
n R2 

u 
1 
n(n+1) (R2hn/hn Rljn/jn

)-RZ(E12- u
21)-R

2 [£12R2hn/hn u21R13n/On~  

(1-u21)+R2hn/ n-u21R1 n 
j/jn 

n(n+1)(1-u21)+R2(E12-1) A4 = 1 
n 	

(1-u21)+R2hn/ n-1121RlOn/On 

(D. 30c) 

(D.30ó) 

AF• _ n 
Y 2 u 21 	

/h -RlO n/O n  

R2 (1-p21)+R2hn/hn u21Rljn/jn 

(D.30 e) 

e 

(1-u21) 
(1-u21

)+R2hn rì /h 
u21Rl n j /jn 

n(n+1)(E12-1) + R2(1-u21) 

(612-1)+ E12 R2 n/ n -  RlOn/On 
Bln =-1+ 

(D,.30 f) 

(D.31) 



B2 	= 1  	
rn(n+l)] [R2 10/1-n R1jn/jn ] 

y2R2 	(.e12-1) + e12R2hn/hn R13n/jn 

2 	[e l2-~`21+ e12R2hn/hn u2lRljn/j - R2/u21 ! 	
_71

(e12 1)+e12R2hn/ n-R1J n/3n (D.31ó ) 

B:3 	_ n 

(e12 - 1) 
(D. 31c) 

(e12-1)+e12R2hn/hn-Rljn/jn 

B4 = 1 	R2hn/hn
-RlJn/jn (D.31d) 
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n 
Y2R2 (e12-1)+e12R2hn

/hn-Rljn/jn 

R 2
hn/hri

-Rl 
jn /jn  B5n 	Y2R2e12 

(e12-1)+e12R2hn/hn-Rljn/jn 

(D.31e) 

B6 = n 

e12R1jn/jn-R2hn/hn+(e12-1)[RlJri/J n] [R2hn /h
n] 

 	• (D.31f) 
(n2-1)+ e12R2hn/hn-R14/jn 

Para ul = p 2 e N2 = 	as eçuaçóes (D.30) e (D.31) ficam na 

forma 

Al n = 1 
(D.32a) 

= -R2/y2 A2n 
(D. 32 b) 

 

   



B1 = -1 + 	 n 	(N2-1)+N2R2hn/hn
-Rl

j
n/jn 

nçn+1)(N2-1) 

Ba
n = (N2-1)+N2R2hn

/h
n-Rli'/On n 

CN2-1) 

(D.32e) 

(D. 32f ) 

(D.33a) 

} 	(D.33b) 

(D.33c) 
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Y 	 (N2-1)+N2R h'/h -R j'/j 	
] 

	

A3n - 
R2  

~-n(n+1) + R2 	
2 
	2 n n 	1  n n 

2 	 R hn n ln 
/h-Rj/j

n 

(D.3 2c) 

R2 (N 2 -1) 

R2
hn

/ h
n-Rl

j
n /jn 

A5n = - y2/R2 

A6 = 0 
n 

e 

B2n = 	1 	{-R2 + 
Y2R2 	 (N2-1)+N2R2h

n/hn-Rlnj On 

A4 
n 

= 1 

Ln(n+1)1R2h
n/hn

-R1j/0
n1 

(D.32d) 



R2hn /h
n

-R1jn /
jn 

~ 
2R2 	(N`-1)+N2h

n n ln 
/h-R j

/3n 

B4 
n 

1 

B5 	R N2 	R2hn/hn 	- Rl
j
n/jn 

n 	~2 2 
(N2-1)+N2R2hn/hn

-Rl
j
n/jn 

(D.33e) 

(D. 3 3d) 

B6 = 
n 

N2R1jn/jn-R 2 	h hn/
n
+(N2-1) [R1Jn/J n] [-R2hn/hn] 

(N2-1)+N2R2hn/h
n-Rljn/jn 

(D.33f) 

No Apêndice C as equações (C.14a) e (C.14b) referen-

tes à esfera rugosa condutora contém as funções hn(R2)/hr
(R2), 

n(R2)/
-
n
(R2) e cpn(R2)/11n

(R2). Considerando as equaçdes (D.4) 

e (D.5) podemos obter estas funções na forma 

h] n - R2hn/h
n h 

n 

l 	 n(n+l)-R2 n = -1 + 	 2 

n 1+R2hn/h
n 

çb n 	- 	1 

~i 	1+R2hn/h
n n 

(D.34) 

go 4 



Nas soluções formais para os coefiçienteT 1Asmn 

1 	2Aamn' 
s 	

2Bamn 
s 	referentes a esfera rugosa dielêtrica(equa 

Bsmn'  

ções (4.47), (4.56), (B.13) e (B.17))aparecem as funções, 

y1j-
n
(R1)/DAn

, j
n
(R1)/DAn,yljn

(R1)/DB
n 

e j-
n
(R1)/DBn

. A partir 

das equações (D.7) e (D.6) obtemos estas funções na forma 

yl- n 	21 

 

1+R
ijn/jn (D.35a) 

     

DA 	h 	(1-~21
)+R¿hn/hr~-p 21Rljn/j

n n 	Ti 

  

Jn - R2 	 1 

  

(D.35b) 

         

DA
n 

y2h
n (1-u21)+R2hn/hn-u21Rljn/jn 

   

y1~ n 	R2 	 E12 

  

(D.35c) 

         

         

DB
n 
	h

n 
(E12-1)+s12R2hn/hn-R13n/On 

   

fin 	
1 	 1+R

13n/~n 
(D.35d) 

      

DB
n 

y2h
n 

(E12-1)+E12R2hn/hn
-R13n/jn 

 

200 

5 

Para U 21 
= 1 e E12 = N2 temos 

Y1 	1 	
1+R

10 
T 

nm n (D.36a) 
DAn 	

h
n 
	R2hn/hn-Rljn/j 
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in _ R2 	 1 

DA
n 
 y2hn R2hn/hn-Rljn/jn 

(D.36b) 

Y li n 	R 2 	 N 2  (D.36c) 
DB

n 	hn 	(N 2-1)+N2 R 2h
n /h

n-R
1n  J/jn 

1 	
1+Rljn./jn  

DB
n 
 y2h

n 
 (N2 -1)+N2R2hn/hn-Rljn/jn 

(D.36d) 



(2n-l)[l 	(p2/2)  + 	(p2/2)2  

1!(1-2n) 	2!(l-2n)(3-2n) 
n
n(p) 	 n+1 

p 

1.3  5  

APÊNDICE E 

Neste Apêndice vamos determinar os coeficientes 	do 

campo espalhado de ordem zero, OAamn e OBXmn
, ordem um, lAAmn 

e 1Bamn e de ordem dois, 2AAmn e `BXmn, 	
em primeira aproxima - 

ção no limite de espalhamento Rayleigh (R2  -> 0), para as- pola-

rizações incidentes no eixo x e no eixo y. 

As expansões em série de potências das funçdes esfe.-

ricas de Bessel j 
n 
(p) e n n

(p) sao
(23) 

pn  	¡- 1 	(p2/2) 	+ 	(p2/2)2 	... ] 
1.3.5...(2n+1) - 	l!(2n+3) 	2:(2n+3)(2n+5) 

  

(E. 1) 

Destas séries podemos obter os primeiros termos das séries das 

funções 

2 

pJn(p)/jn(p)  - n 	(2p+3) + v(p4) 

 

(E.2a) 

  

2 
phn(p)/h

r
(p) = -(n+1) + (2p-1) 	 +0(p3) (E.2b) 

2U2 
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1 	 _ p
n+1 	 2 
	  [l 	p 	+ 0 (p 3) -1 (E.2c) 

hn(p) 1.3.5....(2n-1) 	2(2 n-1) 

onde hn = jn
+in

n 
é a funçáo esférica de Hankel do primeiro ti-

po e as equações (E.2) são validas para n >, 1. 

A partir das expansões dadas nas equações (E.l) 	e 

(E.2) vamos obter os resultados a seguir neste apêndice. Usare-7 
S mos a notação (Ahmn ' Bamn ) 	(Aamn' 

S 	

Bamn
) para nos referirmos aos coe- 

ficientes do campo espalhado em qualquer ordem devido a polari- 

zação incidente no eixo x e (AY ,BY ) = (As ,Bs ) para nos 
AmnXmn 	 a mn 

referirmos aos coeficientes do campo espalhado devido a polariza -

ção incidente no eixo y. No caso da esfera rugosa dielétrica os' 

coeficientes seráo obtidos para esferas não magnéticas de modo 

que 112 = pi e N = (el/e)
1/2

, 

E.1.1. - Coeficientes de ordem zero - Esfera Rugosa Dielétrica 

Das equações (4.40), (A.10) e (D.11) obtemos 

R5 

OA~11 	xOAell i  
2  (N2-1)+0(R2) 

45 

2R3 	2 

OBell 	OBoll  	2( N2-1 
) + 0(BZ) 

3 	N
2
+2 

0A012 
x 0 

F'e12 
- O(R

7)    

_ 	Y 
OBe~_2 	OBo12 = U(R

2) 

(E. 3) 



E.1.2 - Coeficientes em ordem um - Esfera Rugosa Dielétrica 

As quantidades dadas nas equações (D.26) não nulas 

(ak = fk = 0) e com índice k = 1 resultam 

2 
bi _ 2 

( 
N
2
-1 ) + U.(-R2 ) 

N2+2 

c
1
1 
	
( N2+1 ) + O(R2

2) 
N
2 +2 

(E. 4) 

,y R2 

di _ 	2 2 (N2-l) + U(R4) 
3 

2 
el _ -2y2R2(  

N-1 
) + O(R2) 

N 2 +2 

e para k = 2,3... os resultados s.o de ordem superior em R2 	e 

por isso serão omitidos. Assim, as quantidades definidas 	-nas 

equações (C.3) serão 

Ekt mn = 0 	
(E.5a) 

2 
Fkn _ + 2iy2R2 ( 

N2-1 
) Jnmlll+ U.(~R2) 

- N
2
+2 

(E.5b) 

Hlt ~ ± 2i ( N2-1 )( 	
m+l 

I~~ 	+ I11 	) + U(R2) 
mn 	 N2+2 	nmll 	

nmt,m±1 	2 
(E.5c) 
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1 

N ` -1 
) 

±2 m+l 
~nmll 

2 
+ 	0(R2) (E. Ed) 2 

N2+2 

±12 
Pmn ~ + 2i~y2R2 C 

0 resultado dado na equação (E.5á) ê valido para quaisquer in 

dices pois bk = k(k+l)ck e pode-se mostrar que 

+ 
-t m+1 	kl 
Jnmki + Jnm,m+l - 0 

As funções dadas nas equações (D.J3) com potência mais baixa 

de R2 serão 

y
13-1(R1) 	2iR2 	4 

+ 0(R2) 
DA1 	 3 

jl(R1) 
N 
	iR3 	5 

3Y 2 	 (E. 6) 

Ylil(R1) 

DB1 

j1(R1) 	2iR2 	1 	 4 
	 ( 	) + Ú(R2). 

DB1 	 y2 
	

N2+2 

A partir das equações (E.5),(E.6) com a tabela B.3 e das equa- 

ções (C.1) e (C.2) podemos obter os coeficientes de ordem 	um 

para as polarizaçães x e y, equações ( 4.48 ) e (A.13 ).Para 	a 

polarização x teremos 

DA1 
+ 0(R2 ) 

2 
iR3(  N 	) + U(R5) 

2 N2+2 	 Z 
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lAX 
o l l 

= 0(_R 2) 

1 	
- 0(R2) 

Ae01  

lAell 
= 0(R2) 

e 

(E.7a) 

1 x 	2i 3 	N1-1 	_ 	N 2 -1 	1 	N2-1 6 
Bell  

= 	
R R2 ( 	2 ) CR0 0 	( 	) 

	R
20
+( 

2 	) 5 R2 21 
N
2
+2 	 N

2
+2 	5 	N +2 

1Bx 	2i  R3 ( N
2-1  

.)
~(N2-1) 	3 R 	] 

e01 ~ R 	2 	N2+2 	N2+2 	
5 	21 

1Bx 	~  2i  R3 (  N
2-1  )~( N2-1 )  6 

oll 	R 	N2+2 	N2+2 	5 

e para a polarização y 

lAell 	
0(R2) 

lAeOl 
= 0(R4) 

lAoll = 0(R5) 

(á;.7b) 

S22 

(E.Ba) 

e 



Aisvs..71k, 
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1B 	2i 
oll = R 

1BY ~ Zi 
e01 	R 

3 R2 (N  ^1 
N2+2 

R3 
(N ` -1 

 N2+2 

) CR 	(N2
-1)  

1 R -(NL-1) 	6 	 R~ 00 	N2+2 5 20 N2+2 5 22 

) r(N2-1  ) 3 S -1 
L NZ+2 	5 	21 	 (E.8b) 

1B 	2i  R3 (N2-l) ~ ( N 2 -1  ) 6 
S ell 	R 	2 N

2
+2 	N2+2 	5 	

22 

E.1.3. - Coeficientes em ordem dois-Esfera Rugosa Dielétrica 

Em primeira aproximação as quantidades obtidas 	na 

equação (D.28) que aparecem na equação (C.4) resultam 

R3 
al 
~ 
	2  (N2-l)+D(R2) 

6 

o 

b
1
=  -4( 	) +0(R2) N2+2 	2 

Y R4 
d~= - 230 N

2
(N2-1) + 0(R2) 

2 
ei ~ 2y2R2( 

N
2-1 ) + U(R2) . 

N +2 

(E.9) 

Para k > 1 o resultado é de ordem supericr em R2 excluindo a 

•
quantidade d2 = O CR2). 

Pelas equaçóes (E.9 ) as quantidades dadas na equE.- 

2 



ção (C.4) serão 

2Hl 	= 2H1 	
- -4i(.S2 IR2)S ( N2-1  )S 	+0(R2) eln 	oln 	rms 	11 N2+2 n,l 	2 

(E. 10a) 

	 x 	 y 	 2 
2P1 	

= 2P1 	_ 2i(62 /R2)(3 (y R )(N -1)S 	+D(R3) eln 	oln 	rms 	11 2 2 N2+2 n,l 	2 

e 

	y 

2Eoln 	2Eeln = U(R2) 

	 x 	 y 

2Foln 	2
1 

Feln 	- ~(R2) (E.10b ) 

	 x 	y 

2Foln 	2Feln 	
= U(R2) , 

As quantidades dadas Delas equações (D.32)e (D.33) no 

limite R2 -- 0 serão 

A1 n = 1 

A2n = 
-R2/Y2 

~ -r~(r~+1)y 2./R2 + 0(R2) A3n  

A4n = 1 + 0(R2) 

A5n = - y2
/R2 

(E.11a ) 

x Y 

x 

208 

A6 n = 0 
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e 

Bl - -1 	n(n+1)(N2-1) + 0(R
2) 

n 

	

	 2 
l+n(N2 +1) 

B2 ~ 	1 	n(n+1)(2n+1) + 0(R2) 
n 	 n 	 2 

Y2R2 	l+n(N`+l) 

2 
B n ~ -(N. -1) 	+ U(R2 ) 

l+n (N2+1 ) 
(E. 11b) 

B4 ~  1 	(2n+1) 
	"R2) n 

1'2R22R2 l+n(N2+1) 

+  

(2n+1)N2  
+ U(R3) B5

n 
_Y 2R 2 

	

	
1 

l+n(N2+1) 

B6 	-1 + n(n+1)(N2-1) 	+ 0(RZ) n 	 2 
1+n(N2+1) 

A partir das equações (E . lla) , (E . llb ) e (C.8) e 

das integrais da tabela B-3 podemos obter os resultados 

	Y 
2 m'n' 	

= E E an, 2EellT = 0(R2) n m 

(E. 12a ) 

	 x   y 

E, E an, 2Foll' = E ~ E, an' LFellr 	- 0(R2) n m, 	 n m 

x 

n' m ' 

an 	Eoll 



+ ! gt}+,0 (RZ). 
2=2 
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e 

     

  

x 

  

my n' y 
	

2 	2 N2-1 	1 54N2+71  
oil 	

- 47r ( ô 	/R ) ( N
2
+2 ){6g0 + 

 
	( 2N2+3 )4- inE  

    

E E a , 
n' m' n 

m'n' 
ell = E E a , 

n' m' n 

+ É g~ 	(~+2) 	{[422(P+2)+32(2+3)+3
]

+ 2(
t+1)(N221)  

2=2 	(22+1) (22+3) 	 1+(2+1)(N +l) 
.2` (.2+2)+3.2(2+3)+3] + 

6(2+1)3(22+3) 	 (2-1) 

+ 1+(2+l)(N`+l) }+ t=2 g2 

	

	2 { [422(2+2)-2(2+1)-1 ] + 
(22-1)(22+1) 

}  22(N2-1)
z 
	[422(2+2)-2 (2+1)-1] + 623(22-1)  	}} + 0(R-) 

1+(t-1)(N2+1) 	 1+(t.-1)(N
2
+1)   

   

x   y 

= E 	E an, LPoll' 	- -47r ( S
2 
i~ ~ 

,~'P-~2 ) ( 
n' m' 

  

E E a , 
n' m' n 

    

ell 

   

     

	

3g1 13N2+17 	°° 	(2+2) 	2 3(2+1)3(2+2)(N
2-1) 	+ ( 	 ) + E g 	 {3(2+1) 	 + 

5 	2N2+3 	2=2 2 (22+1)2(22+3) 	 l+(2+1)(N2+1) 

+ 
	(22+3 )N2 2 	[422(2+2)+32(2+3)+3 ]} 
1+(2+1)(N +l) 

+ f g 	(2-1) 	{ 32+ 323(2-1)(N2-1) 	(22-1)N2 	[422(2+2)- (2+l)-1]}+ 
t=2 2 (22-1)(22+1)2 	1+(2-1)(N2+1) 	l+(2-1)(N2+1) 



Pelas equaçóes (E.10), (E.12) e (E. 6) obtemos 	os 

coeficientes de ordem dois, equação (4. 57), de ordem mais bai 

xa em R2 

2Aoll = Aell
Y 	=ell 0(R

5
) 

(E. 13a) 

2 	
r 	

7 

2Bell 	2Bo11 
~ 2iR3 ( 

N
2
-1 )Cg0 +  gl + É g

t
B
t 

I 	(E.13b) 
N
2
+2 	 10 	.2=2 

onde 

	

B
t

= 	~ 	/ 	( 22 Z  ) (N2 )  { l[2(2)3(3)3] 	+ 
(N

2
+2) \ (2-2+1) (2.2+3) 	2 

(2+1)(N2-1) 	2 	 3(~2+1)3(2.2+3)  

	

+ 	 2 	~ 4.2 (.2+2)+3~2(2+3)+3] + 	 2 	? + 
l+(.2+1) (N +l) 	 1+(,2+1) (1v +1) 

	

+ 
	(t+2) 	

{3(t+l)2- 
3 (.2+1)3(Z+2) (N2-'_)  

2t+1)2(2.2+3) 	 1+(t+1) (N
2
+1) 

+ 	(22+3)N
2 
	[4.22(.2+2)+3.2(.2+3)+., ; 

1+(2+1)(N2+1) 

~ 

+ (t-1)(N') 	{ 	1 [4.22(t+2)- (2+1)-1] + 
(22-1)(2t+1)2 	2 

+ t(N
2-1) 	~4.22(.2+2)- (.2+1)-1]+  33(22-1 	} + 

1+(t-1)(N
2
+1)   	 1+(t-1)(N

2
+1)    

+  (2-1) 	
2 
{ 3t2

+ 
3t3(2-1)( 2-1) 	(22-1)N2 	

L422(2+2)-~2(X+1)-1]}+ 
(2.2-1-) (2~2+1) 	1+(t-1)(m

2
+1)   	1+(.2-1) (N

2 
+1 

(E. 14 ) 
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ai _ R2 

bi --- 2 	+ 

cl 
~ 

l+ 

U(RZ) 

R2 
2 	+ 0(R2). 
2 

(E.16) 

As quantidades definidas na equação (C.12) serão 

E. 2 .1 - _ Coeficientes em ordem zero-Esfera Rugosa Condutora 

A partir das equações (4.74),(A.26) e (D.12) obtemos 

212 

3 
R2  

6Aoll 	CAell = -i 	+ 0(RL) 3 

	

O Bell 	CBoll ~ 
i 2 R2+ 0(RZ ) 

3 

_ 	Y x 	0 	+ 	5 

	

Ao12 	Ael2 	0(R2) 

x 	0 	 5 Fse12 = BY o12 ~ 0 ( R2 )• 

E. 2. .2 - Coeficientes em ordem um-Esfera 

A partir das equações 



3 
1 	~: c=2i 

R2  
Bell R [R00 

R3 

1Be01 - 	
2i [ 

R2 5 

R3 

R2 
6 

1Bõ 1.1 2i ~ 3 

R20 	6  , 
5 	+ 5 	R22 1 

R21 
	 (E. 18b) 

S 22 ~ 

+ 	 + 

Emn ~ R2 Inmlll± 
iR2 Jnm~,m+1 + QCR2) 

(E. 17) 

m+1 	11 	 ±,e m+1 	2 H
mn 
	+2i (Inmll + Inm~,m+l) + R2 Jnmll + 0(R2). 

A partir das equações (E.2c),(E.16) e (E.17) podemos 

obter os coeficientes de ordem uni referentes ã esfera rugosa ' 

condutora para as polarizações x e y, equações (A.27) e (4.79). 

Para a polarização x, teremos 

3 R 	 R 

lAoll =-i R
2 ~
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e para a polarização y 

1 y 
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R2 
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+ 

00 
R20 	3 

R22 

    

R 10 	5 

R3 1 y 	 2 E 3 	l 
Ae01 N 1 R 	10 R21 (E. 19a ) 

E.2 .3. - Coeficientes em ordem dois-esfera Rugosa Condutora 

Em primeira aproximação as quantidades dadas na equa 

çáo (D.29) que aparecem na equação (C.13) serão 

a2 _-R 	) + Ú(R2 2  

(E. 20 ) 

bl = -4 + U(R2) 

• 
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e assim, para as quantidades dadas na equação (C.13), teremos 
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As quantidades dadas pela equação (D.34) serão 

hl 

hn 
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n 

1 
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-(n+2) + 0(R2) 

n 
(E.22) 

(I)n 	1 + 0(F2), 

ri 

A partir das equações (E.22),(C.14) e das integrais da tabela 

B.3 podemos obter 



+ 
(2+1)[422(k+2)-2(2+1)-1] 	-2 . 

2(22-1)(22+1)2 
_ 	3 	(2+2) [42 2 0.+2)+32(2+3) +3]  B 	

2 	(22+1) 2 (22+3) 

,- v ► 1 	 ~ 	' 
E 	E 	2Em. n 
	= E E 2Em n 	~ 37ri ( ô2  /R2 ) (R2 )1.    ' 8 g + 14 g + 

n , m , 	oll 	n, m, 	ell 	 ~1~~ 	 3 	0 	15 	1 

+ ~ 	r 
2(2+1)2(2+2)2 	2(~.-1)(2k2-2- 1) 	2 	} + D(R) 

	

2=2 
b2 C

(22+1) 2 (22+3) 	(2~-1)(22+3)2 	3 	] 	2 

x 	; t- y 
E E 	

27m7-7
, 	= E E Z~11 	~ 87r(ó~/R2 ) {3g0 +  37  g1 + 

n' m' 	 n' m ' 	 10 

+ ~ 
g2 

[ 3(
2

+2) [42 (2+2)+32(2+3)+3] + (2+1) [422(2+2)-~(2+1)-1]  .11+  
U(R~) • 

2=2 	2(22+1) (22+3) 	 2(22-1)(22+1) 

(E.2 3 	) 

Da equação(E. 23) obtemos os coeficientes de ordem 

dois referentes à esfera rugosa condutora, equaçóes (4.85 ) 	e 

( A.30 ), 
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