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Resumo

Neste trabalho estudaremos o indice de hipersuperficies minimas e
de curvatura média constante imersas na esfera Euclidiana S"*!. Mais pre-
cisamente, definiremos o operador de Jacobi de hipersuperficies minimas e
de curvatura média constante usando as féormulas de variacdo de area, e
em seguida estabeleceremos estimativas por baixo para o indice de hipersu-
perficies minimas imersas em S™*!. Além disso, caracterizaremos os toros de
Clifford minimos como as hipersuperficies compactas, orientaveis e minimas
em S"™! tais que Ay = —2n, onde \; é o primeiro autovalor do operador
de Jacobi. Mostraremos que as esferas totalmente umbflicas S™ (r) C S+,
com 0 < r < 1, sdo as hipersuperficies fracamente estdveis em S"*!'. Por
ultimo, estabeleceremos estimativas por baixo para o indice fraco de hipersu-
perficies de curvatura média constante em S"*! e caracterizaremos os toros

de Clifford S¥ (r) x S»=* (\/ 1— 7"2) de curvatura média constante como as
hipersuperficies de curvatura média constante tais que o indice fraco é igual

an+4 2, onde niﬁgrg,/ﬁ—ﬁ.



Abstract

The aim of this work is to study the index either of compact minimal
or constant mean curvature hypersurfaces immersed into the Euclidean unit
sphere S"*!. The main ingredient to do that is the Jacobi operator which
appears on the second formula of variation of area. On the minimal case we
shall present low estimative for the index and we shall show that the minimal
Clifford tori are the unique minimal hypersurfaces over which A\; = —2n,
where A1 stands for the first eigenvalue of the Jacobi operator. Moreover,
it is easy to see that totally umbilical sphere S"(r) C S"*!, with 0 < r <
1, are weakly stable. Finally we shall show that the index is bigger that
or equal to n + 2 for compact constant mean curvature hypersurfaces of
St provides they have constant scalar curvature. Moreover , Clifford tori

Sk (r) x S <m) attain such index provided nLH <r< \/%
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Introducao

Seja 1) : 3" — S"*! uma hipersuperficie orientével imersa na esfera
Euclidiana S"*!, com vetor normal N. Denotaremos por A o operador de
Weingarten de ¥". Mais precisamente, temos

AX = -V$N=-VxN, X,YeTx"

onde V° e V denotam, respectivamente, as conexdes Riemannianas de R"*2
e S, Sabemos que para cada p € X" A define uma aplicacdo em ,x"
simétrica. Definimos a curvatura média H de X" por

1
H=—-tr(A).
~tr (4)

Seja C*° (X™) o conjunto das fungodes diferencidveis. Dada f € C (X")
existe 7 > 0 tal que U : (—¢,¢) x " — S"™! definida por

VU (t,p) = Expyp (tf (p) N (p)),

define uma a variacao normal de 7). Assim, podemos considerar a funcao
area A : (—e,e) — R dada por

A(t) = /EdEt,

onde X; representa a variedade > munida com a métrica induzida por i e
d¥; é o elemento de drea dessa métrica induzida em 3.
Pela formula da primeira variacao de area temos

= n/fHdE,
b

t=0

dA

dt

isto é, hipersuperficies minimas sao caracterizadas como pontos criticos do
funcional area.

O operador de estabilidade desse problema variacional, X" minima, é
dado pela segunda variacao de area

&4
dt?

—/{fAf—i—(\A[Q—I—n)fz}dE——/fdeE, fece ),
b by

t=0

onde A representa o Laplaciano de X", |A|? denota o traco de A? enquanto
J: C®(X") — C*° (X") denota o operador de Jacobi de X" dado por

J(f)=Af+|APf +nf.



Sabemos da teoria espectral de variedades Riemannianas compactas que o
espectro de J

Spec(J) = {NeR: Jf=-\f, feC?X"), f#0}
M <A< Az}

¢é formado por autovalores A; com multiplicidades finitas my, e tais que
lim A = 4o0.
k— 00

O primeiro autovalor A1 é simples e satisfaz a seguinte caracterizacao do
min-max

. — [& fJfd%
Al—lnf{fif%zz

O operador de Jacobi induz uma forma quadratica @ : C* (¥") — R dada
por

:feO”@%,f¢o}

Qm=—éﬁﬁﬂ,

e o indice de 3, denotado por Ind (X"), é definido por
Ind (¥") =max{dimV : V.Cc C*(¥"), Q(f) <0,YfeV}.

Simons em [19] caracterizou os equadores S C S"*! totalmente geodésicos
como as unicas hipersuperficies compactas e minimas em S"*! com indice
igual a 1. Para o caso de dimensao dois, Urbano em [20] mostrou que
Ind (22) > 5. Além disso, ocorre igualdade se, e somente se, 32 for um toro
de Clifford. Para dimensoes maiores que dois, El Soufi em [15], provou que
se X" nao é um equador totalmente geodésico, entao Ind (X") > n + 3.

Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 1 (Simons, Urbano e El Soufi). Seja X" uma hipersuperficie
compacta, orientdvel e minima imersa na esfera Euclidiana S, Entdo

1. Ind(X") =1 (e " € um equador totalmente geodésico S® C S"H1),

2. ou Ind(X"™) > n + 3. Além disso, se n = 2 ocorre igualdade se, e
somente se, X2 for um toro de Clifford.

A férmula de Simons para o cidlculo do Laplaciano da funcao tr (AQ)
para hipersuperficies de curvatura média constante em S"*! é dada por

%A (trA?) = VAP + (n — |AP) |A]? + nH (trA*) — n®H>.

Usando a férmula de Simons obtemos o seguinte resultado.



Teorema 2 (Simons, Chern, do Carmo, Kobayashi e Lawson). Seja
3" uma hipersuperficie compacta, orientdvel e minima imersa na esfera
Euclidiana S, e assuma que |A| < /n em X". Entdo

1. |A] =0 (e X" é um equador totalmente geodésico S* C S*+1 ),
2. ou |A| =+/n e X" é um toro minimo de Clifford.

A parte 1 e a igualdade na parte 2 do Teorema 2 sao feitas por Simons em
[19]. Além disso, a caracterizagao do toro minimo de Clifford, a qual é local,
foi obtida independentemente e simultaneamente por Chern, do Carmo e
Kobayashi [10] e Lawson [14].

O resultado a seguir obtido em [7] por Barros, Brasil e Sousa serd ttil
na demonstracao de um dos teoremas deste trabalho.

Lema 1. Seja ¥" uma variedade Riemanniana minima imersa em S™t1,
Entao

4
[VIAPP < ——|APIVAP,
n+2
onde A € o tensor de Weingarten.

Usando o Teorema 2 e o Lema 1 obtemos o seguinte teorema devido a
Simons [19] e Perdomo [18].

Teorema 3 (Simons e Perdomo). Sejam X" uma hipersuperficie com-
pacta, orientdvel e minima imersa na esfera Euclidiana STt e A1 o primeiro
autovalor do operador de Jacobi. Entdo

1. M= —n (e X" é um equador totalmente geodésico S* C S*+1 ),

2. ou A1 < —2n, com igualdade se, e somente se, é um toro minimo de
Clifford S* <\/§> x Snk < ’l;’“) C s*H.

Em [19] Simons mostrou que se X" ndo é um equador totalmente geodésico,
entdo A1 < —2n. Perdomo [18] deu uma caracteriza¢ao do toro minimo de
Clifford pelo primeiro autovalor de estabilidade A;.

Uma outra consequéncia da primeira férmula de variacao de area é que
Y™ tem curvatura média constante (nao necessariamente zero) se, e somente

se, % (0) = 0 para toda f € C* (¥") satisfazendo [, fd¥ = 0.

Geometricamente a condigao fz fd> = Osignifica que a variagao preserva
uma certa funcdo volume. De fato, se ¥ : (—¢,&) x X" — S"! § a variacio
normal induzida por f € C* (X"), entao a fungao volume V' : (—¢,¢) — R

¢é dada por

v<>=/{0¢]@w* (@v),
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onde dV denota o elemento de volume (n + 1)-dimensional de S"*!. Entao
a primeira variacao do volume de V' é dada por

= /Ede.

Dizemos que a variagao preserva volume se V (t) = V (0), Vt € (—¢,¢).
Barbosa, do Carmo e Eschenburg, mostraram em [6] que dada uma fungao
[ € C™(X") satisfazendo [5 fd¥ = 0, existe uma variagao normal preser-
vando volume onde o campo variacional é fN. Dali, as hipersuperficies de
curvatura média constante (nao necessariamente zero) sdo caracterizadas
como pontos criticos do funcional drea quando restritos as variagoes que
preservam volume.

O indice forte é dado pelo indice I'nd (X™) de ¥". O indice fraco Indyp (X")
é dado por

Ind (") =max{dimV : V.C C¥ ("), Q(f) <0, VfeV},
onde C2° (X") {f eC®(X"): [gfdy= 0}
Dlremos que X" é fortemente estavel se, e somente se,
Ind(X") =0.
Ademais, diz-se que X" é fracamente estdvel se, e somente se,
Indp (X") =0.

Barbosa, do Carmo e Eschenburg em [6] caracterizaram as esferas to-
talmente umbilicas S" (r) C S"*1, com 0 < r < 1, como as tinicas hipersu-
perficies de curvatura média constante em S™T! fracamente estdveis. Mais
precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 4 (Barbosa, do Carmo e Eschenburg). Seja X" uma hiper-
superficie compacta e orientdvel imersa na esfera Fuclidiana S*™ com cur-
vatura média constante. Entdo X" € fracamente estdvel se, e somente se,
X" € uma esfera totalmente umbilica S™ (r) C S+,

Alfas, Brasil e Perdomo [3] provaram o seguinte resultado.

Teorema 5 (Alias, Brasil e Perdomo). Seja X" uma hipersuperficie
compacta e orientdvel imersa na esfera Euclidiana S™! com curvatura média
constante. Assuma que X" tem curvatura escalar constante. Entdo

1. Indyp (") =0 (e X" € uma esfera totalmente umbilica em S*1),

2. ou Indp (¥™) > n+ 2, com igualdade se, e somente se, X" € um toro
de Clifford de curvatura média constante SF (1) x SP=F (\/1 — 7‘2) com

k+2
\/ n+2 <r=< \ nt2



Demonstrar estes teoremas citados acima é o objetivo principal desta
dissertacao.

Nosso trabalho é constituido de trés capitulos. No capitulo 1 apresentare-
mos alguns resultados que serao utilizados nas demonstracoes dos resultados
principais. Mais precisamente, demonstraremos a Férmula de Simons para
hipersuperficies em S™*!' com curvatura média constante, usando célculo
tensorial. Ademais, demonstraremos as Formulas de Variagao de drea e cal-
cularemos o Laplaciano das fungoes suportes l, = (¢, v) e f, = (N,v), para
v € R*2 fixado.

No capitulo 2 faremos uma estimativa por baixo do indice de uma hiper-
superficie ¥ compacta, orientdvel e minima imersa em S™t!. Além disso,
mostraremos que as hipersuperficies compactas, orientaveis imersas mini-
mamente em S"*! com primeiro autovalor de estabilidade igual a —2n sdo
os toros minimos de Clifford.

Finalmente, no capitulo 3 mostraremos que as esferas totalmente umbilicas
S™(r) € S"* com 0 < r < 1, s@o as hipersuperficies fracamente estaveis
em S™t!. Por tltimo, estabeleceremos estimativas por baixo para o indice
fraco de hipersuperficies de curvatura média constante em S"*! e caracteri-

zaremos os toros de Clifford S (r) x S*—* (\/1 - r2) de curvatura média

constante como as hipersuperficies de curvatura média constante tais que o
indice fraco é igual a n + 2.



Capitulo 1

Preliminares

Seja 1 : X" — S"! uma hipersuperficie orientdvel imersa na esfera
Euclidiana S"*!, com vetor normal N. Denotaremos por A o operador de
Weingarten de ¥". Mais precisamente, temos

AX = V4N =-VxN, X, YecTx",

onde V° e V denotam, respectivamente, as conexdes Riemannianas de R™*2
e S"*1. Sabemos que para cada p € X" A define uma aplicagao em T,X"
simétrica. Definimos a curvatura média H de X" por

1
H=—-tr(A).
—tr (4)
A curvatura R de X" é dada por
R(X, Y) Z =VyVxZ—-VxVyZ+ V[X,y}Z
para X,Y, Z € T'¥"™.

Denotando por R a curvatura de S"™! a equacdo de Gauss da hipersu-

perficie X" é
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)ZW)+B(X,Y,ZW),
onde, B representa a segunda forma fundamental, X, Y, Z, W € T¥"™ e deno-
tamos B(X,Y, Z, W) =(B(Y,W),B(X,2))—(B(X,W),B(Y,Z)). Desde
que a curvatura seccional de S**! é igual a 1 temos
para X,Y, Z, W € TY". Entao,
(R(X,Y)Z, W) = (X,Z)(Y, W> (X, W)XY,Z) +(B(Y,W),B(X,Z))
= (X, 2){Y, W> <X, W)Y, Z) + ((AY, W)N, (AX, Z)

= (X,2)Y — < >X+<AX Z)AY — (AY, Z)AX, W),

10
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para X, Y, Z W € TY".
Portanto,

R(X,)Y)Z=(X,2)Y — (Y, Z)X + (AX, Z)AY — (AY,Z)AX, (1.1)
para X,Y, Z € T'¥"™.

Definicao 1. Seja v : ¥ — S™ wma hipersuperficie. O tensor de Ricci
de X" ¢ a aplicacdo Ric: TX" x T¥™ — R dada por

Ric(X,Y) =tr (Z — R(X,2)Y).

Usando a definicao de tensor de Ricci obtemos

Ric(X,Y) = i(R(X,Ei)Y,E»
=1

- Z (X, Y)(Es, Ei) — (B, Y )(X, E;))
i=1
i=1

= n(X,Y)— (X,Y)+(AX,Y)> (AE;,E;) - > (E;, AY)(AX, E;)
=1

= (n—-1)(X,Y)+nH(AX,Y) Z‘—1<AX,AY>.

1.1 Formula de Simons

O primeiro resultado que demonstraremos é a férmula de Simons para
o calculo do Laplaciano da fungao tr (Az) para hipersuperficies em S**! de
curvatura média constante.

Definicao 2. Sejam 1) : X" — S"! wma hipersuperficie e A : TY" —
T3™ um 1-tensor. A derivada covariante de A € a aplicagdo VA : T¥™ X
TSX" — TY" dada por

VAX,Y)=Vy (AX) - A(VyX).

Proposicao 1. Sejam 1 : ¥* — S uma hipersuperficie e A : TY" —
T>™ um 1-tensor. Entdo, a derivada covariante VA € bilinear.

11



Demonstracao. De fato, para X,Y,Z € TY e f fungao diferenciavel temos

Vz(A(X +fY)) - A(Vz (X +[Y))
Vz (AX)+Vz (fAY) = A(VzX) - A(Vz (fY))
= Vz(AX) - A(VzX)+ V7 (AY) + Z(f) AY
fA(V Y)-Z(f)AY)
AX, Z)+ f(Vz(AY) = A(VzY))+ Z () AY — Z(f) AY
= VAX,Z)+ fVA(Y,Z).

VAX + fY,2) =

Ademais,

VAX,Z + [Y) Vizipy (AX) = A(Vzypy X)
Vz (AX) - A(VzX)+ f(Vy (AX) - A(Vy X))

= VA(X,Z)+ fVA(Y,Z),

provando o que queriamos. ]

Convém observar que a equacgao de Codazzi de ¥™ é dada por
Vx (AY) - Vy (AX) = A([X,Y]), (1:2)
onde A é o tensor de Weingarten.

Proposicao 2. Seja ¢ : X" — S wma hipersuperficie e A : TY" —
T>" o tensor de Weingarten. Entao, VA é simétrica:

VA(X,Y)=VA(Y, X),
para X, Y € TX.

Demonstragao. Segue da equacao de Codazzi de ¥ que
Vi (AY) = Vy (AX) = A ([X,Y]) = A(VxY) — A(VyX),

para X,Y € TX. ]

Definicao 3. Sejam v : X" — S™! wma hipersuperficie e A : TS —
TS um 1-tensor. A sequnda derivada covariante de A é a aplicacido VA :
TYX" x TYE" x TY" — TY" dada por

V2A(X,Y,Z)=Vz(A(X,Y)—A(VzX,Y)— A(X,V,Y),
onde A(X,Y)=VA(X,Y).

12



Proposicao 3. A segunda derivada covariante do tensor de Weingarten A
satisfaz VX,Y,Z € TY as sequintes condi¢des:

1. V2A(X,Y,2)=V?A(Y, X, Z),
2. V2A(X,)Y,2) =V?A(X,Z,Y) - R(Z,Y)AX + A(R(Z,Y) X),
onde R € a curvatura de ¥".
Demonstracdo. A parte 1 segue da proposicao 2. Quanto & parte 2 temos
VA(X,Y,Z) = Vz(AX,Y)) - A(VzX,Y) - A(X,VzY)
= VzVy (AX)—-VzA(VyX)—-Vy (A(VzX))+ A(VyVzX)
Vv, vAX +A(Vy,vX). (1.3)
Trocando Y por Z em (1.3) obtemos
V2A(X,2,Y) = VyVz(AX)—-VyA(VzX)-Vz(A(VyX)) +A(VzVyX)

—Vv,zAX + A(Vy,zX).
Logo,
V2A(X,Y,Z)-V?A(X,Z,Y)=-R(Z,Y)AX + A(R(Z,Y) X),
para X,Y,Z € T, O

Definigao 4. Dado um tensor simétricoT : TY" X T¥" — T¥", definimos
o tragco de T como sendo o campo trT dado por

n
trT => T (B, E),
=1

onde {E1,...,E,} € um referencial ortonormal em TX".

Proposicao 4. Dada wma hipersuperficie 1 : ¥ — S"H1 seja A : TE" —
TY™ o tensor de Weingarten. Entdo,

tr (VA) = grad (trA).

Demonstragao. Seja {E1, ..., E,} um referencial ortonormal tal que A em
p € X é diagonalizada, e sejam c; (p),...,c, (p) os autovalores associados a
Ei(p),...,E,(p) , respectivamente. Entao,

(grad (trA),X) = X (trA)

= X( S (AB;, E;) )

n

= ) (VxAE;, E;) + Zn:AEZ,VXE (1.4)
i=1 i=1

13



para todo X € T'3. Além disso, temos

(VAX,Y),Z) = (Vy(4X)-A(VyX),Z)
= (Vv (4X),2) - (A(VyX),2)
= Y(AX,Z) — (AX,VyZ) — (Vy X, AZ)
= Y(X,AZ) — (X, A(VyZ)) — (Vy X, AZ)
= Y(X,AZ)— (X, A(VyZ2)) —{Y(X,AZ) — (X,VyAZ)}
= (X,VyAZ) — (X, A(VyZ))
= (VA(Y, 2),X), (1.5)
para X,Y, Z € T,
Usando (1.5) temos
(tr (VA),X) = <zn:VA(Ei,Ei),X>
i=1
= ) (VA(E;, E;),X)
i=1
— S (VA(ELX) . B
i=1
= > (Vx(AE;) - A(VxE;),E;)
i=1
= Y (Vx(AE),E;) — (A(VxE,), E;)
i=1
= > (Vx(AE;),E;) — (AE;, VxE;)
i=1
= > (Vx(4E), E), (1.6)
i=1
onde a ultima igualdade segue do seguinte fato:
(AB, VxB:) (9) = (1B, VX () = i 9) (B2 Vi) () = “ 2 (53, B ()
Portanto, segue de (1.4) e (1.6) que
tr (VA) = grad (trA).
O

14



Definicao 5. Dados uma hipersuperficie ¢ : ¥ — S"tl e X € TY"
definimos o tensor I'x : TX"™ x TX" — TX" por

I'x (Y,Z2)=V?A(Y,Z,X),

onde A € o tensor de Weingarten.
Notemos que I'x é simétrico, pela proposicao 3.

Proposicao 5. Nas condi¢des da defini¢do 5 temos
trl'x =nVx grad H,
onde H € a curvatura média de ¥".

Demonstragdao. Seja {Ey, ..., E,} um referencial geodésico em p € ¥.. Se

n
X = Z ijj,
j=1
entao temos em p

= VA Ei, Z .TUjVEjEZ'
Jj=1

n
= Y ;VA(E;, Vg, E;)
j=1
= 0, (1.7)
pois (VEjEi) (p) =0vparai,j=1,...,n.

Portanto,

tlx = Y V?A(E;, E;,X)

=1

= Zn:vx (VA(E;, E;)) — 2Zn:VA (Ei, Vx E;)

i=1 i=1
= Vyx (ZVA (EZ-,EZ-)> —2) VA(E;, VxE)
i=1 =1

= Vx(trVA)—2) VA(E;,VxE)
i=1

= Vx (grad(trA))

= nVx(grad H),

onde usamos (1.7) e a proposi¢ao 4 na peniltima igualdade. ]

15



Definicao 6. Dada uma hipersuperficie 1 : ¥ — S*"+1 definimos o Lapla-
ctano de um 1-tensor A : TX" — TX"™ pelo 1-tensor AA : TYX" — TX"
dado por

AAX)=tr ((Y,Z2) — V?A(X,Y,Z)).

Proposicao 6. Seja ¢ : ¥ — S"t! uma hipersuperficie com curvatura
média H. Entao

AA(X)=nVx (grad H) —nHX + (n — |A]*) AX + nHA?X,
onde A € o tensor de Weingarten.

Demonstragao. Seja {E1, ..., E,} um referencial ortonormal. Por definigao
temos

n
AA(X) = ) V°A(X,E;,E)
=1

= Y V’A(E, X, E)
=1

= Y V?A(E;,E;,X) - R(E;,X)AE; + A(R(E;, X) E;),
=1

para X € TY.
Usando a equagao (1.1) temos

—> R(E,X)AE;, = =) ((E, AE)X — (X, AE))E; + (AE;, AE;)AX)
=1 =1

+) (AX, AE,)AE;
=1

= - iw AE)X + i(x, AE)E; - Y (AE;, AE)AX
i=1 i=1 i=1

+) (AX,AE;)AE;
i=1

= —nHX +AX — (trA*) AX + A°X, (1.8)

para X € T'X.
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Analogamente, obtemos

AR(E,X)E) = A <§:<Ei,Ei)X> .y (f:(X, E)E) +A <i<AEi,Ei>AX)

=1 i=1

—A (imx, Ei>AEZ»>

=1
= nAX —AX +nHA’X — A3X,

=1

para X € TX.
Considerando a proposigao 5 e somando (1.8) e (1.9) obtemos

AA(X) = nVx(grad H) —nHX + (n—|A]*) AX + nHA?X,

para X € TX. O

Antes de mostrarmos o préoximo resultado precisaremos das seguintes
definigoes:

Definicao 7. Sejam A : TY" — T¥" e B : TYX" — TY" 1-tensores
na variedade Riemanniana ™. O produto interno dos 1-tensores A e B é a
aplicagao (A, B) : ¥ — R dada por

(4,B) (p) = tr (A(p) - B* (p)),

onde B* (p) é o operador adjunto de B (p).

Definigao 8. Sejam A : TY" x TYX" — TYX" e B: T¥X" x TYX" — TY"
2-tensores na variedade Riemanniana X™. O produto interno dos 2-tensores
A e B € a aplicagao (A, B) : ¥ — R dada por

n

(A,B) (p) = Z (A(p) (Ei,Ej) , B (p) (Ei7Ej)>7

onde {En,...,E,} € uma base ortonormal de T,X".

Notemos que a teoria de Algebra Linear garante que o produto interno
de dois 2-tensores estd bem definido, isto é, ndo depende da base ortonormal
escolhida. Ademais, é facil ver que (-,-) é um produto interno no espago dos
tensores. Na demonstracao dos resultados a seguir denotaremos o Lapla-
ciano de funcoes e tensores pelo mesmo simbolo A.
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Proposicao 7. Sejam A:T¥" — T¥" e B : TYX" — T3" 1-tensores na
variedade Riemanniana X" satifazendo a equagdo de Codazzi (1.2). Entao,

A(A,B) = (AA, B) + (A, AB) + 2(VA,VB).

Demonstracdo. Seja {F1,...,E,} um referencial geodésico em p € ¥. Por
defini¢ao temos

(4, B) (p) = tr (A" (p) - B(p)) = Y (A" (B(E)),Ei) (p) = ) _(AE;, BE;).
i=1 =1
Entao, temos em p
i=1

- Zn:EE (Zn: (AE;, BE; )
i=1 j=1

n
= Y EE(AE;, BE))
ij=1

= ) Ei((Vg (AE)),BE;)) + (AE;, Vi, (BE)))).

5,j=1
Logo, em p

A(A,B) = Y {(Ve Vg (AE)), BEj) + (Vg (AE;),VE,BE;)}

1,j=1

+ > {(VE (AE)), Vg BE)) + (AE;, Vi, Vg, (BE))) }
ij=1
= Z <szsz (AE]) 7BEj> +2 Z <sz (AEJ) 7sz‘BEj> +
i,j=1 i,j=1

3,j=1
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Por outro lado, temos p
(AA,B) = Y (AA(E;),BE;)
i=1

- 3

J:]_ 1=

V?A(E;, E;, E;) ,BEj>
1

= Y (Vg (A(E;,E)) — A(Vg,Ej, E;) — A(E;,V,E), BE))
ij—1

= Y (Vg (A(E},E)), BE)),
2,j=1

onde usamos que Vg, Ej (p) =0, para i,j = 1,...,n. Ademais, temos
Ve (A(Ej,E)) = Vg, (Vg (AEj) — A(VEg,E;))
= Vg Vg (AE;) — {VinEjAEi + A([E;, VEZ-EJ'])} :

onde usamos a equagcao de Codazzi na terceira igualdade. Logo,

n

(AAa B> (p) = Z <VE1 (A (Ej’ EZ)) 7BEJ> (p)

,j=1
n

— 3. (ViVE, (AE)), BE;) (). (1.11)
ij=1
Analogamente,
n
(A,AB) (p) = ) _(AE;, Vi, Vi, (BE;)) (p). (1.12)
ij=1
Finalmente, por definicao temos

(VA,VB)(p) = Y (VA(E,E;),VB(E;, E)))(p)
i,j=1
= Y (Vg (AE;) — A(Vg,E) , Vg, (BE;) - B(Vg,E)) (p)
ij=1

= Y (VE (AE)), Vg (BE))) (p).- (1.13)

ij=1
Por (1.10), (1.11), (1.12) e (1.13) obtemos
A(A,B) = (AA,B) + (A, AB) +2(VA,VB).
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Corolario 1 (Férmula de Simons). Seja v : ¥" — S uma hipersu-
perficie com curvatura média H constante. Se A € o tensor de Weingarten
de X, entao

%A (tr4%) = VAP + (n — |AP) |A]? + nH (trA%) — n?H2,

onde | - | é a norma proveniente do produto interno de tensores.

Demonstragao. Usando as igualdades
trA? = tr (AA) = tr (A*A) = (A, A)

obtemos

e
=
=

1

((AA, A) + (A, AA) +2(VA,VA))

N~ N RN

= ( (AA, A) 4+ 2|V A| )
= |VAP + (A, AA). (1.14)
Pela proposicao 6 temos

(A,A4) = (A, (n—|A] ) A4+ nHA? — nHId)

= (n—|AP) (A, A) +nH(A, A*) — nH(A, Id)
= (n—|AP) AP +nH (trA*) — n’H>.

Portanto, segue de que (1.14)

5 (trA%) = [VAP 4 (n— |AP) [ AP + nH (1rA%) — n* 2.

1.2 Variacao de Area

Agora mostraremos as Formulas de Variagdo de Area de uma imersao
P X" — M™T™ e alguns coroldrios.

Definicao 9. Seja X" uma variedade Riemanniana. Denotando por B a
sequnda forma fundamental de 3" podemos definir o campo curvatura média

—

H (p) = - r (B (),

para cada p € X",
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Localmente, se E1, ..., E, sao campos ortonormais em torno de p, entao
— 1

H (p) =~ > B(Ei,Ei)(p).
i=1

Consideremos M™™ uma variedade Riemanniana e ¥ uma variedade
Riemanniana compacta e orientavel com bordo 0%".

Definicao 10. Uma variacao da imersao ) : ¥ —s M"™ ™ é uma aplicacao
diferencidvel W : (—g,e) x X" — M"™™ tal que

1. Para cada t € (—¢,¢) a aplicagio Yy = W (t,-) : X" — M"™™ € uma
1mersao.

2. o =1.
3. ?l)t‘ :@ZJ‘

oxn’

Denotaremos por % o vetor unitdrio candnico tangente a (—e,£) em

(—¢,e) x 3. Definamos
0
e=v(3)

e consideremos a funcao area A : (—e,¢) — R dada por

Alt) = /EdEt,

onde ¥; representa a variedade Y munida com a métrica induzida por v e
dX¥; é o elemento de drea dessa métrica induzida em X.

oxmn

t=0

Para demonstrarmos a Férmula da Primeira Variacao de Area precisare-
mos do seguinte resultado:

Lema 1. Seja A(t) = (a5 (t)) ,t € (—€,€), onde cada a;; € uma fung¢io C™
de t tal que A(0) = (d;5). Entdo

d /
= det (A () - tr (A’ (0)),

onde 6;; € o delta de Kronecker.

Demonstragao. Seja {V1,...,V,} a base canonica de R". Entao A (t) =
(aij (t)) pode ser pensada como uma matriz de uma transformagao linear de
R™ em R” relativamente a essa base. Para cada t € (—¢,¢) denotaremos por

Ei(t)=> a; () V;
j=1
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os vetores coluna da matriz A (t) . Desde que o determinante é uma aplicacao

n-linear alternada nas colunas tal que W (Vq,...,V,,) = 1, temos
d = dE;
N A = § sy Vi—1, — sy Vitly .-y Vn
dtdet( (t)) » £ det <V1, ,V 1 dt (0) V+1 V, >

= > det | Vi, Vi, Y ai; (0)V;, Viga, .., Vi
i=1 Jj=1

= > aj; (0)det (Vi,...,Vp)
=1

= > aj;(0)=trA'(0).
=1

Teorema 1 (Férmula da Primeira Variagao de Area). Nas condigdes acima

temos
dA

dt

= —n/2<ﬁ,E>dE.

t=0

Demonstragao. Seja{E1,..., E,} um referencial geodésico em p € ¥. Sejam
01,...,0, as formas duais de {E1,..., E,}. Entao,

d¥ =601 N ... N0, = dX.

Denotando
9ij (t) = (V1) i, (V1) Ej) = (Ei, Ej)t,
temos "
dst? = Z gij (t) 919]
ij=1
Dali,

dZt:\/g(t) 91/\.../\9n:\/g(t) dX,

onde g (t) = det (g4 (t)). Logo,
d
:/2 <dt(d2t) t0>7

(=)

dA
di

t=0 t=0
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onde usamos a compacidade de ¥ na segunda igualdade. Desde que

(;@ (Va®) |t: ) o

1 (u
NI (dt ) i

dg
(dt ) dan
t=0

1 (< dgii
=3 (Z 5 (0) d20> .

=1

d
— (dX
= (@)

t=0

N | =

segue do Lema 1 que

d
o (d%y)

t=0

Estendemos os campos Ey,...,E, a (=0,0) x U C (—¢,¢) x ¥ de forma
natural, isto é,

E;(t,p) = Ei (p),

onde U é um aberto de X, temos

0 ~
2 E| = 1.1
| =0 (1.15)
pois
Tt p) ((—€,6) x X) =R x T),%.
Sejam

Zy =0, <§t) e Zi=W0, (E)
para i =1,...,n. Entdo,
git (1) = (Zi, Zi) = (W, (E) U, (E)>
donde

%gii ®) = (%lZZ))

t=0

t=0

= 2((Vz,Zi, Zs))

t=0

= 2((Vz20,%))

t=0
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onde usamos (1.15) na terceira igualdade. Entao,

d

d = (7% )~ (20,V0 7)) | . (116)

t=0 t=0

gii (t)

Desde que Vg, E; (p) = 0 temos
N
ZV Ei(w) =B (EuEi) () = B(E,E) () =nH (). (117)
Usando (1.16) e (1.17) obtemos

1 [ d
1=1

d

o (dX:)

t=0

—> (E, V5 E) () + > Ei(E, E) (p)} dXo

i=1 i=1

d¥o
i=1

= {_<E,nﬁ) (p) + ZEME,EQ (p)

—n(E, H) (p) + > Ei{(E,E;) (P)} d¥.  (1.18)

i=1

Consideremos agora a seguinte (n — 1)-forma em ¥
0= Z D YEENOLA .. 0 A ... Ay

Entao, temos em p

O (Ey,...,E,) = Zn:(—l)”lEZ-@ (ElifEn) +

i=1

3 (—l)iﬂ@<[EZ-,EJ~},El,...,Ei,...,Ej...,En)

ij—=1
n . —_~

_ Z(—l)Z“EZ-@(El,...,EZ-,...,En),
=1

pois

[Ei, E5] (p) = VE,Ej (p) — VE, E; (p) = 0.
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Portanto, integrando (1.18) e aplicando o Teorema de Stokes obtemos

- —n/<ﬁ,E>dz+/d@
by b

t=0
EYdE + [ ©

.
= —n/(H,E>d§J,
b

dA
dt

=l

onde © = 0, pois E‘ = 0.
oxn oxn

Corolario 2. Seja 1) : X" — S"t! uma hipersuperficie orientdvel e com-
pacta, com vetor normal N. Se a variacdo U : (—¢,e) x ¥ — S" ¢ dada
por

Vi (p) = Expyy (Lf () N (p)),

onde f: ¥ — R ¢ uma funcao diferencidvel, entdo

=-n HdY.
Af

t=0

dA

dt

Demonstracao. Desde que
v.(5)| = @B N )
= f(N®),

segue da férmula da primeira variacao de drea que

t=0

dA

- = -n /Z (HN, fN)dS

= —n HdX.
Af

t=0

Corolério 3. Seja 1 : ¥ — S" wma hipersuperficie orientdvel e com-
pacta, com vetor normal N. Se a variacio U : (—¢,e) x £" — S" ¢ dada
por

Vi (p) = Expyy (tLf (p) N (p)),
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onde f : X" — R € uma funcao diferencidvel, entao 3" tem curvatura
média constante (ndo necessariamente zero) se, e somente se, % (0) =0
para toda f € C* (") satisfanzendo [y fd¥ = 0.

Demonstragdo. Suponhamos que % (0) = 0 para toda f € C° (X") satis-

fanzendo [, fd¥ = 0. Escrevendo H = Hy + (H — Hy), onde

1
Ho= Area (X) /EHdZ’

temos
/ (H—Ho)deo.
b))

Considerando f = H — Hy como fungao teste temos

dA
Aoy = —n/ (H — Hy) HdS)
dt >
= —n/ (H—HO)HOdE—n/ (H — Hy)*dx
b b
= —n/ (H — Hy)* dx.
b
Como % (0) = 0 temos H = Hy. Logo H é constante em Y. A reciproca é
6bvia. O

Dada uma imersdo 1 : " — M"™™™ denotaremos por R a curvatura,
de M™t™, Para cada p € ¥" temos a decomposicao
T,M"™ =T,5" & N,X",
onde N,X" é o complementar ortogonal de T,,X".

Definigao 11. Sejam p € X" e {F, ..., E,} um referencial ortonormal em
torno de p. Definimos a aplicacdo R : NpX"™ — NpX" por

n

Rw)=Y (R(Ev) E)".

=1

A teoria da Algebra Linear garante que R ndo depende da base ortonor-
mal escolhida.

Definicao 12. Dado p € X" definimos a aplicagao B: NpX™ — N, X" por
B(v)=Bo B (),

t

onde B € a sequnda forma fundamental de X" e B* € a sua aplicacdo trans-

posta.
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Se E1,...,E, sao campos ortonormais em torno de p, entao

n

<B (V) aﬂ) = Z <B (Ei7Ej) >V><B (Ei7Ej) ,M>,

para todos v, p € NpX"™.

Seja U uma vizinhanga de X". Denotaremos por I' (U) o espago dos
campos normais a X" em U.

Definigao 13. Seja Ty (X™) o espago dos campos normais em X" que se
anulam em X" e possuem suporte compacto em X.". Definimos o Laplaciano
A:To(X") — Ty (X"), em cada p € X", por

Av(p) = (VEVEY = VE, 5v) ).
=1

onde V* € a conexdo normal e {E1,...,E,} é um referencial ortonormal
em torno de p.

Dada uma imersao v : X" — M"™ seja {v1,..., vy} um referencial
ortonormal em I'(U), onde U é uma vizinhanca de p na qual ¢ é uma
subvariedade. Se {Ei,..., E,} é um referencial ortonormal tangente a X"

numa vizinhanca de p, entao é 1til perceber que para p € ¥™ temos

ﬁ(P) = EZ(ﬁEiEi)N

k=1 \i=1
1 m
= 3 ()
k=1

onde A,, : T,X" — T,X" é dada por
= T
Auk (X) = - (VXVk) )

parak=1,...,m.
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Lema 2. Seja ¢ : ¥ — M™ ™ uma imersao. Se E1,...,E, sdo campos
linearmente independentes em torno de p € X", entdo

A =23 69 0) (TnB)" ).
ij=1
onde gij (p) = (Ei, Ej) (p) e (97 (p)) € a matriz inversa de (g;; (p)) -

Demonstragdo. Seja {v1,...,vm} um referencial ortonormal em I' (U) , onde
U é uma vizinhanca de p na qual 1 é uma subvariedade. Se X € T,%, entao
podemos escrever X = Z;‘:l z;E;, donde

n
VXVk: E ijEij.
Jj=1

Desde que (vg, vg) = 1, numa vizinhanga de p, temos

n m
ﬁEij:Zaijl‘f‘ Z Clijl‘ (1.19)
=1 1=1, I#k
Dai,
n n
1 (00 = 30 (32 (ot )
=1 \j=1

isto é, (—a%) ¢ a matriz de A,, na base {E1,...,E,}.

Usando (1.19) obtemos

n
(Veve, Ei) = ajigu,
=1

para i,j = 1,...,n. Logo,

(46)= (1) 1)
onde bfj = <VEJ, vk, E;). Entao,

n

trd,, = —Zaf@

i=1

n
= = (Vew E)g”"
i =1
n

= > (Vi E))g".

ij=1
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Portanto,

— 1 &
H(p) = 52(1‘7&4%)%
k=1
1 m n o B
= 3 [ T |
k=1 \i,j=1
1 n B m
= 2.9 (Z<VkainEj>Vk;)
ij=1 k=1

Teorema 2 (Férmula da Segunda Variagao de Area). Dadas uma variedade
Riemanniana compacta e orientdvel com bordo X" e uma imersao minima
P B — MM seja U (—g,€) X X — M™™ uma variacio de 1.
Entao,

)
dt?

_ _/n {(AE,E>+ (R(E),E)+ (B (E),E)}dE”,
t=0

onde E ¢ a componente normal do vetor variacdo W, (%)

t=0

Demonstragdo. Pela férmula da primeira variacdo de drea temos

2 4 _
Cﬁz? - —n% </E<Ht,Et)dEt) y
- —n/zjt(mt,Et)dzt)
t=0
_ _n/zjt(mt,m) tZOdZO—n/E(ﬁ,E> (;t (dS,) t:0>
- —n/zi(@,Et)) ds, (1.20)
t=0

pois ¥ é minima.
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Seja {E1, ..., E,} um referencial geodésico em p € ¥. Como no cdlculo
da primeira variacao estendemos o referencial as folhas por

(\I]t)*Eia 1= 1,...,Tl,

e definimos
gij (t) = (V1) Ei, (Ve), Ej),

donde a métrica induzida por ¥; em X é
n
dS% = Z gij (t) 91'0]'7
i,j=1
onde 6y, ...,60, sao as formas duais de {Ey, ..., E,}.

Identificando (W), E; com Ej;, segue do lema 2 que
— 1 n N
jrA i () (T B
1,7=1
onde (g% (t)) denota a matriz inversa de (g;; (t)).

Entao temos

d

pn ((E‘/},Eﬁ)

t=0

n

i,7=1 =1

Desde que Y p_; gikgkj = 0;j, onde 0;; é o delta de Kronecker, obtemos

n

ik n )
S Y 0 0) = —3 a0 o),
k=1 k=1

30
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isto é,

onde usamos que

Logo,

dg¥
dt

BEIW =0 ¢ |

0 = ~%q

dt
d

= ((Ei, Ej))
=0

= —(VgL;, Ej) - (E;, VEE]))
= —(VgE,E;)— (E;,Vg,E)
= (VgE;,E)+ (E,Vg,E;)
= 2(VgE;,E)

= 2(B (&, Ej), E),

S Y 0) (Ve B) = 23 (B(ELE).E)(B(E.E). E)

— dt
i,7=1

Por outro lado,

n

Z (VEVEE;, E)

i=1

Z(E (Ei, E)E; + Vg, VgE; — Vg, gEi, E)
=1

> (R(E;,E)E; + Vg, VEE;, E)

=1

> (R(Ei,E)Ei,E)+ > E{VgE,E) - (VgE;,Vg,E)

=1 =1 =1

> (R(E;,E)E;,E)+ > E(VgE;, E)

=1 =1

> Vg EP, (1.23)
i=1

onde usamos que [E, E;| (p) = 0 na segunda igualdade.

31



Ademais, temos

n n
S IVeE? = ) |(Vs E)" (VeE)"
i=1 i=1
n
= (Vg E
ij= 1
n
= Y (B(E,Ej) (VeE)"
ij=1
~ n N 2
— (B(E).B)+Y|(ViE) (1.24)
=1
Usando o fato de que o referencial {Fy,..., E,} é geodésico em p, isto é,

Vi, E;i (p) = 0, obtemos

Zn:EiWEEi,E) = ZE (VEE;, E)

=1
n n 2
= S (VEVEE.E)+Y |(VeE)"
=1 =1
= (szE)
Logo
d . nL
n&&—ft),Et} - 2(B(E),E)+ Y (R(E;,E)E;, E +2;E VeE:, E)

= (B(E),E)+(R(E),E) +(A(E), B),

onde usamos (1.21), (1.22) e (1.23) na primeira igualdade e (1.24) na se-
gunda igualdade.

Portanto, segue de (1.20) que

)
dt?

—— [ {1aB.B)+ B (B),B)+ (B(B). B} a.

t=0
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Corolario 4. Seja v : ¥ — S wuma hipersuperficie minima, compacta
e orientdvel, com vetor normal N. Se a varia¢io V¥ : (—e,¢) x ¥ — S+
€ dada por

Vi (p) = Expyy (tf (p) N (p)),

onde f: ¥ — R € uma funcao diferencidvel, entdo

cA 2, ) g2
> = {FfAf+ (JA]P +n) f2}ds.
dt .
t=0
Demonstragao. Seja {E1,..., E,} um referencial ortonormal em torno de

p € ¥ o qual diagonalisa o operador de Weingarten A em p. Entao temos
L = N
Vg, N = (VEZ.N) =0,
pois
(VE,N,N) =0,
parai=1,...,n, pois (N, N) = 1. Dai,

Vi (E) = Vg (fN)
= E;(f)N+ fVgN
= E;(f)N,

onde

Logo,

VEVE (E) = Vg (Ei(f)N)
= EE;(f)N+E;(f)VgN
= EE; (f)N. (1.25)

Analogamente, obtemos

Ve, 5 (IN) = VEE (f) N. (1.26)
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Entao, usando (1.23) e (1.24) obtemos

(AE,E)

<Z {EiE;i (f) = VEEi (f)} N, fN>
=1

N (1.27)

Ademais,

n

(R(E).E) = Y (R(Ei,fN)E).[N)

i=1
= fQEHj(R(Ei,MEi)?N» (1.28)
i=1
Finalmente, temos
(B(E),E) = Y (B(Ei,E;),E){B(E;Ej),E)

ij=1
= Y (B(E.E),[N){B(Ei,Ej), [N)
i,j=1
= [*) (B(E;,E)),N)?
ij=1
. = 2
= f2 Z (_<EjainN>)
ij=1
= fAAP (1.29)
onde A é o operador de Weingarten.
Portanto, usando (1.27), (1.28) e (1.29) concluimos da férmula da se-
gunda variagao de area que

&4
dt?

= —/E {fAf+ (A +n) f?}dx.
t=0
Il

Supondo X" com curvatura média constante H no corolario 4 e usando
as equagoes (1.18), (1.20) e (1.21) temos

? — —
% = —/E{fAf+ (1A] +n) f2—n<H,E)2+n<H,VEE>}dE
t=0
= —/ {fAf+ (JA? —nH?) f* + nf* + nH(N,VgE) } d%,
b
onde E = fN.
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1.3 Funcgoes suportes

O objetivo desta secao é calcularmos o Laplaciano das fungoes suportes.
Inicialmente seja 9 : ¥ — S"*! uma hipersuperficie orientavel imersa na
esfera Euclidiana S"*!, com vetor normal N. Dado um vetor v € R"2
fixado, consideremos as fungoes suportes l, = (1, v) e f, = (N, v) definidas
em X". Por outro lado se V denota a conexao Riemanniana de X" e A denota
o operador de forma de X", entao as férmulas de Gauss e Weingarten da
imersao 1 sao

V&Y =VxY — (X, V) = VxY + (AX,Y)N — (X, Y ), (1.30)

AX = —V4N = -VxN, X,YeTy" (1.31)

onde V° e V denotam, respectivamente, as conexdes Riemanniana de R"2
e S"*t!. Ademais, se VA denota a derivada covariante de A,

VAX,)Y)=(VyA) X =Vy (4X) - A(VyX), X, YeT¥"
entao a equacao de Codazzi de X" é
VAX,)Y)=VA(Y,X). (1.32)

Antes de calcularmos o Laplaciano das fungoes suportes necessitaremos
do seguinte lema.

Lema 3. Sejam A o operador de Weingarten e H a curvatura média de 3".
Entao,

tr(VxA) =n(X,VH), X eTx"

Demonstragao. Seja {Ej ..., E,} um referencial ortonormal tal que A em
p € ¥ é diagonalizada, e sejam c; (p),...,c, (p) os autovalores associados a
Ei(p),...,E,(p), respectivamente. Em p, temos

tr(VxA) = > ((VxA)E;, E)
=1
= Y (Vx(AE;) - A(VxE;),E,)
=1
= Y (Vx (AE),E) - > (A(VxE), E),

i=1 i=1
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donde

n

tr(VxA) = Z(VX (AE;), E;)
=1

= Y (X,E;)(Vg, (AE;),E;).

ij=1

Levando em consideragao que (Vg, (AE;) , E;) = Ej(AE;, E;)—(AE;, Vg, E;)
obtemos

tr(VxA) = Y (X, E;) (E;(AE;, E;))
ij=1
= ) (X, E))

J=1

= 1Y (X,Ej)(E;(H))
j=1

= n(X,VH),

Ej (i(AEz’, Ei))

i=1

onde usamos as igualdades
0=ci(p)(VxEi, Ei) (p) = (Vx Ei, AE;) (p) = (A(Vx Ei) , Eq) (p) -

O]

Com este lema poderemos fazer o cédlculo desejado. De fato, temos a
seguinte proposicao.

Proposicao 8. Seja 1) : " — S" uma hipersuperficie orientdvel imersa
na esfera Euclidiana S, com vetor normal N. Entao,

1. Vi,=vT e Vf,=-A (UT).
2. V20, (X,)Y) = f,(AX,Y) — [,(X,Y), VX,Y € TY".

3. v2fv (X7 Y) - _<VA (UT7X) 7Y>_fv<AX7 AY>+ZU<AX7Y>7 VX,Y €
",
4. Aly = —nly +nHf, e Af,=-n{T , VH) +nHl, —|A]*f,.
Demonstragdo. Dado p € X" consideremos {Ej,..., E,} um referencial
ortonormal em torno de p. Entao temos, em p,

n

Vi, = En:E (o) Ei =) (Ei,v)E; = (1.33)
=1

i=1

36



Analogamente, temos

i=1

n

Vfu

=1

Usando a igualdade v
(1.30) e (1.31) temos

V3, (X,Y)

para X, Y € T |

onde

(fo) E

—> (AE;,v)E; =
=1
T = U_va

a orientacio de S"t! é a identidade.

Z(VE,LN, ’UT>E7;

n

- Z<A (W), B E; = —A (v") .(1.34)

=1

1,y ao longo da imersao v e as equacgoes

V(;( (U - va - lv@b) ,Y>
—(Vx (fulN),Y) = (VX (L¥), Y)
fv<_v3(N7Y> - lv<v3(¢7 Y>

FAAX)Y) — 1, (X, V). (1.35)

Ademais,

usando a equagao de Codazzi (1.32) temos

V3, (X,Y)

Segue da equagao (1.35) que
Al, = tr (V?l,) = —nly + nH f,,

onde H é a curvatura média de X™.
(1.35) temos

Afy =tr (V2f)

equagoes (1.34) e

<vafva >

(1.36)

(1.37)

Finalmente, usando o lema 3 e as

—tr (V,rA) +nHl, — |A]f,
= —n(!,VH) +nHI, — |A]f,. (1.38)

O
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Capitulo 2

Indice e Estabilidade de
Hipersuperficies Minimas na
Esfera Euclidiana S"*1.

Sejam 1) : " — S™*! uma hipersuperficie compacta e orientavel imersa
na esfera Euclidiana S"™! e C°° (¥") o conjunto das fungdes diferencidveis
em Y". Para f € C™(X") existe e > 0 tal que podemos considerar a
variacdo normal W : (—¢, ) x " — S"*! dada por

W (t,p) = Expyp (tf () N (p))-

Considerando a fungao drea A : (—¢,¢) — R dada por

A(t) = /ZdZt,

onde X; representa a variedade Y munida com a métrica induzida por v e
d¥; é o elemento de area dessa métrica induzida em Y temos pela formula
da primeira variacao de area que

=-n Hdx..
%

t=0

dA

dt

Convém observar que hipersuperficies minimas sao caracterizadas como pon-
tos criticos do funcional area.

Definicao 14. Sejam v : " — S uma hipersuperficie e A : TY" —
TY"™ o tensor de Weingarten. O operador de Jacobi é a aplicagao J :
C* (X") — C* (¥") dada por

J(f) = Af +|APf +nf,

onde A denota o operador Laplaciano de X" e |A|? € o traco de A.
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O operador de estabilidade desse problema variacional, X" minima, é
dado pela segunda variacao de area

d*A

t=0

Sabemos da teoria espectral de variedades Riemannianas compactas que
o espectro de J

Spec(J) = {MNER: Jf=—\f, fe€C®("), f+0}
= {M<X<A--}

é formado por autovalores A\, com multiplicidades finitas mj. e tais que
lim A = 4o0.
k—s o0

O primeiro autovalor \; é simples e satisfaz a seguinte caracterizacao do
min-max

_ e fIfdx
Al_mf{w

O operador de Jacobi induz uma forma quadratica @ : C* (¥") — R dada
por

L feC™(um), f;éo}. (2.1)

Q(n=- [ sisas.

Definigao 15. Seja J : C® (¥") — C* (X") o operador de Jacobi. O
indice de X", denotado por Ind (X"), € definido por

Ind(¥") = max{dimV : V.C C*(¥"), Q(f) <0,VfeV},
onde Q (f) = — [g fIfdX.

E til notar que Ind(X"™) é o numero de autovalores negativos de J
(contados com a multiplicidade)

Intuitivamente, o indice mede o niimero de dire¢oes independentes nas quais
a hipersuperficie nao minimiza area.

Definicao 16. Seja ¢ : ¥ — S wuma hipersuperficie minima. Diremos
que X" € estdvel se, e somente se, Ind (X") = 0.
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Se ¥" é uma hipersuperficie minima e compacta em S"*! temos
Q1) = —/ (JA]?> +n) dE
%
= —nArea(X) — / |A2dx
b
< —nArea(X) <0

isto é, hipersuperficies minimas e compactas em S"t! sdo instdveis. Além
disso,

Q1) 1 / 2
N———<-n——— AlfdY < — 2.3
L= Area (X7) — " Area (X7) 2‘ | =7 (2.3)
donde A\; = —n se, e somente se, |A| = 0, isto é, se, e somente se, X" é um

equador totalmente geodésico S™ em S"H1.
Seja 1 : ¥® — S™*! uma hipersuperficie. Entao, segue da equacio de
Gauss que

R(X,Y)Z=(X,2)Y —(Y,Z)X + (AX, Z)AY — (AY, Z)AX, (2.4)
para X, Y, Z € TY". A definicao de curvatura que estamos considerando é
R(X,)Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ Vix,yZ-
Segue de (2.4) que a curvatura de Ricci de X" é dada por
Ric(X,)Y)=(n—-1)(X,Y)+nH(AX,Y) — (AX, AY).
Entdo a curvatura escalar S de uma hipersuperficie minima em S"*! satisfaz
S =tr(Ric)=n(n—1) —|A> <n(n—-1), (2.5)

com igualdade somente nos pontos onde X" é totalmente geodésica. As-
sim, as tnicas hipersuperficies minimas em S"*! isométricas & esfera sdo os
equadores totalmente geodésicos.

Antes de demonstrarmos o primeiro resultado precisaremos do seguinte
lema.

Lema 4. Seja V = {fv v E R”“}. Entdo V' € um espago linear com
dimensao menor ou igual a n + 2.

Demonstracdo. A linearidade de V segue da linearidade de R"*2. Vamos
supor por absurdo que existem f,,, fu,,-- -, fu,, linearmente independentes,
onde m > n+ 2. Se

av] + a4+ -+ amuy, =0, o €R, 1=1,2,...,m,
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entao
0= (N,a1v1 + agva + - - - + QpUm) = @1 fo; + Q2 fo, + -+ A fo,,,

donde a; =0, 1 =1,2,...,m.
Entao, {vi,ve,...,vn} é linearmente independente, o que é um absurdo.
Logo, dimV < n+ 2.

O

Simons em [19] caracterizou os equadores S C S"*! totalmente geodésicos
como as tinicas hipersuperficies compactas e minimas em S**! com Ind (3") =
1. Depois, Urbano em [20] para n = 2, e El Soufi em [15] para o caso
geral n, provaram que se X" nao é um equador totalmente geodésico, entao
Ind(X") > n+ 3.

Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 3 (Simons, Urbano e El Soufi). Seja X" uma hipersuperficie com-
pacta, orientdvel e minima imersa na esfera Euclidiana S"Tt. Entao

1. Ind(X") =1 (e X" é um equador totalmente geodésico S® C S"H1),
2. ou Ind(X") > n+ 3.

Demonstragdo. Se ¥™ é um equador totalmente geodésico em S™!, entdo o
operador de Jacobi é dado por J = A +n, onde A é o operador Laplaciano
na esfera unitdaria X" = S™. Assim, os autovalores de J sdo dados por

Ai =i —n,

onde p; é o i-ésimo autovalor do Laplaciano de S™, com a mesma multipli-
cidade. Logo, A1 = —n com multiplicidade 1 e Ay = 0, donde

Ind(¥") = 1.

Resta mostrar que se X nao é um equador totalmente geodésico, entao
Ind (¥™) > n+ 3. Por (2.3) temos A\; < —n com multiplicidade m; = 1. Se
mostrarmos que —n é um autovalor com multiplicidade pelo menos n + 2
obtemos Ind (X™) > n + 3. Com efeito, usando a proposigao 8 e o fato de
™ ser minima obtemos

Affu = _|A’2fv7
donde
J(fv) - nf’U = 07

para todo v € R"2. Entdo, toda f, # 0 é autofuncdo de J com autovalor
—n. Seja V = {fv v E R”“} , mostraremos que dimV = n+ 2. Pelo lema
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4 temos dimV < n+ 2. Se dimV < n+ 2, entdo exite v € R"2 unitério tal
que f, = 0. Segue do item 2 da proposicao 8 que

Vi, = —1,(,). (2.6)

Ademais, usando a igualdade v7' = v— f, N — 1,2 ao longo da imersdo, temos
1= (v,0) = |VI,|> + f2+ 12 = |Vi,|* + I (2.7)

donde [, ndo é constante. De fato, se [, fosse constante teriamos |l,| = 1,

por (2.7). Usando (2.6) obtemos uma contradicao.

Desde que [, ndo é constante segue do teorema A de Obata [12] que X"
é isométrica a uma esfera unitdria. Por (2.5) obtemos que X" é um equador
totalmente geodésico, o que é um absurdo. Portanto, dimV =n + 2. O

Definicao 17. Se SF <\/§> s R+ ¢ §n—Fk (\/”;k> — R"F+1L repre-

sentam as imersoes usuais para cada k € {1,...,n— 1}, entdo o produto
das imersoes

Sk ( k) % Snfk ( n— k) N STL+1 C Rn+2
mn n

€ chamado toro de Clifford minimo.

Por um célculo direto, mostra-se que um toro Clifford minimo é uma
variedade Riemanniana minima. Por esse motivo algumas vezes chamaremos
o toro de Clifford minimo de toro minimo de Clifford.

Dado um toro de Clifford minimo S* <\/§> x Snk <\ / "nk> 0 campo

N(wy) = (\/n ; kx’ _\/n ﬁ ky> ’
define uma normal em S¥ (ﬁ) x Snk <W> . De fato, dado (z,y) €
o ()t ()

(N (z,9),(z,y)) = \/7| ? - \/7111|2
_ \/n—k:k: \/nﬁkn;k
==
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O resultado a seguir complementa o teorema 3.

Lema 5. Se X" € um toro de Clifford minimo, entao Ind (X") = n + 3.

Demonstragdo. Seja " = SF <\/E> x Snk (w / ”;k> um toro de Clifford
minimo. Definimos um campo normal em SF <\/E> x Sn—k (\ / "nk> por

N(ey) = (\/n;kx’_\/nﬁky> ’

para (z,y) € SF (ﬁ) x Snk ( M) . Nessa orientacao suas curvaturas

n

principais c1, ..., ¢, sao dadas por

n—k k
61:...:Ck:— T’ CkJrl:...:cn: n_k

De fato, seja {Fj ..., Ex, Fxy1,...,E,} um referencial ortornormal adap-

tado, isto é, tal que E,..., E} sdo tangentes a S¥ (ﬁ) e Fyi1,...,En
sdo tangentes & S*F (\ / ”nk> . Entao

~VeN = -VEN+VEEN
= —ViN
n—=k
= - TE@-,
parai=1,...,k, e
~VEN = -VEN+VEEN
—k
= ViEkN
k

n—=k

parai=k+1,...,n, onde V¥ e V" denotam as conexdes Riemanniana de

Sk <\/E> e SPk <\ / ”;k> , respectivamente. Entao o operador de Jacobi

de X" é dado por
J=A+2n,
onde A é o Laplaciano de X™. Assim, os autovalores de J sao dados por

Ai = M _2n7
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onde p; é o i-ésimo autovalor de A. Logo, o indice de X" é o ntiimero de
autovalores de A (contados com a multiplicidade) estritamente menores que

2n. Desde que os autovalores do Laplaciano de SF <\/E> sao dados por

nii—1)(k+i—2)
k

oy = 7i:1,2,3,...7
com multiplicidades

Mo, =1, Moy, =k +1,

e com multiplicidades

(k+i-1 k+i—3Y\ .
o= (FET) (R ) i,

e os autovalores do Laplaciano de S*~* < ”n_k) sao dados por

n(j—)(n—-k+75—-2) .
6]: <j )(n—k J )1]2112a377

com multiplicidades
mg, =1, mg, =n—k+1,

e com multiplicidades

_(n—k+j-1Y\ (n—-k+j-3 .
mﬁj—< i1 ) < -3 , J=3,4,...,

segue que os autovalores do Laplaciano de " sao dados por a + 3 com
multiplicidade igual a soma dos produtos m,mg, onde « é autovalor de

Sk <\/§> com multiplicidade mqy € 8 é autovalor de S*% (\/”;k> com

multiplicidade mg ( veja [8] ). Como p; = 0 com multiplicidade 1, pp =
a1 4+ B2 = ag + f1 = n com multiplicidade n + 2 e us = 2n, segue que
Ind(¥") =n+3.

O

Em [20] Urbano caracterizou o toro mfnimo de Clifford em ¥* C §?
como sendo a tdnica superficie minima, compacta e orientével em S? tal que
Ind (22) =5.

Lembremos que a férmula de Simons para o calculo do Laplaciano da
funcao tr (Az) para hipersuperficies em S"*! de curvatura média constante
é dada por

%A (trA%) = |[VAP + (n — |A]?) |A]® + nH (trA%) — n®H>.
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Em particular, para hipersuperficies minimas em S"*! temos

1

SAIAP = [VAP + (n — |41 |4, (28)
Usaremos (2.8) para mostrar o seguinte teorema devido a Simons em [19] e
Chern, do Carmo e Kobayashi em [10] ou Lawson [14].

Teorema 4 (Simons, Chern, do Carmo, Kobayashi e Lawson). Seja X" uma
hipersuperficie compacta, orientdvel e minima imersa na esfera Euclidiana
S"t1 e assuma que |A| < \/n em X". Entdo

1. |A| =0 (e X" é um equador totalmente geodésico S* C S"+1 ),
2. ou |Al = /n e X" é um toro minimo de Clifford.

Demonstragao. Integrando (2.8) em X" e aplicando o teorema de Stokes
obtemos

0 = 1/A|Ay2d2
2 )s
= /|VA\2dE+/ (n—|A%) |APdE.
¥ ¥

Por hipétese n—|A[? > 0. Logo |[VA|? = 0e (n — [A]?) |A]? = 0. Se n—|A|* >
0, entdo |A]? = 0 e ¥" é um equador totalmente geodésico. Caso contrario
4] = Vi,

Resta mostrar que |A| = \/n implica que X" é um toro de Clifford. Sejam
v :[0,1] — X™ uma curva diferencidvel e V' um campo paralelo ao longo
de «. Entao, AV é um campo paralelo ao longo de 7. De fato,

0=VA(V,) =V, (AV) - A(V,V)

donde

Vy (AV) = A(V, V) = A(0) = 0. (2.9)
Seja {F1, ..., E,} um referencial ortonormal diagonalizando A em p € ¥, e
sejam cq, ..., cy 0s respectivos autovalores. Entao, temos em p

<R (Elan)ElaE]> = 07 i 7& ja

pois (2.9) implica que HA = AH, para todo transporte paralelo H ao longo
de uma curva fechada em p, isto é, H (V;) C V;, onde V; é o autoespagco
gerado por E; ( veja [14] ). Assim, segue da equagao de Gauss que

0= (R(E;, Ej) Ei, Ej) = (1 + cicj), i # j,

45



donde A, tem dois autovalores distintos, e satisfazem

1
cl = ——.
C2

Desde que ¥" é minima e |A| = y/n obtemos ( a menos de orientacao )

L n—=k B k
1= —4/ k: ecz—winik

com multiplicidades £k > 1 e n — k > 1, respectivamente. Logo, X" é uma
hipersuperficie isoparamétrica de S**! com dois autovalores distintos, donde
segue do resultado cléssico de Cartan [9] que X" é um toro minimo de Clifford

Sk (r) x SPF <m) C S"* onde r = \/g O

Para o que segue, consideremos o seguinte lema devido a Barros, Brasil
e Sousa [7].

Lema 6. Seja X" uma variedade Riemanniana minima imersa em S"H1.
Entao

4
VIAPE < —|APVAR,
n+ 2
onde A € o tensor de Weingarten.

Demonstragao. Dado p € ¥ consideremos { E1, . . ., E, } um referencial ortonor-
mal que diagonaliza A, e sejam cy, ..., ¢, 0s respectivos autovalores. Entao,
temos em p

2
IVIAPPE =4) (Y Ay | =4) (Z Ci/%k) )
k 1,7

k i

onde |A[? =" A% e [VAP? =D (Aji)°.
2 1,5,k
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

VAP <433 Y (Au)?

Dai,

AR [ (A’ + . (Aw)? | = IVIAPE. (2.10)
i ik,itk
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Fixemos um indice i. Desde que tr (A) = 0, temos que

Aiii = — Z Abki-

k. ki

Novamente, por Cauchy-Schwarz obtemos

2
DA =D D A | (=1 > (Aw)*. (2.11)
i i k, ki ki ik
Segue de (2.10) e (2.11) que
IVIAPP? <4n|AP > (Aw)®. (2.12)
ikitk

Desde que A; = Ai; obtemos A;r; = Agi;. Usando a equacao de Codazzi
obtemos

Ajir = Airi = A (2.13)

Desde que |[VAJ]? = Zijk (Aijk)2 e

DA’ =3 (A + 3 (i) + (i) + (Ai)”) +6 D (Agg)”

ijk i i,k itk i<j<k

Usando (2.13) obtemos

JAPIVAP = [AP | Y (Ai)® +3 D (Aur)?+6 > (Agr)?
; ik itk i<j<k
Dali,

JAPIVAP = 21AP Y7 (Aae)® + AP | D (Aie)® + D (Aii)?
ik,itk i,k,ik i

Usando (2.12) e o segundo termo de (2.10)
APIVAP > _[VIAPP + 1IVIAPP
— 2n 4
Portanto,

4
VIAPP < AP VAP

47



Em [19] Simons mostrou que se X" nao é um equador totalmente geodésico,
entdo A1 < —2n. Perdomo [18] deu uma caracterizacao do toro minimo de
Clifford pelo primeiro autovalor de estabilidade A;. Entao, temos o seguinte
resultado.

Teorema 5 (Simons e Perdomo). Seja X" uma hipersuperficie compacta,
orientdvel e minima imersa na esfera Euclidiana S™1, e seja A1 o primeiro
autovalor do operador de Jacobi. Entao

1. M= —n (e X" é um equador totalmente geodésico S* C S"+1 ),
2. ou A1 < —2n, com igualdade se, e somente se, € um toro minimo de

Clifford S¥ (ﬁ) x Snk (, /"nk> C st

Demonstragao. Pela desigualdade (2.3) temos que A; < —n com igualdade
se, e somente se, %" é um equador totalmente geodésico S™. Suponhamos que
> nao é um equador totalmente geodésico. Para cada € > 0 consideraremos

a fungao positiva f. = /e + |A|?2. Notemos que
Afe = 5 AlAP - 1 IVIAPP
T2f Af2 '

Usando a féormula de Simons obtemos

1

feAfe = (n—|APP) |AP? + [VA]? — VE VAP
£
Pelo lema 6 temos
1 n 2
2 22 5 2 2 _ 2
Dal,
2
> A2 2 2
FAL = (n=|AP) JAP + —IVA
Entao,
—fedfe = —fAf-— (n+]AP) 2

2
—mWA’z + (IAP —n) [A]? = (n+|A]®) (e +14P)
2
— —m|VA]2 — n|A\2 —¢ (n + |A\2) — n]A|2
2
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Usando f. como fungao teste em (2.1) obtemos
A\ / 2y < — / foJfdS (2.14)
b b

2
< —2n/ ]A|2d2—/ |VA|2dE—5/ (n+ |AJ]?) dx.
b n+2 /s 5
Ademais,

lim [ f2dY = lim sArea(E”)—}—/ | A%
& »

0 » e—0
= /|A]2d2>0,
)

pois %™ nao é um equador totalmente geodésico.
Fazendo ¢ — 0 em (2.14) obtemos

2[5 |VAPE

A< —2n — < -2
LT T LApds ="

Logo, se A} = —2n entdo |[VA|?2 = 0 em X", e pelo lema 6 obtemos |A|?
uma, constante. Dai, o operador de Jacobi é dado por J = A + |A|? +n,
onde |A|?> + n é uma constante, e o primeiro autovalor de J é a constante
— (JA]> +n) = A1 = —2n. Portanto, |A]> = n e o teorema 4 mostra que X"
é um toro de Clifford minimo. A reciproca do item 2 segue do lema 5.

O
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Capitulo 3

Indice e Estabilidade de
Hipersupertficies com

Curvatura Média Constante
na Esfera Euclidiana S"*!

Uma outra consequéncia da primeira férmula de variacao de area é
que X" tem curvatura média constante (nao necessariamente zero) se, e
somente se, % (0) = 0 para toda f € C°° (") satisfazendo [, fd¥ = 0,
onde A: (—¢g,) — R é a fungao area da varia¢ao normal induzida por f.

Geometricamente a condigao fz fd¥ = Osignifica que a variagao preserva
uma certa funcdo volume. De fato, se ¥ : (—¢,&) x ¥ — S"*1 § a variacio
normal induzida por f € C*° (X"), entao a fungao volume V : (—,¢) — R
¢é dada por

V(t) = /MXE * (dV),

onde dV denota o elemento de volume (n + 1)-dimensional de S"*!. Entao
a primeira variagao do volume de V é dada por

- [ raz.

t=0

Dizemos que a variacao preserva volume se V (t) = V (0) Vt € (—¢,¢).
Barbosa, do Carmo e Eschenburg, mostraram em [6] que dada uma fungao
f € C*(X") satisfazendo [5 fd¥ = 0, existe uma variagao normal preser-
vando volume onde o campo variacional é fN. Dai, as hipersuperficies
de curvatura média constante (ndo necessariamente zero) sao caracteri-
zadas como pontos criticos do funcional area quando restrito a variagoes
que preservam volume. Notemos que a féormula da segunda variacdo para

av
dt
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uma variagdo normal induzida por uma funcao diferencidvel satisfazendo

Js fd% =0 é dada por

2
dt?

= —/E{fAer (JA]? +n) f2} ds.

t=0

Definicao 18. Seja ¢ : X" — S"TY wuma hipersuperficie com curvatura
média constante. O indice forte Ind (X"™) de ¥™ é definido por

Ind(£") = max {dimV : V C C® ("), Q(f) <0,Yf eV},
onde Q (f) = — [, fTfdx.
Definicao 19. Definimos o indice fraco Indy (S") de £ por
Ind(£") = max {dimV : V C C¥ (£"), Q(f) <0,Vf €V},
onde C° (E") = {f € C® (S") : [, fd% =0} .

Definicao 20. Seja ¢ : X" — S"T wma hipersuperficie com curvatura
média constante. Diremos que ™ € fortemente estdvel se, e somente se,

Ind(X") =0.
Ademais, diz-se que X" € fracamente estdvel se, e somente se,

Indp (") =0.

Segue do principio do min-max que
M<Af <x<A <
onde
Spec(J)={A < A2 <Ag---}
é o espectro usual de J e
Speer (J) = {A] <AJ < AT}

é o espectro de J‘C%O(En)' . N N

Quando tratamos com hipersuperficies de curvatura média constante
é conveniente considerarmos o tensor simétrico ¢ = A — HI, onde I é o
operador identidade em 7'3". Notemos que o operador de Jacobi é dado por

J=A+[g*+n(1+H?).
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Usando a funcao f = 1 como funcao teste obtemos
QM) = —/(¢F+nu+H%ym
b
= —n(l + H?) Area (2 / |p|?dx

< —n(1+ H?) Area(X) <0,

donde Ind (X"™) > 1 para toda hipersuperficies de curvatura média constante
em S™t! isto é, ndo existem hipersuperficies de curvatura média constante
em S"*! fortemente estdveis. Analogamente, ao caso de hipersuperficies
minimas em S"*! temos

Q (1) 2 1 / 2
M<—2— = —n(l+H)— —~-— dx
1= Area (Xn) n(1+H) Area (X7) Jx i
< -n(1+H?), (3.1)
donde A\ = —n (1 + H2) se, e somente se, |p| = 0, isto é, se, e somente se, X"

é uma esfera totalmente umbilica S™ (r) C S"*!, onde 0 < r < 1. Notemos
que, em geral, A\; < 0 contribui para Ind (X") mas nao para Indy (X") pois
seu autoespago é gerado por uma fungao positiva f € C* (X") a qual nao
satisfaz [, fd¥ = 0. Por outro lado, em [16], El Soufi e Ilias mostram que
o operador de Jacobi de uma hipersuperficie de curvatura média constante
em S"*! satisfaz

Ao < —

2
< .
< Lofam <o, (32)

com igualdade se, e somente se, 3™ é totalmente umbilica.

Barbosa, do Carmo e Eschenburg em [6] caracterizaram as esferas to-
talmente umbilicas S™ (r) € S"*!, com 0 < r < 1, como as tnicas hipersu-
perficies de curvatura média constante em S™T! fracamente estdveis. Mais
precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 6 (Barbosa, do Carmo e Eschenburg). Seja X" uma hipersu-
perficie compacta e orientdvel imersa na esfera Euclidiana S™t! com cur-
vatura média constante. Entdo X" € fracamente estdvel se, e somente se,
X" € uma esfera totalmente umbilica S™ (r) C S"*1, onde 0 < r < 1.

Demonstrag¢do. Se " é uma esfera totalmente umbilica S™ (r) C S**1, com
0 <r <1, entao

1— 2
H41=—7

Dai, o operador de Jacobi é dado por

J=A+—
T
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Assim, os autovalores de J sao dados por

n
)\Z:,U’Z_ﬁa

onde u; € o i-ésimo autovalor do Laplaciano de S com a mesma multiplici-
dade. Em particular,

com multiplicidade 1, donde as autofuncées f de A; satisfazem
n n
Af:Af+ﬁf—ﬁf=Jf+A1f:0.

Entao, segue do Teorema de Stokes que as autofungoes de \; sao constantes.
Ademais, se f é uma autofungao correspondendo a um autovalor A # \;
temos

1
dy = Afd¥X =0.
/Ef A+;“g/2 f

Logo,
n
AL = Nig1 = fhi1 — 2
para i > 1. Sendo pz = ;5 obtemos

A=\ =0.

Portanto, X" é fracamente estavel.

Reciprocamente, seja X" uma hipersuperficie compacta e orientavel com
curvatura média constante em S"*! que é fracamente estével. Desde que H
¢é constante temos

Afv - nHZv - ’A‘va =-—nH (va - lv) - ‘¢|2fv

Consideremos a funcao auxiliar g, = H f,, — [,,. Entao, ng, = Al,, donde

1
/gvdZ:/AlvdE:O.
b)) nJs

Ag, = HAf, — Al,
= H[-nH(Hf,— 1)~ |¢*f] — ngo
= —nH?(Hf, —l,) — H|¢|*f, — ngo
= —-n (1 + H2) gv — H|¢|* fo.

Além disso, temos
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Jgo = Agy+16]Pgs +n(1+ H?) gy

—n (14 H?) g, — H|$|*fo + [8]*g0 + 1 (1 + H?) g,
—6* (H fu — 90)

—|¢]> (Hfy, — Hfs +1y)

= —[¢[*l.

Entao,
Q@w——/%mmz—H/w%mw—/wﬁwzz&
> > >

para todo v € R""2, pois X" é fracamente estavel. Escolhendo v = E; como
sendo o i-ésimo vetor da base canonica de R"*? temos

n+2 n+2 n+2
0<3 Q) f{/@|2nf@dz /hﬂ}j@dz— [ 1okas <o,
pois

n+2 n+2

ZszE_ (N,p) =0 e ZzE (1, 9) = 1.

De fato, podemos escrever 1) = Z"H lg,Eie N = Z"H fE; Ej;, donde

n+2 n+2
}j@m%—Xymm
3,7=1

onde d;; 6 o delta de Kronecker. Analogamente, obtemos Y72 13, = (¥, 9).
Portanto, |¢| =0 em X", isto é, X" é totalmente umbilica. O

Supondo que X" é fracamente estavel segue da equagao (3.2) que

/ |p|?d% < 0,

donde |¢p| = 0 em X", isto é, X" é totalmente umbilica.

0< ' <\ <
SALSA s AreaE”

Definicao 21. Considerando as imersoes usuais S¥ (r) — RF+1 ¢ Sn—F (\/ 1— 7“2> —

R*=++1 onde 0 < r < 1, para cada k € {1,...,n — 1}, entdo o produto das
1mersoes

85 (1) x 877 (VI 72) 5 C R

€ chamado toro de Clifford de curvatura média constante.
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O lema a seguir justifica a definicao de toro de Clifford de curvatura
média constante.

Lema 7. Seja X" um toro de Clifford S¥ (r) x S*=* (\/1 — 7"2> de curvatura

/g k k+2 ~
média constante com P} <r< 2 Entao,
Indp (¥") =n+2.

Demonstrac¢do. Desde que as curvaturas principais de £" = S¥ (r) xS+ (\/ 1-— 7“2)

sao dadas por

V1—r2 r
Q= =Cp =, Cpy1 ==y = ——,
; Vi

obtemos

rv1—1r2
Para um toro de Clifford temos

9 k 1—r2 ~ r2
[AP+n = D>t Y Tt
i=1 i=k+1
1_,,.2 7.2
r2 +(n_k)1—r2
k1= (k)
= 2 + 1= ,2 +n
E n—k
r2 1 —r2’

= k

+n

donde o operador de Jacobi de 3" é dado por

k n—=k

Dai, os autovalores de J sao dados por

k n—=k
Ai = i — ﬁ+m )
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onde p; é o i-ésimo autovalor de A com a mesma multiplicidade. Assim,

k n—=k
)\1__<7'2+1—7'2><0

com multiplicidade 1, donde as autofuncoes de A; satisfazem

k —k k —k
ar=ar+ (5 1=E) - (S22 = arenr-o

Entao, segue do Teorema de Stokes que as autofuncoes de A1 sao constantes.
Ademais, se f é uma autofuncao correspondendo a um autovalor A # A\;
temos

1
/z;fdzzk+<k+ n_k>/EAde:0.

r2 1—72

Dai,

k n—=k
T . n-r
/\z _>\z+1 Hi+1 <T‘2 + 1—7“2>7

para i > 1. Sendo uo = (7% + f__ﬁ) obtemos

M=), =0.

Logo, Indp (¥") é o numero de autovalores positivos de A ( contados com a

multiplicidade ) os quais s@o estritamente menores que (7% + 1"__72) . Entao,

basta contar quando

k n—=k
ai+ﬂj<ﬁ+m:a2+ﬁ2

parat=1, j>1,ej=1, ¢ > 1, onde ; e [3; sao autovalores do operador

Laplaciano de S¥ (1) e S*=F <\/ 1— 7"2) , respectivamente. Notemos que

n—k<£ n—k
1—72 " ¢2  1—17p2

a1+ B2 =

com multiplicidade n —k+ 1 e

ok k n—k
a2+ﬁl_ﬁ<7‘72+71—7“2

com multiplicidade k 4 1. Logo, Indp (¥") > n + 2. Ademais, Indr (") =
n + 2 acontece quando

k. n—k kK n—k

041+53:ﬁ325+m 2 043+/61:a325+ma
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isto é, se, e somente se,

k <r?< k+2.
n+2- T n+2

Particularmente, quando 72 = %, temos X" um toro de Clifford minimo.

O]

Considerando o lema 7 temos o seguinte resultado, provado por Alias,
Brasil e Perdomo [3].

Teorema 7 (Alias, Brasil e Perdomo). Seja X" uma hipersuperficie com-
pacta e orientdvel imersa na esfera Euclidiana S™' com curvatura média
constante. Assuma que X" tem curvatura escalar constante. Entdo

1. Indp (") =0 (e X" € uma esfera totalmente umbilica em S*1),

2. ou Indp (¥™) > n+ 2, com igualdade se, e somente se, X" € um toro
de Clifford de curvatura média constante S¥ () x S*—F (\/1 — 7“2) com

[ & [k+2
2 ST S/ oge

Demonstragdo. Sabemos do teorema 6 que Indp (X") = 0 para uma es-

fera totalmente umbilica X" e Indp (X™) > 1 para o restante das hipersu-

perficie compactas e orientdveis com curvatura média constante em S"*1.

Suponhamos que %" nao é totalmente umbilica. Mostraremos que existe um

subespago V' de C7° (£") com dimV > n+ 2 em que @ é negativa definida.
Se H =0 tomamos V = {f, : v €R""?} . De fato,

J(fv) - nfv =0,

1
fodY = / Af,dY =0,
/2 Al Jy

pois |A| é uma constante positiva ( equagao (2.5)). Além disso, quando X"
¢ minima e nao é totalmente umbilica obtemos dim V =n + 2 (3).
Para o caso H # 0 tomamos V = U_ & Uy, onde

U_={ly—a_f,: veR"™} e U ={l,—arf,: veR"},
e a_ e a4 sdo as raizes distintas do equacao quadratica
nHo? 4+ (n— |A]*)  —nH =0,
isto é,

A2 —-n—+D
o AP=n=VD,

A2
|Al* = n+ VD ’
2n

2n
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onde D = (n — |A[2)2 +4n”H? > 0. Entdo, para f = I, — a f,, temos

Jf = Af+|APf +nf
= Al —ayfo) + ’A‘g (lo = ay fo) +n(ly — aq fo)
= Aly—a Afy + A2 (Iy — ay fo) + 1 (ly — ap fo)
= —nly+nHf, —ay (nHl, —|APf) + AP (lo — ag fo) + 1 (lo — as fo)
= —nly +nHf, +nly + APl + ay (—nHly, + |AP fo — |Afo — nfy)
= nHf, + AP, + ay (—nHl, — nf,)

Mf o= (nHay —|AP) (I, — g fo)
= aynHl, — oinHf, — APl + ay|AP fy
= aynHl, + (n—|AP?) ap fo —nHfy — [APL + oy |AP f,
= —nHf, — |APl, — ay (—nHL, —nf,),

_ 2
onde A\ = M. Dali,

Analogamente, se f = [, — a_ f,, obtemos

Jf+A_f=0,
—(n+|A]2)—
onde \_ = M < 0. Ademais, somando as equagdes
1 A]?
—A v = lv - 7 Jv
nH / nH
e
1
*Alv = _lv + va
n
obtemos

/de \AP <nH/AfvdE+ /Al dZ)

Indr (X") > dim V = dim U_ + dim Uy,

Logo,

pois U_ e U, estao em autoespagos do Laplaciano associados a autovalores
diferentes.
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Para obtermos estimativas das dimensoes de U_ e U usaremos as aplicagoes
lineares ¢_ : R"*? — U_ e ¢, : R"2 — U, dadas por

b W) =l —a—fy ¢ @s (V) =ln—aifi
Pelo teorema do nicleo e da imagem temos
dim U_=n+2—dim kerp_ e dim Uy =n+2—dim kerp;.

Notemos que kerp_ N kerps = 0. De fato, se existe um vetor unitario
v € kerp_ Nkery,, entao

ly —a_f,=0=1, — aify,
donde
ay (ly—a_fy) =0=a_ (I, —ayfy),
isto é,
(g —a_)l, =0.

Entéo I, = 0, isto é, ¥" é um equador totalmente geodésico de S**!, o que
¢ um absurdo. Logo,

dim kerp_ + dim kerp, < n+ 2,
donde
Indp (X") > 2 (n+ 2) — (dim kero_ + dim kerpy) > n + 2.

Suponhamos que Indr (X") = n + 2. Entao, dim (kerp_ & kergy) =
n + 2, ou seja,

R™"2 = keryp_ & kerp.
Assim, para p € X" temos

T,X =T, NR"? =T, 5~ ¢ T,5,

T, =TpyXNkerp_ e T,5T =T,X Nkerp,. Assumamos que Tp,X~ # {0}
e tomamos v € T,X~ — {0} . Dali,

ly —a_f, =0,

donde o # 0, pois I, = 0 implica que X™ é um equador totalmente geodésico
de S"*!, com Indr (") = n + 2, o que é uma contradicdo. Ademais,

V(ly—a_f,)=v" +a_A(v") =0.
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Desde que v’ (p) = v temos

Ay (v) = —iv.

Q_

Concluimos que se T,X~ # {0}, entdo 1,5~ é um subespaco de T,% de

direcoes principais com curvatura principal constante —a%. Analogamente,
se T,X1 # {0}, entao T,X" é um subespago de T,¥ de diregoes principais
com curvatura principal constante —i.

Se para algum p € X" tivermos T,X~ = 0 ou 7,57 = 0 temos
T, =T,% ou T,X =1T,%,

respectivamente. Entao, p é um ponto umbilico, donde X" é umbilica, pois
a funcio |¢|? é constante ( X" tem curvatura escalar constante ), uma con-
tradigao, desde que Indr (X") = n + 2. Logo, X" tem duas curvaturas
principais —o% e —0% em todo ponto. Segue do resultado de Cartan ja

mencionado que >™ é um toro de Clifford de curvatura média constante
Sk (r)yxSn—* (\/ 1- r2> . Portanto, usando o lema 7 o resultado esta provado.
O
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