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Resumo

Estuda-se as coberturas de grupos finitos por subgrupos préprios. Mostramos alguns
resultados sobre coberturas de grupos soliveis por subgrupos maximais ordenados pelos
indices (o-coberturas). O resultado mais importante, relata que todo grupo solivel finito

admite uma o-cobertura normal ou conjugada.
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Introducao

Para um grupo finito G, denotamos por ¢(G) o menor inteiro n tal que G pode ser escrito
como a uniao de n subgrupos proprios. Neste caso, G é chamado de n-soma e a uniao dos
subgrupos é uma cobertura de G. Em 1994, J. H. E. Cohn, divulga o seu trabalho sobre os
grupos n-soma. Neste, ele apresenta, entre outras coisas, os o(G) de grupos nilpotentes e de
grupos especificos. Em 1997, M. J. Tomkinsom apresenta um resultado valiosissimo sobre
grupos n-soma. Neste, o autor mostra que o o(G) de um grupo soltivel ndo-nilpotente finito,
é igual a ordem de um fator principal especifico, acrescentado de uma unidade.

Em 2005, os iranianos Alireza Jamali e Hamid Mousavi divulgam mais contribuigoes sobre
os grupos n-soma. Em especifico, os grupos soluveis. Eles definem a o-cobertura de G como
a uniao, ordenada pelos indices de forma nao-decrescente, de subgrupos maximais. Estudam
os indices dos maximais em G e mostram que todo grupo solivel possui uma o-cobertura de
uma das duas formas: normal ou conjugada.

O nosso trabalho faz um resumo dos trés artigos citados. Iniciamos o primeiro capitulo
com os resultados que constituem a base da Algebra Abstrata. Aqui, definimos os subgrupos
caracteristicos de G, bem como o normalizador e o centralizador de um subgrupo H em G.
Enunciamos os teoremas mais famosos. Entre eles, o teorema de Sylow e os teoremas de

isomorfismos. Na segunda se¢ao, estudamos os grupos que possuem uma série subnormal

i
Gi1
que todo fator principal de um grupo solivel G tem ordem poténcia de um primo. Encer-

onde é abeliano para todo 7 = 1, 2, ...,n. Estamos falando dos grupos Soltveis. Veremos

ramos a secao definindo grupo supersolivel e estudando alguns resultados sobre o mesmo.

Por tltimo, estudaremos os grupos Nilpotentes, isto é, os que possuem uma série central.

8



SUMARIO 9

Também definiremos o subgrupo de Frattini ®(G) de G que é a interse¢ao de todos os ma-
ximais de G. Mostraremos que ®(G) é nilpotente se G for finito. Finalizamos o capitulo
caracterizando os grupos nilpotentes finitos.

O ntcleo normal de um subgrupo H em G, denotado por Hg, é definido como a intersecao
de todos os conjugados de H em G. No capitulo 2 fazemos uma abordagem sobre os grupos
finitos que possuem um subgrupo maximal M tal que Mgy = 1. Esta é a definicao de grupo
Primitivo. Veremos com o teorema de Ore-Baer que se um grupo primitivo G tem um
subgrupo normal minimal, entao este é o inico subgrupo normal minimal em G, é abeliano
elementar, ele é seu préoprio centralizador e este complementa o maximal, com nucleo trivial,
em G. Como corolario, temos que dois subgrupos maximais conjugados de um grupo soluvel
primitivo tem o mesmo nicleo normal em G. .

Os grupos n-soma constituem o terceiro capitulo. Mostaremos que se G = U H;, onde
n = o(G) e cada H; é um subgrupo préprio de G de indice 7; com i3 < ip < ...lg 1, €entao
io < n—1. Mais ainda, se G é nilpotente e nao-ciclico, entao o(G) = p+ 1, onde p é o menor
primo tal que o p-subgrupo de Sylow de G é nao-ciclico. Encerramos o capitulo com um

teorema de muita importancia para o nosso trabalho, que é o teorema de Tomkinson. Este,

H
diz que se G ¢ solivel finito nao-nilpotente e 17 ¢ um fator principal com ordem minima

entre os que tem mais de um complemento, entdao o(G) = ]%] + 1.

No ultimo e mais importante capitulo, restringimos o nosso estudo aos grupos soluveis
finitos. O resultado mais importante do nosso trabalho é o que diz que todo grupo soluvel
finito com o(G) = n possui uma o-cobertura onde ocorre uma das duas condigdes:

i) M; é normal de indice menor que n — 1 e My, ..., M,, sdo todos conjugados;
ii) Cada M; é normal de indice n-1.

Uma o-cobertura que satisfaz a condigao i) é chamada o-cobertura conjugada e a que
satisfaz a condigao ii) é uma o-cobertura normal. Mostraremos que se G tem um sub-
grupo maximal nao-normal de indice o(G) — 1, entdo G tem uma o-cobertura conjugada.
Finalizamos o trabalho mostrando que se G é um grupo soluvel finito, entao para qualquer

M
subgrupo maximal ndo-normal M de indice o(G) — 1, o grupo s ¢ ciclico em alguns casos.
G



Capitulo 1

Preliminares

Neste 1° capitulo do nosso trabalho falaremos sobre os "alicerces”da élgebra abstrata.
Enunciaremos muitos resultados sem demonstra-los, pois, vérios deles sao estudados em
cursos de algebra basica. Procuramos provar aqueles que possuem uma maior importancia

em nosso trabalho e aqueles que nao sao tao ”comuns”.

1.1 Resultados Basicos

A letra ”G”para nés denotara sempre um grupo. Um subgrupo H de um grupo G sera
denotado por H < G. Se H # (&, dizemos que H é um subgrupo préprio de G e denotamos
por H < G. Escreveremos |G| para denotarmos a ordem do grupo G e |G : H| para
denotarmos o indice do subgrupo H em G.

Em principio, falaremos sobre grupos quaisquer. Mais na frente, restringiremos a grupos
finitos, pois, estes estao no centro do nosso trabalho.

Vejamos alguns exemplos de grupos.

Exemplo 1 a) Grupo simétrico de grau n.

Seja X = I,={1,2,...,n}. Chamamos de grupo simétrico (ou, grupo das permutagoes)

de grau n, denotado por S,, o grupo formado pelas aplicacoes bijetivas ¢ : X — X, com

10



CAPITULO 1. PRELIMINARES 11

a opera¢ao de composicio de aplicagoes. Cada aplicagio ( permutagdo) é chamada de -
ciclo(r € o nimero de elementos envolvidos na permut¢do) e sempre pode ser escrita como
um produto de 2-ciclos(transposi¢des). Chamamos de permuta¢do par, aquela que pode ser
escrita por uma quantidade par de transposicoes. O subgrupo de S, formado por todas as

permutacgoes pares € chamado de grupo alternado e é denotado por A,. E fdcil ver que

|Sn 0 An|=2.

b) Grupo Linear Geral.

Sejam F um corpo e GL(n, F) o conjunto de todas as matrizes com entradas em F e com
determinante diferente de zero. GL(n,F) é um grupo com a operac¢io de multiplicacio de
matrizes, chamado Grupo Linear Geral de grau n. Denotamos por SL(n, F) o subgrupo de

GL(n, F) formado pelas matrizes com determinante 1.

c¢) Grupo das classes residuais mdédulo n.

Dado um inteiro positivo n > 1, denotamos por Z, o grupo formado pelo conjunto
{0,1,....n—1}, onde ¥ = {x € Z|r = r(modn)} para todo 0 < r < n—1, e com a

operacao de adicio T+s=r + s. Z, € um corpo se, e somente se, n for um niumero primo.

Nos exemplos acima, apenas em c¢) temos um grupo abeliano, isto é, seus elementos co-
mutam. A ordem de um elemento g € G é o menor inteiro positivo n tal que g"=1. Além
disso, a ordem de todo elemento divide a ordem do grupo. O teorema que iremos enunciar

a seguir relaciona a ordem de um grupo e as ordens de seus elementos.

Teorema 1.1 (Cauchy) Se G € um grupo finito e p é um nimero primo dividindo a ordem

de G, entao G tem um elemento de ordem p.

Um grupo abeliano G tal que cada elemento tem ordem p, onde p é primo, é dito p-

abeliano elementar. Pelo teorema de Cauchy fica facil perceber que todo grupo p-abeliano
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elementar tem ordem p®, onde o é um inteiro positivo. Se a ordem de um grupo for poténcia
de um primo p, dizemos que se trata de um p-grupo. Assim sendo, todo p-abeliano elementar
é um p-grupo.

Temos varios teoremas que relacionam a ordem de G com a de seus subgrupos e os indices
desses. Lembramos que um subgrupo H é normal em G se HY = {g'hg|h € H} C H( ou
equivalentemente, HY = H) para todo g € G. Denotamos, H < G. Um exemplo trivial de
subgrupo normal é dado pelo centro Z(G) = {g € G|gh = hg, para cada h € G} de G.

Claramente, G é abeliano se, e somente se, G = Z(G).

Teorema 1.2 (Lagrange) Sejam K e H subgrupos de G com K < H < @.
Entao |G : K|=|G: H|-|H : K|.

Lema 1.1 Sejam H e K subgrupos de G. Entao:
o) HK < G HK = KH.
b) Se HLG, entao HK = KH. Portanto, HK < G.

Teorema 1.3 (Do indice) Sejam H e K subgrupos de G. Entao:
a) |HK|-|[HN K| = |H| - |K]|.
b) |G: HNK| < |G: H|.|G : K|. Ocorrendo a igualdade se |G : H| e |G : K| sao primos

entre si.

Dado um subconjunto S de um grupo G, o conjunto {a;.as...a,|n € N,a; € Soua; ' € S}
serd denotado por (S). E facil ver que (S) é um subgrupo de G. Mais ainda, (S) é o menor
subgrupo de G que contém S (aqui, "menor” quer dizer que todo subgrupo de G que contém
S contém (S)). Se S for um conjunto unitario dizemos que (S) é um grupo ciclico. Um
exemplo de grupo ciclico é dado pelo grupo Z,, pois, Z, = (I). Se G tem ordem p, onde p
é primo, entao G é ciclico. De fato, todo elemento nao-trivial x € G tem ordem p. Assim,

G = (x), para todo x # 1 em G.

Proposicao 1.1 Sejam G = (g) e H < G.
a) Se G € infinito, entao H =1 ou H é ciclico infinito.
b) Se |G| = n, entio H é ciclico. Além disso, para cada divisor d de n existe um unico

).

al3

subgrupo de G com ordem d, a saber, (g
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Sejam H e K subgrupos de G, definimos o grupo gerado por H e K por
(HK)=(HUK)
Lema 1.2 Sejam H, Ky e Ky subgrupos de G. Se H 1K, e H <1 K,, entao H < (K, K3)
A proposicao a seguir nos da uma facil e importante relacao entre subgrupos de G.

Proposicao 1.2 (Regra de Dedekind) Sejam A, B e C subgrupos de G tal que B < A.
Entao,

AN(BC)=B(ANC)

Prova: Veja que nao sabemos se BC e B(A N C) sao subgrupos de G. Como B < A,
B<BC,ANC<AeANC < C < BC, temos que B(ANC) < An (BC).

Seja a € AN (BC). Entao, a = be, para algum b € Bec e C. Assim, b la=ce ANC,
pois B < A. Logo, a = bc € B(ANC). Portanto, AN (BC) < B(ANC). Segue o resultado.
[

Agora, definiremos e enunciaremos importantes resultados sobre homomorfismos de gru-

pos. Lembramos que se H < G, definimos o grupo quociente 77 Por

¢

HZ{gHIQGG}

com a operacao g1 H.goH = g19:H.

Defini¢ao 1.1 (Homomorfismo de grupo) Sejam G e Gy grupos. Um homomorfismo ¢

de G para G1 é uma aplicagdo ¢ : G — G tal que o(g.91) = ¢(9).(g1), para todo g,g, € G.

Chamamos a imagem inversa do elemento identidade 14, de G, de nicleo do homomor-
fismo. Denotamos por Ker(p) = ¢ !(1g,). Se ¢ é uma bijegdo, dizemos que se trata de um

isomorfismo. Neste caso, dizemos que G e (G sao isomorfos e escrevemos G ~ (.

Teorema 1.4 (Fundamental dos homomorfismos) .
Sejam G e Gy grupos, ¢ : G — Gy um homomorfismo e N = Ker(p). A aplicagao

e G
U - ~ — ¢(G) : gN — ¢(g) é um isomorfismo. Logo, N ~ o(G).
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Coroléario 1.1 (1° teorema do isomorfismo) Sejam H < G e N<G. Entio, HONN<H,
H HN

[ ~ .
evaeHmN N

Corolario 1.2 (2° teorema do isomorfismo) Sejam N e H subgrupos normais de G, com

N G G
C N. 1 < — < — e — ~
HCN EntaaH_N,H_HeN

T =l Q

Discutiremos mais um resultado que deriva do teorema fundamental dos homomorfismos.

Corolario 1.3 Sejam N e H subgrupos normais de G. Entao, HNN JHN e

HN N H " N
HNN HNN HNN

Em particular, se HNONN = 1, entao HN ~ H X N e dizemos que H x N ¢ o produto direto
de H por N.

Prova: Temos que para todo g € G, HY C H e N9 C N. Assim, dados y = hn € HN e
x€ HNN,a2¥ € HNN. Logo, (HNN)Y C HNN,Vy € HN,eentao HNN < HN. Agora,
defina

HN H N

Y AN T HAN S HAN  ENON) = (RHNN),n(HNN))

Claramente ¢ é um homomorfismo sobrejetivo.

Temos que

N (B AN)n(H A NY) = (HON, HON)Y = {HA N}

Ker(p)={hn(HNN) € TAN

Como o nicleo de ¢ é a identidade do grupo temos pelo teorema fundamental
HN — H "
HNN HNN HNN

HNN’
[ |

do homomorfismo, que

Observacao 1.1 No enunciado do coroldrio acima vimos a definicao de produto direto. Se
H e K sdo subgrupos de G com HLG, K 4G, HNK =1 e G = HK, dizemos que G € o

produto semi-direto de H por K e denotamos por G = H x K.

Definicao 1.2 (Grupo dos automorfismos) Um isomorfismo de G em G é chamado de
automorfismo. O grupo dos automorfismos de G é formado por todos os automorfismos de

G com a operagdo de composi¢ao. Denotamos por Aut(G).
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Defini¢ao 1.3 (Subgrupo caracteristico) Um subgrupo H de G é caracteristico em G se

para cada p € Aut(G), p(H) C H. Denotamos por N & G.

Um exemplo de subgrupo caracteristico é dado por Z(G). De fato, dados = € Z(G), ¢ €
Aut(G) e g € G, temos
p(x).9 = p(z)p(07 (9)) = (-7 (9)) = ¢l (9)-x) = gp(x)
Assim, ¢(z) € Z(G). Logo, ¢(Z(G)) C Z(G), para todo ¢ € Aut(G).
Lema 1.3 Sejam H e K subgrupos de G
i) Se H & G, entio H 1G.
i) Se H & K <G, entio, H<G.

Prova:
i)Dado g € G, ¢é facil ver que ¢ : G — G : z +— g 'zg é um automorfismo. Assim, se h € H,
temos

hY =g thg=p(h) € H

Logo HY < H e entao H <1 G.
i1) Seja g € G. Como K <G, temos que ¢, : K — K : k — g 'kg é um automofismo de K.
Como H & K, temos que ¢ (H) C H. Assim, HY C H e portanto, H <G. B

O grupo aditivo Z,, também é um anel comutativo com identidade multiplicativa 1. O
subanel das unidades de Z,,, denotado por U(Z,), é formado pelos elementos que possuem

inverso multiplicativo em Z,. Vimos que se n = p para p primo, entao Z, é corpo. Assim,

Uz, ={1,...,p—1}.
Lema 1.4 Seja p um primo. Entao
a) Aut(Z,) ~U(Z,)

b) U(Z,) ~ Cy_1, onde C,_q denota um grupo ciclico de ordem p-1
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Prova: a) Sabemos que U(Z,) = {1,...,p — 1} é o conjunto dos geradores de Z,. Defina a
aplicagao

U Aut(Z,) = U(Z,) ¢ — (1)

Como (1) = Z, e p € Aut(Z,), (p(1)) = Z,. Logo, p(1) € Z,. Assim, a aplica¢ao estd bem

definida. Claramente é um homomorfismo e
Ker(V) = {p € Aut(Z,)/¥(p) = (1) = 1} = Idg,

Logo, ¥ ¢ injetiva.

Agora, sobre a sobrejecio. Dado @ € U(Z,), defina ¢ : Z, — Z, : 1 + a. Assim,
©(7) = ra. Claramente ¢ € Aut(Z,). Entao, ¥(p) = ¢(1) = a. Portanto, ¥ é sobrejetiva.
Segue o resultado.

b) Mostraremos primeiro a seguinte afirmagao.

AFIRMACAO: Se G ¢é um grupo abeliano finito e a é o elemento que possui a maior ordem

em G, entao a ordem de todo o elemento de G divide a ordem de a.
De fato, o(a) = p{*...p%", onde a; > 0, Vi = 1,...,7. Dado = € G, temos que o(x) =
p1 ) pk pf’fll. prionde0<k<r 0<; <B,V1<i<ke0<B<a;,Vk+1<j<r.

a Bk+1 B

1 k a
Definamos y = aP1 ~Px e z = aPre1 P, bt

Assim, o(y) = p,\57 .00 e o(z) = pfl...pf’“.
Como M DC/(o(y),0(z)) = 1, temos que

o(yz) = p1 pk’“pzf{l. P = MMC(o(a),o(z)) > o(a)

Mas, o(a) é a maior ordem. Logo, o(yz) = MMC(o(a),o(x)) = o(a). Portanto, o(x) divide
o(a).OK!
Temos que U(Z,) = {1,...,p— 1}. Seja a o elemento de maior ordem em U(Z,). Pela

afirmagdo, o(x) divide o(a) para todo x € U(Z,). Assim,

Ply) =y —T=(y—-1)..(y — (p — 1)).Q()

Logo, p — 1 < o(a). Mas, o(a) divide |U(Z,)| =p — 1, isto é, o(a) < p — 1.
Portanto, o(a) = p — 1 e entao, U(Z,) = (a).M

Agora, falaremos sobre acao de grupos em conjuntos.
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Defini¢ao 1.4 (Agao de grupo em conjunto) Sejam G um Grupo, X um conjunto e
Sx o grupo formado por todas as bijecoes de X em X, com a operacdao de composicao de

aplicagoes. Chamamos de agao de G sobre o conjunto X um homomorfismo ¢ : G — Sx.

Dado =z € X, definimos a érbita de x, denotamos por O,, como sendo o conjunto O, =
{p(g)x|g € G}, e o estabilizador de x, denotado por E,, como sendo o conjunto E, = {g €

Gle(g)(z) = z}. Facilmente prova-se que £, < G. Além disso, temos a seguinte proposigao.
Proposicao 1.3 Seja ¢ : G — Sx uma acao. Entao, para qualquer x € X, |G : E,| = |0,|.
Exemplo 2 a) Sejam G um grupo e X = G. Definimos a aplicagdo

p:G—Sg:g— lg)(r) = gag™

Claramente, ¢ € um homomorfismo. Assim, temos uma a¢ao do grupo G sobre o conjunto

G. Definimos o centralizador de um elemento x de G como sendo

Ca(z) ={g € Glg~'zg = =}

Dessa forma
O, ={g7'zglg € G} = 2% ¢ E, = {g € Glg~'wg = v} = Cq(x). Portanto, pela proposi¢io
anterior,
29 =0, = |G : B[ = |G : Ca(2)|
b) Sejam H < G e X = {H"|x € G}. Defina o homomorfismo
p:G— Sx g p(g)(H") = H
Lembramos que o normalizador de um subgrupo H de G ¢ definido por

No(H) = {g € G|H = H}

Logo, como H € X, temos

Oy ={p(g)(H)lge G} ={H" |ge G} =X
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Ey={g€Glolg)(H)=H}={ge HH' =H} = Ng(H)

portanto, pela proposicao anterior,
{H*|x € G}| =|X|=1|0u| =|G: Eg| =|G: No(H)| que divide |G : H|. Com isso, temos
que o numero de conjugados de um subgrupo H em G é o indice |G : Ng(H)|.

c) Sejam H < G, |G : H| =n e X = {xzH|z € G}. Consideremos a aplica¢do
0:G— Sx 19— ¢(9)(zH) = gzH

Efdcz’l mostrar que @ € homomorfismo. Temos
g € Nuc(p) & ¢(9)(xzH) = Ids, (zH) , Vo € G < gzH = 2H,Vx € G < z'gx € H,
Ve € G < Nuc(p) = [Nuc(p)]* € H, Vz € G.

Portanto, neste caso, Nuc(p) < H.
Lema 1.5 Se G € um p-grupo, entio Z(G) # 1.
Prova: Seja |G| = p®. Da agao do exemplo a) temos
G=1uzfu.. ua’

Logo,

p* =Gl = 1+ 27|+ .+ 2]

= 14+|G:Cq(z1)|+ ...+ |G : Cg(z,)|

= 14+pM+ .. +p™

se a; #0,Vi=1,..,r entdao p divide 1. Absurdo. Portanto, o; = 0 para algum i. Assim

|z¢] = 1, o que implica que ¢ = x;. Portanto, 1 # z; € Z(G).1

Para encerrarmos esta primeira se¢ao, enunciaremos o teorema de Sylow e faremos algu-

mas aplicagoes do mesmo.

Teorema 1.5 (De Sylow) Sejam p um nimero primo e G um grupo de ordem p™.b, onde
MDC(p,b) = 1. Se Syl,G denota o conjunto dos p-subgrupos de Sylow de G, isto €, dos

subgrupos de G com ordem p™,entao
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i) Para cada n, 0 <n <m, existe um subgrupo H de G tal que |H| = p". Em particular,

Syl,G # &;
i) |Syl,G| = 1(modp);

iit) Todo subgrupo H de G com ordem p", onde n < m, estd contido em um p-subgrupo de

Sylow de Gy

iv) Dados S, P € Syl,G, existe x € G tal que P = 5%, isto é, S e P sio conjugados. Com
isso, dado P € Syl,G, |Sly,G| = [{P*|x € G}| = |G : Ng(P)| divide |G : P|. Em
particular, se P 1 G, entio |Syl,G| = |[{P}| = 1.

O teorema de Sylow possui varias aplicagoes. Vejamos algumas.
Lema 1.6 Se G € um grupo nao-abeliano de ordem 6, entdo G ~ S3.

Prova: Temos que |G| = 2.3. Pelo teorema de Sylow, existe H e K subgrupo de G tais que
|H|=2¢|K|=3. Como |G: K|= % =2, K < G. Suponhamos que H <<G. Assim, pelo
lema 1.1, G = HK. Como H N K = 1, temos, pelo corolario 1.3, G ~ H x K = Zy, X Zs.
Logo, G é abeliano. O que é um absurdo. Portanto, H 4 G. Seja X = {xH/x € G}. Defina

a acao

0:G— Sx:g—o(g9)(zH) = gzH

Vimos que Nuc(p) < H. Como H é ndo-normal em G, Nuc(p) < H. Portanto, Nuc(p) = 1

e, com isso, G ~ Sx. Veja que Sy ~ S3, pois, | X| = 3. Assim, G ~ S;.H

Proposicao 1.4 (Argumento de Frattini) Sejam G um grupo finito, N <G e P €
Syl,N. Entao, N - No(P) = G.

Prova: Como N <G, N - Ng(P) < G. Por outro lado, dado g € G, temos que P9 C N,
pois, N < G. Como P e PY tem a mesma ordem, P9 € Syl,N. Pelo teorema de Sylow,
existe z € N tal que P9 = P*. Logo, P = P9 '. Portanto, gz~! € N¢g(P). Com isso,
g € Ng(P) - N. Segue o resultado. W
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1.2 Grupos Soluveis

Inicialmente, lembramos que uma série subnormal de um grupo G é uma cadeia de

subgrupos (G;)o<i<n de G, tal que
1:G0§]G1ﬁG2ﬂ--~ﬂGn:Ga

onde szlﬁGl\V/Z: 1,...,71.
Como o subgrupo de Klein V' = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} é normal em Ay, temos

que 1 <V < Ay é uma série subnormal de Ay.

Definicao 1.5 Seja G um grupo. Dizemos que G € soluvel se existe uma série subnormal

1=Gy<G1 4G <... 4G, =G, comGG—jl abeliano, V1 <i <n.

Exemplo 3 Ay é um grupo soluvel. De fato, %‘ = 1742 = 3. Pelo fato de que todo grupo de

ordem p ou p?, onde p é primo, ser abeliano, temos que % e V' sao abelianos. Como vimos

que 1 IV < Ay € uma série subnormal de Ay, temos o que queremos.
A proposicao que enunciaremos a seguir, relaciona um grupo soluvel com seus subgrupos.

Proposicao 1.5 Seja G um grupo solivel.

a) Se H < G, entdao H € solivel.

b) Se H <G, entdo % € soluvel.

c) Seja H1G. Se N e % sao soluveis, entao G € solivel.
Vejamos agora um importante subgrupo de G.

Definicao 1.6 Se H e K sao dois subgrupos de G, definimos o subgrupo dos comutadores de
H e K como sendo

[H, K] = (b 'k 'hk|h € H, k € K).

Chamamos de subgrupo dos comutadores(ou derivado) do grupo G, denotado por G’; o

grupo G’ = [G, G].
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Observacao:
1. Claramente se vé que, se G' = 1, entao G é abeliano.

2. Se N < @G, entao [N,G] < N. De fato, dados * € N e g € G, temos x~ (g 'zg) €
N-N9=N-N=N.

Proposigao 1.6 G’ = (z7 'y oy |x,y € G) é um subgrupo normal de G.

1

Prova: Seja S = {z 'y lzy|z,y € G}. Se a = vy toy € S,a! =y la7lyr € S.

Assim, dado # € G, (3 se escreve como 5 =a; ...a, com a; € S. Dado g € G, temos

g 'Bg=g Nar...an)g =g "ar(997") ... (99 Nang = (g a19) ... (g7 " ang).

Queremos mostrar que g~ !3g € G’. Para isto, basta mostrarmos que g 'ag € S quando
a € S. Seja a = 2~y tzy um elemento de S. Assim,

g lag = g @y ay)g= (g2 ) (g v 9) (g " xg) (g yg) =

= (97'z9) (¢ 'yg) (g7 zg) (g 'yg) € SA
Observacgao:

1. Mais geralmente, [X,G] <G,V X <G.

2. G' & G. De fato, dados B € G' e # € Aut(G), temos que 3 = ay...a,, onde
a; € S. Assim, 0(8) = 0(ay)...0(a,). Como a; € S, a; = x;'y; "wyy;. Logo, 0(a;) =
0(x)] 71 0(y:)] 7 0(x:)0(y;) € S,V i=1,...,n. Portanto, 6(3) € G".

O subgrupo G’ de G tem um importante papel nos grupos quocientes de G. E disso que

trata a proxima proposicao que enunciaremos.

Proposigao 1.7 Sejam G um grupo e G’ seu subgrupo dos comutadores. Entao:
a) & ¢ abeliano;

b) G' é o menor subgrupo normal de G com essa propriedade, isto é, se H I G é tal que

% ¢ abeliano, entao G' < H. Em particular, se G € solivel, entio G' < G.
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Exemplo 4 S| = Ay. Em particular, % nao € abeliano. Com efeito, € um fato conhecido

que os subgrupo normais de Sy sao 1, V, Ay e Sy. Temos que (123)(234) = (12)(34) #
(13)(24) = (234)(123). O que mostra que Sy ndao é abeliano. Assim, (Sy) # 1. Como

Sa
Ay

Sy = K ou Sy = Ay. Mas, veja que, dados o = (124) e § = (23), elementos de Sy, temos

= 2, i—‘i ¢ abeliano e, pela proposi¢ao anterior, Sy < Ay. Assim, Sy # As. Ou seja,

a1 aB = (142)(23)(124)(23) = (132) € K. Entdo, S} # K e, portanto, S} = A,.

Vimos na proposicao 1.6, que G’ < G. Assim sendo, podemos definir os seguintes sub-

grupos normais em G:

G® =[¢,G),...,G™ =[G gD,

Claramente, temos que G° = G>G' >G> .. .>G™ > ... Veja que % é abeliano, para
todo inteiro positivo. E facil ver que G é soluvel se, e somente se, existe um inteiro positivo
tal que G™ = 1. O menor inteiro positivo com essa propriedade é chamado de comprimento

derivado de G.

Definigao 1.7 Dizemos que um subgrupo normal 1 # L de G é normal minimal de G, se

nao existe um subgrupo normal K de G tal que 1 # K < L.

=

Definigao 1.8 Sejam H e K dois subgrupos normais de G, com H < K. Dizemos que 4 ¢

um fator principal de G quando % ¢ um subgrupo normal minimal de %
Existe um resultado mais geral sobre fatores principais de grupos soluveis. Mas, prefe-

rimos restringir este resultado para grupos finitos, pois, estes sao os que atendem ao nosso

interesse. Isto, é o que discutiremos neste proximo resultado.

H

7 € um fator principal de G, entao

Proposicao 1.8 Seja G um grupo soluvel finito. Se

existe um primo p e um inteiro positivo n tal que }E‘ =p".

Prova: Para facilitar a notacdo, seja N um fator principal de G. Temos que N’ & N < G.
Assim, pelo lema 1.3, N'<G. Como N é normal minimal de G, N =1 ou N' = N. Como G
é soltuvel, N é soluvel e, entao N’ # N. Portanto, N’ = 1, o que implica que N é abeliano.

Seja p um primo divisor de |N|. Definamos N[p] = {z € N |o(z) = p}.
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AFIRMACAO: N[p] & N.

De fato, dado 1 # = € N[p] e ¢ € Aut(N), [p(x)]? = p(zP) = ¢(1) = 1. Assim, o(¢(z))
divide p. Como 1 # z, p(x) # 1. Logo, o(p(z)) = p. Portanto, p(x) € N|p).

Temos que N[p] & N < G. Logo, N[p] < G. Portanto, N[p] = 1 ou N[p| = N. Pelo
teorema de Cauchy, existe 1 # = € N tal que o(x) = p. Assim, N = N|[p] e, entao N é

p-abeliano elementar. O que implica que |N| = p™, para algum inteiro positivo n.H

Definicao 1.9 Dizemos que um subgrupo proprio M de um grupo G é maximal em G, se
para todo subgrupo H de G com M < H, tivermos que, ou H = M ou M = G. Denotamos

M mazimal em G por M < G.

Em Ss, temos que Hy = {Id, (12)}, Hy = {Id, (13)}, Hy = {Id, (23)} e Hy = {Id, (123),
(132)} = Aj sdo exemplos de subgrupos maximais de S3. De fato, |S3 : H;| = 3, para
i=1,2,3;e|S;: A3] = 2. Logo, nao existe subgrupo préprio de S3 que contenha H;, ¥V i =
1,...,4, propriamente. Mais geralmente, todo subgrupo H de um grupo G de indice primo
¢ maximal. Como sabemos, o tnico subgrupo préprio que é normal em S3 é Az. Assim,
H,, Hy e H3 nao sao normais em S3, apesar de seus indices em S3 serem primos. Veremos,

a seguir, que a reciproca ¢ verdadeira.

Proposicao 1.9 Seja M um subgrupo mazimal de um grupo G. Se M <G, entao |G : M| =

p, para algum primo p.

G

Prova: Como M <G, entao M < G equivale a dizer que 37 nao possui subgrupo préprio.

Mas, pelo teorema de Sylow, isto sé ird ocorrer se, e somente se,

%‘ = p, para algum primo

p.

Lema 1.7 Seja G um grupo finito e p um divisor de |G|. Se cada subgrupo mazimal de G

com indice primo com p € normal, entdo G tem um p-subgrupo de Sylow normal.

Prova: Seja P € Syl,(G). Temos que Ng(P) =G ou P < Ng(P) < M < G.
Se G = Ng(P), entao P ¢é normal em G.
Se Ng(P) # G, entdao Ng(P) esta contido em um subgrupo maximal M de G. Como

|G : P| nao é divisivel por p, entdo |G : M| nao é divisivel por p. Assim, por hipétese,
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M <G. Como |G : M| nao é divisivel por p, temos que P € Syl,(M). Logo, pelo argumento
de Frattini, G = M - Ng(P). Mas Ng(P) < M, entao G = M, absurdo.
Portanto, Ng(P) = G e, entao, P<1G. R

Lema 1.8 Seja G um grupo. Suponha que G = HA, onde H é um subgrupo proprio e A é

A

um subgrupo normal abeliano de G. Entao H € maximal em G se, e somente se, 4= € um

fator principal de G. Também, |G : H| = |A: AN H|.

Prova: Pelo 1° teorema dos isomorfismos, AN H < H. Como A é abeliano, AN H < A.
Assim, AN H <G, pois G = HA.

(=) Suponha que 1 # H < (. Seja
KH=HouKH=G.

< AmH tal que AL < -A_ Como H < G,

AOH NH — AnH

Se H=HK,entao K < ANH < K. Logo, K=ANH.
Se HK =G, entao A=ANG=AN(KH)=(ANH)K = K.

_A

Portanto, %5

¢ um subgrupo normal minimal de Am =

(<) Suponha que Am é um subgrupo normal minimal de Seja H < L < G. Como

H AﬂH

G = HA, G = LA. Pelo teorema citado acima L N A < L. Logo, LN A<(G. Portanto,
jg—?—‘lquH Como LNA< A, temosque LNA=HNAouLNA=A.

Se ANL=ANH,entdao L=LNG=LN(HA)=(LNAH=(HNAH=H.

Se LNA=A, entao A< L. Logo, G =AL = L.

Portanto, H < G.

Para o que resta, temos que |G : A| = |H : AN H|. Pelo teorema de Lagrange, |G :
All[A:ANH|=|G:ANH|=|G: H|H: AN H|.

Portanto, |G: H|=|A: AN H|. &

Teorema 1.6 Seja G um grupo soluvel finito. Se M € um subgrupo mazimal de G, entdo

|G : M| = p™, onde p é um primo e n € um inteiro positivo.

Prova: Como G é solivel, existe um inteiro positivo n tal que G™ = 1. Seja k < n

o maior inteiro positivo tal que A = G® £ M. Temos assim, que A’ = G**D < M e

M : A M G _ AM i _ A
Z7 ¢ um subgrupo maximal de G. Como T v = par- Sabemos que A = 4 ¢é

é um fator principal de G. Além disso,

. o M A
abeliano e M = W<? G. Pelo lema 1.8, Am_M
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|G : M| =|A: AN M|. Como G é solivel finito, temos pela proposicio 1.8, que existe um
primo p e um inteiro positivo n tal que
|G- M|=|G:M|=]|A:ANM|=p".1
Para encerrarmos esta secao, falaremos um pouco sobre grupos supersoluveis.

Definicao 1.10 Um grupo G é supersolivel se existe uma série normal, isto €, uma cadeia

de subgrupos normais em G

1:G0§G1§§Gn:G7

G
Gi—1

tais que € ciclicoYi1=1,...,n.

Em particular, todo grupo supersoliivel é soltvel. Mas, por exemplo, A4 é soluvel, mas
nao é supersoluvel. De fato, a tinica série normal de A5 é 1 IV < A4. No entanto, V nao é
ciclico, com isso, A, nao é supersoluvel.

Assim como nos soluveis, todo subgrupo H de um supersolivel G é supersoluvel. Mas,
se NdG e % sao supersoluveis, nao implica que G é supersoluvel. De fato, como vimos
acima, A4 nao é supersolivel, mas o grupo de Klein V e % sao supersoliveis, pois |V| = 22
4] =3

Veremos que todo subgrupo maximal de um grupo supersoltuvel tem indice primo. Este,

¢é o contetido do préximo teorema.

Teorema 1.7 Seja G supersoluvel. Entao, todo fator principal tem ordem prima e todo

subgrupo mazximal tem indice primo em G.

Prova: Para facilitar a notacao, seja N um fator principal de G. Como G é supersoluvel,

temos

1:G0§G1§§Gn:G,

com G; <G e

GQ; ciclicoVi=1,...,n.
Seja r 0 menor inteiro positivo tal que G,NN # 1. Logo, G,_1NN = 1. Como G, NN <G
e G,NN < N, temos que G, NN = N. Assim, N < G,. Logo,
NN NG GG G ,
NN Gr—l Gr—l - Gr—l Gr—l
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Portanto, N é ciclico. Assim, todo subgrupo proprio de N é normal caracteristico em N e,
assim, normal em G. Mas, N é um subgrupo normal minimal de G, entdo |N| = p para
algum primo p.

Seja M um subgrupo maximal de G. Como G também é solivel, provaremos por inducao
sobre o comprimento derivado k de . Assumiremos que todo grupo com comprimento
derivado menor que k satisfaz o que queremos. Veremos dois casos:

1° caso: G*—D < M.

Temos que =t < % Como o comprimento derivado de % é menor que k, temos

G—T)
G . _ M — i
que ‘m : m} = p para algum primo p.
, _|_G . M |_
Portanto, |G : M| = }W : m| =Dp.

2° caso: GV £ M.
Aqui, MG*Y) = G. Logo, |G : M| = |G*=VD . G 1N M|. Como G*~Y tem compri-
mento derivado menor que k e G*~Y N M ¢é maximal em G*~Y temos que |G : M| = p

para algum primo p.

1.3 Grupos Nilpotentes

Definicao 1.11 Um grupo G € dito nilpotente se tem uma série central, isto é, uma série

normal

1:G0§G1§§Gn:G,

tal que &

T esta contido no centro de Ll para todo i =1,...,n.

X

Lema 1.9 Dados H, K subgrupos normais de G, temos que 7= < Z (%) se, e somente se,

[H,G] < K.

Prova: Se £ < 7 (%), entaoVh € He g € G, hgK = (hK)(9K) = (9K)(hK) = ghK.
Dai, h g7 'hg = (gh)'hg € K. Logo, [H,G] < K.

Agora, suponha que [H,G] < K. Assim,Vhe€ Hege G, h'g 'hg = (gh)"*hg € K.
Logo, (hK)(gK) = hgK = ghK = (gK)(hK). Portanto, £ < Z (%) .®

Dado um primo p, todo p-grupo finito é um exemplo de um grupo nilpotente. Isto é o

contetido da nossa proxima proposicao.
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V12

Proposicao 1.10 Seja p um primo e n um inteiro positivo. Se |G| = p", entdo G € nilpo-

tente.

Prova: Provemos por indugao sobre |G|. Pelo lema, Z(G) # 1. Assim, %‘ < |G| e, por

hipétese de inducio, %= é nilpotente. Seja

T Z(G)
- Z(G) G, Gn G
Z(G) — z2(G) — T Z(G)  Z(G)
uma série central de % Pelo 2° teorema dos isomorfismos, temos
Git1 G
G“ ~ 29 < 7 (@) gz(a) Vi=0,1,...,n—1
g Z(G) Z(G ¢

Portanto, 1 = Gy <G <... <G, = G é uma série central de GG e, entao G é nilpotente.l

Observacao 1.2 Note que na demonstragao da proposi¢ao 1.10, provamos que se ite) é

nilpotente, entao G € nilpotente.

Vamos agora definir o subgrupo de Frattini de um grupo G. Veremos que se GG é nilpo-

tente, entao esse subgrupo ¢ nilpotente.

Definicao 1.12 O subgrupo de Frattini de um grupo G é definido como a intersecao de

todos os subgrupos mazimais de G. Denotamos por ®(G).

Claramente, ®(G) é um subgrupo caracteristico de G. Quando G é um grupo finito,
temos resultados bem interessantes sobre o seu subgrupo de Frattini.
Um elemento g € G é dito nao-gerador de G, se G = (X, g), V X C G, tivermos G = (X).

Mostraremos que o conjunto dos nao-geradores coincide com o subgrupo de Frattini.
Proposicao 1.11 Seja G um grupo finito. Entao ®(G) ={g € G|g € ndao-gerador de G}.

Prova: Seja g um nao-gerador de G. Se g ¢ ®((), entdo existe um subgrupo maximal M

tal que g ¢ M. Assim, (M, g) = G. Por definicdo, M = G, absurdo. Logo, g € ®(G).
Agora, sejam g € $(G) e X C G tal que (X, g) = G. Suponha que G # (X). Assim,

podemos encontrar um subgrupo M maximal dentre os subgrupos H < G tais que (X) < H

e g¢ H. A existéncia desse elemento maximal é garantida pelo Lema de Zorn.
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Afirmamos que M < G. De fato, seja K < G tal que M < K < G. Como (X) < M,
(X) < K. Pela maximalidade de M, temos que g € K. Logo, G = (X, g) < K. Portanto,
G =K, eentao M <G.

Portanto, como g € M, g ¢ ®(G), absurdo. Logo, g é nao-gerador.l

Proposicao 1.12 Seja G um grupo finito.
a) Se NIG,H <G eN <®(H), entao N < O(G).
b) Se N <G, entao ®(N) < &(G).

¢) Se N <G, entio ® (£) > W. Se N < ®(G), ocorre a igualdade.

Prova: a) Suponhamos que N &« ®(G). Assim, existe M < G tal que N « M. Logo,
G = MN. Entao

H=HNG=HN(MN)=(HNM)N =(HNM,N).

Como N < ®(H), pela proposicao 1.11, H = (HN M) = HN M. Logo, H < M e, entao
N < M, absurdo. Portanto, N < ®(G).
b) Temos que ®(N) & N < G. Assim, ®(N) < G. Pelo item a), (N) < &(G).

¢) Seja & < £ Assim, M < G e, entdo ®(G) < M. Logo,
O(G)N _MN M  ®G)N G
< === <o -
N N N N N
Agora, suponha que N < ®((G). Temos entao que % = @(g)N <o (%) Assim, ® (%) =

z|x

para algum H < G.
= @(%) < % Assim, H < M. Portanto,

=l

- s M _ G
Seja M < G. Entao, & < 3. Logo,
H < ®(G). Segue o resultado.l

Caracterizaremos os grupos nilpotentes finitos.

Teorema 1.8 (Caracterizacao dos Grupos Nilpotentes Finitos) Seja G um grupo finito.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) G € nilpotente.
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ii) Todo subgrupo de G é subnormal em G, isto €, existe uma série subnormal de H para

G.
iii) Para todo H < G, temos H < Ng(H).
i) Todo subgrupo mazximal de G € normal em G.
v) G' < P(G).
vi) Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G.

vii) G é o produto direto de grupos de ordens poténcia de primo.

Prova: i) = i) : Para isto, definiremos a série central superior de G. Zy(G) = 1, Z1(G) =

Z(G) e 2 :Z(ZL(G)) Vi> 1. Vejaque 1 = Zo(G) < Zi(G) < ... < Zu(Q) < ...

Zi1(G)

E facil ver que se G é nilpotente, existe n tal que G = Zn(G). Temos também que
Z(G) & G, Vi =1,...,n. Assim, H = HZy(G) < HZ,(G) < ... < HZ,(G) = G.
Devemos mostrar que HZ; 1(G) < HZ;(G), Vi =1,...,n. Como o centro de um grupo G

estd contido no normalizador de qualquer subgrupo H em G, temos

HZi1(G) .
< T - e .
Z;i1(G) — Nﬁ ( 7 1(G) ) ,Vi=1,...,n

Entao

HZ, (G) < Zi(G) HZ; ((G)  Zi(G)H
Zi1(G) T Zia(G) Zia(G)  Zia(G)

Portanto, HZ;_(G) S HZ;(G), Vi=1,...,n.

it) = 1it) : Seja H < G. Por (ii), existe uma série subnormal de H para G. Seja
H=Hy<H <...<4H, =G tal série. Como H 4 G en > 1, H<1H; < Ng(H). Portanto,
H < No(H).

i11) = v) : Seja M um subgrupo maximal de G. Como M < Ng(M) < @G, pela
maximalidade de M, Ng(M) = G. Assim, M <JG.

iv) = v) : Seja M um subgrupo maximal de G. Por iv), M < G. Logo, |%| = p, para

e

algum primo p. Assim, 7 € ciclico e, portanto abeliano. O que implica que G’ < M. Como

isto acontece para todo maximal, G’ < ®(G).
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v) = iv) : Seja M um subgrupo maximal de G. Entao v) implica que G’ < M. Entao
% ¢ um subgrupo do grupo abeliano % Assim, & < % Portanto, M < G.

iv) = vi) : Seja P um p-subgrupo de Sylow de G. Suponha que Ng(P) < G. Entao existe
um subgrupo maximal M de G que contém Ng(P). Como P < M < G, P é um p-subgrupo
de Sylow de M. Por iv), M < G. Assim, pelo Argumento de Frattini G = M.Ng(P) = M.
Absurdo. Logo, Ng(P) = G e entdao P <G

vi) = wit) : Sejam pi,pa,...,ps 0s divisores primos de |G|. Seja P, um p;-subgrupo
de Sylow de G. Por vi), P, <G, Vi =1,...,s. Como P,NFP; =1, Vi # j, temos que
G=P x...xP,.

vii) = i) : Por vii), G = P, X ... x P;, onde |P;| = p}", onde p; é primo e «; ¢ inteiro
positivo para cada i = 1,...,s. Pela proposicao 1.10, P; é nilpotente Vi =1,...,s.

AFIRMACAO: Se G = H x K e H,K sio subgrupos nilpotentes, entao G é nilpotente.

De fato, H e K possuem séries centrais

l=Hy<H,<..<H,=G e 1=K <K <..<K,=G

Y

respectivamente. Inserindo repeticoes de termos se necessario, podemos assumir que n = m.
E facil provar que

1:H0XK0S]H1XK1S]...§]HRX:G.

E, também que, para cada i =1,...,n,
[Hz X KHG] = [H“H] X [KHK] S Hifl X Kifl.

Logo, G ¢é nilpotente.
Assim, interando s — 1 vezes a afirmacao, temos G = P; X ... x P, nilpotente.ll
Para encerrarmos esta secao, mostraremos, entre outras coisas, que o subgrupo de Frattini

de G finito é nilpotente.

Teorema 1.9 Seja H um grupo finito tal que ®(G) < H G e % é nilpotente. Entao H

¢ nilpotente.

Prova: Sejam p um primo que divide |H| e P € Syl,(H).
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). EO)P
AFIRMAGAO: %OF ¢ 5y, (%)

*(G)P P
®(G) — (GNP’

Como |P| = p%, temos que %?G)f = pf, com 3 < qa.

De fato,
Como p nao divide |H : P|, temos que p nao divide |H : ®(G)P|. Logo, p nao divide

H_ . 2GP| _ 7. oGP H
’m : W‘ = |H : CI)(G)P| Portanto, (@) S Sylp (m)

: - H 4 N < _H G N G
Seja N = ®(G)P. Como a5y ¢ nilpotente, 55 & g < 5y Logo, wa L w3y ©

entdo N JIG. Como P < N < H, P € Syl,(N).

Assim, pelo Argumento de Frattini, G = NNg(P). Com isso,

G = NNG(P) = ®(G)PN(P) = O(G)Na(P) = (9(G), Ng(P)) = Ne(P).
Portanto, P < G. Isso ocorre para todo p-subgrupo de Sylow de G. Assim, G é nilpotente.ll
Corolario 1.4 Seja G um grupo finito. Entao:

i) ®(G) € nilpotente.
ii) Se % ¢ nilpotente, entao G ¢é nilpotente.

Prova: i) Basta fazer H = ®(G) no teorema anterior.

i1) Basta fazer H = G no teorema anterior.ll



Capitulo 2

Grupos Primitivos

Os grupos primitivos assumem um papel importantissimo em nosso trabalho. Neste
capitulo pretendemos apresentar uma quantidade suficiente de resultados sobre este grupos,

a fim de aplicd-los mais adiante.

2.1 Definicoes e Resultados

Definicao 2.1 Seja H um subgrupo de G. Chamamos de nicleo normal de H em G, deno-

tamos por Hg, o subgrupo normal de G dado por Hg = m HY.
geG

Verifica-se facilmente, que Hg é o maior subgrupo normal de G que esta contido em
H. “Maior” aqui, esta no sentido de que qualquer outro subgrupo normal K de G que esta

contido em H, esta contido em Hg.

Definicao 2.2 Dizemos que um grupo finito € primitivo se existe um subgrupo mazximal M

de G, tal que Mg = 1.

Exemplo 5 S, € um grupo primitivo. De fato, M = {Id, (12), (13), (23), (123), (132)} € um
subgrupo mazximal de Sy. Com efeito, se M nao fosse mazximal, existiria um subgrupo de H
de Sy com indice 2 em G, tal que M < H. Mas, o unico subgrupo maximal de Sy com indice
2 é Ay. E, claramente M &« Ay. Portanto, M é mazimal em Sy. Como Mg, ISy eV £ M,

pois, o grupo de Klein V' tem 4 elementos e, assim, |V|1|M|, temos Mg, = 1.

32
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Proposicao 2.1 Sejam G um grupo finito e p um primo. Entao G possui um unico maior
p-subgrupo normal, que € denotado por O,(G) e chamado de p-radical de G. (Aqui, Oy(G) €

“maior”no sentido de qualquer outro p-subgrupo normal de G estd contido em O,(G).)

Prova: Entre todos os p-subgrupos normais de GG, escolhamos K que possui a maior ordem

(possivelmente K = 1). Seja H um p-subgrupo normal de G. Assim, HK < G e pelo 1°

teorema dos isomorfismos, %} = |% ‘ Como H é um p-grupo, % é p-grupo e, portanto
HE ¢ p-grupo. Mais ainda, |[HK| = |H‘I§(H‘K| = ’H—}f‘ |K|. Logo, HK é um p-subgrupo normal

de G. Temos que K < HK. Mas, pela escolha de K chegamos que K = HK e, portanto
H < K. Assim, K = 0,(G).1
Note que se P é um p-subgrupo de Sylow normal em G, entao O,(G) = P. Veremos na

proxima secao a importancia do subgrupo p-radical de um grupo primitivo G.

Mostraremos que se M é um subgrupo maximal de G, entao MiG ¢ um grupo primitivo.
.~ . ~ (MY _ MgN
Proposicao 2.2 Sejam N,M subgrupos de G. Se N I G e N < M, entdo (W)% = ==

Prova: Dado g € G, temos

(%YN = g 'N (%) gN = {g7'N(mN)gN |m € M}

N
. MSN
= {(g7'mg)N[m e M} = ——.

Logo,

(5,06 -0 ) - o e

geG geG

Corolario 2.1 Se M é um subgrupo mazimal de um grupo finito G, entdo Mic é primitivo.

Prova: Usando a notacao da proposicao anterior, faca N = Mg e M = M. Assim,

M _MGMG_MG_l
Mg Mi_ Mgz — Mg

M G G 4o
Como Vo <o 3 © primitivo.H
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2.2 0O Teorema de Ore-Baer

Definicao 2.3 Seja H < G. Dizemos que M é um complemento de H em G se G = MH e
MNH=1.

Teorema 2.1 (Ore-Baer) Seja G um grupo primitivo finito e p um primo. Suponha que
0,(G) # 1. Seja L = O,(G),|L] = p" e M um subgrupo mazimal de G tal que Mg = 1.

Entao,
a) L € p-abeliano elementar;

b) M é um complemento de L em G, isto é, G = ML e M N L = 1. Em particular,
G M| =p";

¢) L € normal minimal de G, e

d) Ca(L)={g€ G|l9=1VIle€ L} =L; entiao L € o unico subgrupo normal minimal de
G.

Suponha ainda que existe um primo q tal que Oy(M) # 1. Entao,
e) p" = 1(modp). Em particular, ¢ # p, e

f) Qualquer complemento de L em G é conjugado a M.

Prova: a) Temos que |L| = p". Como L <G, ®(L) < P(G). Como ¢(G) < M e ®(G) 4G,
temos que ®(G) = 1, pois Mg = 1. Assim, ®(L) = 1. Como L é p-grupo, L é nilpotente.
Logo, L' < ®(L) = 1 e, entao L é abeliano. Sejam N < L e g € L. Como L é abeliano,
N < L e entao ’%’ = p. Assim, g? N = (gN)? = N. O que implica que g? € N. Isto ocorre
para todo maximal de L. Assim, g’ € ®(L). Portanto, g = 1.

b) Como Mg = 1,1 # L £ M. Assim, G = ML. Pelo 1° teorema dos isomorfismos
MNL<M. Como L é abeliano, pelo item a), M N L < L. Logo, M N L IML = G. Mas,

Mg = 1. Portanto, M N L = 1. Em particular, pelo mesmo teorema citado |G : M| = |L|

'

p.
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¢) Seja K <G tal que 1 # K < L. Temos que KN M < LNM = 1. Assim, KM =G e
KN M = 1. Pelo teorema dos isomorfismos, |K| = |G : M| = |L|. Entao, K = L e portanto,

L é normal minimal.

d) Como L é abeliano, L < Cg(L). Assim, por Dedekind,
Co(L)=GNCq(L)=MLNCg(L)=L(MNCg(L)). (2.1)

Mas, veja que Cg(L)M = G. Dali, temos que Cg(L) N M < M. E pelo fato que Cg(L) N
M < Cg(L), temos que Cg(L) N M < G. Portanto, Ce(L) N M =1, pois Mg = 1.

Dessa forma, de 2.1 temos que Cg(L) = L. Ademais, seja N um subgrupo normal
minimal de G e N # L. Entao, [N, L] < NNL<IGe NNL#N. Assim, NNL =1 e,
portanto [N, L] = 1. Dessa forma, N < Cg(L) = L. Logo, N = L, absurdo.

e) Seja Q = Oy(M) # 1, com |Q] = ¢™. Como Q<M e LIG = ML, temos QM = Q e
LG = LFM — [M — [, Assim,

(LM = LMQM =LQ = M < Ng(LQ)

(LQ)" = L-Q~ (2.2)

Veja que Q¥ < QL. De fato, dados x € L e ¢ € Q, temos ¢* = v~ 'qv = 27 '2'¢’ € LQ (pois,
LQ = QL). Logo, QF < LQ. Assim, por (2.2), (LQ)* < LLQ = LQ e, entdao, L < Ng(LQ).
Portanto, LQ < LM = G.

Temos que LNQ < LNM =1. Assim, LN =1 e entao

_ el _

=g -

IL|Q| = p"q™.

Se p = ¢, entao L( seria um p-subgrupo normal de G com |LQ)| > |L|, absurdo. Logo, p # q.
Temos que @ € Syl,(LQ). Como 1 # Q<M e Mg =1, Q 4 G. Logo, Ng(Q) = M, pela
maximalidade de M. Por Dedekind,

Nio(Q) = LQN Na(Q) = LQN M = Q(LN M) = Q.

Portanto, pelo teorema de Sylow,

L] = [LQ : Q] = [LQ : Nro(Q)] = [Syly(LQ)| = 1 (mod q).
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Portanto, p" = 1 (mod q).
f) Sejam M* um complemento de L em G e Q* = 0,(M*). O homomorfismo natural

f:G— % : g+ gL aplica bijetivamente ) em == e Q* em Q L De fato,

Nucflo={9€QlgL=L}=QNL=1

'QL‘ 1QIIL] _ 0l

Iz

*

FQF — QLL é

Logo, flg: Q@ — %
um isomorfismo.
Como M é um complemento de L em G, a restricao de f a M é um isomorfismo de M

para Z. De fato,

G
Nucfly={g9eM|gL=L} =MnNL=1 e ’M‘:’f‘
Logo, fla : M — € ¢ um isomorfismo.

Portanto, f aplica @@ = O,(M) sobre O, (%) e, entao, pelo que vimos acima,

QL G\ QL
L O(L)_ L

Assim, QL = Q*L. Por e), p # g e entao, @) e Q* sdo g-subgrupos de Sylow de Q) L. Portanto,
pelo teorema de Sylow, existe x € QL tal que Q* = Q. Vimos em e) que M = Ng(Q). Como
Q* A M*, M* < Ng(Q*) = Ng(Q%) = [Na(Q)]* = M*. Como M e M* sao complementos
de L em G, temos que |M*| = |¢| = |M| = |M*] e, portanto M* = M*. R

Observacao 2.1 Se G ¢ um grupo soluvel finito nao-trivial, entao existe um primo p tal
que O,(G) # 1. De fato, existe 1 # H<G. Assim, existe 1 # N < H que € normal minimal
em G. Em particular N é um fator principal de G. Logo, pela proposicao 1.8, existem um

primo p e um inteiro positivo n, tal que |[N| = p"™ e, entdo 1 # N < O,(G).

Assim sendo, se G é um grupo soltivel primitivo e nao-trivial, as afirmagoes de a) e d)
ocorrem. Em particular, existe um tnico primo p tal que O,(G) # 1. Como M também é

soltvel, existe um primo ¢ tal que O,(M) # 1 e entdo as afirmacdes e) e f) também ocorrem.

Corolario 2.2 Sejam G um grupo solivel finito nao-trivial e M, M* subgrupos maximais de

G. Entao, M e M* sao subgrupos conjugados de G se, e somente se, Mg = M.
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Prova: Suponhamos que N = Mg = M{. Temos que % ¢ um subgrupo solivel primitivo

nao-trivial. Pela observacao 2.1, existe um primo p tal que % =0, (%) # 1 e entao todas

as afirmagoes do teorema 2.1 ocorrem.

Pelo teorema, % e MT sao complementos de % em % e entao, existe g = x N € % tal que
M9 _ M* -
(W) = = Assim, dado m € M, temos

T

(mN)g = (mN)ﬂUN = x_lN(mN):)jN = imeN = m*N c N

Logo, MT = (%)g < % e portanto, M* = M?* para algum x € G.

Agora, sejam M e M* subgrupos conjugados de G. Isto é, existe g € G tal que M* = MY.
Seja N um conjugado a M*. Assim, existe z € G tal que N* = M* = M9. Logo, N*9 ' = M
e entao, N ¢é conjugado a M. Portanto, todo conjugado a M ¢é conjugado a M* e vice-versa.

Logo,

Mg = (M= (M")" = M;™
geG heG

Para encerrarmos o capitulo, faremos algumas aplicagoes do teorema de Ore-Baer.

Lema 2.1 Sejam L e M subgrupos maximais distintos de um grupo soluvel finito G. Entao

quaisquer duas das afirmacoes sao equivalentes:
a) L € conjugado a M em G;
b) LM # G;
c) LM ndo € um subgrupo de G.

Prova: a) = b) : Existe g € G tal que M = L9 # L. Suponha que LM = G. Entao g = Im,
ondel € Leme M. Assim, M = ['™ = L™ ¢, entdo M = M™ ' = L, absurdo.
b) = ¢) : Se LM for um subgrupo de G, entao, como L<G e M < L, ML = G, absurdo.
¢) = a) : Suponha que L e M nao sao conjugados em G. Seja K = Lg e R = M. Pelo
corolario de Ore-Baer, K # R, pois, L e M nao sao conjugados. Sem perda de generalidade,
podemos supor que K ¢« R. Logo, K £ M e, portanto, LM > KM = G. Portanto,
LM = G, absurdo.ll

Definicao 2.4 Seja % um fator principal de G. Diz-se que % ¢ de Frattini se % <o (

=@

).
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Lema 2.2 Sejam % um fator principal abeliano de um grupo finito G. Entdao:

a) Se

=l

nao € de Frattini, entao % possui complemento.

M

b) Se % possui complemento 3z,

entao M € um subgrupo mazximal de G.

Prova: a) Por hipdtese, % £ P (%) Assim, % % para algum % maximal de % Logo,

HM = @G. Pelo teorema dos isomorfismos 7~ Hai

Como M < I 'K — HNM ou

HNM=H. Se HNM = H, entao H < M, absurdo. Portanto, H N M = K e, entao %

complementa % em %

b) Seja % um complemento de % em %, e M <L<@G. Como H £ L, o argumento da

parte a) mostra que £ complementa £ em £. Entdo |G : L| = |£| = |G : M|, e portanto
M=LNR

Do lema 2.2, item b), temos que se % ¢ de Frattini, entao % nao possui complemento.

Teorema 2.2 Sejam L e M subgrupos mazximais nao-conjugados de um grupo solivel finito

G. Se Mg % Lg, entao M N L € um subgrupo mazimal de L.

Prova: Sejam R = Mg e % o unico subgrupo normal minimal do grupo solivel primitivo

& Se R< L, entdao R < L. Mas, por hipotese, R & Lg. Logo, R £ L e, assim LR = G.
Por Dedekind, S =SNG =SNLR=(SNL)R. Pelo teorema dos isomorfismos,

S (SNL)R SNL  SNnL

R R RNSNL RNL

e, portanto, % é um fator principal de L. Mostraremos que

MNL
RNL

é um complemento de

SAL a
rRnr M AL

Como SNL < LeLNM < L,(SNL)(LNM) < L. Assim, |L : LnM| > [(SNL)(MNL) :

e assim, pelo lema 2.2, item b), temos que M N L < G.

LN M)|. Pelo teorema dos isomorfismos

(SNLYMNL):LNM| = |[SNL:(SNL)Nn(MNL)|l =
= |SNL:RNM|=I|S:R|=|G: M|
Pelo lema 2.1, G = LM. Logo, |G : M| =|LM : M| =|L: LN M]|. Assim, |[L: LNM|=

(SNLYMNL): LNM|e, entdo L =(SNL)(MNL).

Portanto, concluimos o teorema.ll
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Corolario 2.3 Sejam L e M subgrupos maximais nao-conjugados de um grupo soluvel finito

G. Entao, LN M € mazximal em L ou M.

Prova: Como L e M sao nao-conjugados, Lg # Mg. Assim, ou Lg £ Mg ou Mg £ L.
Dai, do teorema 2.2, LN M <M ou LN M < L.1



Capitulo 3

Grupos n-soma

A nossa conversa agora é com a cobertura de grupos por subgrupos proprios. Chamare-
mos de o(G) o menor numero natural tal que G pode ser coberto por o(G) subgrupos
proprios. Toda a primeira secao é parte do paper de J. H. E. Cohn, sobre grupos n-soma.
Encerramos o capitulo com um resultado fundamental para o nosso trabalho, o teorema de

Tomkinson.

3.1 Definicoes e Resultados

Definicao 3.1 Seja G um grupo finito. Denotamos por o(G) o menor inteiro positivo tal
que G é a uniao de o(G) subgrupos proprios. Neste caso, dizemos que G é um grupo o-soma,

onde 0 = o(QG). E, que a unido dos o subgrupos é uma cobertura de G.

Sejam M e N subgrupos préprios de G tais que G = M UN. Como M e N sao proprios,
existem m € M\N en € N\M. Mas, mn € G = M UN. Logo, mn € M ou mn € N.
Se mn € M, entdao mn = € M e portanto, n = m~ 'z € M, absurdo. Se supusermos que
mn € N chegaremos ao mesmo absurdo. Portanto, podemos concluir que nao existe grupo

2-soma e entdo, o(G) > 3.

Exemplo 6 O grupo G = S35 é um grupo 4-soma. De fato, os subgrupos proprios nao-

triviais sao: Hy = {Id,(12)}, Hy = {Id,(13)}, Hy = {Id,(23)} e Hy = {Id,(123),(132)}.

40
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Logo, S3 = Hy UHy U H3 U Hy. Se retirarmos um subgrupo, a unido deixa de ser igual a S3.

Assim, o(S3) = 4.

Observagao 3.1 (i) Convencionamos que o(G) = oo, quando G for um grupo ciclico
finito. Faremos isto pelo fato de que todo subgrupo de G que contém o gerador € igual

a G e, com isso G nao pode se igual a unidao de subgrupos proprios.

(i1) Todo subgrupo proprio de um grupo finito nao-ciclico G estd contido em um subgrupo

maximal de G. Assim, a cobertura pode ser formada apenas por subgrupos maxrimais.

No que segue, escrevemos G = |J'_, H,, onde H, é subgrupo préprio de G com i, = |G :

H,|<|G:H,4|paracadar=1,....,n— 1.

Teorema 3.1 Seja G = \J'_, H,. Entao |G| < >."_,|H,|, e a igualdade ocorre se, e

somente se;
(i) HHH, =G, Vr#1 e

(i) H-NHy C Hy, Vr # s.

Prova: Sabemos que a quantidade de elementos de H, que nao sao elementos de H; é

dada por |H,| — |H; N H,|. Mas, como |H1H,| < |G|, Vr, temos:

H,NH,
|H,|— |H,NH,| = |H,| <1—M>

|H, |
|H, | )

— 1\ (11—
| ‘< |H1H, |

H
|HT| - ’Hl N Hrl < |HT‘ < ||G1||)

Logo,

Gl < [Hi|+) (H |~ |HNH,]) (3.1)

r=2

< imi+ Y im (1- 1) 32)

= |G| < |H1|+< |G‘)Z\H| (3.3)
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Dividindo |G| nos dois membros, temos:

|H1 EARS
1 < H,
< |G|Z| |G|QZ| |
|H1
H. + H
@l |@Z|I|@Z||
L o < Ml Z|H| Z|H|—1:
= ]G\ a1 & 1G] —~

- (1_|G|Z'H'><||?| )

Como ||Ié1‘| <1, (l\IéIH ) < 0 e, portanto 1 — ‘—(1;| S |Hy| <0. Assim, |G| <", |H, .

Suponha que |G| =>""_, |H,|. Dessa forma, temos:

| H,
G|

= |G| = |H1|+(1——1|>Z]Hr\.
’G| r=2

Primeiramente, vamos supor, por absurdo, que HiH) # G para algum k # 1. Assim, da

6l = |+ m) - il

desigualdade 3.1, temos:

el < Imi+3 (1 g )
- 1+ (1- ) ( ) 14 <

|H1|+( H|+< '|G")|H|_

|G| (Absurdo!)

A

)2
o
|,
- i+ (1- m)
Portanto, H1H, = G, Vr # 1.
Mostraremos agora que H,NHy C Hy,Vr # s. Paraisto, consideremos K; = H;,— H;NH,.
AFIRMACAO: H;NH; CH, & K,NK; =2, Yi,j€{l,...,n}ei#j.
De fato, para cada x € H; N Hj, temos que x € H,. Como K; N K; é formado pelos
elementos de H; N H; que nao pertencem a H;, temos que K; N K; = @. Reciprocamente,

se nao existe y € K; N K, entao nao existe y que pertenca a H; N H; e nao esteja contido
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em H,. Assim, para cada y € H; N Hj, temos que y € H;. Logo, H; N H; C H;, o que prova
a afirmacao.
Assim, precisamos mostrar que K; N K; = @, Vi,j € {1,...,n} e i # j. Se supusermos,

por absurdo, que K; N K; # &, para algum 7 e j, teremos

G| < |Ka|+...+|K,|+ |Hi| =
= (| = [Hy 0 Hy|) + -+ ([Ho| = [Ho 0 HL) + [ Hy | =

H
_ |G|—%uﬂm...ﬂﬂnnﬂﬂn

= |G| < |G| — ||G|| |G|+ |Hi| = |G| (Absurdo!).

Portanto, H, N Hy C Hy, Vr # s.
Agora, suponhamos que H1H, = G,Vr # 1 e H.NH, C Hy, Vr # s. Se supusermos,

por absurdo, que |G| < >"_, |H,|, entdo
= 1+ S IK
r=2

— ]+ Y it )

- 1l 1 (1= 1)

> ||+ ( )=l
Absurdo. Logo, concluimos o teorema.ll
Corolario 3.1 Se 0(G) =n, entdois <n—1

Prova: Pelo teorema anterior, como iy < 7,., V7 > 2, temos

R B S

r=2 2s

Logo, i <n — 1, quando ¢(G) = n.A
O proéximo resultado, em parte, generaliza o primeiro.

n

Teorema 3.2 Sec(G)=neG = (U HT) U ( U KT> , onde cada subgrupo € mazximal
r=m+1

em G, H. <GVr=1,...,m e |H| #|H)|,Vr#s, entao |G| <> " |K.].
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Prova: Seja |G : H,| = p, para todo r = 1,...,m. Pela proposi¢ao 1.9, pi,...,p, sao

todos primos. Por hipétese, pi, ..., p, sao distintos dois a dois. Logo, pelo teorema 1.3
m
G:(H|=pwp2- . D
r=1

Seja D =", H,. Assim

m m m
Dl = > |H = > |HNH[+ Y |H.NHNH|-
r=1 IST;S<S 1§¢i7st<t
m

- Y HNHANHNH|+ ...+ ()" [HiNHy 0.0 Hyl

r,8,t,k

1<r<s<t<k
—~ Gl < G| —~ |G| - G|
D] = Y -y Eg L — 4
TZI DPr ; PrPs ; PrDsPt T;k PrPsDtDk
1<r<s 1<r<s<t 1<r<s<t<k

m— = ]'
+ o EDmE ] =
r:lpT

m m

ID| = |G] Zl Z ! +...+(—1)m*1Hl

el R P
- 1
= |D| = |G|{1—H<1——>}
Pr
r=1

Como H, <G, Vr=1,...,m e todos da cobertura de GG sao maximais, G = H,.K,. Logo,

K K] K]
|H7‘K8| |G| DPr

|H, N K| =

Assim, |H, N K| = f—:l‘v’r: I,...,mes=m+1,...,n. Mais ainda, |H, N H; N K| % e
|H. N H, N K u;—:'. Temos que |Ks| = p.a = p;b. Como p, e ps sdo distintos, p, | b e p; | a.
O que implica que | K| = |H, N H; N Kg|.p.pre. Assim, |H, N H, N Ky l%. Por outro lado,

|K8||H7” N Ht|
|K5(H7’ N Ht)|

| K[G
prpt‘Ks(Hr N Ht)|
K¢ K.
PGl prpy

|H, N H; N K|

Portanto, \HrﬂHtﬂKs\:l%,Vr,t:1,...,meVs:m+1,...,n.
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Seja k. o numero de elementos de K, que nao pertencem a D. Assim,
k. = |K,|—|K,ND|=

ke = |K,|— KT0<OHS>
s=1

ke = |K|— || JHNEK,)
s=1

ke = |K| =) [H K|+ Z |H, N H,NK,|—

s=1
1<s<t

- Y HNHNHNK|+.. +(-)"HNHN.. . NH,NK|

s,t,k
1<s<t<k

k., = |K|—Z|K|+§m: ] i M+...+(—1)m|Kr|1T[pi
s=118

5.t PsDt stk DsPtPk

1<s<t 1<s<t<k
ko= K]]11-S 2+ 3 — - ISR §
' 1K1 ; Ps Zt Pspr Zk e (=1) Slj[lps
o 1§;<t 1<s<t<k -

- 1
= k = |Kr|.H<1——).
gl Ps

Logo,

G| < D+ i kr:|G\_|G\.£[1(1—i>+ :i {!KT!.ﬁ<1—$)}

r=m+1

Donde,

afl(-5) < {lI0-3)} 2w
G o< Y K.

r=m+1

Observacao 3.2 Do teorema anterior, temos

n n 1
Gl > Kl = ;
r=m+1 r=m+1 r=m+1 "
Como iy < i, Vr=m+41,...,n, temos que li < ﬁ Assim,
T m
n
1 n—m
1< E - < I
i 7
r=m-41 br r=m-+1 m+1 m+l

Portanto, iy < n—m.
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Mostraremos algumas relagoes de o(G) com o de subgrupos de G.

Lema 3.1 Se N <G, entio 0(G) <o (£).

Prova: Seja % = % U...u % uma cobertura de %, onde m = o (%) Dado g € G,

gN € % Logo, gN € % para algum¢=1,...,m. Assim g € M;. Logo, G C MjU...UM,,.
Como todos os M;’s sao subgrupos de G, temos que G = M; U ... U M,,. Portanto, o(G) <

- (G)m

Corolario 3.2 o(H x K) < min{c(H),o(K)}.

Prova: Seja G = H x K. Sabemos que podemos identificar H com H x {1} ¢ K com
{1} x K. Assim, H<G e K <G, G=HK e HN K = 1. Logo, pelo lema 3.1

Hx K

J(HXK)§J< )za(H)

HXK) _ o(K).

e a(HxK)ga(

Portanto, 0(G) = o(H x K) < min{c(H),o(K)}.1

Dessa forma, dado um grupo n-soma podemos construir outros grupos n-soma.

Defini¢ao 3.2 Um grupo finito G € dito n-soma primitivo se o(G) = n e G nao tem um

subgrupo normal N tal que 0(G) = o (%)

Observagao 3.3 Se G € um grupo n-soma primitivo, entao ®(G) = 1. De fato, seja G =
MyU. ..UM, uma cobertura de G por subgrupos mazimais. Como ®(G) < M;,Vi=1,...,n,

temos que

G M M,
O (R (i}

Assim, o <%> <n. Logo, 0(G) =0 (%) Como G € n-soma primitivo, (G) = 1.

Para nés C), sempre denotara um grupo ciclico de ordem p.

Lema 3.2 C, x C, € um grupo (p+ 1)-soma primitivo, onde p € primo.
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Prova: Sabemos que |C, x C,| = p?. Assim, todo subgrupo préprio tem indice p. Logo,
pelo coroléario 3.1, o(C, x C},) > p + 1. Por outro lado, sejam (a) e (b) dois grupos ciclicos

de ordem p. Assim,
C,x Cp={(a) x (b) ~{a'¥|0<i,j<p-—1}.

Consideremos H; = (ab’) e H = (b). Logo, C, x C, = HOUH,U...UH, ; UH. O que
implica que o(C, x Cp) < p + 1. Portanto, o(C, x C,) = p+ 1.

Como C), x C, é abeliano de ordem p?, temos que todo subgrupo préprio e nao-trivial de
C, x C, é normal e tem indice p. Assim, o grupo quociente de C,, x C, por um subgrupo
proprio é ciclico. Portanto, C, x C, é (p + 1)-soma primitivo.l

No préximo teorema, mostraremos que C, x C, nao é apenas um grupo (p + 1)-soma

primitivo, mas o 1nico com essa propriedade.

Teorema 3.3 Se G € um p-grupo ndo-ciclico, entio o(G) =p+1, e G é um (p+ 1)-soma

primiativo se, e somente se, G = C, x C,.

Prova: Seja |G| = p*. Como todo subgrupo préprio tem indice poténcia de p, temos pelo
corolario 3.1, o(G) > p*+1>p+ 1.

Se supusermos que G é abeliano, entao G é o produto direto de dois p-subgrupos. Logo,
existe subgrupo K de G tal que % ~ (), x C,. Portanto, o(G) < o (%) =p+1 e, entao

o(G) = p+1. Mas, se G nao for abeliano, mostraremos por indugao sobre k, que o(G) < p+1.
o k=2

Como G ¢ nao-ciclico, G ~ C, x C,. Assim, 0(G) = p + 1, pelo lema anterior.

e Hipétese de Inducao: O resultado vale para todo grupo com ordem menor que p*, onde

k> 3.

Como G é nao-abeliano, 1 # Z(G) # G. Como % nao ¢ ciclico (de fato, se

_G_
2(G)
é ciclico, entdo G é abeliano) temos, por hipdtese, que o (%) < p+ 1. Assim,
o(G)<o (%) < p+ 1. Portanto, 0(G) = o (%) =p+ 1.

Ademais, se G for (p + 1)-soma primitivo, entdo G = Z(G), pois, Z(G) # 1 e 0(G) =

o (%) Assim, GG é abeliano e pelo o que vimos anteriormente existe um subgrupo
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K de G tal que & ~ C, x C,. Assim, o (%) =p+1=0(G). Logo, K =1 e, entdo
G~CxCpM

Para desenvolvermos o préximo lema, precisamos do argumento da seguinte proposicao.

Proposicao 3.1 Seja G = H x K, onde mdc(|H|,|K|) =1, e S < G. Entao S = (H N
S)x (KNS). Se M <G, entaio M = H x L, onde L< K, ou M =L x K, onde L < H.

Prova: Como |G| = |H||K|, temos que |G : H| = % = |K|e |G : K| = |H|. Assim,

mde(|G : H|,|G : K|) = 1. Logo,

|Gl

el 16l
|HN K]

=|G:HNK|=|G: H||G: K| = .
|H||K]

O que implica que |G| = % = |HK| e, entdao G = HK. Assim, podemos supor que

G=HK,com HJ4G,K<Ge HNK =1. Como mde(|G : H|,|G : K|) = 1, temos que
mde(|S : SN H|,|S : SN KJ) =1 e, entao, pelo argumento acima, S = (SN H)(S N K).
Logo, S=(SNH) x (SNK).

Agora, seja M < G. Vimos que M = (HN M) x (KN M). Temos que M < HM < G e
M < KM < @G. Assim,

(i) M=HMouHM =G e
(i) M = KM ou KM = G.

Seja HM = G. Como € ~ K e %’:MHK, temos que K = M N K. O que implica
que K < M. Assim, M = (HNM) x K.
AFIRMACAO: HNM < H.

Seja HNM < S < H. Vejaque M = (HNM)K < SK < G. Assim, M = SK ou
SK =G. Se M =SK,entao S=SNSK=5SNM < HNM. Logo, S=HNM. Por
outro lado, se SK = G, entao H = HNSK = (HN K)S = S, o que prova a afirmagao.

O outro caso é analogo. Logo, segue a proposicao.ll

Lema 3.3 Sejam H e K dois grupos finitos. Se mdc(|H|,|K|) = 1, entdo o(H x K) =
min{o(H),o(K)}.
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Prova: E facil ver que G = H x K é ciclico se, e somente se, ambos os grupos H e K sao
ciclicos. Neste caso, tudo certo.

Suponhamos que G nao é ciclico e que o(G) = n. Da proposigao 3.1 qualquer subgrupo
de GG é da forma X x Y, onde X < H eY < K, e para qualquer subgrupo maximal de G,
ouX=HeY <K, ouY =KeX < H. Assim, uma cobertura de G por maximais é da

forma

G:

p q
r=

(HxY,) Ul J(X,x K) =G UG,,

1 s=1

onde p+qg=mn,p>0,q>0.

Nosso objetivo é mostrar que p = 0 ou ¢ = 0. Para isto, suponhamos que ¢ # 0. Assim,
G, # G, isto é, existe (hy, k) € G tal que (hy, k) ¢ Gi. Mas, como G; = |J/_; H x Y}, temos
que (h,k) ¢ G1, YVh € H. Assim, (h,k) € Gy, Vh € H. Logo, (h,k) € Gy, V¥ (h,k) € G.

Portanto, G = G5 e, entao p = 0. Como p = 0, temos que

G:GQ:CJXSXK: (OXS> x K.
s=1 s=1

Portanto, H = |J!_, X; e, entao o(H) < n. Da mesma forma, se ¢ = 0, entdo o(K) < n. As-
sim, min{o(H),o(K)} < n = o(G). Portanto, pelo corolario 3.2, (G) = min{oc(H),c(K)}.R

Veremos a seguir um importante resultado sobre cobertura de grupos nilpotentes.

Teorema 3.4 Se G é um grupo nilpotente finito nao-ciclico, entio o(G) =p+ 1, onde p €
o menor primo tal que o p-subgrupo de Sylow de G € nao-ciclico. Ademais, o unico grupo

(p + 1)-soma primitivo e nilpotente é C, x C,,.

Prova: Seja |G| = pi*...p¢. Do teorema de caracterizagdo dos grupos nilpotentes
finitos, temos que G = P; x ... X P,, onde P; é p;-subgrupo de Sylow de G para cada
i =1,...,r. Como os primos pi,...,p, sao, dois a dois, distintos temos, pelo teorema
anterior, que o(G) = min{c(FPy),...,0(P,)}. Como G é nao-ciclico, existe P; que é nao-
ciclico. Seja p; o menor primo tal que P; é nao ciclico. Como P; é p;-grupo, temos, pelo
teorema 3.3, que o(P;) = p; + 1. Portanto, o(G) = o(P;) = p; + 1.

Pelo mesmo teorema citado, C, x C,, é o tinico grupo (p+ 1)-soma primitivo e nilpotente,

pois, |C, x C,| = p>.1
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Lema 3.4 Sejam G = J'_, H,, onde 0(G) = n, e L um subgrupo de todos os H,’s, com

excecao, possivelmente, de um dos H,’s. Entao L < H,,Vr=1,...,n.

Prova: Suponhamos que L < H, Vr =1,....,k—1,k+1,...,ne L £ Hy,. Tomemos
a € Hytalque a & H,, V1 # k.
AFIRMACAO: aL N H, = &, Vr # k.

De fato, se existe x, € aL N H,, entao x, € alL e x, € H,. Assim, existe y € L tal que
2, = ay. Assim, a = x,y~! € H,L = H,, absurdo.

Como G = J_, Hg, aL < Hy. Portanto, L < Hy.l

Para encerrarmos a secao, discutiremos um resultado sobre grupos n-soma primitivos.

Teorema 3.5 Seja G um grupo n-soma primitivo, entdo ou G ~ C, x C, ou, Z(G) é um

subgrupo trivial.

Prova: Se supusermos G abeliano, entao G serd nilpotente. Logo, pelo teorema 3.4,
G ~ C, x C,. Por outro lado, se supusermos que G nao ¢ abeliano, mostraremos que
Z(G) = 1. Para isto, suponha, por absurdo, que Z(G) # 1. Assim, existe um primo p tal
que p | |Z(G)|. Pelo teorema de Cauchy, existe u € Z(G) tal que o(u) = p. Sejam U = (u) e
G =J._, H,, onde todos os H,’s sdo maximais em G. Como G é n-soma primitivo e U 9 G,
temos que 0(G) < o (g) Assim, U nao esta contido em todos os H,’s. Pelo lema 3.4, U

nao esta contido em, no minimo, dois maximais. Sejam H e K maximais da cobertura tal

que U £ H eU £ K. Dessa forma, UNH=1=UNK. Como H <G, G=HU e, entao
p—1

G=|JHu. (3.4)
i=0

Além disso, H¢ = H'U = (H¥)U = HY = H, pois U < Z(G). Logo, H <1 G e entdo,
&~ U~C,.

Analogamente, K <G e £ ~ U ~ C,. Assim, 0(G) < o(H) e 0(G) < o(K). Como
H e K sao normais e maximais de G, temos que G = HK e X = HN K <1 G. Assim,
}%| = |%‘ = p e entao |%‘ = ‘%‘ ‘%‘ = p?. Dessa forma, X # 1. De fato, se X = 1, entao

|G| = p*. Assim, G seria abeliano, o que é absurdo.
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De % ~ (), temos % = (vX), onde v € X e v? € X. Dali,
p—1
H = Uij:X<v), onde v € X e o? € X.
=0

Substituindo (3.5) em (3.4), temos

p—1 p—1 /p—1
G = UHuZ:U (Uij> u’
=0

i=0 \j=0
p—1p—1 p—1p—1

= U Uijui = U UXuivj, pois u € Z(G).
i=0 j=0 i=0 j=0
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(3.5)

Mas, paracada 0 < j < p—1e 0 < i < p—1 existe um tnico 0 < k£ < p — 1 tal que

ik = j (modp). Assim, podemos reescrever Xuiv! = Xulv®* = X (uv*)!, pois u € Z(G). E

entao
p—1p-1
G = U U Xu'v?
i=0 j=0
p—1 p—1 p—1 /p—1
= (U ij) U ( Xu’) U {U (U Xuivj>}
§=0 i=0 =1 \j=1
p—1 p—1 /p—1
— HU (Um) U {U UX(uv’f)’) } UX
i=0 i=0 \k=1
p—1 /p—1
— HU {U (UX(zwk)i } UXx
i=1 \k=0
p—1 /p—1
= HU{U( X (") }
k=0 \i=0
Para cada k =0,...,p— 1, definiremos

p—1
By = U X (k) = X (w) < G.
i=0

AFIRMACAO: |G : By| =p, Yk =0, ...

Temos que X < By < G. Como |G : X| = p?, temos que |By, : X| =1,p ou p*.

,p— 1.

Se |By : X| =1, entao X = By = X(wvk). Assim, (uv*) < X. Daf, wF =2 € X =

v=sv*ec XH=H = uwec HNU =1, absurdo.
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Se |By : X| = p?, entao G = By = X (uv”). Assim, H < X {uv*). Dai, h = z(uv*)!, onde
heHzxzeXe0<i<p—1l=h=ou" = =0 ecXH=H=uvecHNU =
1 =1:=0.

Logo, para todo h € H, h = x(uv*)? = x € X. Assim, H < X < H e com isso, X = H,
absurdo, pois ‘%| =p.

Portanto, |By : X| = p e com isso, |G : By| = p, Vk = 0,...,p — 1, o que prova a
afirmacao.

Dessa forma, By < G para todo k=0,...,p—1. Como G = HU (Ui;é Bk)7 temos que
o(G)<p+1.

AFIRMACAO: U £ By para 0 < k <p — 1.

De fato, se (u) < By, entdo terfamos u = z(uv®)", para algum 0 < r < p — 1. Assim,
w = gt = gured "B g1 = g1y (0<j<p—1). Dal, uv"' € HNU = 1. Assim,
r=1ecu=azuwk=1=x0"=0F=2"1€ X. Absurdo, pois,0 < k <p — 1.

Dessa forma, UN B, =1, Vk =1,...,p— 1. Também temos G = B,U, pois B, < G.
Assim,

BY = B*Y = (BPY)Y = BY = By, pois U < Z(G).

Com isso, By < G e entdo o(G) < o (

<IQ

) = O'(Bk).

Veja que

n

By=GNB,= (OH) N By = J(H. N By).
r=1

r=1

Se H. N By # By, Vk =1,...,n, entdo o(By) < n. Mas, 0(Bg) > o(G) = n. Logo,
H.N By = By, para algum r = 1,...,n. Assim, B, < H,. Mas, B, < G e assim, B, = H,.
Portanto, para cada k = 1,...,p — 1, existe r, = 1,...,n tal que By = H, . Assim, na
representagdo G = |J_, H, existem, no minimo, p maximais, a saber, H,By,...,B,_; e U
nao estd contido em nenhum deles. Dessa forma o(G) > p+ 1 e, entdo o(G) =p + 1.

Mas, veja que

Logo, o (%) = p+ 1 = o(G), absurdo, pois, X # 1 e G é n-soma primitivo. Portanto,
Z(G)=11
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3.2 O Teorema de Tomkinson

Para chegarmos ao teorema principal desta secao, vamos discutir alguns lemas que serao

utilizados na discussao do nosso resultado.

Lema 3.5 Se o fator principal % de um grupo finito G' € abeliano e tem um unico comple-

mento, entao % <Z (%) Ademais, existe um primo q tal que |%} =q.

Prova: Seja % o Unico complemento de % em (G. Assim sendo, nao existem conjugados

L . L _, G H _ G
a # em G e, por isso, £ < . Como %= < 7, temos que

G ~ L

H .« o~
7 = % X 7. Nestas condigoes, os

elementos de % comutam com os elementos de % Como % ¢ abeliano, % < Z (%) Com

o

7 € normal minimal de % e assim,

isso, todo subgrupo proprio de % ¢ normal em % Mas,

% nao possui subgrupo proprio. Portanto, ‘%’ = ¢, para algum primo ¢.H

Proposicao 3.2 Se G € um grupo solivel finito tal que todo fator principal tem um unico

complemento ou € de Frattini, entao G € nilpotente.

Prova: Seja N um normal minimal de G. Do argumento da proposigao 1.8, N ¢é abeliano.
Por hipdotese, N é de Frattini ou possui um tinico complemento. Neste 1ltimo caso, temos,
pelo lema anterior, que N < Z(G).

Vamos provar por inducgao sobre a ordem de G. Suponhamos que todo grupo satisfazendo

as hipéteses da proposigao e com ordem menor que |G| é nilpotente. Assim, ]QV é nilpotente.

19 caso: N < Z(G).

ZQ

Neste caso, % ~ Iy ¢ nilpotente. Pela observagao 1.2, G ¢ nilpotente.
~

29 caso: N < ©(G).

Assim, pela proposicao 1.12, ® (%) = % Logo,
~ = ¢ nilpotente.
3(C) @5\?) cI)(%)empoeme

Pelo teorema 1.9, GG é nilpotente.ll

Observacao 3.4 Da proposicao 3.2, temos que se G € nao-nilpotente, entdao existe fator

principal de G que possui mais de um complemento em G.
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Lema 3.6 Sejam G um grupo solivel primitivo nao-ciclico. Se o unico subgrupo normal

minimal N de G € tal que < ¢é ciclico, entio o(G) = |[N|+ 1.

Prova: Seja M um subgrupo maximal de G tal que Mg = 1. Assim, MN = G e
M NN = 1. Sabemos que todos os |G : Ng(M)| = |G : M| = |N| subgrupos maximais

conjugados a M complementam N. Pelo coroldrio 2.2, esses maximais tém ntucleo normal

G

trivial. Todos sao ciclicos, pois, M; ~ .

Seja G = X; U...UX,, onde o(G) = n. Temos que

<xi>:Mi:MimG:Mim<U ) UMOX) Vi=1,...,|N|

j=1
Logo, x; € M; N X para algum j = 1,...,n. Assim, M; < X,. Portanto, M; = X, para
algum j = 1,...,n e, entdo |[N| < n. Veja que dadox € N, 1 # x & M;, Vi =1,...,|N|.
Logo, N £ My U...U My. Portanto, My U...U My # G e, assim |N|+ 1 < o(G).

Agora, mostraremos que o(G) < |N|+ 1. Como M; e M; sao ciclicos, M; N M; é normal
em ambos. Assim, M; N M; < (M;, M;) = G. Como M; possui nicleo normal trivial em G,
M, N M; =1,Vi,j. Sendo m = |N|, temos

IMiU...UM,| = {1}uM; —{1})U...U(M, —{1})| =14+ m(|M|—-1)
141V ([5 = 1) = 14161 - 1N = 61 - (] - .
|G| = |MiU...UMy,|+|N|-1.
Mas,
IMiU...UM,UN| = [(MjU...UM,)U(N—-{1})|=

= [MyU...UM,|+|N|-1=|G|.

Portanto, o(G) < |N|+ 1.1

O 1ltimo resultado antes do teorema principal é dado a Wolfgang Gaschiitz. O leitor
mais interessado no assunto podera encontrar a demonstracao no paper intitulado “Fxistenz
und Konjugiertsein von Untergruppen, die in endlichen auflosbaren Gruppen durch gewisse

Indexschranken definiert sind’, publicado em 1977.
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Teorema 3.6 (Gaschiitz) Seja G um grupo solivel primitivo finito e L o unico subgrupo
normal minimal de G. Entao, todo fator principal de G distinto de L tem ordem menor que

a ordem de L.

Teorema 3.7 (Tomkinson) Sejam G um grupo solivel finito e nao-nilpotente e % um
fator principal de G com ordem minima entre 0s que possuem mais que um complemento em

G. Entio o(G) = |£]| + 1.

Prova: Veja que a existéncia de % ¢ garantida pela observagao 3.4. Como G é soluvel
finito, pela proposicao 1.8, existe um primo p e um inteiro positivo a tal que \%| = p~
Mostraremos, primeiramente, que o(G) < p* + 1.

Escolhamos um fator principal % de G com a seguintes propriedades:

(i) % tem mais de um complemento em G.

a

(i) |37] = p*

(iii) £ tem ordem minima com as propriedades anteriores.

Assim sendo, se % ¢ um fator principal de G com complemento, %‘ <p*e S >V, entao
% possui um tnico complemento em G. Como % é abeliano, pois, GG ¢é soliuvel, temos, pelo

lema 3.5, que % <Z (%) e ‘%‘ = ¢, para algum primo gq.

v
w

em G. Assim, & ~ > x £ Logo, M ¢ um subgrupo

Seja M um complemento de W

G

maximal de G. Seja Y = Mg. Temos que 3 ¢ um grupo primitivo e seja % 0 tnico normal

minimal de % Como W < M e W <G, temos que W <Y.
AFIRMACAO 1: X =YV eYNV =W,

De fato, % < g Assim, X < YV. Por Dedekind,
YV=YVNGE=YVN(MX)=YVNMX=Y{VNMX=YWX=X.

Temos que W <Y NV. Assim, % <1% eYNV <V. Logo, YNV =WouYNV =V. Se
YNV =V,entao V < Y. Assim, pelo que vimos acima, Y =YV = X, absurdo. Portanto,
W=YnV.

Assim sendo, &£ = XV ~ YV

> v = ver = % Logo, {%‘ =p®. Se X >V, entao, pelo que vimos

acima, % < Z(g) e ‘%} =p.
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AFIRMACAO 2: ¥ <7 (&).
Com efeito, temos que X =YV e [X,G] < Y. Assim,

X,.G]<Y = [YV.G] <Y = [Y,G][V.G] < Y.

Como Y < G, temos que [Y,G] <Y e, portanto, [V,G] < Y. Por outro lado, V <1 G e assim
[V,G] < V. Portanto, [V,G] <Y NV =W.

Sejam%e%complementos de%em G. Como%SZ(%),temOS
— ) =(== =(—) ==, Vi=12.
() = () () = e

Portanto, 1\144/ < Q, Vi=1,2.

Assim, & = My V.

a .M
> W w w» :

‘W’ =p, Vi =1,2. Pelo epimorfismo ¢ : G — —><

5 1 9 (gMy, gMs), temos que Nue = (p){g € G| (gM, gMs) = ((My, My))} = My N Mo,

Portanto,
G G G G
—~— x —~(C,xC, = 0(G) < — | = 1.
VAT VA VAR el i )—0<MmM2) Pt
Agora, suponhamos que X = V. Logo, Y = W, % ¢ primitivo e % ¢ o Unico normal

minimal de % Pelo teorema de Gaschiitz, todo fator principal de Q, distinto de 1, tem

ordem menor que Y Como todo fator principal de & w ¢ também fator principal de , temos
que cada um deles tem ordem menor que ’W| = p“.

AFIRMACAO 3: Todo fator principal de %, a menos de isomorfismo, é um fator principal
de G.

. g K
De fato, seja % um fator principal de &. Assim, 25 ~
V

=R

¢ normal minimal de

~

Y H —

<Jaf=I>
<g<ia

% tem um unico

ou nao tem complemento. Assim, pela proposicao 3.2, & ¢ nilpotente.

AFIRMACAO 4: Se G é nilpotente finito, entéo para todo primo ¢ que divide |G|, existe
um fator principal de G com ordem q.

De fato, seja |G| = pi* ... p%". Pelo Teorema de Caracterizacao dos Nilpotentes Finitos,
G=P x...x P, onde P, € Syl,,(G), Vi=1,...,r. Seja 1 # x € Z(F;) tal que o(z) = p;.
Assim, N = (x) é um subgrupo de G de ordem p;. Como N < Z(P;), temos que [N, P;] = 1.
Além disso, Como NNP;, =1e P; <G, Vj # i, temos [N,P;] = 1, Vj # i. Logo,
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N¢ = Nb-Br = (NPOYPeoPr = NP2Pr — = NP = N. Entao, N < G e, portanto,
N é normal minimal com ordem p;. O mesmo ocorre para todo primo p;. Assim, segue a
afirmacao.

Portanto, pela afirmacao acima, todo primo ¢ que divide |Q| ¢ menor que p* = ‘%’

Se % nao for ciclico, entao, pelo teorema 3.4, 0(G) < o ( ) =q+1<p*+1,ondeqgéo
menor primo tal que o g-subgrupo de Sylow de g ¢ nao-ciclico.

G ;1 O G s o1 . Ie. v
Se ¢ for ciclico, entao ¥ ~ ¢ é ciclico. Assim, pelo lema 3.6, 0(G) < o (W) = ‘W’ +1=

E

p® + 1. Portanto, chegamos que o(G) < p® + 1.
Agora, mostraremos que o(G) > p* + 1.

Seja N <G e maximal com a propriedade o(G) = 0%. Logo, se % ¢ um subgrupo normal

minimal de <, entdo o(G) # o (£). Assim, ou £ ¢ ciclico ou 0(G) < 7 (£).

Seja G =X;U...UX,,onde 0(G)=n, X;<GeN<X;,Vi=1,...,n
AFTRMACAO 5: K £ X; para algum 4.

De fato, se K < X;, Vi = 1,...,n. Entao % = & U...u &. Se Q nao for ciclico,

o (%) <o(G) <o (%), absurdo. Se £ for ciclico, G = X; para algum i, absurdo.
Portanto, £ ~ Ppossui complemento em G'. Pelo lema 3. 4, K + Possui mais de um complemento
em (. Dividiremos a nossa demonstracao em dois casos.

19 caso: 5 tem um complemento normal.

Seja M yim complemento normal de =~ em G. Logo, % ~ % X N Entao, [, M] < N e
<Z

(Q) O que implica que

portanto, [G, K] = [KM, K| = [K,K][M,K] < N. Assim, & ~

todos os outros complementos de % sao normais em GG. Como M < G e M < G, temos que

|7 =g
Dado 1 # % < % Temos que

G
0(%) :a(%) >0(G):a<%>.
Logo, Q ¢ n-soma primitivo. Como Z (%) # 1, pelo teorema 3.5, % ~ Oy x Cy. Assim,
o(G)=o0c (%) =q+ 1. Como % ¢ um fator principal de G e tem mais de um complemento,
temos que ¢ > p®. Portanto, o(G) > p* + 1.

2° caso: Todos os complementos de % sa0 nao-normais.
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Seja M um complemento de % em GG. Como M < G e nao-normal, temos que % tem, no
minimo, k = ‘% : %’ = |G : M| complementos em G. Sejam Mj, ..., M} esses complemen-
tos.

SejaG=X;U...UX,,onden=0(G),X;<GeN<X; Vji=1,...,n

fc

Xj> = U(Ml NX;), paracadai=1,...,k.

j=1

M;
N

Como 2 ~ £ temos que ou o () =0 (£) > o(G) ou 4 é ciclico.

=

(a) o (1}4\;) > o(Q).

Como N < M; para cada ¢ = 1,...,k, temos

M, M,nX, M; N X,
— = U U ————-.

R VB (3.6)

Logo, o (%) <o(@) <o (%), absurdo. Com isso, existe j € {1,...,n} tal que

% = Mi;Xj, isto é, M; = M; N X,. Assim, M; < X,. Pela maximalidade de ambos,
M, = X;. Portanto, |%‘ = ’% : %| = k < o(G). Por hipétese, p* < ‘%’ Logo,

P H+1<|El+1=k+1<0(G) = p"+1<0(G).

(b) 2L ciclico.

Devido a equacao 3.6, existe j € {1,...,n} tal que M; = M; N X,. Segue o mesmo

argumento do item (a). Portanto, o(G) > p* + 1.1



Capitulo 4

o-Coberturas de grupos soluveis

finitos

Finalmente chegamos ao principal capitulo do nosso trabalho. Definiremos uma o-
cobertura de um grupo finito e mostraremos que todo grupo solivel finito possui uma o-
cobertura conjugada ou normal, que iremos definir. Para finalizar o capitulo, estudaremos

com mais rigor as o-coberturas conjugadas.

4.1 o-Cobertura de um grupo finito

Nesta segao, assumiremos que G é um grupo soluvel finito com o(G) = n. Assim,
G = U, M;, onde M; é maximal em G para cada i = 1,...,n. Nosso objetivo serd de

calcular os indices de M; em G.

Lema 4.1 Sejam G um grupo solivel primitivo finito e L o (inico)subgrupo normal minimal

de G. Entao, o(G) < |L| + 1.

Prova: Mostraremos que L possui mais de um complemento e usaremos o teorema de
Tomkinson para concluir o lema.

Seja M < G tal que Mg = 1. Como G é solivel, pela observagao 2.1, M é complemento
de L em GG. De Mg = 1, temos que M 4 G. Assim, existe g € G tal que M9 # M.

Dal, G = ML = G9= (ML) = M9L9 "X G = M9L. Como L é normal minimal de G,

99
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1 1

LNM9 =1ou LNMY = L. Se LNMY9 = L,entdao L < M9. Assim, L = L9~ < (M9)9 = M,
absurdo. Logo, L N MY = 1 e entao MY é outro complemento de L em G. Assim, L é um
fator principal de G' com mais de um complemento. Como existe M < G tal que M 4 G,

temos que G ¢é nao-nilpotente. Portanto, pelo teorema de Tomkinson, o(G) < |L| + 1.1

Teorema 4.1 Sejam G um grupo solivel finito e p um divisor primo de |G|. Se G tem no

minimo dois subgrupos mazimais de indice p", entio o(G) < p" + 1.

Prova: Suponhamos que G possui dois subgrupos maximais normais distintos M e N de

mesmo indice p em G. Assim, G = MN ¢ M NN < G. Do isomorfismo, —&— ~

G
'’ MNN M <

o

Y

temos que MﬁN ~ C, x C,. Logo, 0(G) <o (MﬁN) = p+ 1, pelo lema 3.2.

Agora, suponhamos que G tem um subgrupo maximal nao-normal M de indice p". Seja

C = Mg. Sabemos que % é um grupo primitivo. Sendo é o (tinico)subgrupo normal minimal

de &, temos que & ~ £ x M. Assim,
L G M
—|=|l=:=|=|G: M| =p".

Portanto, pelo lema 4.1, 0(G) < o (g) < |%| +1=p"+1, o que conclui o teorema.ll

Corolario 4.1 Seja G um grupo solivel finito com o(G) =n. Sem <n —1, entdo G tem

no maximo um subgrupo maximal de indice m.

Prova: Como G ¢ soluvel, m = ¢*, onde ¢ é primo e k ¢ inteiro positivo. Se G' tem no
mfnimo dois subgrupos maximais de fndice ¢*, entdo, pelo teorema 4.1, o(G) — 1 < ¢*. Mas,
por hipétese, ¢* < n — 1, absurdo.

Portanto, G tem no maximo um subgrupo maximal de indice m.H

Definicao 4.1 Sejam G um grupo finito com o(G) =n e My, ..., M, subgrupos mazimais
de G com |G : My| =iy, k=1,...,n. A n-upla (M,...,M,) é chamada de o-cobertura de

G, SEquzlek 621§22§§2n

Lema 4.2 Sejam G um grupo soluvel finito com o(G) =n e (M ..., M,) uma o-cobertura

de G. Entao:
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(i) O tnico indice que pode ser menor que n-1 é iy e, portanto, is = n — 1.
(ii) Se iy <n—1, entdo M; 4 G para todo i > 2.

Prova: (i) Do corolério 3.1 e da definigdo de o-cobertura, temos que 7; < iy < n — 1.
Seja [ o maior numero tal que 7, < n — 1. Pelo corolario 4.1, M}, é o tinico maximal com
indice 7, para cada 1 < k < [. Dessa forma, M; ..., M; sao todos distintos e normais em G.
Logo, pela observagao 3.2, n — 1 < 1;.1 < n —[. Portanto, [ < 1. Além disso, i =n — 1.

(#7) Suponha que M) < G para algum k € {2,...,n}. Comoi; <n—1ei >n—1,
temos que M; e M tém ordens diferentes.

Suponhamos que 7, = n — 1. Assim, podemos reordenar os maximais de tal forma que

(My, My, My, ..., My_1, Myy1, ..., M,) seja uma o-cobertura de G. Pela observagao 3.2,

Dai, n — 1 =13 < n — 2, absurdo.

Agora, suponhamos que i > n — 1. Do corolario 3.1, temos

n

1 n—1 n-—1 1
_ZZT‘_ i2 n—1 ZZT
r=2 —2
Como iy, > n — 1, temos
1= —+ — < —+ — = : )
r=2 br r=k br r=2 2 r=k Uk n—1 (23

Assim,

(n—1)ip <ig(k—-2)+(n—k+1)(n—1)

= gn—-1-k+2)<(n—k+1)n—-1) = i <n-—1,
absurdo, pois n — 1 < 4. Portanto, My 4 G, Vk=2,...,n.1

Teorema 4.2 Sejam G um grupo solivel finito com o(G) = n e (My,...,M,) uma o-

cobertura de G. Entaoiy <n—1eig=1i3=...=1, =n— 1.
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Prova: Do lema 4.2, temos i1 < i = n — 1. Suponha que existe k(2 < k < n—1) tal que

ix < iry1. Do corolario 3.1, temos

r=2 i2 r=2
Ora,
k n
1 1 k-1 —k
1= —+ ) —<——+=
r=2 br r=k+1 br n= 1
Dali,
(k= Digpr + (n = k)(n — 1) = (n — V)ig
= m-1)0n—-k) >igunh—-1—-k+1)
= Mm—-—1)n-k) >igun—Fk) = i1 <n—1<iy,
absurdo, pois 7, < ixy1. Portanto, io=... =4, =n— 1.1

Veja que do teorema 4.2, se G é soluvel finito nao-ciclico, entao existe um maximal cujo
indice em G é o(G)—1. Logo, existe um primo p e um inteiro positivo « tal que o(G) = 1+p®.
Assim, por exemplo, nao existe grupo solivel finito G' com o(G) = 7. De fato, nao existe
primo p e inteiro « tal que 1 + p® = 7.

Veremos, a seguir, que dado uma o-cobertura (M, ..., M,) de G para sabermos algo

sobre My, ..., M,, basta conhecermos o indice de M; em G.

Proposicao 4.1 Sejam G um grupo solivel finito com o(G) = n e (My,..., M,) uma o-

cobertura de G.
(i) Seiy <n—1, entao Ms, ..., M, sao todos conjugados em G.
(ii) Seiy =n—1e M; <G para algum i € {1,...,n}, entdo M; QG para todoi=1,... n.

Prova: (i) Pelo corolario 4.1, M; é o tinico maximal em G com indice ;. Logo, M; < G.
Pelo item (i) do lema 4.2, M; 4 G para todo i = 2,...,n. Vamos mostrar que My, ..., M,
sao todos conjugados em G.

Suponhamos, por absurdo, que existem ¢ # j tal que M; e M; nao sao conjugados. Pelo

coroldrio 2.3, M;NM; é um subgrupo maximal de M; ou M;. Suponhamos que M; N M; < M,;.
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Do teorema 4.2, temos que i = ... =1, =n — 1. Dali,

. ~ |G 1 Gl(n
> =3 g = |G\Z = e

Logo, pelo teorema 3.1, M; N M; < M,. Com isso, M; N M; < M, N M; < M,;. Pela

maximalidade de M; N M; em M;, temos que M; N M; = M; N M, ou M; N M, = M,.
Se M; N M; = M;, entao M; < M; e com isso, M; = M, o que é absurdo. Portanto,
M; " M; = M; N M;. Como My <G e M, ﬁ My, G = M M;. Assim, pelo 1° teorema dos
isomorfismos, M; " M; = M; N M; < M,. Dessa forma, |M; : M; N M;| = p, para algum primo
p. Como M; e M; tém a mesma ordem, |M; : M; N M;| = p e entdo, M; N M; < M;. Assim,
da mesma forma, M; N M; < M;. Logo, M; N M; < (M;, M;) = G. Pela maximalidade de
M, M; em M; e M;, temos que (M;)¢ = (M;)e = M; N M;, o que é absurdo pelo corolario
2.2.

Portanto, Ms, ..., M, sao todos conjugados em G.

(17) Por hipétese, i1 = is = ... =n—1e M; < G para algum i € {1,...,n}. Como os
indices sao iguais, podemos reordenar os subgrupos maximais de forma que (M;, My, ..., M;_4,
M;1, ..., M,) seja uma o-cobertura. Logo, podemos supor, sem perda de generalidade, que
M, <G, e com isso, que existe um primo p tal que n—1 = p. Do argumento do item anterior,
temos |G| = >, _, |[Mg|. Assim, pelo teorema 3.1, M,,M), < My, Vw # k(w,k € {1,...,n})
e MM, = G,Vk # 1. Em particular, MoNM, < M,V k # 2 e com isso, MoNM,; < MMM,
e My My, < My N My, Yk # 2. Por outro lado,

| Ma|[ M| _ | Mo||[ My _ |Mo||Mi]
|MaMy| — |G| | My M|

Com isso, M1 N My = My N My, ¥V k # 2. Também temos,

[ M| |My| _ [Mo|My| | My || M|
[MyMy| — |G | My M|

(M 0 M| = = My M|, Vk#1

Portanto, MyN My, = MiNMy, Yk & {1,2}. Dessa forma, MyNMy = MyNM <M, Vk # 1,
€ assim, M1 N M2 < <M2,Mk> = (. Como ‘Ml . Ml N Mg‘ = ‘MlMQ . Mg‘ = ‘G . Mg’ =P,

G 4 2 G ’ . .
temos que 347 ¢ um grupo de ordem p“. Logo, Tnein € abeliano e assim,
M, M, G

= < Vk#1.
MyNnM, MNOM, MnNM 7

Portanto, My, < G, Vk # 1. Como M; < G, concluimos o item (ii).H
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Observagao 4.1 Da proposicao 4.1, temos que se G € solivel finito com o(G) =n e iy <

n— 1, entao n > 4. De fato, como 1 < iy <n — 1, temos que n —1 > 3. Logo, n > 4.

Agora, iremos estudar o teorema mais importante do nosso trabalho. Veremos que em
todo grupo solivel finito com ¢(G) = n, existe uma o-cobertura com um ”rosto”bem inte-

ressante.

Teorema 4.3 Seja G um grupo solivel finito com o(G) = n. Entao existe uma o-cobertura

(M, ..., M,) de G tal que uma das sequintes afirmacoes ocorre:
(i) in <n—1eM,,..., M, sio conjugados.

(i) iy =n—1 e My QG para todo k =1,... n.

Prova: Pela proposicao anterior, basta provarmos o teorema quando G possui o-cobertura
(My,..., M) com i =n—1e My 4GVk=1,...,n Assim, |G| = 3"7|M,]|, onde
My, € {My,..., My} e My, # M, Vi# j. Logo, pelo teorema 3.1, G = M;M; Vi # j. Com
isso, pelo lema 2.1, M; e M; nao sao conjugados para i # j.

Seja M o conjunto de todos os subgrupos maximais nao-normais de indice n — 1 em G.
Seja M € M tal que Mg tem a maior ordem dentre os nticleos normais dos elementos de
M. Se C = Mg, temos que g ¢ um grupo primitivo. Seja é 0 Unico normal minimal de g
Dai, pelo lema 4.1,

L

—‘ +1. (4.1)

o)< (E) <

Pelo teorema de Ore-Baer, % ¢ um complemento de é em % Assim,

c —|=|G:M|=n-1.

L| |G M
¢ C

De (4.1), temos que n < o (£) < |4|+1=n—1+1=n. Logo, 0 (&) =n = o(G). Seja
(MTI*, cee %) uma o-cobertura de % Com isso, (M;,...,M}) é uma o-cobertura de G.
Sabemos que |G : M| =n—1,Vk > 2. Se |G : My| < n — 1, entdo pela proposi¢ao 4.1,
(M{, ..., M) é uma o-cobertura satisfazendo (7).

Para encerrar, precisamos mostrar que M} <G,Vk=1,...,n quando |G : M{|=n—1.

Pela proposicao 4.1, basta mostrar que M} < G para algum 1 < k£ < n. Suponha, por
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absurdo, que M} 4 G Vk =1,...,n. Como C < M} e C <G, temos que C < (M})g,
Vk=1,...,n. Assim, pela maximalidade de C' em M, temos C = (M{)g, Vk=1,...,n.
Logo, pelo corolario 2.2, M é conjugado a todos os My’s. Isto nao pode ocorrer, pois, M
tem exatamente |G : Ng(M)| = |G : M| =n — 1 conjugados em G. Portanto, (M;,..., M)
satisfaz (i) se |G : My|=n— 1.1

Do teorema temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.2 Qualquer o-cobertura que satisfaz a condigdo (i) do teorema é chamada de

o-cobertura conjugada, e que satisfaz a condigdo (ii) € chamada de o-cobertura normal.

4.2 Coberturas Conjugadas

Vimos que um subgrupo maximal e normal M de um grupo finito G tem indice primo
em GG. Assim, se 0(G) — 1 nao for primo, entdao G' nao possui o-cobertura normal. A seguir,

encontraremos algumas condicoes para que G nao possua uma o-cobertura normal.

Proposicao 4.2 Seja G um grupo solivel, nao-nilpotente e n-soma primitivo. Entdo:
(i) G nao tem o-cobertura normal e

(i1) G é primitivo.

Prova: (i) Suponha, por absurdo, que (M, ..., M,) é uma o-cobertura normal de G.
Por defini¢ao, M; <G paracada j=1,...,nei; =... =14, =n— 1= p, para algum primo
p. Assim,

My MMy G
MiNnM, — My My "
My G M M G
Analogamente, 7755 =~ €. Como g27m o~ gk X 375, temos que g > O X G,
Portanto, pelo lema 3.2, o (W) =p+1=mn=0(G). Mas, G é n-soma primitivo e,

com isso, M; N My = 1. Logo, G ~ C,, x C, e portanto, |G| = p?, o que é absurdo, pois G é
nao-nilpotente.

Dessa forma, G nao possui o-cobertura normal.
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(17) Seja (M, ..., M,) uma o-cobertura de G. Por (i), a o-cobertura nao é normal.
Assim, existe M € {M,, ..., M,} que ndo é normal em G. Seja C' = Mg. Mostraremos que
C=1

Seja é 0 unico subgrupo normal minimal do grupo primitivo % Pelo lema 4.1, 0(G) <

o (%) < %! + 1. No entanto, como % ¢ complemento de é em %, temos
L G M
—|=|=:—=|=|G:M|=n-1.

‘c‘ ciolT! [=n

Dai, 0(G) < o (%) <n-—1+1=n. Logo, o (%) = n. Mas, como G é n-soma primitivo,
segue que C' = 1.

Portanto, G ¢ primitivo.l

Observagao 4.2 (i) A reciproca da proposi¢ao nao é verdadeira. Por exemplo, Sy € um
grupo solivel, primitivo com o(Sy) = 4 e nao admite uma o-cobertura normal, mas nao é
um grupo 4-soma primitivo.

De fato, no exemplo 3 vimos que Ay € solivel. Como Ay IS4 e i—i € soluvel, pois, €
abeliano, temos do item c) da proposi¢do 1.5, que Sy € solivel. Do exemplo 5, temos que Sy
¢ primitivo.

Sy

Seja Vo subgrupo de Klein de Ay. Do exemplo 4, temos que 3+ ndo € abeliano. Como

%1=53=
S4) = 2 =

T = 6, temos, do lema 1.0, que % ~ S5.E facil ver que

S = ((12)) U ((13)) U ((23)) U ((123))

Assim o(S3) < 4. Como |As| = 3, temos que 1 < Az < S3 € uma série subnormal de Sz com
0s grupos quocientes abelianos. Logo, Ss € soluvel. Assim, do teorema 4.3 o grupo possui
uma cobertura normal ou conjugada. Como Ss possui um unico subgrupo normal, o grupo
s6 admite uma cobertura conjugada (M, ..., M,,), onde n = o(S3). Assim, |G : My| <n—1.
Logo, da observagio 4.1 o(S5) > 4. Portanto, 0(S5) = 4 e entdo o(32) = 4.

Do lema 3.1, 0(Sy) < 0(%) = 4. Temos que o0s unicos subgrupos normais proprios de
Sy sdo Ve Ay. Assim, Sy ndao admite uma o-cobertura normal, e pelo mesmo argumento
acima o(Sy) > 4. Portanto, 0(S4) =4 e Sy ndo é um 4-soma primitivo.

(1) A reciproca da proposi¢ao € verdadeira quando assumimos que G € um grupo su-

persolivel. De fato, seja G um grupo supersolivel, primitivo, com o(G) = n. Se L € o
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tnico subgrupo normal minimal de G, entdo |L| = p para algum primo p, pois, L € um fator
principal de G. Seja M o subgrupo mazimal de G com Mg =1 e que complementa L em G.

Definamos o homomorfismo

o: M — Aut(L)

g — og)(x) =gxg™".

Claramente, Nuc(p) = {g € M |g'zg =x,Vx € L} = Cy(L). No entanto, pelo teorema
de Ore-Baer, Cpy (L) = M NCg(L) = M NL = 1. Logo, pelo teorema fundamental do
homomorfismo, M < Aut(L). Como L ~ Z,, temos que Aut(L) ~ Z,_1. Assim, M é ciclico
e sua ordem divide p — 1.

Se 1 # N ¢ um subgrupo normal em G, entao L < N. De fato, se L £ N, entao N ¢
ou contém, propriamente, um normal minimal em G, o que € absurdo, pela unicidade de L.

~ M ;g M R
Assim, N & M e com isso, G = MN. Logo, & ¥ =~ 3inn - Como M ¢ ciclico, 55 € ciclico

G

e portanto, & € ciclico. Assim, o (N) = 00 e com isso, G € n-soma primitivo. Como G €

N

primitivo, existe maximal que ndo € normal. Portanto, G € nao-nilpotente.

Proposicao 4.3 Seja G um grupo solivel finito. Se G tem um subgrupo mazimal nao-

normal de indice o(G) — 1, entao G tem uma o-cobertura conjugada.

Prova: Seja o(G) = n. Pelo teorema 4.3, G possui uma o-cobertura normal ou conjugada.
Seja (M, ..., M,) uma o-cobertura normal de G. Por definigdo, M <G e |G : M| =n—1 =
p, onde p é primo, para cada k=1,...,n.

Seja M o subgrupo maximal e nao-normal de G com indice n — 1 = p. Sejam C' = Mg e

é 0 unico normal minimal do grupo pmmtlvo . Como ]C” ¢ um complemento de em %,
temos

L G M

— G:Ml=n—-1=

o= |g | —em=n-1-

Assim, pelo mesmo argumento do item ii) da observacio 4.2, 4 ¢ ciclico e sua ordem divide
—1=n—2. Pelolema4.l,n=0(G) <o (&) < ‘C‘+1 =n—1+41=n. Logo, 0 (&) =n.

AFIRMACAO: g nao possui subgrupo maximal normal com indice n — 1.
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¢ um subgrupo maximal normal de % com indice

alx

De fato, suponha, por absurdo, que

_ M 4G G _ MK i
n—1=p. Como 7 4 &, temos que g = ¢ e com isso,
€ M M
G _c . |_c |_
KK~ MAE MAE| TP
c c''c c''c

Isto implica que ‘%‘ ¢ divisivel por p, absurdo, pois ‘%‘ <p-—1.

Da afirmacao e como o (g) = n, temos que % nao possui uma o-cobertura normal.

. . . M M
Assim, pelo teorema 4.3, g admite uma o-cobertura conjugada (71, cee 7”) Portanto,
(M{, ..., M*) é uma o-cobertura conjugada de G.

’ . G . M L My

Além disso, como | & : | =n—1 = p, temos que 7 f - para todo k = 2,...,n. Com

. M - M| | Mg ;e
efeito, se % < & para algum k € {2,...,n}, entdo |g ; %} = ’% D ‘Tk : é é divisivel
por p. Mas, isto nao ocorre, pois |% : (—Lj‘ = !%! < p—1. Mais ainda, M} N L = C e entao
M*
& complementa é em % para cada k = 2,...,n.

My, . . , .
Portanto, pelo teorema de Ore-Baer, —# ¢ conjugado a % em g Assim, M é conjugado

a M paracada k=2,...,n.1
No que segue, impomos algumas condigoes sobre um subgrupo maximal nao-normal M
de um grupo soluvel finito GG, para que G tenha uma o-cobertura conjugada consistindo de

todos os conjugados de M.

Definicao 4.3 Um grupo finito G € dito p-nilpotente se todo p-subgrupo de Sylow de G

possui um complemento normal em G.

Teorema 4.4 Seja G um grupo solivel finito com o(G) = p" + 1, para algum primo p. Se
G tem um subgrupo mazimal nao-normal M de indice p™, tal que MMG ¢ p-nilpotente ou tem
sua ordem nao divisivel por p, entao G tem uma o-cobertura conjugada consistindo de todos

os conjugados de M.

Prova: Sejam C = Mg, M = %,@ = g e L = é 0 Unico normal minimal do grupo

soltivel primitivo G. Por Ore-Baer, M complementa L em G. Dai,
IL|=|G:M|=|G:M|=p"=0(G)—1.

Pelo lema 4.1, 0(G) < o(G) < |L|+1 = o(G) =1+ 1 = o(G). Logo, o(G) = o(G) =

p" + 1. Pela proposi¢ao anterior, G possui uma o-cobertura conjugada (M, ..., M,). Logo,
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(M, ..., M,) é um o-cobertura conjugada de G. Precisamos mostrar que My, ..., M, sdo
conjugados de M em G. Para isto, mostraremos que nenhum subgrupo maximal nao-normal
com indice poténcia de p em G pode conter L e com isso, tais subgrupos maximais sio
conjugados de M em G.

Se |M| nao é divisivel por p, entdo ¥ ~ M é um grupo cuja ordem nao é divisivel por p.

£
Assim, nao existe subgrupo com indice poténcia de p em G que contenha L.

Se M é p-nilpotente, entdo, por definicdo, M = NP, onde P é um p-subgrupo de Sylow
de M e N é o complemento normal de P em M.

AFIRMACAO: P é ciclico.

De fato, se n = 1, entdao |L| = p. Assim, pelo argumento do item ii) da observacio 4.2,

M é ciclico e com isso, P e ciclico. Se supusermos n > 1, basta observarmos:
- G _ M _
pP'+1=0(G)<o(G)<o <Z> =o(M) <o (F) =o(P).

Se P nao for ciclico, pelo teorema 3.3, o(P) = p + 1. Logo, p" + 1 < p + 1, absurdo, pois,
n > 1. Portanto, P é ciclico.
Seja H um subgrupo maximal de indice p®(a > 1) em G que contém L. Como % ~ M e

%, existe K maximal de indice p® em M tal que % ~ K. Se N y K,entao NK = M e

=~z
IN

assim, % ~ Nﬁ[{' Daf, [N : NNK| = |M : K| = p®, absurdo, pois, |N| = |N : NNK||NNK|

=
=

NSN

=S
12
o
1)
o
o)
Q
Q,
)
\.O

nao é divisivel por p. Dessa forma, N < K e assim, . Como
temos que % é ciclico e entao % < % Dai, K <M = % < % = H<«G.

Concluimos assim, que nenhum subgrupo maximal nao-normal com indice poténcia de
p em G contém L. Com isso, todo subgrupo maximal J com indice poténcia de p em G
complementa L em G. Portanto, por Ore-Baer, J ¢é conjugado a M em G. Como M, ..., M,

sa0 maximais com fndice 0(g)—1 = p" em G, temos que todos sdo conjugados a M. Portanto,

M, ..., M, sao conjugados a M.H

Lema 4.3 Seja G um grupo solivel finito com o(G) = p™ + 1 para algum primo p. Se
M é um subgrupo mazimal p-nilpotente com nicleo normal trivial, entdo, ou G tem uma
o-cobertura normal, ou qualquer o-cobertura conjugada de G possui todos os conjugados de

M. No dltimo caso, qualquer p-subgrupo de Sylow de M é ciclico.
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Prova: Seja L o unico subgrupo normal minimal do grupo primitivo G. Assim, pelo
lema 4.1, p" + 1 = o(G) < |L| + 1. Se |L| = p", entdao, como M complementa L em G,

|G : M| =|L| = p". Usando a notacdo do argumento do teorema 4.4, C' = 1. Assim, toda

o-cobertura conjugada de G é também de g E, pelo argumento citado, se (%, e %) é
uma o-cobertura conjugada de &, entdo (M,..., M,) é uma o-cobertura conjugada de G

que contém os conjugados de M. Além disso, todo p-subgrupo de Sylow P de M é ciclico.

Quando tivermos p" < |L|, mostraremos que todo subgrupo maximal com indice
m < o(G)—1=p" em G é normal em G.

Seja H <G tal que |G : Hl =m < p" =0(G) — 1. Se m < p", entao, pelo corolario 4.1,
H<G. Sem =p", entdo L < H. De fato, se supusermos que L £ H, teremos que G = LH
e, pela minimalidade de L, LN H = 1. Logo, |L| = |G : H| = p", o que é absurdo. Dessa
forma, % ¢ um subgrupo maximal de % Como M é p-nilpotente, M = PN, onde P é um
p-subgrupo de Sylow de M e N é o complemento normal de P em M. De % ~ M, temos

que existe K < M tal que

Slss

~ K. Temos que N < K. De fato, se N £ K, entao M = NK
e, portanto, [N : NN M| = |M : K| = p*. Mas, como |[N| = |N : NN M||N N M| nao é

M
N

~ P, temos que % é nilpotente, pois, P é um

divisivel por p, isto nao pode ocorrer. De
p-grupo. Dai,

K M H G
NQN = KaM = qu = H<«d.

Com isso, G nao admite uma o-cobertura conjugada quando p" < |L|. Portanto, neste caso,

G possui uma o-cobertura normal.ll

Corolario 4.2 Se um grupo solivel finito G tem um subgrupo maximal M nilpotente com

niucleo normal trivial, entao, ou

(i) G tem uma o-cobertura normal e o(G) = p+ 1, onde p € o menor primo tal que o

p-subgrupo de Sylow de M é nao-ciclico, ou

(i) G tem uma o-cobertura conjugada consistindo de todos os conjugados de M, e M é

ciclico. Neste caso, qualquer subgrupo maximal nao-normal de G é conjugado a M.

Prova: Do lema anterior, G tem uma o-cobertura normal ou uma o-cobertura conjugada

consistindo de todos os conjugados de M. No 1ltimo caso, como M é nilpotente, temos que
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M é p-nilpotente para cada primo p divisor de |M| e assim, todo p-subgrupo de Sylow de M
é ciclico. Portanto, M é ciclico.

Seja H < G tal que H ¢ G. Temos que L £ H. De fato, se L < H, entao % < % Como

G ~
7 =

% é nilpotente. Portanto, % < % = H < G, absurdo. Logo, G = LH e,

M, temos que
pela minimalidade de L, L " H = 1. Com isso, por Ore-Baer, H é conjugado a M em G.
Agora, suponha que G possui uma o-cobertura normal (M, ..., M,). Assim, |G : M;| =

p = 0(G) — 1 para algum primo p. Como M; <G, L < M;,Vi=1,...,0. Dali,

My e L (9 <o <o (&
7= 1 7 o i <o <o 7/

Portanto, o (£) = 0(G) e como M ~ ¢, o(M) = 0 (£) = ¢(G). Do teorema 3.4, 0(G) =
o(M) =p+1, onde p é o menor primo tal que o p-subgrupo de Sylow de M é nao-ciclico.l
Corolario 4.3 Suponha que um grupo soluvel finito G tem um subgrupo mazimal M abeliano
nao-normal. Se G tem uma o-cobertura conjugada, entdo a cobertura contém todos os con-

M

jugados de M e Vo ¢ ciclico. Também, qualquer subgrupo mazximal nao-normal é conjugado

a M.

Prova: Seja (M, ..., M,) uma o-cobertura conjugada de G, isto é, |G : M| < 0(G) — 1
e M, ..., M, sao todos conjugados, com |G : M| = o — 1, para todo k = 2,...,0.

AFIRMACAO: Mg = Z(G).

De fato, se Z(G) £ M, entdao G = MZ(G), pois M < G. Assim, M¢ = MMZ(©) =
(MM)2(&) = M?&) = M. Logo, M < G, absurdo. E com isso, Z(G) < M. Portanto,
Z(G) < Mg.

Por outro lado, como M 4 G, existe g € G tal que M # MY. Assim, G = (M, MY). Seja
v € Mg =(),ec M?. Assim, x € M N MY. Sejay € G = (M,M?). Dai, y = z;...x,, onde

xr; € MUM9I, para todot=1,...,r. Dai, como M e MY sao abelianos, temos
TY=TT1...Tp =T1TLy...Tp = ... =T1...T.T = Y.

Portanto, = € Z(G) e entao, Mg < Z(G). Dessa forma, Mg = Z(G).
No argumento da afirmacao vimos que como Mo, ..., M, nao sao normais, temos que
Z(G) < My, para todo k =2,...,0. Do lema 3.4, Z(G) < M;. Logo,

G M M,
726 2@ " 7@
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G G M
7@ = . Como 7(G)

¢ uma o-cobertura conjugada do grupo primitivo < Z(%), Z](Vé) £ Z(GG)

e % ¢é nilpotente, temos, pelo lema 4.3, que %, ce % sao conjugados a % Dai,
M, ..., M, sao conjugados a M. Do argumento de 4.2, % é ciclico e qualquer subgrupo

maximal nao-normal de G é conjugado a M.H

Observagao 4.3 No coroldrio 4.3, se na o-cobertura conjugada (M, ..., M,) tivermos M
abeliano, entdao
G

i = Lo X an

Z(G)
onde E,_1 é um grupo abeliano elementar de ordem o — 1, e q € um numero primo menor

que 0 — 1.

De fato, vimos que Z(G) < M; e Z(G) = Mg < M. Pelo 1° teorema dos isomorfismos,
M N M, <M. Como M, é abeliano, temos que M N M; <1 My. Logo, M N My < MM, =G
eentdo M NM; < Mg = Z(G) < M N M. Assim, M N M, = Z(G). Dessa forma,

G M, M
X

2(G) ~ Z(@) " Z(G)

Note que

B T R

Z2(@)| 2@ Z(G)

onde ¢ é um primo menor que o — 1.

AFIRMAQAO ZJ‘(% ¢ um subgrupo normal minimal de -7

Z(G) ( ) é p-abeliano

elementar de ordem p" = o(G) — 1.

Com efeito,
M, G M
= : =|G:M|=0c—-1=p"
7651 |zer 7| 1o M=o -
para algum primo p.
Agora, se Z(G) < Z(GG) e Zé) < ZA(%), entao M < HM < G e assim, HM = M ou

HM = G.

Se HM = M, entao H < M N M, = Z(G). Assim, H = Z(G).

Se HM = G, entao My =GNM, =HMNM, = HMnNM)=HZ(G) = H. Assim,
M, = H.

Portanto, ]‘(/[G) ¢ normal minimal em E portanto, abeliano elementar.

Z()
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. Y G ~
Assim sendo, concluimos que 7@ = Fo1 > Lyq.

Além disso, se N é um subgrupo maximal abeliano normal em G, entdao Z(G) = N N
M < M. De fato, como N < G, temos que G = MN. Pelo teorema dos isomorfismos,

NNM<JaMe M]\rfN Y % ~ (), para algum primo p. Como N ¢ abeliano, M N N < N. Dai,

MNANIQMN =G = MNN < Mg <M. Como MNN <M e M # Mg, temos que
MNON=Mq=Z(G).
Nos resultados anteriores, vimos que se M é um subgrupo maximal nao-normal com
M

indice o(G) — 1 tendo propriedades especiais, entao o é ciclico. Para encerrarmos o nosso

trabalho, faremos algumas generalizagoes desse fato.

Proposicao 4.4 Seja G um grupo soluvel finito com o(G) = p™ + 1, onde p € primo. Se M

¢ um subgrupo maximal nao-normal de indice p™ em G, entdo Mﬁc ¢ ciclico quando uma das

sequintes condig¢oes ocorre:

(i) n=1;

(i1) Qualquer subgrupo mazimal de M com indice primo com p € normal em M;

. . . ~ . G W o M T . L ” . o .
Prova: (i) Sejam G = 3=, M = g/~ e L = 3= o tnico normal minimal do grupo

primitivo G. Por Ore-Baer, M complementa L em G. Definamos o homomorfismo
o: M — Aut(L)
g+ ¢lg)(x) =g zg.

Temos que Nuc(p) = {g € M |g~tzg = v,Va € L} = Cy(L). Também por Ore-Baer,
Cu(L)=MnNCg(L)=MNL=1. Assim, M < Aut(L). Como |L| = |G : M| = p, temos
que L ~ Z,. Logo, Aut(L) ~ Aut(Z,) ~ Z,_. Portanto, M é ciclico.

,onde C' = M. Sabemos que se & < %, entao H < M.

.. « . M
(74) Suponhamos que p divide ‘5 &

Assim, por hipdtese, todo maximal de % com indice primo com p é normal em % Logo,

pelo lema 1.7 , M = % tem um p-subgrupo de Sylow normal. Seja P = g € Syl,(M) tal
que P <4 M. Seja L o tnico subgrupo normal minimal do grupo primitivo G = %

AFIRMACAO: LP <« G.
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De fato, (LP)¢ = (L)%(P)¢ = L(P)"M = L(PM)L = L(P). Sejaz € Pey € L.

1

Assim, z = 2¥ =y 'zy € PL. Dai, z = y oy = xx 'y oy = 2[z,y]. Como L < G, temos

que [L,G] < L. Assim, z = z[x,y] € PL. Portanto, (LP)¢ = LPY < L(LP) = LP e entdo
LP<G.

Como O,(G) = L e LP é um p-subgrupo normal de G, temos LP < L < LP. Assim,
L = LP e portanto P < LN M = 1. Com isso, P = 1, absurdo. Logo, p nao divide |%|

Neste caso, todo subgrupo maximal de % tem indice primo com p. Portanto, por hipdtese,

todo maximal é normal em % Dai, % ¢ nilpotente.

Como todas as hip6teses do coroldrio 4.2 sdo satisfeitas, temos que ocorre (i) ou (i) do

corolario. Como vimos que p nao divide ‘% , entdo (i) nado pode ocorrer. Dessa forma,

ocorre (ii) e, portanto, Mﬁc é ciclico.ll
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