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Resumo

Estuda-se as coberturas de grupos finitos por subgrupos próprios. Mostramos alguns

resultados sobre coberturas de grupos solúveis por subgrupos maximais ordenados pelos

ı́ndices (σ-coberturas). O resultado mais importante, relata que todo grupo solúvel finito

admite uma σ-cobertura normal ou conjugada.



Sumário

Introdução 8

1 Preliminares 10

1.1 Resultados Básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Introdução

Para um grupo finito G, denotamos por σ(G) o menor inteiro n tal que G pode ser escrito

como a união de n subgrupos próprios. Neste caso, G é chamado de n-soma e a união dos

subgrupos é uma cobertura de G. Em 1994, J. H. E. Cohn, divulga o seu trabalho sobre os

grupos n-soma. Neste, ele apresenta, entre outras coisas, os σ(G) de grupos nilpotentes e de

grupos espećıficos. Em 1997, M. J. Tomkinsom apresenta um resultado valiośıssimo sobre

grupos n-soma. Neste, o autor mostra que o σ(G) de um grupo solúvel não-nilpotente finito,

é igual a ordem de um fator principal espećıfico, acrescentado de uma unidade.

Em 2005, os iranianos Alireza Jamali e Hamid Mousavi divulgam mais contribuições sobre

os grupos n-soma. Em espećıfico, os grupos solúveis. Eles definem a σ-cobertura de G como

a união, ordenada pelos ı́ndices de forma não-decrescente, de subgrupos maximais. Estudam

os ı́ndices dos maximais em G e mostram que todo grupo solúvel possui uma σ-cobertura de

uma das duas formas: normal ou conjugada.

O nosso trabalho faz um resumo dos três artigos citados. Iniciamos o primeiro caṕıtulo

com os resultados que constituem a base da Álgebra Abstrata. Aqui, definimos os subgrupos

caracteŕısticos de G, bem como o normalizador e o centralizador de um subgrupo H em G.

Enunciamos os teoremas mais famosos. Entre eles, o teorema de Sylow e os teoremas de

isomorfismos. Na segunda seção, estudamos os grupos que possuem uma série subnormal

1 = G0 E G1 E ... E Gn = G

onde
Gi

Gi−1

é abeliano para todo i = 1, 2, ..., n. Estamos falando dos grupos Solúveis.Veremos

que todo fator principal de um grupo solúvel G tem ordem potência de um primo. Encer-

ramos a seção definindo grupo supersolúvel e estudando alguns resultados sobre o mesmo.

Por último, estudaremos os grupos Nilpotentes, isto é, os que possuem uma série central.
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SUMÁRIO 9

Também definiremos o subgrupo de Frattini Φ(G) de G que é a interseção de todos os ma-

ximais de G. Mostraremos que Φ(G) é nilpotente se G for finito. Finalizamos o caṕıtulo

caracterizando os grupos nilpotentes finitos.

O núcleo normal de um subgrupo H em G, denotado por HG, é definido como a interseção

de todos os conjugados de H em G. No caṕıtulo 2 fazemos uma abordagem sobre os grupos

finitos que possuem um subgrupo maximal M tal que MG = 1. Esta é a definição de grupo

Primitivo. Veremos com o teorema de Ore-Baer que se um grupo primitivo G tem um

subgrupo normal minimal, então este é o único subgrupo normal minimal em G, é abeliano

elementar, ele é seu próprio centralizador e este complementa o maximal, com núcleo trivial,

em G. Como corolário, temos que dois subgrupos maximais conjugados de um grupo solúvel

primitivo tem o mesmo núcleo normal em G.

Os grupos n-soma constituem o terceiro caṕıtulo. Mostaremos que se G =
n⋃

l=1

Hl, onde

n = σ(G) e cada Hl é um subgrupo próprio de G de ı́ndice il com i1 ≤ i2 ≤ ... ≤ in, então

i2 ≤ n−1. Mais ainda, se G é nilpotente e não-ćıclico, então σ(G) = p+1, onde p é o menor

primo tal que o p-subgrupo de Sylow de G é não-ćıclico. Encerramos o caṕıtulo com um

teorema de muita importância para o nosso trabalho, que é o teorema de Tomkinson. Este,

diz que se G é solúvel finito não-nilpotente e
H

K
é um fator principal com ordem mı́nima

entre os que tem mais de um complemento, então σ(G) = |H
K
|+ 1.

No último e mais importante caṕıtulo, restringimos o nosso estudo aos grupos solúveis

finitos. O resultado mais importante do nosso trabalho é o que diz que todo grupo solúvel

finito com σ(G) = n possui uma σ-cobertura onde ocorre uma das duas condições:

i) M1 é normal de ı́ndice menor que n− 1 e M2, ...,Mn são todos conjugados;

ii) Cada Mi é normal de ı́ndice n-1.

Uma σ-cobertura que satisfaz a condição i) é chamada σ-cobertura conjugada e a que

satisfaz a condição ii) é uma σ-cobertura normal. Mostraremos que se G tem um sub-

grupo maximal não-normal de ı́ndice σ(G) − 1, então G tem uma σ-cobertura conjugada.

Finalizamos o trabalho mostrando que se G é um grupo solúvel finito, então para qualquer

subgrupo maximal não-normal M de ı́ndice σ(G)− 1, o grupo
M

MG

é ćıclico em alguns casos.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste 1◦ caṕıtulo do nosso trabalho falaremos sobre os ”alicerces”da álgebra abstrata.

Enunciaremos muitos resultados sem demonstrá-los, pois, vários deles são estudados em

cursos de álgebra básica. Procuramos provar aqueles que possuem uma maior importância

em nosso trabalho e aqueles que não são tão ”comuns”.

1.1 Resultados Básicos

A letra ”G”para nós denotará sempre um grupo. Um subgrupo H de um grupo G será

denotado por H ≤ G. Se H 6= G, dizemos que H é um subgrupo próprio de G e denotamos

por H < G. Escreveremos |G| para denotarmos a ordem do grupo G e |G : H| para

denotarmos o ı́ndice do subgrupo H em G.

Em prinćıpio, falaremos sobre grupos quaisquer. Mais na frente, restringiremos a grupos

finitos, pois, estes estão no centro do nosso trabalho.

Vejamos alguns exemplos de grupos.

Exemplo 1 a) Grupo simétrico de grau n.

Seja X = In={1, 2, ..., n}. Chamamos de grupo simétrico (ou, grupo das permutações)

de grau n, denotado por Sn, o grupo formado pelas aplicações bijetivas ϕ : X → X, com
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 11

a operação de composição de aplicações. Cada aplicação ( permutação) é chamada de r-

ciclo(r é o número de elementos envolvidos na permutção) e sempre pode ser escrita como

um produto de 2-ciclos(transposições). Chamamos de permutação par, aquela que pode ser

escrita por uma quantidade par de transposições. O subgrupo de Sn formado por todas as

permutações pares é chamado de grupo alternado e é denotado por An. É fácil ver que

|Sn : An|=2.

b) Grupo Linear Geral.

Sejam F um corpo e GL(n, F ) o conjunto de todas as matrizes com entradas em F e com

determinante diferente de zero. GL(n, F ) é um grupo com a operação de multiplicação de

matrizes, chamado Grupo Linear Geral de grau n. Denotamos por SL(n, F ) o subgrupo de

GL(n, F ) formado pelas matrizes com determinante 1.

c) Grupo das classes residuais módulo n.

Dado um inteiro positivo n ≥ 1, denotamos por Zn o grupo formado pelo conjunto

{0, 1, ..., n− 1}, onde r = {x ∈ Z|x ≡ r(mod n)} para todo 0 ≤ r ≤ n − 1, e com a

operação de adição r+s=r + s. Zn é um corpo se, e somente se, n for um número primo.

Nos exemplos acima, apenas em c) temos um grupo abeliano, isto é, seus elementos co-

mutam. A ordem de um elemento g ∈ G é o menor inteiro positivo n tal que gn=1. Além

disso, a ordem de todo elemento divide a ordem do grupo. O teorema que iremos enunciar

a seguir relaciona a ordem de um grupo e as ordens de seus elementos.

Teorema 1.1 (Cauchy) Se G é um grupo finito e p é um número primo dividindo a ordem

de G, então G tem um elemento de ordem p.

Um grupo abeliano G tal que cada elemento tem ordem p, onde p é primo, é dito p-

abeliano elementar. Pelo teorema de Cauchy fica fácil perceber que todo grupo p-abeliano
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elementar tem ordem pα, onde α é um inteiro positivo. Se a ordem de um grupo for potência

de um primo p, dizemos que se trata de um p-grupo. Assim sendo, todo p-abeliano elementar

é um p-grupo.

Temos vários teoremas que relacionam a ordem de G com a de seus subgrupos e os ı́ndices

desses. Lembramos que um subgrupo H é normal em G se Hg = {g−1hg|h ∈ H} ⊆ H( ou

equivalentemente, Hg = H) para todo g ∈ G. Denotamos, H E G. Um exemplo trivial de

subgrupo normal é dado pelo centro Z(G) = {g ∈ G|gh = hg, para cada h ∈ G} de G.

Claramente, G é abeliano se, e somente se, G = Z(G).

Teorema 1.2 (Lagrange) Sejam K e H subgrupos de G com K ≤ H ≤ G.

Então |G : K|=|G : H| · |H : K|.

Lema 1.1 Sejam H e K subgrupos de G. Então:

a) HK 6 G ⇔ HK = KH.

b) Se H E G, então HK = KH. Portanto, HK 6 G.

Teorema 1.3 (Do ı́ndice) Sejam H e K subgrupos de G. Então:

a) |HK| · |H ∩K| = |H| · |K|.

b) |G : H ∩K| 6 |G : H|.|G : K|. Ocorrendo a igualdade se |G : H| e |G : K| são primos

entre si.

Dado um subconjunto S de um grupo G, o conjunto {a1.a2...an|n ∈ N, ai ∈ S ou a−1
i ∈ S}

será denotado por 〈S〉. É fácil ver que 〈S〉 é um subgrupo de G. Mais ainda, 〈S〉 é o menor

subgrupo de G que contém S (aqui, ”menor”quer dizer que todo subgrupo de G que contém

S contém 〈S〉). Se S for um conjunto unitário dizemos que 〈S〉 é um grupo ćıclico. Um

exemplo de grupo ćıclico é dado pelo grupo Zn, pois, Zn = 〈1〉. Se G tem ordem p, onde p

é primo, então G é ćıclico. De fato, todo elemento não-trivial x ∈ G tem ordem p. Assim,

G = 〈x〉, para todo x 6= 1 em G.

Proposição 1.1 Sejam G = 〈g〉 e H 6 G.

a) Se G é infinito, então H = 1 ou H é ćıclico infinito.

b) Se |G| = n, então H é ćıclico. Além disso, para cada divisor d de n existe um único

subgrupo de G com ordem d, a saber, 〈g n
d 〉.
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Sejam H e K subgrupos de G, definimos o grupo gerado por H e K por

〈H, K〉 = 〈H ∪K〉

Lema 1.2 Sejam H, K1 e K2 subgrupos de G. Se H E K1 e H E K2, então H E 〈K1, K2〉

A proposição a seguir nos dá uma fácil e importante relação entre subgrupos de G.

Proposição 1.2 (Regra de Dedekind) Sejam A, B e C subgrupos de G tal que B 6 A.

Então,

A ∩ (BC) = B(A ∩ C)

Prova: Veja que não sabemos se BC e B(A ∩ C) são subgrupos de G. Como B 6 A,

B 6 BC, A ∩ C 6 A e A ∩ C 6 C 6 BC, temos que B(A ∩ C) 6 A ∩ (BC).

Seja a ∈ A∩ (BC). Então, a = bc, para algum b ∈ B e c ∈ C. Assim, b−1a = c ∈ A∩C,

pois B 6 A. Logo, a = bc ∈ B(A∩C). Portanto, A∩ (BC) 6 B(A∩C). Segue o resultado.

�

Agora, definiremos e enunciaremos importantes resultados sobre homomorfismos de gru-

pos. Lembramos que se H E G, definimos o grupo quociente
G

H
por

G

H
= {gH|g ∈ G}

com a operação g1H.g2H = g1g2H.

Definição 1.1 (Homomorfismo de grupo) Sejam G e G1 grupos. Um homomorfismo ϕ

de G para G1 é uma aplicação ϕ : G → G1 tal que ϕ(g.g1) = ϕ(g).ϕ(g1), para todo g, g1 ∈ G.

Chamamos a imagem inversa do elemento identidade 1G1 de G1, de núcleo do homomor-

fismo. Denotamos por Ker(ϕ) = ϕ−1(1G1). Se ϕ é uma bijeção, dizemos que se trata de um

isomorfismo. Neste caso, dizemos que G e G1 são isomorfos e escrevemos G ' G1.

Teorema 1.4 (Fundamental dos homomorfismos) .

Sejam G e G1 grupos, ϕ : G → G1 um homomorfismo e N = Ker(ϕ). A aplicação

Ψ :
G

N
→ ϕ(G) : gN 7→ ϕ(g) é um isomorfismo. Logo,

G

N
' ϕ(G).
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Corolário 1.1 (1◦ teorema do isomorfismo) Sejam H 6 G e NEG. Então, H∩NEH,

e vale
H

H ∩N
' HN

N
.

Corolário 1.2 (2◦ teorema do isomorfismo) Sejam N e H subgrupos normais de G, com

H ⊆ N . Então H E N ,
N

H
E

G

H
e

G

N
'

G

H
N

H

Discutiremos mais um resultado que deriva do teorema fundamental dos homomorfismos.

Corolário 1.3 Sejam N e H subgrupos normais de G. Então, H ∩N E HN e

HN

H ∩N
' H

H ∩N
× N

H ∩N

Em particular, se H ∩N = 1, então HN ' H ×N e dizemos que H ×N é o produto direto

de H por N.

Prova: Temos que para todo g ∈ G, Hg ⊆ H e N g ⊆ N . Assim, dados y = hn ∈ HN e

x ∈ H ∩N , xy ∈ H ∩N . Logo, (H ∩N)y ⊆ H ∩N , ∀y ∈ HN , e então H ∩N E HN . Agora,

defina

ϕ :
HN

H ∩N
→ H

H ∩N
× N

H ∩N
: hn(H ∩N) 7→ (h(H ∩N), n(H ∩N))

Claramente ϕ é um homomorfismo sobrejetivo.

Temos que

Ker(ϕ) = {hn(H ∩N) ∈ HN

H ∩N
|(h(H ∩N), n(H ∩N)) = (H ∩N, H ∩N)} = {H ∩N}

Como o núcleo de ϕ é a identidade do grupo
HN

H ∩N
, temos pelo teorema fundamental

do homomorfismo, que
HN

H ∩N
' H

H ∩N
× N

H ∩N
. �

Observação 1.1 No enunciado do corolário acima vimos a definição de produto direto. Se

H e K são subgrupos de G com H E G, K 6 G, H ∩K = 1 e G = HK, dizemos que G é o

produto semi-direto de H por K e denotamos por G = H o K.

Definição 1.2 (Grupo dos automorfismos) Um isomorfismo de G em G é chamado de

automorfismo. O grupo dos automorfismos de G é formado por todos os automorfismos de

G com a operação de composição. Denotamos por Aut(G).
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Definição 1.3 (Subgrupo caracteŕıstico) Um subgrupo H de G é caracteŕıstico em G se

para cada ϕ ∈ Aut(G), ϕ(H) ⊆ H. Denotamos por N C
car G.

Um exemplo de subgrupo caracteŕıstico é dado por Z(G). De fato, dados x ∈ Z(G), ϕ ∈

Aut(G) e g ∈ G, temos

ϕ(x).g = ϕ(x).ϕ(ϕ−1(g)) = ϕ(x.ϕ−1(g)) = ϕ(ϕ−1(g).x) = g.ϕ(x)

Assim, ϕ(x) ∈ Z(G). Logo, ϕ(Z(G)) ⊆ Z(G), para todo ϕ ∈ Aut(G).

Lema 1.3 Sejam H e K subgrupos de G

i) Se H C
car G, então H E G.

ii) Se H C
car K E G, então, H E G.

Prova:

i)Dado g ∈ G, é fácil ver que ϕ : G → G : x 7→ g−1xg é um automorfismo. Assim, se h ∈ H,

temos

hg = g−1hg = ϕ(h) ∈ H

Logo Hg 6 H e então H E G.

ii) Seja g ∈ G. Como K E G, temos que ϕg : K → K : k 7→ g−1kg é um automofismo de K.

Como H C
car K, temos que ϕg(H) ⊆ H. Assim, Hg ⊆ H e portanto, H E G. �

O grupo aditivo Zn também é um anel comutativo com identidade multiplicativa 1. O

subanel das unidades de Zn, denotado por U(Zn), é formado pelos elementos que possuem

inverso multiplicativo em Zn. Vimos que se n = p para p primo, então Zp é corpo. Assim,

U(Zp) = {1, . . . , p− 1}.

Lema 1.4 Seja p um primo. Então

a) Aut(Zp) ' U(Zp)

b) U(Zp) ' Cp−1, onde Cp−1 denota um grupo ćıclico de ordem p-1
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Prova: a) Sabemos que U(Zp) = {1, ..., p− 1} é o conjunto dos geradores de Zp. Defina a

aplicação

Ψ : Aut(Zp) → U(Zp) : ϕ 7→ ϕ(1)

Como 〈1〉 = Zp e ϕ ∈ Aut(Zp), 〈ϕ(1)〉 = Zp. Logo, ϕ(1) ∈ Zp. Assim, a aplicação está bem

definida. Claramente é um homomorfismo e

Ker(Ψ) = {ϕ ∈ Aut(Zp)/Ψ(ϕ) = ϕ(1) = 1} = IdZp

Logo, Ψ é injetiva.

Agora, sobre a sobrejeção. Dado a ∈ U(Zp), defina ϕ : Zp → Zp : 1 7→ a. Assim,

ϕ(r) = ra. Claramente ϕ ∈ Aut(Zp). Então, Ψ(ϕ) = ϕ(1) = a. Portanto, Ψ é sobrejetiva.

Segue o resultado.

b) Mostraremos primeiro a seguinte afirmação.

AFIRMAÇÃO: Se G é um grupo abeliano finito e a é o elemento que possui a maior ordem

em G, então a ordem de todo o elemento de G divide a ordem de a.

De fato, o(a) = pα1
1 ...pαr

r , onde αi ≥ 0, ∀ i = 1, ..., r. Dado x ∈ G, temos que o(x) =

pβ1

1 ...pβk

k .p
βk+1

k+1 ...pβr
r , onde 0 < k < r, 0 ≤ αi ≤ βi, ∀ 1 ≤ i ≤ k e 0 ≤ βj ≤ αj, ∀ k+1 ≤ j ≤ r.

Definamos y = ap
α1
1 ...p

αk
k e z = xp

βk+1
k+1 ...pβr

r . Assim, o(y) = p
αk+1

k+1 ...pαr
r e o(z) = pβ1

1 ...pβk

k .

Como MDC(o(y), o(z)) = 1, temos que

o(yz) = pβ1

1 ...pβk

k p
αk+1

k+1 ...pαr
r = MMC(o(a), o(x)) ≥ o(a)

Mas, o(a) é a maior ordem. Logo, o(yz) = MMC(o(a), o(x)) = o(a). Portanto, o(x) divide

o(a).OK!

Temos que U(Zp) = {1, ..., p− 1}. Seja a o elemento de maior ordem em U(Zp). Pela

afirmação, o(x) divide o(a) para todo x ∈ U(Zp). Assim,

P (y) = yo(a) − 1 = (y − 1)...(y − (p− 1)).Q(x)

Logo, p− 1 ≤ o(a). Mas, o(a) divide |U(Zp)| = p− 1, isto é, o(a) ≤ p− 1.

Portanto, o(a) = p− 1 e então, U(Zp) = 〈a〉.�

Agora, falaremos sobre ação de grupos em conjuntos.
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Definição 1.4 (Ação de grupo em conjunto) Sejam G um Grupo, X um conjunto e

SX o grupo formado por todas as bijeções de X em X, com a operação de composição de

aplicações. Chamamos de ação de G sobre o conjunto X um homomorfismo ϕ : G → SX .

Dado x ∈ X, definimos a órbita de x, denotamos por Ox, como sendo o conjunto Ox =

{ϕ(g)x|g ∈ G}, e o estabilizador de x, denotado por Ex, como sendo o conjunto Ex = {g ∈

G|ϕ(g)(x) = x}. Facilmente prova-se que Ex 6 G. Além disso, temos a seguinte proposição.

Proposição 1.3 Seja ϕ : G → SX uma ação. Então, para qualquer x ∈ X, |G : Ex| = |Ox|.

Exemplo 2 a) Sejam G um grupo e X = G. Definimos a aplicação

ϕ : G → SG : g 7→ ϕ(g)(x) = gxg−1

Claramente, ϕ é um homomorfismo. Assim, temos uma ação do grupo G sobre o conjunto

G. Definimos o centralizador de um elemento x de G como sendo

CG(x) = {g ∈ G|g−1xg = x}

Dessa forma

Ox = {g−1xg|g ∈ G} = xG e Ex = {g ∈ G|g−1xg = x} = CG(x). Portanto, pela proposição

anterior,

|xG| = |Ox| = |G : Ex| = |G : CG(x)|

b) Sejam H 6 G e X = {Hx|x ∈ G}. Defina o homomorfismo

ϕ : G → SX : g 7→ ϕ(g)(Hx) = Hxg−1

Lembramos que o normalizador de um subgrupo H de G é definido por

NG(H) = {g ∈ G|Hg = H}

Logo, como H ∈ X, temos

OH = {ϕ(g)(H)|g ∈ G} = {Hg−1|g ∈ G} = X
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e

EH = {g ∈ G|ϕ(g)(H) = H} = {g ∈ H|Hg−1

= H} = NG(H)

portanto, pela proposição anterior,

|{Hx|x ∈ G}| = |X| = |OH | = |G : EH | = |G : NG(H)| que divide |G : H|. Com isso, temos

que o número de conjugados de um subgrupo H em G é o ı́ndice |G : NG(H)|.

c) Sejam H 6 G, |G : H| = n e X = {xH|x ∈ G}. Consideremos a aplicação

ϕ : G → SX : g 7→ ϕ(g)(xH) = gxH

É fácil mostrar que ϕ é homomorfismo. Temos

g ∈ Nuc(ϕ) ⇔ ϕ(g)(xH) = IdSX
(xH) , ∀x ∈ G ⇔ gxH = xH, ∀x ∈ G ⇔ x−1gx ∈ H,

∀x ∈ G ⇔ Nuc(ϕ) = [Nuc(ϕ)]x ⊆ H, ∀x ∈ G.

Portanto, neste caso, Nuc(ϕ) 6 H.

Lema 1.5 Se G é um p-grupo, então Z(G) 6= 1.

Prova: Seja |G| = pα. Da ação do exemplo a) temos

G = 1 ∪ xG
1 ∪ ... ∪ xG

r

Logo,

pα = |G| = 1 + |xG
1 |+ ... + |xG

r |

= 1 + |G : CG(x1)|+ ... + |G : CG(xr)|

= 1 + pα1 + ... + pαr

se αi 6= 0, ∀ i = 1, ..., r, então p divide 1. Absurdo. Portanto, αi = 0 para algum i. Assim

|xG
i | = 1, o que implica que xG

i = xi. Portanto, 1 6= xi ∈ Z(G).�

Para encerrarmos esta primeira seção, enunciaremos o teorema de Sylow e faremos algu-

mas aplicações do mesmo.

Teorema 1.5 (De Sylow) Sejam p um número primo e G um grupo de ordem pm.b, onde

MDC(p, b) = 1. Se SylpG denota o conjunto dos p-subgrupos de Sylow de G, isto é, dos

subgrupos de G com ordem pm,então
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i) Para cada n, 0 ≤ n ≤ m, existe um subgrupo H de G tal que |H| = pn. Em particular,

SylpG 6= φ;

ii) |SylpG| ≡ 1(mod p);

iii) Todo subgrupo H de G com ordem pn, onde n ≤ m, está contido em um p-subgrupo de

Sylow de G;

iv) Dados S, P ∈ SylpG, existe x ∈ G tal que P = Sx, isto é, S e P são conjugados. Com

isso, dado P ∈ SylpG, |SlypG| = |{P x|x ∈ G}| = |G : NG(P )| divide |G : P |. Em

particular, se P E G, então |SylpG| = |{P}| = 1.

O teorema de Sylow possui várias aplicações. Vejamos algumas.

Lema 1.6 Se G é um grupo não-abeliano de ordem 6, então G ' S3.

Prova: Temos que |G| = 2.3. Pelo teorema de Sylow, existe H e K subgrupo de G tais que

|H| = 2 e |K| = 3. Como |G : K| = |G|
|K|

= 2, K C G. Suponhamos que H C G. Assim, pelo

lema 1.1, G = HK. Como H ∩K = 1, temos, pelo corolário 1.3, G ' H ×K ∼= Z2 × Z3.

Logo, G é abeliano. O que é um absurdo. Portanto, H 6 G. Seja X = {xH/x ∈ G}. Defina

a ação

ϕ : G → SX : g 7→ ϕ(g)(xH) = gxH

Vimos que Nuc(ϕ) 6 H. Como H é não-normal em G, Nuc(ϕ) < H. Portanto, Nuc(ϕ) = 1

e, com isso, G ' SX . Veja que SX ' S3, pois, |X| = 3. Assim, G ' S3.�

Proposição 1.4 (Argumento de Frattini) Sejam G um grupo finito, N E G e P ∈

SylpN . Então, N ·NG(P ) = G.

Prova: Como N C G, N · NG(P ) 6 G. Por outro lado, dado g ∈ G, temos que P g ⊆ N ,

pois, N E G. Como P e P g tem a mesma ordem, P g ∈ SylpN . Pelo teorema de Sylow,

existe x ∈ N tal que P g = P x. Logo, P = P gx−1
. Portanto, gx−1 ∈ NG(P ). Com isso,

g ∈ NG(P ) ·N . Segue o resultado. �
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1.2 Grupos Solúveis

Inicialmente, lembramos que uma série subnormal de um grupo G é uma cadeia de

subgrupos (Gi)0≤i≤n de G, tal que

1 = G0 E G1 E G2 E . . . E Gn = G,

onde Gi−1 E Gi ∀ i = 1, . . . , n.

Como o subgrupo de Klein V = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} é normal em A4, temos

que 1 E V E A4 é uma série subnormal de A4.

Definição 1.5 Seja G um grupo. Dizemos que G é solúvel se existe uma série subnormal

1 = G0 E G1 E G2 E . . . E Gn = G, com Gi

Gi−1
abeliano, ∀ 1 ≤ i ≤ n.

Exemplo 3 A4 é um grupo solúvel. De fato,
∣∣A4

V

∣∣ = 12
4

= 3. Pelo fato de que todo grupo de

ordem p ou p2, onde p é primo, ser abeliano, temos que A4

V
e V são abelianos. Como vimos

que 1 E V E A4 é uma série subnormal de A4, temos o que queremos.

A proposição que enunciaremos a seguir, relaciona um grupo solúvel com seus subgrupos.

Proposição 1.5 Seja G um grupo solúvel.

a) Se H ≤ G, então H é solúvel.

b) Se H E G, então G
H

é solúvel.

c) Seja H E G. Se N e G
N

são solúveis, então G é solúvel.

Vejamos agora um importante subgrupo de G.

Definição 1.6 Se H e K são dois subgrupos de G, definimos o subgrupo dos comutadores de

H e K como sendo

[H, K] = 〈h−1k−1hk |h ∈ H , k ∈ K〉.

Chamamos de subgrupo dos comutadores(ou derivado) do grupo G, denotado por G′, o

grupo G′ = [G, G].
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Observação:

1. Claramente se vê que, se G′ = 1, então G é abeliano.

2. Se N E G, então [N, G] ≤ N . De fato, dados x ∈ N e g ∈ G, temos x−1(g−1xg) ∈

N ·N g = N ·N = N .

Proposição 1.6 G′ = 〈x−1y−1xy |x, y ∈ G〉 é um subgrupo normal de G.

Prova: Seja S = {x−1y−1xy |x, y ∈ G}. Se α = x−1y−1xy ∈ S, α−1 = y−1x−1yx ∈ S.

Assim, dado β ∈ G′, β se escreve como β = a1 . . . an com ai ∈ S. Dado g ∈ G, temos

g−1βg = g−1(a1 . . . an)g = g−1a1(gg−1) . . . (gg−1)ang = (g−1a1g) . . . (g−1ang).

Queremos mostrar que g−1βg ∈ G′. Para isto, basta mostrarmos que g−1ag ∈ S quando

a ∈ S. Seja a = x−1y−1xy um elemento de S. Assim,

g−1ag = g−1(x−1y−1xy)g = (g−1x−1g)(g−1y−1g)(g−1xg)(g−1yg) =

= (g−1xg)−1(g−1yg)−1(g−1xg)(g−1yg) ∈ S.�

Observação:

1. Mais geralmente, [X, G] E G, ∀ X ≤ G.

2. G′ C
car G. De fato, dados β ∈ G′ e θ ∈ Aut(G), temos que β = a1 . . . an, onde

ai ∈ S. Assim, θ(β) = θ(a1) . . . θ(an). Como ai ∈ S, ai = x−1
i y−1

i xiyi. Logo, θ(ai) =

[θ(xi)]
−1[θ(yi)]

−1θ(xi)θ(yi) ∈ S,∀ i = 1, . . . , n. Portanto, θ(β) ∈ G′.

O subgrupo G′ de G tem um importante papel nos grupos quocientes de G. É disso que

trata a próxima proposição que enunciaremos.

Proposição 1.7 Sejam G um grupo e G′ seu subgrupo dos comutadores. Então:

a) G
G′ é abeliano;

b) G′ é o menor subgrupo normal de G com essa propriedade, isto é, se H E G é tal que

G
N

é abeliano, então G′ ≤ H. Em particular, se G é solúvel, então G′ < G.
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Exemplo 4 S ′
4 = A4. Em particular, S4

V
não é abeliano. Com efeito, é um fato conhecido

que os subgrupo normais de S4 são 1, V, A4 e S4. Temos que (123)(234) = (12)(34) 6=

(13)(24) = (234)(123). O que mostra que S4 não é abeliano. Assim, (S4)
′ 6= 1. Como∣∣∣ S4

A4

∣∣∣ = 2, S4

A4
é abeliano e, pela proposição anterior, S ′

4 ≤ A4. Assim, S ′
4 6= A4. Ou seja,

S ′
4 = K ou S ′

4 = A4. Mas, veja que, dados α = (124) e β = (23), elementos de S4, temos

α−1β−1αβ = (142)(23)(124)(23) = (132) 6∈ K. Então, S ′
4 6= K e, portanto, S ′

4 = A4.

Vimos na proposição 1.6, que G′ E G. Assim sendo, podemos definir os seguintes sub-

grupos normais em G:

G(2) = [G′, G′], . . . , G(n) = [G(n−1), G(n−1)].

Claramente, temos que G0 = GDG′DG(2) D . . .DG(n) D . . .. Veja que G(n−1)

G(n) é abeliano, para

todo inteiro positivo. É fácil ver que G é solúvel se, e somente se, existe um inteiro positivo

tal que G(n) = 1. O menor inteiro positivo com essa propriedade é chamado de comprimento

derivado de G.

Definição 1.7 Dizemos que um subgrupo normal 1 6= L de G é normal minimal de G, se

não existe um subgrupo normal K de G tal que 1 6= K < L.

Definição 1.8 Sejam H e K dois subgrupos normais de G, com H < K. Dizemos que K
H

é

um fator principal de G quando K
H

é um subgrupo normal minimal de G
H

.

Existe um resultado mais geral sobre fatores principais de grupos solúveis. Mas, prefe-

rimos restringir este resultado para grupos finitos, pois, estes são os que atendem ao nosso

interesse. Isto, é o que discutiremos neste próximo resultado.

Proposição 1.8 Seja G um grupo solúvel finito. Se H
K

é um fator principal de G, então

existe um primo p e um inteiro positivo n tal que
∣∣H
K

∣∣ = pn.

Prova: Para facilitar a notação, seja N um fator principal de G. Temos que N ′ C
car N E G.

Assim, pelo lema 1.3, N ′EG. Como N é normal minimal de G, N = 1 ou N ′ = N . Como G

é solúvel, N é solúvel e, então N ′ 6= N . Portanto, N ′ = 1, o que implica que N é abeliano.

Seja p um primo divisor de |N |. Definamos N [p] = {x ∈ N | o(x) = p}.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 23

AFIRMAÇÃO: N [p] C
car N .

De fato, dado 1 6= x ∈ N [p] e ϕ ∈ Aut(N), [ϕ(x)]p = ϕ(xp) = ϕ(1) = 1. Assim, o(ϕ(x))

divide p. Como 1 6= x, ϕ(x) 6= 1. Logo, o(ϕ(x)) = p. Portanto, ϕ(x) ∈ N [p].

Temos que N [p] C
car N E G. Logo, N [p] E G. Portanto, N [p] = 1 ou N [p] = N . Pelo

teorema de Cauchy, existe 1 6= x ∈ N tal que o(x) = p. Assim, N = N [p] e, então N é

p-abeliano elementar. O que implica que |N | = pn, para algum inteiro positivo n.�

Definição 1.9 Dizemos que um subgrupo próprio M de um grupo G é maximal em G, se

para todo subgrupo H de G com M ≤ H, tivermos que, ou H = M ou M = G. Denotamos

M maximal em G por M l G.

Em S3, temos que H1 = {Id, (12)}, H2 = {Id, (13)}, H4 = {Id, (23)} e H4 = {Id, (123),

(132)} = A3 são exemplos de subgrupos maximais de S3. De fato, |S3 : Hi| = 3, para

i = 1, 2, 3; e |S3 : A3| = 2. Logo, não existe subgrupo próprio de S3 que contenha Hi, ∀ i =

1, . . . , 4, propriamente. Mais geralmente, todo subgrupo H de um grupo G de ı́ndice primo

é maximal. Como sabemos, o único subgrupo próprio que é normal em S3 é A3. Assim,

H1, H2 e H3 não são normais em S3, apesar de seus ı́ndices em S3 serem primos. Veremos,

a seguir, que a rećıproca é verdadeira.

Proposição 1.9 Seja M um subgrupo maximal de um grupo G. Se M EG, então |G : M | =

p, para algum primo p.

Prova: Como M E G, então M l G equivale a dizer que G
M

não possui subgrupo próprio.

Mas, pelo teorema de Sylow, isto só irá ocorrer se, e somente se,
∣∣ G
M

∣∣ = p, para algum primo

p.

Lema 1.7 Seja G um grupo finito e p um divisor de |G|. Se cada subgrupo maximal de G

com ı́ndice primo com p é normal, então G tem um p-subgrupo de Sylow normal.

Prova: Seja P ∈ Sylp(G). Temos que NG(P ) = G ou P ≤ NG(P ) ≤ M l G.

Se G = NG(P ), então P é normal em G.

Se NG(P ) 6= G, então NG(P ) está contido em um subgrupo maximal M de G. Como

|G : P | não é diviśıvel por p, então |G : M | não é diviśıvel por p. Assim, por hipótese,
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M EG. Como |G : M | não é diviśıvel por p, temos que P ∈ Sylp(M). Logo, pelo argumento

de Frattini, G = M ·NG(P ). Mas NG(P ) ≤ M , então G = M , absurdo.

Portanto, NG(P ) = G e, então, P E G. �

Lema 1.8 Seja G um grupo. Suponha que G = HA, onde H é um subgrupo próprio e A é

um subgrupo normal abeliano de G. Então H é maximal em G se, e somente se, A
A∩H

é um

fator principal de G. Também, |G : H| = |A : A ∩H|.

Prova: Pelo 1o teorema dos isomorfismos, A ∩ H E H. Como A é abeliano, A ∩ H E A.

Assim, A ∩H E G, pois G = HA.

(⇒) Suponha que 1 6= H l G. Seja K
A∩H

E G
A∩H

tal que K
A∩H

≤ A
A∩H

. Como H l G,

KH = H ou KH = G.

Se H = HK, então K ≤ A ∩H ≤ K. Logo, K = A ∩H.

Se HK = G, então A = A ∩G = A ∩ (KH) = (A ∩H)K = K.

Portanto, A
A∩H

é um subgrupo normal minimal de G
A∩H

.

(⇐) Suponha que A
A∩H

é um subgrupo normal minimal de G
A∩H

. Seja H ≤ L ≤ G. Como

G = HA, G = LA. Pelo teorema citado acima L ∩ A E L. Logo, L ∩ A E G. Portanto,

L∩A
A∩H

E G
A∩H

. Como L ∩ A ≤ A, temos que L ∩ A = H ∩ A ou L ∩ A = A.

Se A ∩ L = A ∩H, então L = L ∩G = L ∩ (HA) = (L ∩ A)H = (H ∩ A)H = H.

Se L ∩ A = A, então A ≤ L. Logo, G = AL = L.

Portanto, H l G.

Para o que resta, temos que |G : A| = |H : A ∩ H|. Pelo teorema de Lagrange, |G :

A||A : A ∩H| = |G : A ∩H| = |G : H||H : A ∩H|.

Portanto, |G : H| = |A : A ∩H|. �

Teorema 1.6 Seja G um grupo solúvel finito. Se M é um subgrupo maximal de G, então

|G : M | = pn, onde p é um primo e n é um inteiro positivo.

Prova: Como G é solúvel, existe um inteiro positivo n tal que G(n) = 1. Seja k ≤ n

o maior inteiro positivo tal que A = G(k) 6≤ M . Temos assim, que A′ = G(k+1) ≤ M e

M
A′ é um subgrupo maximal de G. Como A

A′ 6≤ M
A′ ,

G
A′ = A

A′
M
A′ . Sabemos que Ā = A

A′ é

abeliano e M̄ = M
A′ l G

A′ = Ḡ. Pelo lema 1.8, Ā
Ā∩M̄

é um fator principal de Ḡ. Além disso,
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|Ḡ : M̄ | = |Ā : Ā ∩ M̄ |. Como Ḡ é solúvel finito, temos pela proposição 1.8, que existe um

primo p e um inteiro positivo n tal que

|G : M | = |Ḡ : M̄ | = |Ā : Ā ∩ M̄ | = pn.�

Para encerrarmos esta seção, falaremos um pouco sobre grupos supersolúveis.

Definição 1.10 Um grupo G é supersolúvel se existe uma série normal, isto é, uma cadeia

de subgrupos normais em G

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn = G,

tais que Gi

Gi−1
é ćıclico ∀ i = 1, . . . , n.

Em particular, todo grupo supersolúvel é solúvel. Mas, por exemplo, A4 é solúvel, mas

não é supersolúvel. De fato, a única série normal de A4 é 1 E V E A4. No entanto, V não é

ćıclico, com isso, A4 não é supersolúvel.

Assim como nos solúveis, todo subgrupo H de um supersolúvel G é supersolúvel. Mas,

se N E G e G
N

são supersolúveis, não implica que G é supersolúvel. De fato, como vimos

acima, A4 não é supersolúvel, mas o grupo de Klein V e A4

V
são supersolúveis, pois |V | = 22

e
∣∣A4

V

∣∣ = 3.

Veremos que todo subgrupo maximal de um grupo supersolúvel tem ı́ndice primo. Este,

é o conteúdo do próximo teorema.

Teorema 1.7 Seja G supersolúvel. Então, todo fator principal tem ordem prima e todo

subgrupo maximal tem ı́ndice primo em G.

Prova: Para facilitar a notação, seja N um fator principal de G. Como G é supersolúvel,

temos

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn = G,

com Gi E G e Gi

Gi−1
ćıclico ∀ i = 1, . . . , n.

Seja r o menor inteiro positivo tal que Gr∩N 6= 1. Logo, Gr−1∩N = 1. Como Gr∩N EG

e Gr ∩N ≤ N , temos que Gr ∩N = N . Assim, N ≤ Gr. Logo,

N =
N

N ∩Gr−1

' NGr−1

Gr−1

≤ GrGr−1

Gr−1

=
Gr

Gr−1

.
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Portanto, N é ćıclico. Assim, todo subgrupo próprio de N é normal caracteŕıstico em N e,

assim, normal em G. Mas, N é um subgrupo normal minimal de G, então |N | = p para

algum primo p.

Seja M um subgrupo maximal de G. Como G também é solúvel, provaremos por indução

sobre o comprimento derivado k de G. Assumiremos que todo grupo com comprimento

derivado menor que k satisfaz o que queremos. Veremos dois casos:

1o caso: G(k−1) ≤ M .

Temos que M
G(k−1) l G

G(k−1) . Como o comprimento derivado de G
G(k−1) é menor que k, temos

que
∣∣ G
G(k−1) : M

G(k−1)

∣∣ = p para algum primo p.

Portanto, |G : M | =
∣∣ G
G(k−1) : M

G(k−1)

∣∣ = p.

2o caso: G(k−1) 6≤ M .

Aqui, MG(k−1) = G. Logo, |G : M | = |G(k−1) : G(k−1) ∩M |. Como G(k−1) tem compri-

mento derivado menor que k e G(k−1) ∩ M é maximal em G(k−1), temos que |G : M | = p

para algum primo p. �

1.3 Grupos Nilpotentes

Definição 1.11 Um grupo G é dito nilpotente se tem uma série central, isto é, uma série

normal

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn = G,

tal que Gi

Gi−1
está contido no centro de G

Gi−1
para todo i = 1, . . . , n.

Lema 1.9 Dados H, K subgrupos normais de G, temos que H
K
≤ Z

(
G
K

)
se, e somente se,

[H, G] ≤ K.

Prova: Se H
K
≤ Z

(
G
K

)
, então ∀ h ∈ H e g ∈ G, hgK = (hK)(gK) = (gK)(hK) = ghK.

Dáı, h−1g−1hg = (gh)−1hg ∈ K. Logo, [H, G] ≤ K.

Agora, suponha que [H, G] ≤ K. Assim, ∀ h ∈ H e g ∈ G, h−1g−1hg = (gh)−1hg ∈ K.

Logo, (hK)(gK) = hgK = ghK = (gK)(hK). Portanto, H
K
≤ Z

(
G
K

)
.�

Dado um primo p, todo p-grupo finito é um exemplo de um grupo nilpotente. Isto é o

conteúdo da nossa próxima proposição.
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Proposição 1.10 Seja p um primo e n um inteiro positivo. Se |G| = pn, então G é nilpo-

tente.

Prova: Provemos por indução sobre |G|. Pelo lema, Z(G) 6= 1. Assim,
∣∣∣ G
Z(G)

∣∣∣ < |G| e, por

hipótese de indução, G
Z(G)

é nilpotente. Seja

1̄ =
Z(G)

Z(G)
E

G1

Z(G)
E . . . E

Gn

Z(G)
=

G

Z(G)

uma série central de G
Z(G)

. Pelo 2o teorema dos isomorfismos, temos

Gi+1

Gi

'
Gi+1

Z(G)

Gi

Z(G)

≤ Z

(
G

Z(G)

Gi

Z(G)

)
' Z

(
G

Gi

)
∀ i = 0, 1, . . . , n− 1.

Portanto, 1 = G0 E G1 E . . . E Gn = G é uma série central de G e, então G é nilpotente.�

Observação 1.2 Note que na demonstração da proposição 1.10, provamos que se G
Z(G)

é

nilpotente, então G é nilpotente.

Vamos agora definir o subgrupo de Frattini de um grupo G. Veremos que se G é nilpo-

tente, então esse subgrupo é nilpotente.

Definição 1.12 O subgrupo de Frattini de um grupo G é definido como a interseção de

todos os subgrupos maximais de G. Denotamos por Φ(G).

Claramente, Φ(G) é um subgrupo caracteŕıstico de G. Quando G é um grupo finito,

temos resultados bem interessantes sobre o seu subgrupo de Frattini.

Um elemento g ∈ G é dito não-gerador de G, se G = 〈X, g〉, ∀ X ⊆ G, tivermos G = 〈X〉.

Mostraremos que o conjunto dos não-geradores coincide com o subgrupo de Frattini.

Proposição 1.11 Seja G um grupo finito. Então Φ(G) = {g ∈ G | g é não-gerador de G}.

Prova: Seja g um não-gerador de G. Se g 6∈ Φ(G), então existe um subgrupo maximal M

tal que g 6∈ M . Assim, 〈M, g〉 = G. Por definição, M = G, absurdo. Logo, g ∈ Φ(G).

Agora, sejam g ∈ Φ(G) e X ⊆ G tal que 〈X, g〉 = G. Suponha que G 6= 〈X〉. Assim,

podemos encontrar um subgrupo M maximal dentre os subgrupos H ≤ G tais que 〈X〉 ≤ H

e g 6∈ H. A existência desse elemento maximal é garantida pelo Lema de Zorn.
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Afirmamos que M l G. De fato, seja K 6 G tal que M < K 6 G. Como 〈X〉 6 M ,

〈X〉 < K. Pela maximalidade de M , temos que g ∈ K. Logo, G = 〈X, g〉 ≤ K. Portanto,

G = K, e então M l G.

Portanto, como g 6∈ M , g 6∈ Φ(G), absurdo. Logo, g é não-gerador.�

Proposição 1.12 Seja G um grupo finito.

a) Se N E G, H ≤ G e N ≤ Φ(H), então N ≤ Φ(G).

b) Se N E G, então Φ(N) ≤ Φ(G).

c) Se N E G, então Φ
(

G
N

)
≥ Φ(G)N

N
. Se N ≤ Φ(G), ocorre a igualdade.

Prova: a) Suponhamos que N � Φ(G). Assim, existe M l G tal que N � M . Logo,

G = MN . Então

H = H ∩G = H ∩ (MN) = (H ∩M)N = 〈H ∩M, N〉.

Como N ≤ Φ(H), pela proposição 1.11, H = 〈H ∩M〉 = H ∩M . Logo, H ≤ M e, então

N ≤ M , absurdo. Portanto, N ≤ Φ(G).

b) Temos que Φ(N) C
car N E G. Assim, Φ(N) E G. Pelo item a), Φ(N) ≤ Φ(G).

c) Seja M
N

l G
N

. Assim, M l G e, então Φ(G) ≤ M . Logo,

Φ(G)N

N
≤ MN

N
=

M

N
⇒ Φ(G)N

N
≤ Φ

(
G

N

)
Agora, suponha que N ≤ Φ(G). Temos então que Φ(G)

N
= Φ(G)N

N
≤ Φ

(
G
N

)
. Assim, Φ

(
G
N

)
= H

N

para algum H ≤ G.

Seja M l G. Então, M
N

l G
N

. Logo, H
N

= Φ
(

G
N

)
≤ M

N
. Assim, H ≤ M . Portanto,

H ≤ Φ(G). Segue o resultado.�

Caracterizaremos os grupos nilpotentes finitos.

Teorema 1.8 (Caracterização dos Grupos Nilpotentes Finitos) Seja G um grupo finito.

Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

i) G é nilpotente.
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ii) Todo subgrupo de G é subnormal em G, isto é, existe uma série subnormal de H para

G.

iii) Para todo H < G, temos H < NG(H).

iv) Todo subgrupo maximal de G é normal em G.

v) G′ ≤ Φ(G).

vi) Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G.

vii) G é o produto direto de grupos de ordens potência de primo.

Prova: i) ⇒ ii) : Para isto, definiremos a série central superior de G. Z0(G) = 1, Z1(G) =

Z(G) e Zi(G)
Zi−1(G)

= Z
(

G
Zi−1(G)

)
∀ i ≥ 1. Veja que 1 = Z0(G) ≤ Z1(G) ≤ . . . ≤ Zn(G) ≤ . . ..

É fácil ver que se G é nilpotente, existe n tal que G = Zn(G). Temos também que

Zi(G) C
car G, ∀ i = 1, . . . , n. Assim, H = HZ0(G) ≤ HZ1(G) ≤ . . . ≤ HZn(G) = G.

Devemos mostrar que HZi−1(G) E HZi(G), ∀ i = 1, . . . , n. Como o centro de um grupo G

está contido no normalizador de qualquer subgrupo H em G, temos

Zi(G)

Zi−1(G)
≤ N G

Zi−1(G)

(
HZi−1(G)

Zi−1(G)

)
, ∀ i = 1, . . . , n.

Então

HZi−1(G)

Zi−1(G)
E

Zi(G)

Zi−1(G)

HZi−1(G)

Zi−1(G)
=

Zi(G)H

Zi−1(G)
.

Portanto, HZi−1(G) E HZi(G), ∀ i = 1, . . . , n.

ii) ⇒ iii) : Seja H < G. Por (ii), existe uma série subnormal de H para G. Seja

H = H0 C H1 C . . . C Hn = G tal série. Como H 5 G e n > 1, H C H1 ≤ NG(H). Portanto,

H C NG(H).

iii) ⇒ iv) : Seja M um subgrupo maximal de G. Como M < NG(M) ≤ G, pela

maximalidade de M , NG(M) = G. Assim, M E G.

iv) ⇒ v) : Seja M um subgrupo maximal de G. Por iv), M E G. Logo,
∣∣ G
M

∣∣ = p, para

algum primo p. Assim, G
M

é ćıclico e, portanto abeliano. O que implica que G′ ≤ M . Como

isto acontece para todo maximal, G′ ≤ Φ(G).
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v) ⇒ iv) : Seja M um subgrupo maximal de G. Então v) implica que G′ ≤ M . Então

M
G′ é um subgrupo do grupo abeliano G

G′ . Assim, M
G′ E G

G′ . Portanto, M E G.

iv) ⇒ vi) : Seja P um p-subgrupo de Sylow de G. Suponha que NG(P ) < G. Então existe

um subgrupo maximal M de G que contém NG(P ). Como P ≤ M < G, P é um p-subgrupo

de Sylow de M . Por iv), M C G. Assim, pelo Argumento de Frattini G = M.NG(P ) = M .

Absurdo. Logo, NG(P ) = G e então P E G

vi) ⇒ vii) : Sejam p1, p2, . . . , ps os divisores primos de |G|. Seja Pi um pi-subgrupo

de Sylow de G. Por vi), Pi E G, ∀ i = 1, . . . , s. Como Pi ∩ Pj = 1, ∀ i 6= j, temos que

G = P1 × . . .× Ps.

vii) ⇒ i) : Por vii), G = P1 × . . . × Ps, onde |Pi| = pαi
i , onde pi é primo e αi é inteiro

positivo para cada i = 1, . . . , s. Pela proposição 1.10, Pi é nilpotente ∀ i = 1, . . . , s.

AFIRMAÇÃO: Se G = H ×K e H,K são subgrupos nilpotentes, então G é nilpotente.

De fato, H e K possuem séries centrais

1 = H0 ≤ H1 ≤ . . . ≤ Hn = G e 1 = K0 ≤ K1 ≤ . . . ≤ Km = G,

respectivamente. Inserindo repetições de termos se necessário, podemos assumir que n = m.

É fácil provar que

1 = H0 ×K0 E H1 ×K1 E . . . E Hn× = G.

E, também que, para cada i = 1, . . . , n,

[Hi ×Ki, G] = [Hi, H]× [Ki, K] ≤ Hi−1 ×Ki−1.

Logo, G é nilpotente.

Assim, interando s− 1 vezes a afirmação, temos G = P1 × . . .× Ps nilpotente.�

Para encerrarmos esta seção, mostraremos, entre outras coisas, que o subgrupo de Frattini

de G finito é nilpotente.

Teorema 1.9 Seja H um grupo finito tal que Φ(G) ≤ H E G e H
Φ(G)

é nilpotente. Então H

é nilpotente.

Prova: Sejam p um primo que divide |H| e P ∈ Sylp(H).



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 31

AFIRMAÇÃO: Φ(G)P
Φ(G)

∈ Sylp

(
H

Φ(G)

)
.

De fato, Φ(G)P
Φ(G)

' P
Φ(G)∩P

. Como |P | = pα, temos que
∣∣∣Φ(G)P

Φ(G)

∣∣∣ = pβ, com β ≤ α.

Como p não divide |H : P |, temos que p não divide |H : Φ(G)P |. Logo, p não divide∣∣∣ H
Φ(G)

: Φ(G)P
Φ(G)

∣∣∣ = |H : Φ(G)P |. Portanto, Φ(G)P
Φ(G)

∈ Sylp

(
H

Φ(G)

)
.

Seja N = Φ(G)P . Como H
Φ(G)

é nilpotente, N
Φ(G)

C
car

H
Φ(G)

E G
Φ(G)

. Logo, N
Φ(G)

E G
Φ(G)

e,

então N E G. Como P ≤ N ≤ H, P ∈ Sylp(N).

Assim, pelo Argumento de Frattini, G = NNG(P ). Com isso,

G = NNG(P ) = Φ(G)PNG(P ) = Φ(G)NG(P ) = 〈Φ(G), NG(P )〉 = NG(P ).

Portanto, P EG. Isso ocorre para todo p-subgrupo de Sylow de G. Assim, G é nilpotente.�

Corolário 1.4 Seja G um grupo finito. Então:

i) Φ(G) é nilpotente.

ii) Se G
Φ(G)

é nilpotente, então G é nilpotente.

Prova: i) Basta fazer H = Φ(G) no teorema anterior.

ii) Basta fazer H = G no teorema anterior.�



Caṕıtulo 2

Grupos Primitivos

Os grupos primitivos assumem um papel important́ıssimo em nosso trabalho. Neste

caṕıtulo pretendemos apresentar uma quantidade suficiente de resultados sobre este grupos,

a fim de aplicá-los mais adiante.

2.1 Definições e Resultados

Definição 2.1 Seja H um subgrupo de G. Chamamos de núcleo normal de H em G, deno-

tamos por HG, o subgrupo normal de G dado por HG =
⋂
g∈G

Hg.

Verifica-se facilmente, que HG é o maior subgrupo normal de G que está contido em

H. “Maior”aqui, está no sentido de que qualquer outro subgrupo normal K de G que está

contido em H, está contido em HG.

Definição 2.2 Dizemos que um grupo finito é primitivo se existe um subgrupo maximal M

de G, tal que MG = 1.

Exemplo 5 S4 é um grupo primitivo. De fato, M = {Id, (12), (13), (23), (123), (132)} é um

subgrupo maximal de S4. Com efeito, se M não fosse maximal, existiria um subgrupo de H

de S4 com ı́ndice 2 em G, tal que M < H. Mas, o único subgrupo maximal de S4 com ı́ndice

2 é A4. E, claramente M � A4. Portanto, M é maximal em S4. Como MS4 E S4 e V � M ,

pois, o grupo de Klein V tem 4 elementos e, assim, |V | - |M |, temos MS4 = 1.

32
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Proposição 2.1 Sejam G um grupo finito e p um primo. Então G possui um único maior

p-subgrupo normal, que é denotado por Op(G) e chamado de p-radical de G. (Aqui, Op(G) é

“maior”no sentido de qualquer outro p-subgrupo normal de G está contido em Op(G).)

Prova: Entre todos os p-subgrupos normais de G, escolhamos K que possui a maior ordem

(possivelmente K = 1). Seja H um p-subgrupo normal de G. Assim, HK E G e pelo 1o

teorema dos isomorfismos,
∣∣HK

K

∣∣ =
∣∣ H
H∩K

∣∣. Como H é um p-grupo, H
H∩K

é p-grupo e, portanto

HK
K

é p-grupo. Mais ainda, |HK| = |HK||K|
|K| =

∣∣HK
K

∣∣ |K|. Logo, HK é um p-subgrupo normal

de G. Temos que K ≤ HK. Mas, pela escolha de K chegamos que K = HK e, portanto

H ≤ K. Assim, K = Op(G).�

Note que se P é um p-subgrupo de Sylow normal em G, então Op(G) = P . Veremos na

próxima seção a importância do subgrupo p-radical de um grupo primitivo G.

Mostraremos que se M é um subgrupo maximal de G, então G
MG

é um grupo primitivo.

Proposição 2.2 Sejam N,M subgrupos de G. Se N E G e N ≤ M , então
(

M
N

)
G
N

= MGN
N

.

Prova: Dado g ∈ G, temos(
M

N

)gN

= g−1N

(
M

N

)
gN = {g−1N(mN)gN |m ∈ M}

= {(g−1mg)N |m ∈ M} =
M gN

N
.

Logo, (
M

N

)
G
N

=
⋂
g∈G

(
M

N

)gN

=
⋂
g∈G

(
M gN

N

)
=

(⋂
g∈G M g

)
N

N
=

MGN

N
.�

Corolário 2.1 Se M é um subgrupo maximal de um grupo finito G, então G
MG

é primitivo.

Prova: Usando a notação da proposição anterior, faça N = MG e M = M . Assim,(
M

MG

)
G

MG

=
MGMG

MG

=
MG

MG

= 1.

Como M
MG

l G
MG

, G
MG

é primitivo.�
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2.2 O Teorema de Ore-Baer

Definição 2.3 Seja H ≤ G. Dizemos que M é um complemento de H em G se G = MH e

M ∩H = 1.

Teorema 2.1 (Ore-Baer) Seja G um grupo primitivo finito e p um primo. Suponha que

Op(G) 6= 1. Seja L = Op(G), |L| = pn e M um subgrupo maximal de G tal que MG = 1.

Então,

a) L é p-abeliano elementar;

b) M é um complemento de L em G, isto é, G = ML e M ∩ L = 1. Em particular,

|G : M | = pn;

c) L é normal minimal de G, e

d) CG(L) = {g ∈ G | lg = l ∀ l ∈ L} = L; então L é o único subgrupo normal minimal de

G.

Suponha ainda que existe um primo q tal que Oq(M) 6= 1. Então,

e) pn ≡ 1 (mod p). Em particular, q 6= p, e

f) Qualquer complemento de L em G é conjugado a M.

Prova: a) Temos que |L| = pn. Como L E G, Φ(L) ≤ Φ(G). Como Φ(G) ≤ M e Φ(G) E G,

temos que Φ(G) = 1, pois MG = 1. Assim, Φ(L) = 1. Como L é p-grupo, L é nilpotente.

Logo, L′ ≤ Φ(L) = 1 e, então L é abeliano. Sejam N l L e g ∈ L. Como L é abeliano,

N E L e então
∣∣ L
N

∣∣ = p. Assim, gpN = (gN)p = N . O que implica que gp ∈ N . Isto ocorre

para todo maximal de L. Assim, gp ∈ Φ(L). Portanto, gp = 1.

b) Como MG = 1, 1 6= L � M . Assim, G = ML. Pelo 1o teorema dos isomorfismos

M ∩ L E M . Como L é abeliano, pelo item a), M ∩ L E L. Logo, M ∩ L E ML = G. Mas,

MG = 1. Portanto, M ∩ L = 1. Em particular, pelo mesmo teorema citado |G : M | = |L| =

pn.
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c) Seja K E G tal que 1 6= K ≤ L. Temos que K ∩M ≤ L ∩M = 1. Assim, KM = G e

K ∩M = 1. Pelo teorema dos isomorfismos, |K| = |G : M | = |L|. Então, K = L e portanto,

L é normal minimal.

d) Como L é abeliano, L ≤ CG(L). Assim, por Dedekind,

CG(L) = G ∩ CG(L) = ML ∩ CG(L) = L(M ∩ CG(L)). (2.1)

Mas, veja que CG(L)M = G. Dáı, temos que CG(L) ∩M E M . E pelo fato que CG(L) ∩

M E CG(L), temos que CG(L) ∩M E G. Portanto, CG(L) ∩M = 1, pois MG = 1.

Dessa forma, de 2.1 temos que CG(L) = L. Ademais, seja N um subgrupo normal

minimal de G e N 6= L. Então, [N, L] ≤ N ∩ L E G e N ∩ L 6= N . Assim, N ∩ L = 1 e,

portanto [N, L] = 1. Dessa forma, N ≤ CG(L) = L. Logo, N = L, absurdo.

e) Seja Q = Oq(M) 6= 1, com |Q| = qm. Como Q E M e L E G = ML, temos QM = Q e

LG = LLM = LM = L. Assim,

(LQ)M = LMQM = LQ ⇒ M ≤ NG(LQ)

(LQ)L = L ·QL. (2.2)

Veja que QL ≤ QL. De fato, dados x ∈ L e q ∈ Q, temos qx = x−1qx = x−1x′q′ ∈ LQ (pois,

LQ = QL). Logo, QL ≤ LQ. Assim, por (2.2), (LQ)L ≤ LLQ = LQ e, então, L ≤ NG(LQ).

Portanto, LQ E LM = G.

Temos que L ∩Q ≤ L ∩M = 1. Assim, L ∩Q = 1 e então

|LQ| = |L||Q|
|L ∩Q|

= |L||Q| = pnqm.

Se p = q, então LQ seria um p-subgrupo normal de G com |LQ| > |L|, absurdo. Logo, p 6= q.

Temos que Q ∈ Sylq(LQ). Como 1 6= Q E M e MG = 1, Q 5 G. Logo, NG(Q) = M , pela

maximalidade de M . Por Dedekind,

NLQ(Q) = LQ ∩NG(Q) = LQ ∩M = Q(L ∩M) = Q.

Portanto, pelo teorema de Sylow,

|L| = |LQ : Q| = |LQ : NLQ(Q)| = |Sylq(LQ)| ≡ 1 (mod q).
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Portanto, pn ≡ 1 (mod q).

f) Sejam M∗ um complemento de L em G e Q∗ = Oq(M
∗). O homomorfismo natural

f : G → G
L

: g 7→ gL aplica bijetivamente Q em QL
L

e Q∗ em Q∗L
L

. De fato,

Nuc f |Q = {g ∈ Q | gL = L} = Q ∩ L = 1 e

∣∣∣∣QL

L

∣∣∣∣ =
|Q||L|
|L|

= |Q|.

Logo, f |Q : Q → QL
L

é um isomorfismo. O mesmo argumento serve para f |Q∗ : Q∗ → Q∗L
L

é

um isomorfismo.

Como M é um complemento de L em G, a restrição de f a M é um isomorfismo de M

para G
L
. De fato,

Nuc f |M = {g ∈ M | gL = L} = M ∩ L = 1 e |M | =
∣∣∣∣GL
∣∣∣∣ .

Logo, f |M : M → G
L

é um isomorfismo.

Portanto, f aplica Q = Oq(M) sobre Oq

(
G
L

)
e, então, pelo que vimos acima,

QL

L
= Oq

(
G

L

)
=

Q∗L

L
.

Assim, QL = Q∗L. Por e), p 6= q e então, Q e Q∗ são q-subgrupos de Sylow de QL. Portanto,

pelo teorema de Sylow, existe x ∈ QL tal que Q∗ = Qx. Vimos em e) que M = NG(Q). Como

Q∗ E M∗, M∗ ≤ NG(Q∗) = NG(Qx) = [NG(Q)]x = Mx. Como M e M∗ são complementos

de L em G, temos que |M∗| =
∣∣G

L

∣∣ = |M | = |Mx| e, portanto M∗ = Mx.�

Observação 2.1 Se G é um grupo solúvel finito não-trivial, então existe um primo p tal

que Op(G) 6= 1. De fato, existe 1 6= H EG. Assim, existe 1 6= N ≤ H que é normal minimal

em G. Em particular N é um fator principal de G. Logo, pela proposição 1.8, existem um

primo p e um inteiro positivo n, tal que |N | = pn e, então 1 6= N ≤ Op(G).

Assim sendo, se G é um grupo solúvel primitivo e não-trivial, as afirmações de a) e d)

ocorrem. Em particular, existe um único primo p tal que Op(G) 6= 1. Como M também é

solúvel, existe um primo q tal que Oq(M) 6= 1 e então as afirmações e) e f) também ocorrem.

Corolário 2.2 Sejam G um grupo solúvel finito não-trivial e M, M∗ subgrupos maximais de

G. Então, M e M∗ são subgrupos conjugados de G se, e somente se, MG = M∗
G.
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Prova: Suponhamos que N = MG = M∗
G. Temos que G

N
é um subgrupo solúvel primitivo

não-trivial. Pela observação 2.1, existe um primo p tal que L
N

= Op

(
G
N

)
6= 1 e então todas

as afirmações do teorema 2.1 ocorrem.

Pelo teorema, M
N

e M∗

N
são complementos de L

N
em G

N
e então, existe g = xN ∈ G

N
tal que(

M
N

)g
= M∗

N
. Assim, dado m ∈ M , temos

(mN)g = (mN)xN = x−1N(mN)xN = x−1mxN = mxN ∈ Mx

N
.

Logo, M∗

N
=
(

M
N

)g ≤ Mx

N
e portanto, M∗ = Mx para algum x ∈ G.

Agora, sejam M e M∗ subgrupos conjugados de G. Isto é, existe g ∈ G tal que M∗ = M g.

Seja N um conjugado a M∗. Assim, existe x ∈ G tal que Nx = M∗ = M g. Logo, Nxg−1
= M

e então, N é conjugado a M . Portanto, todo conjugado a M é conjugado a M∗ e vice-versa.

Logo,

MG =
⋂
g∈G

M g =
⋂
h∈G

(M∗)h = M∗
G.�

Para encerrarmos o caṕıtulo, faremos algumas aplicações do teorema de Ore-Baer.

Lema 2.1 Sejam L e M subgrupos maximais distintos de um grupo solúvel finito G. Então

quaisquer duas das afirmações são equivalentes:

a) L é conjugado a M em G;

b) LM 6= G;

c) LM não é um subgrupo de G.

Prova: a) ⇒ b) : Existe g ∈ G tal que M = Lg 6= L. Suponha que LM = G. Então g = lm,

onde l ∈ L e m ∈ M . Assim, M = Llm = Lm e, então M = Mm−1
= L, absurdo.

b) ⇒ c) : Se LM for um subgrupo de G, então, como LlG e M ≤ L, ML = G, absurdo.

c) ⇒ a) : Suponha que L e M não são conjugados em G. Seja K = LG e R = MG. Pelo

corolário de Ore-Baer, K 6= R, pois, L e M não são conjugados. Sem perda de generalidade,

podemos supor que K � R. Logo, K � M e, portanto, LM ≥ KM = G. Portanto,

LM = G, absurdo.�

Definição 2.4 Seja H
K

um fator principal de G. Diz-se que H
K

é de Frattini se H
K
≤ Φ

(
G
K

)
.
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Lema 2.2 Sejam H
K

um fator principal abeliano de um grupo finito G. Então:

a) Se H
K

não é de Frattini, então H
K

possui complemento.

b) Se H
K

possui complemento M
K

, então M é um subgrupo maximal de G.

Prova: a) Por hipótese, H
K

� Φ
(

G
K

)
. Assim, H

K
� M

K
para algum M

K
maximal de G

K
. Logo,

HM = G. Pelo teorema dos isomorfismos G
H
' M

H∩M
. Como H∩M

K
≤ H

K
, K = H ∩ M ou

H ∩M = H. Se H ∩M = H, então H ≤ M , absurdo. Portanto, H ∩M = K e, então M
K

complementa H
K

em G
K

.

b) Seja M
K

um complemento de H
K

em G
K

, e M ≤ L l G. Como H � L, o argumento da

parte a) mostra que L
K

complementa H
K

em G
K

. Então |G : L| =
∣∣H
K

∣∣ = |G : M |, e portanto

M = L.�

Do lema 2.2, item b), temos que se H
K

é de Frattini, então H
K

não possui complemento.

Teorema 2.2 Sejam L e M subgrupos maximais não-conjugados de um grupo solúvel finito

G. Se MG � LG, então M ∩ L é um subgrupo maximal de L.

Prova: Sejam R = MG e S
R

o único subgrupo normal minimal do grupo solúvel primitivo

G
R
. Se R ≤ L, então R ≤ LG. Mas, por hipótese, R � LG. Logo, R � L e, assim LR = G.

Por Dedekind, S = S ∩G = S ∩ LR = (S ∩ L)R. Pelo teorema dos isomorfismos,

S

R
=

(S ∩ L)R

R
' S ∩ L

R ∩ S ∩ L
=

S ∩ L

R ∩ L

e, portanto, S∩L
R∩L

é um fator principal de L. Mostraremos que M∩L
R∩L

é um complemento de

S∩L
R∩L

em G
R∩L

, e assim, pelo lema 2.2, item b), temos que M ∩ L l G.

Como S∩L ≤ L e L∩M ≤ L, (S∩L)(L∩M) ≤ L. Assim, |L : L∩M | ≥ |(S∩L)(M∩L) :

L ∩M |. Pelo teorema dos isomorfismos

|(S ∩ L)(M ∩ L) : L ∩M | = |S ∩ L : (S ∩ L) ∩ (M ∩ L)| =

= |S ∩ L : R ∩M | = |S : R| = |G : M |.

Pelo lema 2.1, G = LM . Logo, |G : M | = |LM : M | = |L : L ∩M |. Assim, |L : L ∩M | =

|(S ∩ L)(M ∩ L) : L ∩M | e, então L = (S ∩ L)(M ∩ L).

Portanto, conclúımos o teorema.�
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Corolário 2.3 Sejam L e M subgrupos maximais não-conjugados de um grupo solúvel finito

G. Então, L ∩M é maximal em L ou M.

Prova: Como L e M são não-conjugados, LG 6= MG. Assim, ou LG � MG ou MG � LG.

Dáı, do teorema 2.2, L ∩M l M ou L ∩M l L.�



Caṕıtulo 3

Grupos n-soma

A nossa conversa agora é com a cobertura de grupos por subgrupos próprios. Chamare-

mos de σ(G) o menor número natural tal que G pode ser coberto por σ(G) subgrupos

próprios. Toda a primeira seção é parte do paper de J. H. E. Cohn, sobre grupos n-soma.

Encerramos o caṕıtulo com um resultado fundamental para o nosso trabalho, o teorema de

Tomkinson.

3.1 Definições e Resultados

Definição 3.1 Seja G um grupo finito. Denotamos por σ(G) o menor inteiro positivo tal

que G é a união de σ(G) subgrupos próprios. Neste caso, dizemos que G é um grupo σ-soma,

onde σ = σ(G). E, que a união dos σ subgrupos é uma cobertura de G.

Sejam M e N subgrupos próprios de G tais que G = M ∪N . Como M e N são próprios,

existem m ∈ M\N e n ∈ N\M . Mas, mn ∈ G = M ∪ N . Logo, mn ∈ M ou mn ∈ N .

Se mn ∈ M , então mn = x ∈ M e portanto, n = m−1x ∈ M , absurdo. Se supusermos que

mn ∈ N chegaremos ao mesmo absurdo. Portanto, podemos concluir que não existe grupo

2-soma e então, σ(G) ≥ 3.

Exemplo 6 O grupo G = S3 é um grupo 4-soma. De fato, os subgrupos próprios não-

triviais são: H1 = {Id, (12)}, H2 = {Id, (13)}, H3 = {Id, (23)} e H4 = {Id, (123), (132)}.

40
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Logo, S3 = H1 ∪H2 ∪H3 ∪H4. Se retirarmos um subgrupo, a união deixa de ser igual a S3.

Assim, σ(S3) = 4.

Observação 3.1 (i) Convencionamos que σ(G) = ∞, quando G for um grupo ćıclico

finito. Faremos isto pelo fato de que todo subgrupo de G que contém o gerador é igual

a G e, com isso G não pode se igual a união de subgrupos próprios.

(ii) Todo subgrupo próprio de um grupo finito não-ćıclico G está contido em um subgrupo

maximal de G. Assim, a cobertura pode ser formada apenas por subgrupos maximais.

No que segue, escrevemos G =
⋃n

r=1 Hr, onde Hr é subgrupo próprio de G com ir = |G :

Hr| ≤ |G : Hr+1| para cada r = 1, . . . , n− 1.

Teorema 3.1 Seja G =
⋃n

r=1 Hr. Então |G| ≤
∑n

r=2 |Hr|, e a igualdade ocorre se, e

somente se;

(i) H1Hr = G, ∀ r 6= 1 e

(ii) Hr ∩Hs ⊆ H1, ∀ r 6= s.

Prova: Sabemos que a quantidade de elementos de Hr que não são elementos de H1 é

dada por |Hr| − |H1 ∩Hr|. Mas, como |H1Hr| ≤ |G| , ∀ r, temos:

|Hr| − |H1 ∩Hr| = |Hr|
(

1− |H1 ∩Hr|
|Hr|

)
= |Hr|

(
1− |H1|

|H1Hr|

)
|Hr| − |H1 ∩Hr| ≤ |Hr|

(
1− |H1|

|G|

)
Logo,

|G| ≤ |H1|+
n∑

r=2

(|Hr| − |H1 ∩Hr|) (3.1)

≤ |H1|+
n∑

r=2

|Hr|
(

1− |H1|
|G|

)
(3.2)

⇒ |G| ≤ |H1|+
(

1− |H1|
|G|

) n∑
r=2

|Hr| . (3.3)
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Dividindo |G| nos dois membros, temos:

1 ≤ |H1|
|G|

+
1

|G|

n∑
r=2

|Hr| −
|H1|
|G|2

n∑
r=2

|Hr| =

=
|H1|
|G|

(
1− 1

|G|

n∑
r=2

|Hr|

)
+

1

|G|

n∑
r=2

|Hr|

⇒ 0 ≤ |H1|
|G|

(
1− 1

|G|

n∑
r=2

|Hr|

)
+

1

|G|

n∑
r=2

|Hr| − 1 =

=

(
1− 1

|G|

n∑
r=2

|Hr|

)(
|H1|
|G|

− 1

)

Como |H1|
|G| < 1,

(
|H1|
|G| − 1

)
< 0 e, portanto 1− 1

|G|
∑n

r=2 |Hr| ≤ 0. Assim, |G| ≤
∑n

r=2 |Hr|.

Suponha que |G| =
∑n

r=2 |Hr|. Dessa forma, temos:

|G| = |G|+ |H1| −
|H1|
|G|

|G|

⇒ |G| = |H1|+
(

1− |H1|
|G|

) n∑
r=2

|Hr| .

Primeiramente, vamos supor, por absurdo, que H1Hk 6= G para algum k 6= 1. Assim, da

desigualdade 3.1, temos:

|G| ≤ |H1|+
n∑

r=2

(
1− |H1|

|H1Hr|

)
|Hr| =

= |H1|+
n∑

r=2
r 6=k

(
1− |H1|

|G|

)
|Hr|+

(
1− |H1|

|H1Hk|

)
|Hk| <

< |H1|+
(

1− |H1|
|G|

) n∑
r=2
r 6=k

|Hr|+
(

1− |H1|
|G|

)
|Hk| =

= |H1|+
(

1− |H1|
|G|

) n∑
r=2

|Hr| = |G| (Absurdo!)

Portanto, H1Hr = G, ∀ r 6= 1.

Mostraremos agora que Hr∩Hs ⊆ H1, ∀ r 6= s. Para isto, consideremos Ki = Hi−Hi∩H1.

AFIRMAÇÃO: Hi ∩Hj ⊆ H1 ⇔ Ki ∩Kj = ∅, ∀ i, j ∈ {1, . . . , n} e i 6= j.

De fato, para cada x ∈ Hi ∩ Hj, temos que x ∈ H1. Como Ki ∩ Kj é formado pelos

elementos de Hi ∩Hj que não pertencem a H1, temos que Ki ∩Kj = ∅. Reciprocamente,

se não existe y ∈ Ki ∩Kj, então não existe y que pertença a Hi ∩ Hj e não esteja contido
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em H1. Assim, para cada y ∈ Hi ∩Hj, temos que y ∈ H1. Logo, Hi ∩Hj ⊆ H1, o que prova

a afirmação.

Assim, precisamos mostrar que Ki ∩Kj = ∅, ∀ i, j ∈ {1, . . . , n} e i 6= j. Se supusermos,

por absurdo, que Ki ∩Kj 6= ∅, para algum i e j, teremos

|G| < |K2|+ . . . + |Kn|+ |H1| =

= (|H2| − |H2 ∩H1|) + . . . + (|Hn| − |Hn ∩H1|) + |H1| =

= |G| − |H1|
|G|

(|H2|+ . . . + |Hn|) + |H1|

⇒ |G| < |G| − |H1|
|G|

|G|+ |H1| = |G| (Absurdo!).

Portanto, Hr ∩Hs ⊆ H1, ∀ r 6= s.

Agora, suponhamos que H1Hr = G, ∀ r 6= 1 e Hr ∩ Hs ⊆ H1, ∀ r 6= s. Se supusermos,

por absurdo, que |G| <
∑n

r=2 |Hr|, então

|G| = |H1|+
n∑

r=2

|Kr|

= |H1|+
n∑

r=2

(|Hr| − |H1 ∩Hr|)

= |H1|+
n∑

r=2

|Hr|
(

1− |H1|
|G|

)
> |H1|+

(
1− |H1|

|G|

)
|G| = |G|.

Absurdo. Logo, conclúımos o teorema.�

Corolário 3.1 Se σ(G) = n, então i2 ≤ n− 1

Prova: Pelo teorema anterior, como i2 ≤ ir, ∀ r ≥ 2, temos

1 ≤ 1

|G|

n∑
r=2

|Hr| =
n∑

r=2

|Hr|
|G|

=
n∑

r=2

1

ir
≤

n∑
r=2

1

i2
=

n− 1

i2
.

Logo, i2 ≤ n− 1, quando σ(G) = n.�

O próximo resultado, em parte, generaliza o primeiro.

Teorema 3.2 Se σ(G) = n e G =

(
m⋃

r=1

Hr

)⋃( n⋃
r=m+1

Kr

)
, onde cada subgrupo é maximal

em G, Hr C G ∀ r = 1, . . . ,m e |Hr| 6= |Hs|, ∀ r 6= s, então |G| ≤
∑n

r=m+1 |Kr|.
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Prova: Seja |G : Hr| = pr para todo r = 1, . . . ,m. Pela proposição 1.9, p1, . . . , pm são

todos primos. Por hipótese, p1, . . . , pm são distintos dois a dois. Logo, pelo teorema 1.3

∣∣∣∣∣G :
m⋂

r=1

Hr

∣∣∣∣∣ = p1p2 · . . . · pm.

Seja D =
⋃m

r=1 Hr. Assim

|D| =
m∑

r=1

|Hr| −
m∑
r,s

1≤r<s

|Hr ∩Hs|+
m∑

r,s,t
1≤r<s<t

|Hr ∩Hs ∩Ht| −

−
m∑

r,s,t,k
1≤r<s<t<k

|Hr ∩Hs ∩Ht ∩Hk|+ . . . + (−1)m−1|H1 ∩H2 ∩ . . . ∩Hm|

|D| =
m∑

r=1

|G|
pr

−
m∑
r,s

1≤r<s

|G|
prps

+
m∑

r,s,t
1≤r<s<t

|G|
prpspt

−
m∑

r,s,t,k
1≤r<s<t<k

|G|
prpsptpk

+

+ . . . + (−1)m−1|G|
m∏

r=1

1

pr

|D| = |G|


m∑

r=1

1

pr

−
m∑
r,s

1≤r<s

1

prps

+ . . . + (−1)m−1

m∏
r=1

1

pr


⇒ |D| = |G|

{
1−

m∏
r=1

(
1− 1

pr

)}

Como Hr C G, ∀ r = 1, . . . ,m e todos da cobertura de G são maximais, G = HrKs. Logo,

|Hr ∩Ks| =
|Hr||Ks|
|HrKs|

=
|Hr||Ks|
|G|

=
|Ks|
pr

.

Assim, |Hr ∩Ks| = |Ks|
pr

∀ r = 1, . . . ,m e s = m + 1, . . . , n. Mais ainda, |Hr ∩Ht ∩Ks|
∣∣∣ |Ks|

pr
e

|Hr ∩Ht ∩Ks|
∣∣∣ |Ks|

pt
. Temos que |Ks| = pra = ptb. Como pr e ps são distintos, pr | b e pt | a.

O que implica que |Ks| = |Hr ∩Ht ∩Ks|.prptc. Assim, |Hr ∩Ht ∩Ks|
∣∣∣ |Ks|
prpt

. Por outro lado,

|Hr ∩Ht ∩Ks| =
|Ks||Hr ∩Ht|
|Ks(Hr ∩Ht)|

=
|Ks||G|

prpt|Ks(Hr ∩Ht)|

≥ |Ks||G|
prpt|G|

=
|Ks|
prpt

Portanto, |Hr ∩Ht ∩Ks| = |Ks|
prpt

, ∀ r, t = 1, . . . ,m e ∀ s = m + 1, . . . , n.
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Seja kr o número de elementos de Kr que não pertencem a D. Assim,

kr = |Kr| − |Kr ∩D| =

kr = |Kr| −

∣∣∣∣∣Kr ∩

(
m⋃

s=1

Hs

)∣∣∣∣∣
kr = |Kr| −

∣∣∣∣∣
m⋃

s=1

(Hs ∩Kr)

∣∣∣∣∣
kr = |Kr| −

m∑
s=1

|Hs ∩Kr|+
m∑
s,t

1≤s<t

|Hs ∩Ht ∩Kr| −

−
m∑

s,t,k
1≤s<t<k

|Hs ∩Ht ∩Hk ∩Kr|+ . . . + (−1)m|H1 ∩H2 ∩ . . . ∩Hm ∩Kr|

kr = |Kr| −
m∑

s=1

|Kr|
ps

+
m∑
s,t

1≤s<t

|Kr|
pspt

−
m∑

s,t,k
1≤s<t<k

|Kr|
psptpk

+ . . . + (−1)m|Kr|
m∏

s=1

1

ps

kr = |Kr|

1−
m∑

s=1

1

ps

+
m∑
s,t

1≤s<t

1

pspt

−
m∑

s,t,k
1≤s<t<k

1

psptpk

+ . . . + (−1)m

m∏
s=1

1

ps


⇒ kr = |Kr|.

m∏
s=1

(
1− 1

ps

)
.

Logo,

|G| ≤ |D|+
n∑

r=m+1

kr = |G| − |G|.
m∏

s=1

(
1− 1

ps

)
+

n∑
r=m+1

{
|Kr|.

m∏
s=1

(
1− 1

ps

)}
Donde,

|G|.
m∏

s=1

(
1− 1

ps

)
≤

{
m∏

s=1

(
1− 1

ps

)}
.

n∑
r=m+1

|Kr|

∴ |G| ≤
n∑

r=m+1

|Kr|. �

Observação 3.2 Do teorema anterior, temos

|G| ≤
n∑

r=m+1

|Kr| ⇒ 1 ≤
n∑

r=m+1

|Kr|
|G|

=
n∑

r=m+1

1

ir
.

Como im+1 ≤ ir, ∀ r = m + 1, . . . , n, temos que 1
ir
≤ 1

im+1
. Assim,

1 ≤
n∑

r=m+1

1

ir
≤

n∑
r=m+1

1

im+1

=
n−m

im+1

.

Portanto, im+1 ≤ n−m.
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Mostraremos algumas relações de σ(G) com σ de subgrupos de G.

Lema 3.1 Se N C G, então σ(G) ≤ σ
(

G
N

)
.

Prova: Seja G
N

= M1

N
∪ . . . ∪ Mm

N
uma cobertura de G

N
, onde m = σ

(
G
N

)
. Dado g ∈ G,

gN ∈ G
N

. Logo, gN ∈ Mi

N
para algum i = 1, . . . ,m. Assim g ∈ Mi. Logo, G ⊆ M1∪ . . .∪Mm.

Como todos os Mi’s são subgrupos de G, temos que G = M1 ∪ . . . ∪Mm. Portanto, σ(G) ≤

σ
(

G
N

)
.�

Corolário 3.2 σ(H ×K) ≤ min{σ(H), σ(K)}.

Prova: Seja G = H × K. Sabemos que podemos identificar H com H × {1} e K com

{1} ×K. Assim, H C G e K C G, G = HK e H ∩K = 1. Logo, pelo lema 3.1

σ(H ×K) ≤ σ

(
H ×K

K

)
= σ(H)

e σ(H ×K) ≤ σ

(
H ×K

H

)
= σ(K).

Portanto, σ(G) = σ(H ×K) ≤ min{σ(H), σ(K)}.�

Dessa forma, dado um grupo n-soma podemos construir outros grupos n-soma.

Definição 3.2 Um grupo finito G é dito n-soma primitivo se σ(G) = n e G não tem um

subgrupo normal N tal que σ(G) = σ
(

G
N

)
.

Observação 3.3 Se G é um grupo n-soma primitivo, então Φ(G) = 1. De fato, seja G =

M1∪. . .∪Mn uma cobertura de G por subgrupos maximais. Como Φ(G) ≤ Mi, ∀ i = 1, . . . , n,

temos que

G

Φ(G)
=

M1

Φ(G)
∪ . . . ∪ Mn

Φ(G)
.

Assim, σ
(

G
Φ(G)

)
≤ n. Logo, σ(G) = σ

(
G

Φ(G)

)
. Como G é n-soma primitivo, Φ(G) = 1.

Para nós Cp sempre denotará um grupo ćıclico de ordem p.

Lema 3.2 Cp × Cp é um grupo (p + 1)-soma primitivo, onde p é primo.
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Prova: Sabemos que |Cp × Cp| = p2. Assim, todo subgrupo próprio tem ı́ndice p. Logo,

pelo corolário 3.1, σ(Cp × Cp) ≥ p + 1. Por outro lado, sejam 〈a〉 e 〈b〉 dois grupos ćıclicos

de ordem p. Assim,

Cp × Cp = 〈a〉 × 〈b〉 ' {aibj | 0 ≤ i, j ≤ p− 1}.

Consideremos Hi = 〈abi〉 e H = 〈b〉. Logo, Cp × Cp = H0 ∪ H1 ∪ . . . ∪ Hp−1 ∪ H. O que

implica que σ(Cp × Cp) ≤ p + 1. Portanto, σ(Cp × Cp) = p + 1.

Como Cp×Cp é abeliano de ordem p2, temos que todo subgrupo próprio e não-trivial de

Cp × Cp é normal e tem ı́ndice p. Assim, o grupo quociente de Cp × Cp por um subgrupo

próprio é ćıclico. Portanto, Cp × Cp é (p + 1)-soma primitivo.�

No próximo teorema, mostraremos que Cp × Cp não é apenas um grupo (p + 1)-soma

primitivo, mas o único com essa propriedade.

Teorema 3.3 Se G é um p-grupo não-ćıclico, então σ(G) = p + 1, e G é um (p + 1)-soma

primitivo se, e somente se, G = Cp × Cp.

Prova: Seja |G| = pk. Como todo subgrupo próprio tem ı́ndice potência de p, temos pelo

corolário 3.1, σ(G) ≥ pα + 1 ≥ p + 1.

Se supusermos que G é abeliano, então G é o produto direto de dois p-subgrupos. Logo,

existe subgrupo K de G tal que G
K
' Cp × Cp. Portanto, σ(G) ≤ σ

(
G
K

)
= p + 1 e, então

σ(G) = p+1. Mas, se G não for abeliano, mostraremos por indução sobre k, que σ(G) ≤ p+1.

• k = 2:

Como G é não-ćıclico, G ' Cp × Cp. Assim, σ(G) = p + 1, pelo lema anterior.

• Hipótese de Indução: O resultado vale para todo grupo com ordem menor que pk, onde

k ≥ 3.

Como G é não-abeliano, 1 6= Z(G) 6= G. Como G
Z(G)

não é ćıclico (de fato, se G
Z(G)

é ćıclico, então G é abeliano) temos, por hipótese, que σ
(

G
Z(G)

)
≤ p + 1. Assim,

σ(G) ≤ σ
(

G
Z(G)

)
≤ p + 1. Portanto, σ(G) = σ

(
G

Z(G)

)
= p + 1.

Ademais, se G for (p + 1)-soma primitivo, então G = Z(G), pois, Z(G) 6= 1 e σ(G) =

σ
(

G
Z(G)

)
. Assim, G é abeliano e pelo o que vimos anteriormente existe um subgrupo
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K de G tal que G
K
' Cp × Cp. Assim, σ

(
G
K

)
= p + 1 = σ(G). Logo, K = 1 e, então

G ' Cp × Cp.�

Para desenvolvermos o próximo lema, precisamos do argumento da seguinte proposição.

Proposição 3.1 Seja G = H × K, onde mdc(|H|, |K|) = 1, e S ≤ G. Então S = (H ∩

S)× (K ∩ S). Se M l G, então M = H × L, onde L l K, ou M = L×K, onde L l H.

Prova: Como |G| = |H||K|, temos que |G : H| = |G|
|H| = |K| e |G : K| = |H|. Assim,

mdc(|G : H|, |G : K|) = 1. Logo,

|G|
|H ∩K|

= |G : H ∩K| = |G : H||G : K| = |G|
|H|

|G|
|K|

.

O que implica que |G| = |H||K|
|H∩K| = |HK| e, então G = HK. Assim, podemos supor que

G = HK, com H C G, K C G e H ∩K = 1. Como mdc(|G : H|, |G : K|) = 1, temos que

mdc(|S : S ∩ H|, |S : S ∩ K|) = 1 e, então, pelo argumento acima, S = (S ∩ H)(S ∩ K).

Logo, S = (S ∩H)× (S ∩K).

Agora, seja M l G. Vimos que M = (H ∩M)× (K ∩M). Temos que M ≤ HM ≤ G e

M ≤ KM ≤ G. Assim,

(i) M = HM ou HM = G e

(ii) M = KM ou KM = G.

Seja HM = G. Como G
H
' K e HM

H
' M ∩K, temos que K = M ∩K. O que implica

que K ≤ M . Assim, M = (H ∩M)×K.

AFIRMAÇÃO: H ∩M l H.

Seja H ∩ M ≤ S ≤ H. Veja que M = (H ∩ M)K ≤ SK ≤ G. Assim, M = SK ou

SK = G. Se M = SK, então S = S ∩ SK = S ∩M ≤ H ∩M . Logo, S = H ∩M . Por

outro lado, se SK = G, então H = H ∩ SK = (H ∩K)S = S, o que prova a afirmação.

O outro caso é análogo. Logo, segue a proposição.�

Lema 3.3 Sejam H e K dois grupos finitos. Se mdc(|H|, |K|) = 1, então σ(H × K) =

min{σ(H), σ(K)}.
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Prova: É fácil ver que G = H ×K é ćıclico se, e somente se, ambos os grupos H e K são

ćıclicos. Neste caso, tudo certo.

Suponhamos que G não é ćıclico e que σ(G) = n. Da proposição 3.1 qualquer subgrupo

de G é da forma X × Y , onde X ≤ H e Y ≤ K, e para qualquer subgrupo maximal de G,

ou X = H e Y l K, ou Y = K e X l H. Assim, uma cobertura de G por maximais é da

forma

G =

p⋃
r=1

(H × Yr) ∪
q⋃

s=1

(Xs ×K) = G1 ∪G2,

onde p + q = n, p ≥ 0, q ≥ 0.

Nosso objetivo é mostrar que p = 0 ou q = 0. Para isto, suponhamos que q 6= 0. Assim,

G1 6= G, isto é, existe (h1, k) ∈ G tal que (h1, k) 6∈ G1. Mas, como G1 =
⋃p

r=1 H ×Yr, temos

que (h, k) 6∈ G1, ∀h ∈ H. Assim, (h, k) ∈ G2, ∀h ∈ H. Logo, (h, k) ∈ G2, ∀ (h, k) ∈ G.

Portanto, G = G2 e, então p = 0. Como p = 0, temos que

G = G2 =

q⋃
s=1

Xs ×K =

(
q⋃

s=1

Xs

)
×K.

Portanto, H =
⋃q

s=1 Xs e, então σ(H) ≤ n. Da mesma forma, se q = 0, então σ(K) ≤ n. As-

sim, min{σ(H), σ(K)} ≤ n = σ(G). Portanto, pelo corolário 3.2, σ(G) = min{σ(H), σ(K)}.�

Veremos a seguir um importante resultado sobre cobertura de grupos nilpotentes.

Teorema 3.4 Se G é um grupo nilpotente finito não-ćıclico, então σ(G) = p + 1, onde p é

o menor primo tal que o p-subgrupo de Sylow de G é não-ćıclico. Ademais, o único grupo

(p + 1)-soma primitivo e nilpotente é Cp × Cp.

Prova: Seja |G| = pα1
1 . . . pαr

r . Do teorema de caracterização dos grupos nilpotentes

finitos, temos que G = P1 × . . . × Pr, onde Pi é pi-subgrupo de Sylow de G para cada

i = 1, . . . , r. Como os primos p1, . . . , pr são, dois a dois, distintos temos, pelo teorema

anterior, que σ(G) = min{σ(P1), . . . , σ(Pr)}. Como G é não-ćıclico, existe Pi que é não-

ćıclico. Seja pi o menor primo tal que Pi é não ćıclico. Como Pi é pi-grupo, temos, pelo

teorema 3.3, que σ(Pi) = pi + 1. Portanto, σ(G) = σ(Pi) = pi + 1.

Pelo mesmo teorema citado, Cp×Cp é o único grupo (p+1)-soma primitivo e nilpotente,

pois, |Cp × Cp| = p2.�
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Lema 3.4 Sejam G =
⋃n

r=1 Hr, onde σ(G) = n, e L um subgrupo de todos os Hr’s, com

exceção, possivelmente, de um dos Hr’s. Então L ≤ Hr, ∀ r = 1, . . . , n.

Prova: Suponhamos que L ≤ Hr, ∀ r = 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n e L � Hk. Tomemos

a ∈ Hk tal que a 6∈ Hr, ∀ r 6= k.

AFIRMAÇÃO: aL ∩Hr = ∅, ∀ r 6= k.

De fato, se existe xr ∈ aL ∩ Hr, então xr ∈ aL e xr ∈ Hr. Assim, existe y ∈ L tal que

xr = ay. Assim, a = xry
−1 ∈ HrL = Hr, absurdo.

Como G =
⋃n

r=1 Hk, aL ≤ Hk. Portanto, L ≤ Hk.�

Para encerrarmos a seção, discutiremos um resultado sobre grupos n-soma primitivos.

Teorema 3.5 Seja G um grupo n-soma primitivo, então ou G ' Cp × Cp ou, Z(G) é um

subgrupo trivial.

Prova: Se supusermos G abeliano, então G será nilpotente. Logo, pelo teorema 3.4,

G ' Cp × Cp. Por outro lado, se supusermos que G não é abeliano, mostraremos que

Z(G) = 1. Para isto, suponha, por absurdo, que Z(G) 6= 1. Assim, existe um primo p tal

que p | |Z(G)|. Pelo teorema de Cauchy, existe u ∈ Z(G) tal que o(u) = p. Sejam U = 〈u〉 e

G =
⋃n

r=1 Hr, onde todos os Hr’s são maximais em G. Como G é n-soma primitivo e U CG,

temos que σ(G) < σ
(

G
U

)
. Assim, U não está contido em todos os Hr’s. Pelo lema 3.4, U

não está contido em, no mı́nimo, dois maximais. Sejam H e K maximais da cobertura tal

que U � H e U � K. Dessa forma, U ∩H = 1 = U ∩K. Como H l G, G = HU e, então

G =

p−1⋃
i=0

Hui. (3.4)

Além disso, HG = HHU = (HH)U = HU = H, pois U ≤ Z(G). Logo, H C G e então,

G
H
' U ' Cp.

Analogamente, K C G e G
K
' U ' Cp. Assim, σ(G) < σ(H) e σ(G) < σ(K). Como

H e K são normais e maximais de G, temos que G = HK e X = H ∩ K C G. Assim,∣∣H
X

∣∣ =
∣∣G
K

∣∣ = p e então
∣∣G
X

∣∣ =
∣∣G
H

∣∣ ∣∣H
X

∣∣ = p2. Dessa forma, X 6= 1. De fato, se X = 1, então

|G| = p2. Assim, G seria abeliano, o que é absurdo.
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De H
X
' Cp, temos H

X
= 〈vX〉, onde v 6∈ X e vp ∈ X. Dáı,

H =

p−1⋃
j=0

Xvj = X〈v〉, onde v 6∈ X e vp ∈ X. (3.5)

Substituindo (3.5) em (3.4), temos

G =

p−1⋃
i=0

Hui =

p−1⋃
i=0

(
p−1⋃
j=0

Xvj

)
ui

=

p−1⋃
i=0

p−1⋃
j=0

Xvjui =

p−1⋃
i=0

p−1⋃
j=0

Xuivj , pois u ∈ Z(G).

Mas, para cada 0 < j ≤ p − 1 e 0 < i ≤ p − 1 existe um único 0 < k ≤ p − 1 tal que

ik ≡ j (mod p). Assim, podemos reescrever Xuivj = Xuivik = X(uvk)i, pois u ∈ Z(G). E

então

G =

p−1⋃
i=0

p−1⋃
j=0

Xuivj

=

(
p−1⋃
j=0

Xvj

)
∪

(
p−1⋃
i=0

Xui

)
∪

{
p−1⋃
i=1

(
p−1⋃
j=1

Xuivj

)}

= H ∪

(
p−1⋃
i=0

Xui

)
∪

{
p−1⋃
i=0

(
p−1⋃
k=1

X(uvk)i

)}
∪X

= H ∪

{
p−1⋃
i=1

(
p−1⋃
k=0

X(uvk)i

)}
∪X

= H ∪

{
p−1⋃
k=0

(
p−1⋃
i=0

X(uvk)i

)}

Para cada k = 0, . . . , p− 1, definiremos

Bk =

p−1⋃
i=0

X(uvk)i = X〈uvk〉 ≤ G.

AFIRMAÇÃO: |G : Bk| = p, ∀ k = 0, . . . , p− 1.

Temos que X ≤ Bk ≤ G. Como |G : X| = p2, temos que |Bk : X| = 1, p ou p2.

Se |Bk : X| = 1, então X = Bk = X〈uvk〉. Assim, 〈uvk〉 ≤ X. Dáı, uvk = x ∈ X ⇒

u = xv−k ∈ XH = H ⇒ u ∈ H ∩ U = 1, absurdo.
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Se |Bk : X| = p2, então G = Bk = X〈uvk〉. Assim, H ≤ X〈uvk〉. Dáı, h = x(uvk)i, onde

h ∈ H, x ∈ X e 0 ≤ i ≤ p−1 ⇒ h = xuivki ⇒ ui = x−1hv−ki ∈ XH = H ⇒ ui ∈ H ∩U =

1 ⇒ i = 0.

Logo, para todo h ∈ H, h = x(uvk)0 = x ∈ X. Assim, H ≤ X ≤ H e com isso, X = H,

absurdo, pois
∣∣H
X

∣∣ = p.

Portanto, |Bk : X| = p e com isso, |G : Bk| = p, ∀ k = 0, . . . , p − 1, o que prova a

afirmação.

Dessa forma, Bk l G para todo k = 0, . . . , p− 1. Como G = H ∪
(⋃p−1

k=0 Bk

)
, temos que

σ(G) ≤ p + 1.

AFIRMAÇÃO: U � Bk para 0 < k ≤ p− 1.

De fato, se 〈u〉 ≤ Bk, então teŕıamos u = x(uvk)r, para algum 0 < r ≤ p − 1. Assim,

u = xurvkr = xurvj u∈Z(G)⇒ ur−1 = x−1v−j (0 < j ≤ p− 1). Dáı, ur−1 ∈ H ∩ U = 1. Assim,

r = 1 e u = xuvk ⇒ 1 = xvk ⇒ vk = x−1 ∈ X. Absurdo, pois,0 ≤ k ≤ p− 1.

Dessa forma, U ∩ Bk = 1, ∀ k = 1, . . . , p − 1. Também temos G = BkU , pois Bk l G.

Assim,

BG
k = BBkU

k = (BBk
k )U = BU

k = Bk, pois U ≤ Z(G).

Com isso, Bk C G e então σ(G) < σ
(

G
U

)
= σ(Bk).

Veja que

Bk = G ∩Bk =

(
n⋃

r=1

Hr

)
∩Bk =

n⋃
r=1

(Hr ∩Bk).

Se Hr ∩ Bk 6= Bk, ∀ k = 1, . . . , n, então σ(Bk) ≤ n. Mas, σ(Bk) > σ(G) = n. Logo,

Hr ∩ Bk = Bk para algum r = 1, . . . , n. Assim, Bk ≤ Hr. Mas, Bk l G e assim, Bk = Hr.

Portanto, para cada k = 1, . . . , p − 1, existe rk = 1, . . . , n tal que Bk = Hrk
. Assim, na

representação G =
⋃n

r=1 Hr existem, no mı́nimo, p maximais, a saber, H, B1, . . . , Bp−1 e U

não está contido em nenhum deles. Dessa forma σ(G) ≥ p + 1 e, então σ(G) = p + 1.

Mas, veja que

G

X
' H

X
× K

X
' Cp × Cp.

Logo, σ
(

G
X

)
= p + 1 = σ(G), absurdo, pois, X 6= 1 e G é n-soma primitivo. Portanto,

Z(G) = 1.�
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3.2 O Teorema de Tomkinson

Para chegarmos ao teorema principal desta seção, vamos discutir alguns lemas que serão

utilizados na discussão do nosso resultado.

Lema 3.5 Se o fator principal H
K

de um grupo finito G é abeliano e tem um único comple-

mento, então H
K
≤ Z

(
G
K

)
. Ademais, existe um primo q tal que

∣∣H
K

∣∣ = q.

Prova: Seja L
K

o único complemento de H
K

em G. Assim sendo, não existem conjugados

a L
K

em G e, por isso, L
K

C G
K

. Como H
K

C G
K

, temos que G
K
' L

K
× H

K
. Nestas condições, os

elementos de L
K

comutam com os elementos de H
K

. Como H
K

é abeliano, H
K
≤ Z

(
G
K

)
. Com

isso, todo subgrupo próprio de H
K

é normal em G
K

. Mas, H
K

é normal minimal de G
K

e assim,

H
K

não possui subgrupo próprio. Portanto,
∣∣H
K

∣∣ = q, para algum primo q.�

Proposição 3.2 Se G é um grupo solúvel finito tal que todo fator principal tem um único

complemento ou é de Frattini, então G é nilpotente.

Prova: Seja N um normal minimal de G. Do argumento da proposição 1.8, N é abeliano.

Por hipótese, N é de Frattini ou possui um único complemento. Neste último caso, temos,

pelo lema anterior, que N ≤ Z(G).

Vamos provar por indução sobre a ordem de G. Suponhamos que todo grupo satisfazendo

as hipóteses da proposição e com ordem menor que |G| é nilpotente. Assim, G
N

é nilpotente.

1o caso: N ≤ Z(G).

Neste caso, G
Z(G)

'
G
N

Z(G)
N

é nilpotente. Pela observação 1.2, G é nilpotente.

2o caso: N ≤ Φ(G).

Assim, pela proposição 1.12, Φ
(

G
N

)
= Φ(G)

N
. Logo,

G

Φ(G)
'

G
N

Φ(G)
N

=
G
N

Φ
(

G
N

) é nilpotente.

Pelo teorema 1.9, G é nilpotente.�

Observação 3.4 Da proposição 3.2, temos que se G é não-nilpotente, então existe fator

principal de G que possui mais de um complemento em G.
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Lema 3.6 Sejam G um grupo solúvel primitivo não-ćıclico. Se o único subgrupo normal

minimal N de G é tal que G
N

é ćıclico, então σ(G) = |N |+ 1.

Prova: Seja M um subgrupo maximal de G tal que MG = 1. Assim, MN = G e

M ∩ N = 1. Sabemos que todos os |G : NG(M)| = |G : M | = |N | subgrupos maximais

conjugados a M complementam N . Pelo corolário 2.2, esses maximais têm núcleo normal

trivial. Todos são ćıclicos, pois, Mi ' G
N

.

Seja G = X1 ∪ . . . ∪Xn, onde σ(G) = n. Temos que

〈xi〉 = Mi = Mi ∩G = Mi ∩

(
n⋃

j=1

Xj

)
=

n⋃
j=1

(Mi ∩Xj), ∀ i = 1, . . . , |N |.

Logo, xi ∈ Mi ∩ Xj para algum j = 1, . . . , n. Assim, Mi ≤ Xj. Portanto, Mi = Xj para

algum j = 1, . . . , n e, então |N | ≤ n. Veja que dadox ∈ N , 1 6= x 6∈ Mi, ∀ i = 1, . . . , |N |.

Logo, N � M1 ∪ . . . ∪M|N |. Portanto, M1 ∪ . . . ∪M|N | 6= G e, assim |N |+ 1 ≤ σ(G).

Agora, mostraremos que σ(G) ≤ |N |+ 1. Como Mi e Mj são ćıclicos, Mi ∩Mj é normal

em ambos. Assim, Mi ∩Mj C 〈Mi, Mj〉 = G. Como Mi possui núcleo normal trivial em G,

Mi ∩Mj = 1, ∀ i, j. Sendo m = |N |, temos

|M1 ∪ . . . ∪Mm| = |{1} ∪ (M1 − {1}) ∪ . . . ∪ (Mm − {1})| = 1 + m(|M | − 1)

= 1 + |N |
(
|G|
|N |

− 1

)
= 1 + |G| − |N | = |G| − (|N | − 1).

∴ |G| = |M1 ∪ . . . ∪Mm|+ |N | − 1.

Mas,

|M1 ∪ . . . ∪Mm ∪N | = |(M1 ∪ . . . ∪Mm) ∪ (N − {1})| =

= |M1 ∪ . . . ∪Mm|+ |N | − 1 = |G|.

Portanto, σ(G) ≤ |N |+ 1.�

O último resultado antes do teorema principal é dado a Wolfgang Gaschütz. O leitor

mais interessado no assunto poderá encontrar a demonstração no paper intitulado “Existenz

und Konjugiertsein von Untergruppen, die in endlichen auflösbaren Gruppen durch gewisse

Indexschranken definiert sind”, publicado em 1977.
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Teorema 3.6 (Gaschütz) Seja G um grupo solúvel primitivo finito e L o único subgrupo

normal minimal de G. Então, todo fator principal de G distinto de L tem ordem menor que

a ordem de L.

Teorema 3.7 (Tomkinson) Sejam G um grupo solúvel finito e não-nilpotente e H
K

um

fator principal de G com ordem mı́nima entre os que possuem mais que um complemento em

G. Então σ(G) =
∣∣H
K

∣∣+ 1.

Prova: Veja que a existência de H
K

é garantida pela observação 3.4. Como G é solúvel

finito, pela proposição 1.8, existe um primo p e um inteiro positivo a tal que |H
K
| = pa.

Mostraremos, primeiramente, que σ(G) ≤ pa + 1.

Escolhamos um fator principal V
W

de G com a seguintes propriedades:

(i) V
W

tem mais de um complemento em G.

(ii)
∣∣ V
W

∣∣ = pa.

(iii) G
V

tem ordem mı́nima com as propriedades anteriores.

Assim sendo, se S
T

é um fator principal de G com complemento,
∣∣S
T

∣∣ ≤ pa e S > V , então

S
T

possui um único complemento em G. Como S
T

é abeliano, pois, G é solúvel, temos, pelo

lema 3.5, que S
T
≤ Z

(
G
T

)
e
∣∣S
T

∣∣ = q, para algum primo q.

Seja M um complemento de V
W

em G. Assim, G
W
' V

W
o M

W
. Logo, M é um subgrupo

maximal de G. Seja Y = MG. Temos que G
Y

é um grupo primitivo e seja X
Y

o único normal

minimal de G
Y

. Como W ≤ M e W C G, temos que W ≤ Y .

AFIRMAÇÃO 1: X = Y V e Y ∩ V = W .

De fato, Y V
Y

C G
Y

. Assim, X ≤ Y V . Por Dedekind,

Y V = Y V ∩G = Y V ∩ (MX) = (Y V ∩M)X = Y (V ∩M)X = Y WX = X.

Temos que W ≤ Y ∩V . Assim, Y ∩V
W

C G
W

e Y ∩V ≤ V . Logo, Y ∩V = W ou Y ∩V = V . Se

Y ∩ V = V , então V ≤ Y . Assim, pelo que vimos acima, Y = Y V = X, absurdo. Portanto,

W = Y ∩ V .

Assim sendo, X
Y

= Y V
Y
' V

Y ∩V
= V

W
. Logo,

∣∣X
Y

∣∣ = pa. Se X > V , então, pelo que vimos

acima, X
Y
≤ Z

(
G
Y

)
e
∣∣X

Y

∣∣ = p.
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AFIRMAÇÃO 2: V
W
≤ Z

(
G
W

)
.

Com efeito, temos que X = Y V e [X, G] ≤ Y . Assim,

[X, G] ≤ Y ⇒ [Y V, G] ≤ Y ⇒ [Y,G][V, G] ≤ Y.

Como Y C G, temos que [Y,G] ≤ Y e, portanto, [V, G] ≤ Y . Por outro lado, V C G e assim

[V, G] ≤ V . Portanto, [V, G] ≤ Y ∩ V = W .

Sejam M1

W
e M2

W
complementos de V

W
em G. Como V

W
≤ Z

(
G
W

)
, temos(

Mi

W

) G
W

=

(
Mi

W

)Mi
W

V
W

=

(
Mi

W

) V
W

=
Mi

W
, ∀ i = 1, 2.

Portanto, Mi

W
C G

W
, ∀ i = 1, 2.

Assim, G
W

= Mi

W
× V

W
, com

∣∣ G
W

: Mi

W

∣∣ =
∣∣ V
W

∣∣ = p, ∀ i = 1, 2. Pelo epimorfismo ϕ : G → G
M1
×

G
M2

: g 7→ (gM1, gM2), temos que Nuc = (ϕ){g ∈ G | (gM1, gM2) = ((M1, M2))} = M1 ∩M2.

Portanto,

G

M1 ∩M2

' G

M1

× G

M2

' Cp × Cp ⇒ σ(G) ≤ σ

(
G

M1 ∩M2

)
= p + 1.

Agora, suponhamos que X = V . Logo, Y = W , G
W

é primitivo e V
W

é o único normal

minimal de G
W

. Pelo teorema de Gaschütz, todo fator principal de G
W

, distinto de V
W

, tem

ordem menor que V
W

. Como todo fator principal de G
V

é também fator principal de G
W

, temos

que cada um deles tem ordem menor que
∣∣ V
W

∣∣ = pa.

AFIRMAÇÃO 3: Todo fator principal de G
V

, a menos de isomorfismo, é um fator principal

de G.

De fato, seja
K
V
H
V

um fator principal de G
V

. Assim, K
H
'

K
V
H
V

é normal minimal de
G
V
H
V

' G
H

.

Portanto, pelaminimalidade de
∣∣G
V

∣∣, temos que cada fator principal de G
V

tem um único

ou não tem complemento. Assim, pela proposição 3.2, G
V

é nilpotente.

AFIRMAÇÃO 4: Se G é nilpotente finito, então para todo primo q que divide |G|, existe

um fator principal de G com ordem q.

De fato, seja |G| = pα1
1 . . . pαr

r . Pelo Teorema de Caracterização dos Nilpotentes Finitos,

G = P1 × . . .× Pr, onde Pi ∈ Sylpi
(G), ∀ i = 1, . . . , r. Seja 1 6= x ∈ Z(Pi) tal que o(x) = pi.

Assim, N = 〈x〉 é um subgrupo de G de ordem pi. Como N ≤ Z(Pi), temos que [N, Pi] = 1.

Além disso, Como N ∩ Pj = 1 e Pj C G, ∀ j 6= i, temos [N, Pj] = 1, ∀ j 6= i. Logo,
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NG = NP1...Pr = (NP1)P2...Pr = NP2...Pr = . . . = NPr = N . Então, N C G e, portanto,

N é normal minimal com ordem pi. O mesmo ocorre para todo primo pi. Assim, segue a

afirmação.

Portanto, pela afirmação acima, todo primo q que divide
∣∣G
V

∣∣ é menor que pa =
∣∣ V
W

∣∣.
Se G

V
não for ćıclico, então, pelo teorema 3.4, σ(G) ≤ σ

(
G
V

)
= q + 1 ≤ pa + 1, onde q é o

menor primo tal que o q-subgrupo de Sylow de G
V

é não-ćıclico.

Se G
V

for ćıclico, então
G
W
V
W

' G
V

é ćıclico. Assim, pelo lema 3.6, σ(G) ≤ σ
(

G
W

)
=
∣∣ V
W

∣∣+1 =

pa + 1. Portanto, chegamos que σ(G) ≤ pa + 1.

Agora, mostraremos que σ(G) ≥ pa + 1.

Seja N CG e maximal com a propriedade σ(G) = σ G
N

. Logo, se K
N

é um subgrupo normal

minimal de G
N

, então σ(G) 6= σ
(

G
K

)
. Assim, ou G

K
é ćıclico ou σ(G) < σ

(
G
K

)
.

Seja G = X1 ∪ . . . ∪Xn, onde σ(G) = n, Xi l G e N ≤ Xi, ∀ i = 1, . . . , n.

AFIRMAÇÃO 5: K 
 Xi para algum i.

De fato, se K ≤ Xi, ∀ i = 1, . . . , n. Então G
K

= X1

K
∪ . . . ∪ Xn

K
. Se G

K
não for ćıclico,

σ
(

G
K

)
≤ σ(G) < σ

(
G
K

)
, absurdo. Se G

K
for ćıclico, G = Xi para algum i, absurdo.

Portanto, K
N

possui complemento em G. Pelo lema 3.4, K
N

possui mais de um complemento

em G. Dividiremos a nossa demonstração em dois casos.

1o caso: K
N

tem um complemento normal.

Seja M
N

um complemento normal de K
N

em G. Logo, G
N
' K

N
× M

N
. Então, [K, M ] ≤ N e

portanto, [G, K] = [KM, K] = [K, K][M, K] ≤ N . Assim, K
N
≤ Z

(
G
N

)
. O que implica que

todos os outros complementos de K
N

são normais em G. Como M l G e M C G, temos que∣∣ G
M

∣∣ = q, para algum primo q. Logo,
∣∣K
N

∣∣ = q.

Dado 1 6= H
N

C G
N

. Temos que

σ

(
G
N
H
N

)
= σ

(
G

H

)
> σ(G) = σ

(
G

N

)
.

Logo, G
N

é n-soma primitivo. Como Z
(

G
N

)
6= 1, pelo teorema 3.5, G

N
' Cq × Cq. Assim,

σ(G) = σ
(

G
N

)
= q + 1. Como K

N
é um fator principal de G e tem mais de um complemento,

temos que q ≥ pa. Portanto, σ(G) ≥ pa + 1.

2o caso: Todos os complementos de K
N

são não-normais.
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Seja M um complemento de K
N

em G. Como M l G e não-normal, temos que K
N

tem, no

mı́nimo, k =
∣∣G
N

: M
N

∣∣ = |G : M | complementos em G. Sejam M1, . . . ,Mk esses complemen-

tos.

Seja G = X1 ∪ . . . ∪Xn, onde n = σ(G), Xj l G e N ≤ Xj, ∀ j = 1, . . . , n.

Mi = Mi ∩G = Mi ∩

(
n⋃

j=1

Xj

)
=

n⋃
j=1

(Mi ∩Xj), para cada i = 1, . . . , k.

Como Mi

N
' G

K
, temos que ou σ

(
Mi

N

)
= σ

(
G
K

)
> σ(G) ou Mi

N
é ćıclico.

(a) σ
(

Mi

N

)
> σ(G).

Como N < Mi para cada i = 1, . . . , k, temos

Mi

N
=

Mi ∩X1

N
∪ . . . ∪ Mi ∩Xn

N
. (3.6)

Logo, σ
(

Mi

N

)
≤ σ(G) < σ

(
Mi

N

)
, absurdo. Com isso, existe j ∈ {1, . . . , n} tal que

Mi

N
=

Mi∩Xj

N
, isto é, Mi = Mi ∩ Xj. Assim, Mi ≤ Xj. Pela maximalidade de ambos,

Mi = Xj. Portanto,
∣∣K
N

∣∣ =
∣∣G
N

: M
N

∣∣ = k < σ(G). Por hipótese, pa ≤
∣∣K
N

∣∣. Logo,

pa + 1 ≤
∣∣K
N

∣∣+ 1 = k + 1 ≤ σ(G) ⇒ pa + 1 ≤ σ(G).

(b) Mi

N
ćıclico.

Devido à equação 3.6, existe j ∈ {1, . . . , n} tal que Mi = Mi ∩ Xj. Segue o mesmo

argumento do item (a). Portanto, σ(G) ≥ pa + 1.�



Caṕıtulo 4

σ-Coberturas de grupos solúveis

finitos

Finalmente chegamos ao principal caṕıtulo do nosso trabalho. Definiremos uma σ-

cobertura de um grupo finito e mostraremos que todo grupo solúvel finito possui uma σ-

cobertura conjugada ou normal, que iremos definir. Para finalizar o caṕıtulo, estudaremos

com mais rigor as σ-coberturas conjugadas.

4.1 σ-Cobertura de um grupo finito

Nesta seção, assumiremos que G é um grupo solúvel finito com σ(G) = n. Assim,

G =
⋃n

i=1 Mi, onde Mi é maximal em G para cada i = 1, . . . , n. Nosso objetivo será de

calcular os ı́ndices de Mi em G.

Lema 4.1 Sejam G um grupo solúvel primitivo finito e L o (único)subgrupo normal minimal

de G. Então, σ(G) ≤ |L|+ 1.

Prova: Mostraremos que L possui mais de um complemento e usaremos o teorema de

Tomkinson para concluir o lema.

Seja M l G tal que MG = 1. Como G é solúvel, pela observação 2.1, M é complemento

de L em G. De MG = 1, temos que M 6 G. Assim, existe g ∈ G tal que M g 6= M .

Dáı, G = ML ⇒ Gg = (ML)g = M gLg LCG⇒ G = M gL. Como L é normal minimal de G,

59
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L∩M g = 1 ou L∩M g = L. Se L∩M g = L, então L ≤ M g. Assim, L = Lg−1 ≤ (M g)g−1
= M ,

absurdo. Logo, L ∩M g = 1 e então M g é outro complemento de L em G. Assim, L é um

fator principal de G com mais de um complemento. Como existe M l G tal que M 6 G,

temos que G é não-nilpotente. Portanto, pelo teorema de Tomkinson, σ(G) ≤ |L|+ 1.�

Teorema 4.1 Sejam G um grupo solúvel finito e p um divisor primo de |G|. Se G tem no

mı́nimo dois subgrupos maximais de ı́ndice pn, então σ(G) ≤ pn + 1.

Prova: Suponhamos que G possui dois subgrupos maximais normais distintos M e N de

mesmo ı́ndice p em G. Assim, G = MN e M ∩ N C G. Do isomorfismo, G
M∩N

' G
M
× G

N
,

temos que G
M∩N

' Cp × Cp. Logo, σ(G) ≤ σ
(

G
M∩N

)
= p + 1, pelo lema 3.2.

Agora, suponhamos que G tem um subgrupo maximal não-normal M de ı́ndice pn. Seja

C = MG. Sabemos que G
C

é um grupo primitivo. Sendo L
C

o (único)subgrupo normal minimal

de G
C
, temos que G

C
' L

C
o M

C
. Assim,∣∣∣∣LC

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣GC :
M

C

∣∣∣∣ = |G : M | = pn.

Portanto, pelo lema 4.1, σ(G) ≤ σ
(

G
C

)
≤
∣∣L
C

∣∣+ 1 = pn + 1, o que conclui o teorema.�

Corolário 4.1 Seja G um grupo solúvel finito com σ(G) = n. Se m < n− 1, então G tem

no máximo um subgrupo maximal de ı́ndice m.

Prova: Como G é solúvel, m = qk, onde q é primo e k é inteiro positivo. Se G tem no

mı́nimo dois subgrupos maximais de ı́ndice qk, então, pelo teorema 4.1, σ(G)− 1 ≤ qk. Mas,

por hipótese, qk < n− 1, absurdo.

Portanto, G tem no máximo um subgrupo maximal de ı́ndice m.�

Definição 4.1 Sejam G um grupo finito com σ(G) = n e M1, . . . ,Mn subgrupos maximais

de G com |G : Mk| = ik, k = 1, . . . , n. A n-upla (M1, . . . ,Mn) é chamada de σ-cobertura de

G, se G =
⋃n

k=1 Mk e i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ in.

Lema 4.2 Sejam G um grupo solúvel finito com σ(G) = n e (M1 . . . , Mn) uma σ-cobertura

de G. Então:
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(i) O único ı́ndice que pode ser menor que n-1 é i1 e, portanto, i2 = n− 1.

(ii) Se i1 < n− 1, então Mi 6 G para todo i ≥ 2.

Prova: (i) Do corolário 3.1 e da definição de σ-cobertura, temos que i1 ≤ i2 ≤ n − 1.

Seja l o maior número tal que il < n − 1. Pelo corolário 4.1, Mk é o único maximal com

ı́ndice ik para cada 1 ≤ k ≤ l. Dessa forma, M1 . . . , Ml são todos distintos e normais em G.

Logo, pela observação 3.2, n− 1 ≤ il+1 ≤ n− l. Portanto, l ≤ 1. Além disso, i2 = n− 1.

(ii) Suponha que Mk C G para algum k ∈ {2, . . . , n}. Como i1 < n − 1 e ik ≥ n − 1,

temos que M1 e Mk têm ordens diferentes.

Suponhamos que ik = n − 1. Assim, podemos reordenar os maximais de tal forma que

(M1, Mk, M2, . . . ,Mk−1, Mk+1, . . . ,Mn) seja uma σ-cobertura de G. Pela observação 3.2,

1 ≤
n∑

r=2
r 6=k

1

ir
≤

n∑
r=2
r 6=k

1

i2
=

n− 2

i2
.

Dáı, n− 1 = i2 ≤ n− 2, absurdo.

Agora, suponhamos que ik > n− 1. Do corolário 3.1, temos

1 ≤
n∑

r=2

1

ir
≤ n− 1

i2
=

n− 1

n− 1
= 1 ⇒

n∑
r=2

1

ir
= 1.

Como ik > n− 1, temos

1 =
k−1∑
r=2

1

ir
+

n∑
r=k

1

ir
≤

k−1∑
r=2

1

i2
+

n∑
r=k

1

ik
=

k − 2

n− 1
+

n− k + 1

ik
.

Assim,

(n− 1)ik ≤ ik(k − 2) + (n− k + 1)(n− 1)

⇒ ik(n− 1− k + 2) ≤ (n− k + 1)(n− 1) ⇒ ik ≤ n− 1,

absurdo, pois n− 1 < ik. Portanto, Mk 6 G, ∀ k = 2, . . . , n.�

Teorema 4.2 Sejam G um grupo solúvel finito com σ(G) = n e (M1, . . . ,Mn) uma σ-

cobertura de G. Então i1 ≤ n− 1 e i2 = i3 = . . . = in = n− 1.
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Prova: Do lema 4.2, temos i1 ≤ i2 = n− 1. Suponha que existe k(2 ≤ k ≤ n− 1) tal que

ik < ik+1. Do corolário 3.1, temos

1 ≤
n∑

r=2

1

ir
≤ n− 1

i2
=

n− 1

n− 1
= 1 ⇒

n∑
r=2

1

ir
= 1.

Ora,

1 =
k∑

r=2

1

ir
+

n∑
r=k+1

1

ir
≤ k − 1

n− 1
+

n− k

ik+1

.

Dáı,

(k − 1)ik+1 + (n− k)(n− 1) ≥ (n− 1)ik+1

⇒ (n− 1)(n− k) ≥ ik+1(n− 1− k + 1)

⇒ (n− 1)(n− k) ≥ ik+1(n− k) ⇒ ik+1 ≤ n− 1 ≤ ik,

absurdo, pois ik < ik+1. Portanto, i2 = . . . = in = n− 1.�

Veja que do teorema 4.2, se G é solúvel finito não-ćıclico, então existe um maximal cujo

ı́ndice em G é σ(G)−1. Logo, existe um primo p e um inteiro positivo α tal que σ(G) = 1+pα.

Assim, por exemplo, não existe grupo solúvel finito G com σ(G) = 7. De fato, não existe

primo p e inteiro α tal que 1 + pα = 7.

Veremos, a seguir, que dado uma σ-cobertura (M1, . . . ,Mn) de G para sabermos algo

sobre M2, . . . ,Mn, basta conhecermos o ı́ndice de M1 em G.

Proposição 4.1 Sejam G um grupo solúvel finito com σ(G) = n e (M1, . . . ,Mn) uma σ-

cobertura de G.

(i) Se i1 < n− 1, então M2, . . . ,Mn são todos conjugados em G.

(ii) Se i1 = n−1 e Mi CG para algum i ∈ {1, . . . , n}, então Mi CG para todo i = 1, . . . , n.

Prova: (i) Pelo corolário 4.1, M1 é o único maximal em G com ı́ndice i1. Logo, M1 C G.

Pelo item (ii) do lema 4.2, Mi 6 G para todo i = 2, . . . , n. Vamos mostrar que M2, . . . ,Mn

são todos conjugados em G.

Suponhamos, por absurdo, que existem i 6= j tal que Mi e Mj não são conjugados. Pelo

corolário 2.3, Mi∩Mj é um subgrupo maximal de Mi ou Mj. Suponhamos que Mi∩Mj lMi.
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Do teorema 4.2, temos que i2 = . . . = in = n− 1. Dáı,

n∑
r=2

|Mk| =
n∑

r=2

|G|
|G : Mk|

= |G|
n∑

r=2

1

n− 1
=
|G|(n− 1)

(n− 1)
= |G|.

Logo, pelo teorema 3.1, Mi ∩ Mj ≤ M1. Com isso, Mi ∩ Mj ≤ M1 ∩ Mi ≤ Mi. Pela

maximalidade de Mi ∩ Mj em Mi, temos que Mi ∩ Mj = Mi ∩ M1 ou Mi ∩ M1 = Mi.

Se Mi ∩ M1 = Mi, então Mi ≤ M1 e com isso, Mi = M1, o que é absurdo. Portanto,

Mi ∩Mj = Mi ∩M1. Como M1 C G e Mi � M1, G = M1Mi. Assim, pelo 1o teorema dos

isomorfismos, Mi∩Mj = Mi∩M1 CMi. Dessa forma, |Mi : Mi∩Mj| = p, para algum primo

p. Como Mi e Mj têm a mesma ordem, |Mj : Mi ∩Mj| = p e então, Mi ∩Mj l Mj. Assim,

da mesma forma, Mi ∩Mj C Mj. Logo, Mi ∩Mj C 〈Mi, Mj〉 = G. Pela maximalidade de

Mi ∩Mj em Mi e Mj, temos que (Mi)G = (Mj)G = Mi ∩Mj, o que é absurdo pelo corolário

2.2.

Portanto, M2, . . . ,Mn são todos conjugados em G.

(ii) Por hipótese, i1 = i2 = . . . = n − 1 e Mi C G para algum i ∈ {1, . . . , n}. Como os

ı́ndices são iguais, podemos reordenar os subgrupos maximais de forma que (Mi, M1, ...,Mi−1,

Mi+1, ...,Mn) seja uma σ-cobertura. Logo, podemos supor, sem perda de generalidade, que

M1CG, e com isso, que existe um primo p tal que n−1 = p. Do argumento do item anterior,

temos |G| =
∑n

k=2 |Mk|. Assim, pelo teorema 3.1, Mw∩Mk ≤ M1, ∀w 6= k(w, k ∈ {1, . . . , n})

e MkM1 = G, ∀ k 6= 1. Em particular, M2∩Mk ≤ M1, ∀ k 6= 2 e com isso, M2∩Mk ≤ M1∩M2

e M2 ∩Mk ≤ M1 ∩Mk, ∀ k 6= 2. Por outro lado,

|M2 ∩Mk| =
|M2||Mk|
|M2Mk|

≥ |M2||Mk|
|G|

=
|M2||M1|
|M1M2|

= |M1 ∩M2|.

Com isso, M1 ∩M2 = Mk ∩M2, ∀ k 6= 2. Também temos,

|M2 ∩Mk| =
|M2||Mk|
|M2Mk|

≥ |M2||Mk|
|G|

=
|M1||Mk|
|M1Mk|

= |M1 ∩Mk|, ∀ k 6= 1.

Portanto, M2∩Mk = M1∩Mk, ∀ k 6∈ {1, 2}. Dessa forma, M1∩M2 = M1∩MkCMk, ∀ k 6= 1,

e assim, M1 ∩M2 C 〈M2, Mk〉 = G. Como |M1 : M1 ∩M2| = |M1M2 : M2| = |G : M2| = p,

temos que G
M1∩M2

é um grupo de ordem p2. Logo, G
M1∩M2

é abeliano e assim,

Mk

M1 ∩Mk

=
Mk

M1 ∩M2

C
G

M1 ∩M2

, ∀ k 6= 1.

Portanto, Mk C G, ∀ k 6= 1. Como M1 C G, conclúımos o item (ii).�
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Observação 4.1 Da proposição 4.1, temos que se G é solúvel finito com σ(G) = n e i1 <

n− 1, então n ≥ 4. De fato, como 1 < i1 < n− 1, temos que n− 1 ≥ 3. Logo, n ≥ 4.

Agora, iremos estudar o teorema mais importante do nosso trabalho. Veremos que em

todo grupo solúvel finito com σ(G) = n, existe uma σ-cobertura com um ”rosto”bem inte-

ressante.

Teorema 4.3 Seja G um grupo solúvel finito com σ(G) = n. Então existe uma σ-cobertura

(M1, . . . ,Mn) de G tal que uma das seguintes afirmações ocorre:

(i) i1 < n− 1 e M2, . . . ,Mn são conjugados.

(ii) ik = n− 1 e Mk C G para todo k = 1, . . . , n.

Prova: Pela proposição anterior, basta provarmos o teorema quando G possui σ-cobertura

(M1, . . . ,Mn) com ik = n − 1 e Mk 6 G ∀ k = 1, . . . , n. Assim, |G| =
∑n−1

j=1 |Mkj
|, onde

Mkj
∈ {M1, . . . ,Mn} e Mkj

6= Mki
∀ i 6= j. Logo, pelo teorema 3.1, G = MiMj ∀ i 6= j. Com

isso, pelo lema 2.1, Mi e Mj não são conjugados para i 6= j.

Seja M o conjunto de todos os subgrupos maximais não-normais de ı́ndice n− 1 em G.

Seja M ∈ M tal que MG tem a maior ordem dentre os núcleos normais dos elementos de

M. Se C = MG, temos que G
C

é um grupo primitivo. Seja L
C

o único normal minimal de G
C
.

Dáı, pelo lema 4.1,

n = σ(G) ≤ σ

(
G

C

)
≤
∣∣∣∣LC
∣∣∣∣+ 1. (4.1)

Pelo teorema de Ore-Baer, M
C

é um complemento de L
C

em G
C

. Assim,∣∣∣∣LC
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣GC :
M

C

∣∣∣∣ = |G : M | = n− 1.

De (4.1), temos que n ≤ σ
(

G
C

)
≤
∣∣L
C

∣∣ + 1 = n − 1 + 1 = n. Logo, σ
(

G
C

)
= n = σ(G). Seja(

M∗
1

C
, . . . , M∗

n

C

)
uma σ-cobertura de G

C
. Com isso, (M∗

1 , . . . ,M∗
n) é uma σ-cobertura de G.

Sabemos que |G : M∗
k | = n − 1, ∀ k ≥ 2. Se |G : M∗

1 | < n − 1, então pela proposição 4.1,

(M∗
1 , . . . ,M∗

n) é uma σ-cobertura satisfazendo (i).

Para encerrar, precisamos mostrar que M∗
k C G, ∀ k = 1, . . . , n quando |G : M∗

1 | = n− 1.

Pela proposição 4.1, basta mostrar que M∗
k C G para algum 1 ≤ k ≤ n. Suponha, por
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absurdo, que M∗
k 6 G ∀ k = 1, . . . , n. Como C ≤ M∗

k e C C G, temos que C ≤ (M∗
k )G,

∀ k = 1, . . . , n. Assim, pela maximalidade de C em M, temos C = (M∗
k )G, ∀ k = 1, . . . , n.

Logo, pelo corolário 2.2, M é conjugado a todos os Mk’s. Isto não pode ocorrer, pois, M

tem exatamente |G : NG(M)| = |G : M | = n− 1 conjugados em G. Portanto, (M∗
1 , . . . ,M∗

n)

satisfaz (ii) se |G : M1| = n− 1.�

Do teorema temos a seguinte definição.

Definição 4.2 Qualquer σ-cobertura que satisfaz a condição (i) do teorema é chamada de

σ-cobertura conjugada, e que satisfaz a condição (ii) é chamada de σ-cobertura normal.

4.2 Coberturas Conjugadas

Vimos que um subgrupo maximal e normal M de um grupo finito G tem ı́ndice primo

em G. Assim, se σ(G)− 1 não for primo, então G não possui σ-cobertura normal. A seguir,

encontraremos algumas condições para que G não possua uma σ-cobertura normal.

Proposição 4.2 Seja G um grupo solúvel, não-nilpotente e n-soma primitivo. Então:

(i) G não tem σ-cobertura normal e

(ii) G é primitivo.

Prova: (i) Suponha, por absurdo, que (M1, . . . ,Mn) é uma σ-cobertura normal de G.

Por definição, Mj C G para cada j = 1, . . . , n e i1 = . . . = in = n− 1 = p, para algum primo

p. Assim,

M2

M1 ∩M2

' M1M2

M1

=
G

M1

' Cp.

Analogamente, M1

M1∩M2
' Cp. Como G

M1∩M2
' M1

M1∩M2
× M2

M1∩M2
, temos que G

M1∩M2
' Cp × Cp.

Portanto, pelo lema 3.2, σ
(

G
M1∩M2

)
= p + 1 = n = σ(G). Mas, G é n-soma primitivo e,

com isso, M1 ∩M2 = 1. Logo, G ' Cp × Cp e portanto, |G| = p2, o que é absurdo, pois G é

não-nilpotente.

Dessa forma, G não possui σ-cobertura normal.
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(ii) Seja (M1, . . . ,Mn) uma σ-cobertura de G. Por (i), a σ-cobertura não é normal.

Assim, existe M ∈ {M2, . . . ,Mn} que não é normal em G. Seja C = MG. Mostraremos que

C = 1.

Seja L
C

o único subgrupo normal minimal do grupo primitivo G
C
. Pelo lema 4.1, σ(G) ≤

σ
(

G
C

)
≤
∣∣L
C

∣∣+ 1. No entanto, como M
C

é complemento de L
C

em G
C
, temos∣∣∣∣LC

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣GC :
M

C

∣∣∣∣ = |G : M | = n− 1.

Dáı, σ(G) ≤ σ
(

G
C

)
≤ n − 1 + 1 = n. Logo, σ

(
G
C

)
= n. Mas, como G é n-soma primitivo,

segue que C = 1.

Portanto, G é primitivo.�

Observação 4.2 (i) A rećıproca da proposição não é verdadeira. Por exemplo, S4 é um

grupo solúvel, primitivo com σ(S4) = 4 e não admite uma σ-cobertura normal, mas não é

um grupo 4-soma primitivo.

De fato, no exemplo 3 vimos que A4 é solúvel. Como A4 E S4 e S4

A4
é solúvel, pois, é

abeliano, temos do item c) da proposição 1.5, que S4 é solúvel. Do exemplo 5, temos que S4

é primitivo.

Seja V o subgrupo de Klein de A4. Do exemplo 4, temos que S4

V
não é abeliano. Como

|S4

V
| = 24

4
= 6, temos, do lema 1.6, que S4

V
' S3.É fácil ver que

S3 = 〈(12)〉 ∪ 〈(13)〉 ∪ 〈(23)〉 ∪ 〈(123)〉

Assim σ(S3) ≤ 4. Como |A3| = 3, temos que 1 6 A3 6 S3 é uma série subnormal de S3 com

os grupos quocientes abelianos. Logo, S3 é solúvel. Assim, do teorema 4.3 o grupo possui

uma cobertura normal ou conjugada. Como S3 possui um único subgrupo normal, o grupo

só admite uma cobertura conjugada (M1, ...,Mn), onde n = σ(S3). Assim, |G : M1| < n− 1.

Logo, da observação 4.1 σ(S3) ≥ 4. Portanto, σ(S3) = 4 e então σ(S4

V
) = 4.

Do lema 3.1, σ(S4) ≤ σ(S4

V
) = 4. Temos que os únicos subgrupos normais próprios de

S4 são V e A4. Assim, S4 não admite uma σ-cobertura normal, e pelo mesmo argumento

acima σ(S4) ≥ 4. Portanto, σ(S4) = 4 e S4 não é um 4-soma primitivo.

(ii) A rećıproca da proposição é verdadeira quando assumimos que G é um grupo su-

persolúvel. De fato, seja G um grupo supersolúvel, primitivo, com σ(G) = n. Se L é o
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único subgrupo normal minimal de G, então |L| = p para algum primo p, pois, L é um fator

principal de G. Seja M o subgrupo maximal de G com MG = 1 e que complementa L em G.

Definamos o homomorfismo

ϕ : M → Aut(L)

g 7→ ϕ(g)(x) = gxg−1.

Claramente, Nuc(ϕ) = {g ∈ M | g−1xg = x , ∀x ∈ L} = CM(L). No entanto, pelo teorema

de Ore-Baer, CM(L) = M ∩ CG(L) = M ∩ L = 1. Logo, pelo teorema fundamental do

homomorfismo, M . Aut(L). Como L ' Zp, temos que Aut(L) ' Zp−1. Assim, M é ćıclico

e sua ordem divide p− 1.

Se 1 6= N é um subgrupo normal em G, então L ≤ N . De fato, se L � N , então N é

ou contém, propriamente, um normal minimal em G, o que é absurdo, pela unicidade de L.

Assim, N � M e com isso, G = MN . Logo, G
N
' M

M∩N
. Como M é ćıclico, M

M∩N
é ćıclico

e portanto, G
N

é ćıclico. Assim, σ
(

G
N

)
= ∞ e com isso, G é n-soma primitivo. Como G é

primitivo, existe maximal que não é normal. Portanto, G é não-nilpotente.

Proposição 4.3 Seja G um grupo solúvel finito. Se G tem um subgrupo maximal não-

normal de ı́ndice σ(G)− 1, então G tem uma σ-cobertura conjugada.

Prova: Seja σ(G) = n. Pelo teorema 4.3, G possui uma σ-cobertura normal ou conjugada.

Seja (M1, . . . ,Mn) uma σ-cobertura normal de G. Por definição, MkCG e |G : Mk| = n−1 =

p, onde p é primo, para cada k = 1, . . . , n.

Seja M o subgrupo maximal e não-normal de G com ı́ndice n− 1 = p. Sejam C = MG e

L
C

o único normal minimal do grupo primitivo G
C

. Como M
C

é um complemento de L
C

em G
C
,

temos ∣∣∣∣LC
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣GC :
M

C

∣∣∣∣ = |G : M | = n− 1 = p.

Assim, pelo mesmo argumento do item ii) da observação 4.2, M
C

é ćıclico e sua ordem divide

p−1 = n−2. Pelo lema 4.1, n = σ(G) ≤ σ
(

G
C

)
≤
∣∣L
C

∣∣+1 = n−1+1 = n. Logo, σ
(

G
C

)
= n.

AFIRMAÇÃO: G
C

não possui subgrupo maximal normal com ı́ndice n− 1.
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De fato, suponha, por absurdo, que K
C

é um subgrupo maximal normal de G
C

com ı́ndice

n− 1 = p. Como M
C

6 G
C
, temos que G

C
= M

C
K
C

e com isso,

G

K
'

G
C
K
C

'
M
C

M
C
∩ K

C

⇒

∣∣∣∣∣ M
C

M
C
∩ K

C

∣∣∣∣∣ = p.

Isto implica que
∣∣M

C

∣∣ é diviśıvel por p, absurdo, pois
∣∣M

C

∣∣ ≤ p− 1.

Da afirmação e como σ
(

G
C

)
= n, temos que G

C
não possui uma σ-cobertura normal.

Assim, pelo teorema 4.3, G
C

admite uma σ-cobertura conjugada
(

M∗
1

C
, . . . , M∗

n

C

)
. Portanto,

(M∗
1 , . . . ,M∗

n) é uma σ-cobertura conjugada de G.

Além disso, como
∣∣∣GC :

M∗
k

C

∣∣∣ = n− 1 = p, temos que L
C

� M∗
k

C
para todo k = 2, . . . , n. Com

efeito, se L
C
≤ M∗

k

C
para algum k ∈ {2, . . . , n}, então

∣∣G
C

: L
C

∣∣ =
∣∣∣GC :

M∗
k

C

∣∣∣ . ∣∣∣M∗
k

C
: L

C

∣∣∣ é diviśıvel

por p. Mas, isto não ocorre, pois
∣∣G
C

: L
C

∣∣ =
∣∣M

C

∣∣ ≤ p − 1. Mais ainda, M∗
k ∩ L = C e então

M∗
k

C
complementa L

C
em G

C
para cada k = 2, . . . , n.

Portanto, pelo teorema de Ore-Baer,
M∗

k

C
é conjugado a M

C
em G

C
. Assim, M∗

k é conjugado

a M para cada k = 2, . . . , n.�

No que segue, impomos algumas condições sobre um subgrupo maximal não-normal M

de um grupo solúvel finito G, para que G tenha uma σ-cobertura conjugada consistindo de

todos os conjugados de M .

Definição 4.3 Um grupo finito G é dito p-nilpotente se todo p-subgrupo de Sylow de G

possui um complemento normal em G.

Teorema 4.4 Seja G um grupo solúvel finito com σ(G) = pn + 1, para algum primo p. Se

G tem um subgrupo maximal não-normal M de ı́ndice pn, tal que M
MG

é p-nilpotente ou tem

sua ordem não diviśıvel por p, então G tem uma σ-cobertura conjugada consistindo de todos

os conjugados de M.

Prova: Sejam C = MG, M̄ = M
C

, Ḡ = G
C

e L̄ = L
C

o único normal minimal do grupo

solúvel primitivo Ḡ. Por Ore-Baer, M̄ complementa L̄ em Ḡ. Dáı,

|L̄| = |Ḡ : M̄ | = |G : M | = pn = σ(G)− 1.

Pelo lema 4.1, σ(G) ≤ σ(Ḡ) ≤ |L̄| + 1 = σ(G) − 1 + 1 = σ(G). Logo, σ(G) = σ(Ḡ) =

pn + 1. Pela proposição anterior, Ḡ possui uma σ-cobertura conjugada (M̄1, . . . , M̄σ). Logo,
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(M1, . . . ,Mσ) é um σ-cobertura conjugada de G. Precisamos mostrar que M2, . . . ,Mσ são

conjugados de M em G. Para isto, mostraremos que nenhum subgrupo maximal não-normal

com ı́ndice potência de p em Ḡ pode conter L̄ e com isso, tais subgrupos maximais são

conjugados de M̄ em Ḡ.

Se |M̄ | não é diviśıvel por p, então Ḡ
L̄
' M̄ é um grupo cuja ordem não é diviśıvel por p.

Assim, não existe subgrupo com ı́ndice potência de p em Ḡ que contenha L̄.

Se M̄ é p-nilpotente, então, por definição, M̄ = N̄P̄ , onde P̄ é um p-subgrupo de Sylow

de M̄ e N̄ é o complemento normal de P̄ em M̄ .

AFIRMAÇÃO: P̄ é ćıclico.

De fato, se n = 1, então |L̄| = p. Assim, pelo argumento do item ii) da observação 4.2,

M̄ é ćıclico e com isso, P̄ e ćıclico. Se supusermos n > 1, basta observarmos:

pn + 1 = σ(G) ≤ σ(Ḡ) ≤ σ

(
Ḡ

L̄

)
= σ(M̄) ≤ σ

(
M̄

N̄

)
= σ(P̄ ).

Se P̄ não for ćıclico, pelo teorema 3.3, σ(P̄ ) = p + 1. Logo, pn + 1 ≤ p + 1, absurdo, pois,

n > 1. Portanto, P̄ é ćıclico.

Seja H̄ um subgrupo maximal de ı́ndice pα(α ≥ 1) em Ḡ que contém L̄. Como Ḡ
L̄
' M̄ e

H̄
L̄
≤ Ḡ

L̄
, existe K̄ maximal de ı́ndice pα em M̄ tal que H̄

L̄
' K̄. Se N̄ � K̄, então N̄K̄ = M̄ e

assim, M̄
N̄
' K̄

N̄∩K̄
. Dáı, |N̄ : N̄∩K̄| = |M̄ : K̄| = pα, absurdo, pois, |N̄ | = |N̄ : N̄∩K̄||N̄∩K̄|

não é diviśıvel por p. Dessa forma, N̄ ≤ K̄ e assim, K̄
N̄
≤ M̄

N̄
. Como M̄

N̄
' P̄ e P̄ é ćıclico,

temos que M̄
N̄

é ćıclico e então K̄
N̄

C M̄
N̄

. Dáı, K̄ C M̄ ⇒ H̄
L̄

C Ḡ
L̄
⇒ H̄ C Ḡ.

Conclúımos assim, que nenhum subgrupo maximal não-normal com ı́ndice potência de

p em Ḡ contém L̄. Com isso, todo subgrupo maximal J̄ com ı́ndice potência de p em Ḡ

complementa L̄ em Ḡ. Portanto, por Ore-Baer, J̄ é conjugado a M̄ em Ḡ. Como M̄2, . . . , M̄σ

são maximais com ı́ndice σ(g)−1 = pn em Ḡ, temos que todos são conjugados a M̄ . Portanto,

M2, . . . ,Mσ são conjugados a M .�

Lema 4.3 Seja G um grupo solúvel finito com σ(G) = pn + 1 para algum primo p. Se

M é um subgrupo maximal p-nilpotente com núcleo normal trivial, então, ou G tem uma

σ-cobertura normal, ou qualquer σ-cobertura conjugada de G possui todos os conjugados de

M. No último caso, qualquer p-subgrupo de Sylow de M é ćıclico.
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Prova: Seja L o único subgrupo normal minimal do grupo primitivo G. Assim, pelo

lema 4.1, pn + 1 = σ(G) ≤ |L| + 1. Se |L| = pn, então, como M complementa L em G,

|G : M | = |L| = pn. Usando a notação do argumento do teorema 4.4, C = 1. Assim, toda

σ-cobertura conjugada de G é também de G
C

. E, pelo argumento citado, se
(

M1

C
, . . . , Mσ

C

)
é

uma σ-cobertura conjugada de G
C
, então (M1, . . . ,Mσ) é uma σ-cobertura conjugada de G

que contém os conjugados de M . Além disso, todo p-subgrupo de Sylow P de M é ćıclico.

Quando tivermos pn < |L|, mostraremos que todo subgrupo maximal com ı́ndice

m ≤ σ(G)− 1 = pn em G é normal em G.

Seja H l G tal que |G : H| = m ≤ pn = σ(G)− 1. Se m < pn, então, pelo corolário 4.1,

H C G. Se m = pn, então L ≤ H. De fato, se supusermos que L � H, teremos que G = LH

e, pela minimalidade de L, L ∩ H = 1. Logo, |L| = |G : H| = pn, o que é absurdo. Dessa

forma, H
L

é um subgrupo maximal de G
L
. Como M é p-nilpotente, M = PN , onde P é um

p-subgrupo de Sylow de M e N é o complemento normal de P em M . De G
L
' M , temos

que existe K l M tal que H
L
' K. Temos que N ≤ K. De fato, se N � K, então M = NK

e, portanto, |N : N ∩M | = |M : K| = pn. Mas, como |N | = |N : N ∩M ||N ∩M | não é

diviśıvel por p, isto não pode ocorrer. De M
N
' P , temos que M

N
é nilpotente, pois, P é um

p-grupo. Dáı,

K

N
C

M

N
⇒ K C M ⇒ H

L
C

G

L
⇒ H C G.

Com isso, G não admite uma σ-cobertura conjugada quando pn < |L|. Portanto, neste caso,

G possui uma σ-cobertura normal.�

Corolário 4.2 Se um grupo solúvel finito G tem um subgrupo maximal M nilpotente com

núcleo normal trivial, então, ou

(i) G tem uma σ-cobertura normal e σ(G) = p + 1, onde p é o menor primo tal que o

p-subgrupo de Sylow de M é não-ćıclico, ou

(ii) G tem uma σ-cobertura conjugada consistindo de todos os conjugados de M, e M é

ćıclico. Neste caso, qualquer subgrupo maximal não-normal de G é conjugado a M.

Prova: Do lema anterior, G tem uma σ-cobertura normal ou uma σ-cobertura conjugada

consistindo de todos os conjugados de M . No último caso, como M é nilpotente, temos que
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M é p-nilpotente para cada primo p divisor de |M | e assim, todo p-subgrupo de Sylow de M

é ćıclico. Portanto, M é ćıclico.

Seja H l G tal que H 6 G. Temos que L � H. De fato, se L ≤ H, então H
L

l G
L
. Como

G
L
' M , temos que G

L
é nilpotente. Portanto, H

L
C G

L
⇒ H C G, absurdo. Logo, G = LH e,

pela minimalidade de L, L ∩H = 1. Com isso, por Ore-Baer, H é conjugado a M em G.

Agora, suponha que G possui uma σ-cobertura normal (M1, . . . ,Mσ). Assim, |G : Mi| =

p = σ(G)− 1 para algum primo p. Como Mi C G, L ≤ Mi, ∀ i = 1, . . . , σ. Dáı,

G

L
=

M1

L
∪ . . . ∪ Mσ

L
⇒ σ

(
G

L

)
≤ σ(G) ≤ σ

(
G

L

)
.

Portanto, σ
(

G
L

)
= σ(G) e como M ' G

L
, σ(M) = σ

(
G
L

)
= σ(G). Do teorema 3.4, σ(G) =

σ(M) = p + 1, onde p é o menor primo tal que o p-subgrupo de Sylow de M é não-ćıclico.�

Corolário 4.3 Suponha que um grupo solúvel finito G tem um subgrupo maximal M abeliano

não-normal. Se G tem uma σ-cobertura conjugada, então a cobertura contém todos os con-

jugados de M e M
MG

é ćıclico. Também, qualquer subgrupo maximal não-normal é conjugado

a M.

Prova: Seja (M1, . . . ,Mσ) uma σ-cobertura conjugada de G, isto é, |G : M1| < σ(G)− 1

e M2, . . . ,Mσ são todos conjugados, com |G : Mk| = σ − 1, para todo k = 2, . . . , σ.

AFIRMAÇÃO: MG = Z(G).

De fato, se Z(G) � M , então G = MZ(G), pois M l G. Assim, MG = MMZ(G) =

(MM)Z(G) = MZ(G) = M . Logo, M C G, absurdo. E com isso, Z(G) ≤ M . Portanto,

Z(G) ≤ MG.

Por outro lado, como M 6 G, existe g ∈ G tal que M 6= M g. Assim, G = 〈M, M g〉. Seja

x ∈ MG =
⋂

z∈G M z. Assim, x ∈ M ∩M g. Seja y ∈ G = 〈M, M g〉. Dáı, y = x1 . . . xr, onde

xi ∈ M ∪M g, para todo i = 1, . . . , r. Dáı, como M e M g são abelianos, temos

xy = xx1 . . . xr = x1xx2 . . . xr = . . . = x1 . . . xrx = yx.

Portanto, x ∈ Z(G) e então, MG ≤ Z(G). Dessa forma, MG = Z(G).

No argumento da afirmação vimos que como M2, . . . ,Mσ não são normais, temos que

Z(G) ≤ Mk, para todo k = 2, . . . , σ. Do lema 3.4, Z(G) ≤ M1. Logo,

G

Z(G)
=

M1

Z(G)
∪ . . . ∪ Mσ

Z(G)
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é uma σ-cobertura conjugada do grupo primitivo G
Z(G)

= G
MG

. Como M
Z(G)

l G
Z(G)

, M
Z(G)

6 G
Z(G)

e M
Z(G)

é nilpotente, temos, pelo lema 4.3, que M2

Z(G)
, . . . , Mσ

Z(G)
são conjugados a M

Z(G)
. Dáı,

M2, . . . ,Mσ são conjugados a M . Do argumento de 4.2, M
Z(G)

é ćıclico e qualquer subgrupo

maximal não-normal de G é conjugado a M .�

Observação 4.3 No corolário 4.3, se na σ-cobertura conjugada (M1, . . . ,Mσ) tivermos M1

abeliano, então

G

Z(G)
' Eσ−1 o Zq,

onde Eσ−1 é um grupo abeliano elementar de ordem σ − 1, e q é um número primo menor

que σ − 1.

De fato, vimos que Z(G) ≤ M1 e Z(G) = MG ≤ M . Pelo 1o teorema dos isomorfismos,

M ∩M1 C M . Como M1 é abeliano, temos que M ∩M1 C M1. Logo, M ∩M1 C MM1 = G

e então M ∩M1 ≤ MG = Z(G) ≤ M ∩M1. Assim, M ∩M1 = Z(G). Dessa forma,

G

Z(G)
' M1

Z(G)
o

M

Z(G)
.

Note que ∣∣∣∣ M

Z(G)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ G

Z(G)
:

M1

Z(G)

∣∣∣∣ = |G : M1| = q,

onde q é um primo menor que σ − 1.

AFIRMAÇÃO: M1

Z(G)
é um subgrupo normal minimal de G

Z(G)
e, portanto M1

Z(G)
é p-abeliano

elementar de ordem pn = σ(G)− 1.

Com efeito, ∣∣∣∣ M1

Z(G)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ G

Z(G)
:

M

Z(G)

∣∣∣∣ = |G : M | = σ − 1 = pn

para algum primo p.

Agora, se H
Z(G)

E G
Z(G)

e H
Z(G)

6 M1

Z(G)
, então M 6 HM 6 G e assim, HM = M ou

HM = G.

Se HM = M , então H ≤ M ∩M1 = Z(G). Assim, H = Z(G).

Se HM = G, então M1 = G ∩M1 = HM ∩M1 = H(M ∩M1) = HZ(G) = H. Assim,

M1 = H.

Portanto, M1

Z(G)
é normal minimal em G

Z(G)
. E portanto, abeliano elementar.
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Assim sendo, conclúımos que G
Z(G)

' Eσ−1 o Zq.

Além disso, se N é um subgrupo maximal abeliano normal em G, então Z(G) = N ∩

M l M . De fato, como N l G, temos que G = MN . Pelo teorema dos isomorfismos,

N ∩M C M e M
M∩N

' G
N
' Cp, para algum primo p. Como N é abeliano, M ∩N C N . Dáı,

M ∩ N C MN = G ⇒ M ∩ N ≤ MG ≤ M . Como M ∩ N l M e M 6= MG, temos que

M ∩N = MG = Z(G).

Nos resultados anteriores, vimos que se M é um subgrupo maximal não-normal com

ı́ndice σ(G)− 1 tendo propriedades especiais, então M
MG

é ćıclico. Para encerrarmos o nosso

trabalho, faremos algumas generalizações desse fato.

Proposição 4.4 Seja G um grupo solúvel finito com σ(G) = pn + 1, onde p é primo. Se M

é um subgrupo maximal não-normal de ı́ndice pn em G, então M
MG

é ćıclico quando uma das

seguintes condições ocorre:

(i) n = 1;

(ii) Qualquer subgrupo maximal de M com ı́ndice primo com p é normal em M;

Prova: (i) Sejam Ḡ = G
MG

, M̄ = M
MG

e L̄ = L
MG

o único normal minimal do grupo

primitivo Ḡ. Por Ore-Baer, M̄ complementa L̄ em Ḡ. Definamos o homomorfismo

ϕ : M̄ → Aut(L̄)

g 7→ ϕ(g)(x) = g−1xg.

Temos que Nuc(ϕ) = {g ∈ M̄ | g−1xg = x , ∀x ∈ L̄} = CM̄(L̄). Também por Ore-Baer,

CM̄(L̄) = M̄ ∩ CḠ(L̄) = M̄ ∩ L̄ = 1̄. Assim, M̄ . Aut(L̄). Como |L̄| = |Ḡ : M̄ | = p, temos

que L̄ ' Zp. Logo, Aut(L̄) ' Aut(Zp) ' Zp−1. Portanto, M̄ é ćıclico.

(ii) Suponhamos que p divide
∣∣M

C

∣∣, onde C = MG. Sabemos que se H
C

l M
C

, então H lM .

Assim, por hipótese, todo maximal de M
C

com ı́ndice primo com p é normal em M
C

. Logo,

pelo lema 1.7 , M̄ = M
C

tem um p-subgrupo de Sylow normal. Seja P̄ = P
C
∈ Sylp(M̄) tal

que P̄ C M̄ . Seja L̄ o único subgrupo normal minimal do grupo primitivo Ḡ = G
C
.

AFIRMAÇÃO: L̄P̄ C Ḡ.
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De fato, (L̄P̄ )Ḡ = (L̄)Ḡ(P̄ )Ḡ = L̄(P̄ )L̄M̄ = L̄(P̄ M̄)L̄ = L̄(P̄ )L̄. Seja x ∈ P̄ e y ∈ L̄.

Assim, z = xy = y−1xy ∈ P̄ L̄. Dáı, z = y−1xy = xx−1y−1xy = x[x, y]. Como L̄ C Ḡ, temos

que [L̄, Ḡ] ≤ L̄. Assim, z = x[x, y] ∈ P̄ L̄. Portanto, (L̄P̄ )Ḡ = L̄P̄ L̄ ≤ L̄(L̄P̄ ) = L̄P̄ e então

L̄P̄ C Ḡ.

Como Op(Ḡ) = L̄ e L̄P̄ é um p-subgrupo normal de Ḡ, temos L̄P̄ ≤ L̄ ≤ L̄P̄ . Assim,

L̄ = L̄P̄ e portanto P̄ ≤ L̄ ∩ M̄ = 1̄. Com isso, P̄ = 1̄, absurdo. Logo, p não divide
∣∣M

C

∣∣.
Neste caso, todo subgrupo maximal de M

C
tem ı́ndice primo com p. Portanto, por hipótese,

todo maximal é normal em M
C

. Dáı, M
C

é nilpotente.

Como todas as hipóteses do corolário 4.2 são satisfeitas, temos que ocorre (i) ou (ii) do

corolário. Como vimos que p não divide
∣∣M

C

∣∣, então (i) não pode ocorrer. Dessa forma,

ocorre (ii) e, portanto, M
MG

é ćıclico.�
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