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Resumo

Neste trabalho vamos estudar as superficies invariantes com curvatura
média constante no grupo de Heisenberg. Este grupo sera gerado por uma
combinacao de quatro movimentos rigidos, que definirao os movimentos de
rotacao e translacao. O grupo de Heisenberg ¢ formado pelas matrizes trian-
gulares superiores com a diagonal principal tendo somente o niimero 1 como
elemento e contida em Mj3(R). Veremos que este grupo com a operagao de
multiplicacao de matrizes ¢ um grupo de Lie. Iremos estudar dois teore-
mas de classificacao destas superficies, que serao geradas pelas rotagoes e as
translagoes nos elementos do grupo de Heisenberg.



Abstract

In this paper we study the invariant surfaces with constant mean curva-
ture in the Heisenberg group.This group will generated by a combination of
four rigid movements, which define the movements of rotation and transla-
tion. The group of Heisenberg is formed by the upper triangular matrices
with main diagonal and only the number 1 and as a contained in M3(R).
We will see that this group with the operation of multiplication of matri-
ces is a Lie group. We two theorems study the classification of these areas,
which will be generated by rotations and translations in the group of elements
Heisenberg.
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Capitulo 1

Introducao

A geometria diferencial tem estudado constantemente superficies em espagos
homogéneos. No caso deste trabalho, serao estudadas superficies no espaco
homogéneo de dimensao tres, as chamadas geometrias tridimensionais.

Como caso especial, iremos estudar superficies de curvatura média con-
stante no grupo de Heisenberg. Este grupo de Heisenberg caracteriza-se por
possuir quatro movimentos rigidos, que definirao os movimentos de rotagoes
e translagoes. Iremos classificar superficies de curvatura média constante no
grupo de Heisenberg Hs. O grupo de Heisenberg é formado pelas matrizes
triangulares superiores com a diagonal principal tendo somente o nimero 1
como elemento e contida em M3(R). Veremos que este grupo com a operagao
de multiplicacao de matrizes é um grupo de Lie.

Nesse trabalho serd dada uma generalizacao de [4] no seguinte sentido:
enquanto em [4] definimos o grupo de Heisenberg Hj a partir da édlgebra de
Lie

h/3: M = :(Z',y,Z)ERS )

o O O
o O 8
o W

neste trabalho construiremos uma familia de grupos de Heisenberg, com
relacao ao parametro 7. Com isso, a algebra de Lie usada sera

V2T X z
0 Vory | (z,y,2) e R® 3
0 0

by = & M =

o O O

11
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e conseqiientemente toda a geometria que desenvolveremos ficara na depen-
dencia de 7. Como caso particular do trabalho citado em [4], foi usado o
valor de 7 = 1.

A classificacao das superficies sera dada como resultado principal de dois

teoremas. Sao eles:

Teorema 1.1. As superficies helicoidais em Hsz com curvatura média con-
stante sao classificadas em termos de H e k da sequinte forma:

1. Helicoides, incluindo planos horizontais z = cte., no caso em que H =
0ek=0.

2. Superficies tipo-catendide, no caso em que H =0 e k # 0.

3. Uma familia de superficies compactas difeomorfas a esfera, quando

H#0ek=0.

4. Clilindros retos, regrados por linhas de fluxo de 0., e superficies tipo-
Delaunay, quando H # 0 e k # 0.

Teorema 1.2. As superficies invariantes por translagcao com curvatura média
constante H em Hs sdo classificadas do sequinte modo:

1. As superficies mimimas (H = 0) sao planos verticais ou grdficos descritos
pelas funcgoes

c 1
e= 2w y) =Tay - o (PVI+ APy + SIn|[V1+ 4792 + ),

onde ¢ € R.
2. As superficies com curvatura média constante H # 0 sdo grdficos das
fungoes

/1 1+ 2 1= 22
z(x,y):m:yj:%(vl—gﬂH? p+y2+ H4T arcsen—y>,
T

14+ 2

e
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O primeiro se refere a superficies invariantes por rotagoes e o segundo
a superficies invariantes por translagoes. Algumas defini¢coes e resultados
sobre grupos de Lie como algebra de Lie, colchete de Lie, campos invariantes
a esquerda e a direita, campos de Killing e exponencial de matrizes (em Hs)
sao abordados nas preliminares.

As superficies invariantes sao formadas a partir de rotacoes e translagoes
de elementos do grupo de Heisenberg Hjs. As superficies que sao invariantes
por movimentos de translacao e rotacao irao definir, através do quociente
destes por grupos fechados, o chamado espaco das orbitas. Neste caso, a
parte regular do espaco das d6rbitas B = H3/G é uma variedade de dimensao
dois e a projecao de uma superficie G—invariante »_ em B é uma curva
v =Y. /G C B. Denotaremos por u e v as duas fun¢des G—invariantes que
parametrizam B, que serao obtidas por uma relagao de equivaléncia ~ .

Achamos uma relagao entre a curvatura média H e a curvatura geodésica
kg €, juntamente com as derivadas das fungoes invariantes v e v montare-
mos um sistema de EDQ’s, satisfeito pela curva 7, geratriz da superficie

helicoidal.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Grupos de Lie

Definicao 1. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G dotada
de uma estrutura de grupo, definida por uma operac¢ao *, de modo que a
aplicagao (g,h) € G x G+ gxh™' € G € diferencidvel, onde h™' denota o
elemento inverso de h.

Decorre imediatemente da definicao que, num grupo de Lie, as aplicagoes

L,: G — @& R,: G — G

T = Ty T = YT

sao difeormorfismos, para cada x € (. Estas aplicagoes sao chamadas respec-
tivamente translagao a esquerda por z e translacao a direita por z.
Indicaremos por e o elemento identidade de GG. Abaixo, temos alguns exem-
plos de grupos de Lie.

Exemplo 1. O conjunto R dos nimeros reais com a estrutura da soma e a
estrutura diferencidvel usual.

Exemplo 2. Seja S' = {z € C;|z| = 1}, onde C € o conjunto dos nimeros
complexos. Consideremos em S' a estrutura de grupo multiplicativo: se «
e 3 € St entio - 3 € o produto dos nimeros complexos o e 3. Como as
aplicagoes

CxC — C . C-{0} — C-{0}
-1

(x,y) — z-y T -7

14
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sdo diferencidveis e suas restricoes a S* tém imagem em S*, St € um grupo
de Lie.

Exemplo 3. O produto G x H de dois grupos de Lie G e H é um grupo de
Lie com a estrutura de variedade produto e com a estrutura de produto direto
de grupos:

(91, 71) © (92, h2) = (91 - g2, h1 - ha),

quaisquer que sejam g, gs em G e hi, ho em H. Dessa forma, podemos gen-
eralizar o exemplo 1 e 2. Consequentemente, para o primeiro exemplo, con-
cluiremos que o espaco euclidiano R™ = R x ... x R é um grupo de Lie. De
modo andlogo, o toro n—dimensional T" = S1 x S1 x ... x S1 também é um
grupo de Lie.

O préximo exemplo serd interessante do ponto de vista dessa dissertacao.
Ele nos darda uma certa base para que no capitulo 1 se possa definir o espaco
de Heisenberg. Para isso, serd necessaria a operacao de exponenciacao de
uma matriz em GL(n,R).

Exemplo 4. Consideramemos neste exemplo, K como um dos corpos R ou
C. Seja
GL(n,K) ={A € M,x,;det A # 0}.

Entao os subconjuntos

GL(n,R) c R™

¢ um aberto e um grupo de Lie com a operacao de multiplicacao de matrizes.
Os sequintes subconjuntos de GL(n,R) sao de uso frequente:

O(n) ={A € GL(n,R);A- A" =T},
onde A' indica a transposta de A. O(n) é chamado de grupo ortogonal.
Un)={Ae€ GL(n,C);A- A" =1},

onde A* indica a adjunta de A. U(n) é chamado de grupo unitdrio. Em
GL(n,R), o elemento e é a matriz identidade

1 0 0
01 0
e=1=| . .
-0 :
0 0 1
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Para R a estrutura de variedade diferenciavel é a usual, como citamos no
exemplo 1. Um grupo linear com identidade é o conjunto aberto

GL(n,R) = {X;det X # 0}

do espago das matrizes n x n, denotado por M,,«,,. Mas M,,«,, é isomorfo
a R™, onde identificaremos cada coordenada com as entradas das matrizes
x;; de X. Assim com essa identificacao, temos que a dimensao de M,,,, ¢ de
ordem n?. Assim, M,,«,, é um grupo de Lie com a operacao de multiplicacao
de matrizes.

Esses subgrupos citados sao subvariedades de (GL(n, K)). Por exemplo,
tomando-se M,,«,, ¢ &,, 0 subconjunto das matrizes reais simétricas, isto €,
A = A'. Definamos f : M, x,, — &,, por f(A) = A- A'. A fungdo [ estd bem
definida, pois (A - A"t = (A")- A = A A", Observemos que f~(I) = O(n);
entdo para ver que O(n) é uma subvariedade de GL(n,R), basta mostrar que
I é um valor regular de f. Com efeito, se X, H € M, ., = R?, teremos

f(X+rH) - f(X)

dfx(H) = lim .
(X4 rH)(X +rH) — XX
= hr% "
XH 4+ rHX! 4 2 HH
_ lin%r rriA _ XH'+ HX",
r— r

Dados X € f7}(I) e S € G, escolhamos Y = 2 € M(n). Pelo visto acima,
SX>t+(SX) t_XXtSt+SXXt_St+S_S
2 2 2 2 2 2

de(Y) :X(

Decorre daf que dfx é sobrejetiva para X € f~(I), isto é, I é valor regular
de f o que prova a afirmacao.

Exemplo 5. S3 = {p € R*;|p| = 1} € um grupo de Lie. Para ver isto,
introduzimos os quatérnios (Q, como sendo o conjunto dos ¢ = a+bi+cj—+dk,
onde a,b,c e d estao em R e, e k se multiplicam sequndo a tabela

T | g |k

—1| k | —j

Jl—k|—11 1
k|l 7 |—i|—1
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Definimos agora o produto de dois quatérnios q e ¢ = a' +b'i+j+ d'k de
maneira trivial. Com isto obtemos uma dlgebra nao comutativa. Definimos
ainda a norma | | e o conjugado de um quatérnio pelas relagoes: |q|* = a® +
V+c2+d?> eq=a—bi—cj—dk. Temos que Q = R* ¢ S® = {q € Q;|q| = 1}.
Consideramos em S® a estrutura de grupo induzida por Q, e temos que S® é
um grupo de Lie.

Definicao 2. Dizemos que um campo X de vetores tangentes a um grupo de
Lie G € invariante a esquerda quando X, = dL, - X, quaisquer que sejam
x,y € G, onde X, indica o valor do campo X no ponto x de G.

O conjunto dos campos invariantes a esquerda de um grupo de Lie é deno-
tado por g. Um campo invariante a esquerda fica completamente determinado
quando se conhece X, pois X, = dL, - X,.

A definicao de algebra de Lie é um fato importante para a composicao
das preliminares dessa dissertacgao.

Definicao 3. Uma dlgebra de Lie é um espago vetorial g, com uma operagao
bilinear [-,-] - g X g — @, satisfazendo

1. [X,Y] = —[Y, X] (anti-comutatividade)
2. [[X,Y], Z]+ Y, Z],X] + [|Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi),

para todo X,Y e Z pertencentes a g.
Logo abaixo, temos alguns exemplos de élgebras de Lie:

Exemplo 6. a) O conjunto gl(n,R) de todas as matrizes n X n reais € uma
algebra de Lie relativamente a operacao

[A, B] = AB — BA,

onde AB indica o produto usual de matrizes.

b) Seja M uma variedade diferencidvel e seja X(M) o espago vetorial dos
campos C* tangentes a M. Para f : M — R de classe C* e para casa
X, Y € X(M), definimos [X,Y] como o campo

(X, Y]f = XY(f) = YX(). (2.1)
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Para o estudo dos espacos de Heisenberg, precisamos do exemplo classico,
ja citado anteriormente, dos grupos de Lie que sao encontrados no espaco
vetorial M, (R) das matrizes n X n reais, como subgrupos do grupo GL,,(R)
das matrizes invertiveis. A élgebra de Lie de GL,(R) é isomorfa a M, (R)
com o colchete usual de matrizes

[M,N]=MN — NM.

Define-se a exponencial de matrizes segundo a formula costumeira

1 1
eXpM:]+M+§M2+ +k'Mk+
A exponencial de matriz estd realmente bem definida, pois ao consideramos
a exponencial de um nimero real x qualquer, teremos:
2 2k

T
=1 — — 2.2
expr=1t+a+ . +og b (2.2)

o0

s - . z" .

E esta 1ltima expressao é o resultado da série g — que ¢ convergente, fato
n!

n=1
de facil constatacao com o uso do teste da razao. Assim, tomando-se uma

norma | | apropriada para matrizes, teremos

>

n=1

| n
!

<Z‘ |<er

e esta tltima é convergente por (2.2).

Neste caso, temos exp : M,(R) — GL,(R). Uma férmula a ser utilizada
mais adiante, relacionando o colchete de Lie na algebra e o produto no grupo,
é a exponencial, aplicadas nas matrizes de GL,(R), definida por

2
exp tM exp tN = exp (¢(M + N) + %[M, N]+0(t%)), (2.3)

onde os termos de terceira ordem dependem de aplicagoes repetidas do colchete
de Lie. A teoria cléssica de grupos de Lie é exposta com detalhes nas re-
feréncias [5] e [7] e [9)].

Definicao 4. Uma métrica em G ¢é invariante a esquerda (resp. direita) se
as translagoes a esquerda (resp. direita) sao isometrias.
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Uma tal métrica pode ser construida fixando-se um produto interno em
T.G. Dada, entao, uma base ortonormal eq,...,e, em T,G e os campos
invariantes a esquerda Ei, ..., F, correspondentes, definimos a métrica em
G declarando os vetores Ej|, ortonormais em 7,G.

Alguns resultados sobre conexao devem ser mencionados. Seja (G, (-, -))
um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda. Lembramos que a
conexao riemanniana associada V é determinada pela condicao de simetria

VxY = VyX = [XY] (2.4)
e pela identidade
(VxY, Z)+(Y,VxZ) = XY, Z), (2.5)

quaisquer que sejam os campos X, Y e Z. Permutando X,Y e Z nas relacoes
(2.4) e (2.5), obtemos a conhecida formula de Koszul

2<VXY> Z> = <[X7 Y]7Z> - <[Yv Z]7X> + <[ZaX]vY>
FX(Y, Z) + Y (Z,X) — Z(X,Y) (2.6)

O produto interno de campos invariantes a esquerda é constante, pois
(Xo, Va) = ((dLo) Xe, (dLy).Y2) = (X, Vo). (2.7)
Conseqiientemente a férmula da conexao riemanniana se reduz a
2AVxY, Zy = ([X,Y],Z) = (Y, Z], X) + ([Z, X],Y). (2.8)

Utilizando a férmula de Koszul, deduzimos a seguinte férmula para a conexao
riemanniana V associada a uma métrica invariante a esquerda (-,-) em G:

1
VY = S([X,Y] - adyY —ady X), (2.9)

dados campos invariantes a esquerda X,Y € g. Nesta férmula

Também iremos usar o conceito de curvatura R de uma variedade Rieman-
niana M.
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Definigao 5. A curvatura R é uma correspondéncia que associa a cada par

X, Y € X(M) uma aplicacao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por
R(X, Y)Z =VyvVxZ —-VxVyZ + V[XJ/]Z,
onde Z € X(M) eV € a conexdo Riemanniana da variedade M.

Um outro conceito importante a ser utilizado no decorrer dessa dis-
sertacao é o de submersao riemanniana.

Definicao 6. Uma aplicacdo diferencidvel f : M™% — N™ ¢ uma submersdo
riemanniana se [ € sobrejetiva e para todo p € M wale df, : T,M — Typ)N
tem posto mdzimo, isto €, a diferencial tem posto n.

Neste caso, para todo ponto p € N, a fibra f~!(p) = F(p) é uma sub-
variedade de M e um vetor tangente de M, tangente a algum F,,p € N ¢é
chamado um vetor vertical da submersao.

Seja M uma variedade riemanniana com uma conexao V. Dado um campo
diferenciavel Y em M, denotamos por VY a aplicacao que associa a cada
campo X o campo VY.

Definicao 7. Dizemos que Y é um campo de Killing se a aplicagao VY
¢ anti-simétrica, isto €,

(VxY, Z) + (X,V,Y) =0, (2.10)

quaisquer que sejam X e Z.

Um campo Y de M é chamado isometria infinitesimal se o grupo local
a um parametro de difeomorfismos locais, gerados por Y em uma vizinhanca
de cada ponto de M, sao isometrias locais.

Proposicao 1. Um campo € de Killing se, e somente se, € uma isometria
infinitesimal.

Demonstragao. A prova desta proposi¢ao encontra-se em [11].
Observacao. Em um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda, todo
campo invariante a direita Y é de Killing. De fato, os difeomorfismos locais
¢ sao da forma

¢ x— (exptY) - x, (2.11)

e portanto sao isometrias globais. As variedades homogéneas também
serao abordadas nesta dissertacao. Mas antes de defini-las, precisamos de
outras defini¢oes com respeito a subgrupos de Lie.
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Definicao 8. Se G e H sao grupos de Lie e se p : G — H € de classe C* e
também homomorfismo de grupos, chamamos ¢ de homomorfismo de Lie;
se @ € um difeomorfismo e um isomorfismo de grupos, entao ¢ € chamado
isomorfismo de Lie; se ¢ : V C G — H ¢ diferencidvel, onde V' é uma
vizinhanga de G tal que x,y com -y € V, implica que p(x-y) = ¢o(x) - o(y),
entao ¢ € chamado homomorfismo local de Lie; analogamente, definimos
isomorfismo local de Lie.

Definicao 9. Um par (H, ) é chamado um subgrupo de Lie do grupo de
Lie G se:

a) H € um grupo de Lie;
b) o : H— G € uma imersao 1 — 1 e é um homomorfismo.
Usando essas defini¢oes anteriores, temos agora as condi¢oes para a seguinte

Definicao 10. Chamamos de espagos homogéneos os espagos quocientes de
grupos de Lie por subgrupos fechados, munidos com a topologia quociente.

Também se fard necesséario o uso do seguinte

Teorema 2.1. Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G e seja
G/H ={zH;x € G}.

Seja ainda
. G — G/H
r — xH
a aplicacao quociente. Entao existe uma unica estrutura de variedade difer-
encidvel em G/H satisfazendo:

a) m é diferencidvel;

b) Para todo ponto xH de G/H eziste uma vizinhan¢a de tH em G/H e
uma aplicacao diferencidvel T : W — G tal que m o1 = idy. Uma 7
aplicacao é chamada uma secgao local de aplicagao .

Demonstracao. A demonstracao encontra-se em [10].
Assim, usando o teorema anterior, podemos dar a seguinte
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Definicao 11. Variedades da forma G/H, onde G é um grupo de Lie, H C H
¢ um subgrupo fechado de Lie, e a estrutura diferencidvel dada pelo teorema
2.1 sao chamadas de variedades homogéneas.

Nos capitulos 1 e 2, falaremos sobre métrica e espaco orbitais. Para isto
precisamos de algumas defini¢oes e resultados que envolvem as variedades
homogéneas.

Definicao 12. Dizemos que um grupo de Lie age em uma variedade M, se
existe uma aplicacao diferencidvel

n:GxM—M
indicada por n(z,p) = xp, tal que
a) ep = p;
b) (zy)p = =(yp).
Neste caso, n € chamada acdo de G em M.

Dada uma agao n de G em M, definimos a érbita de um ponto p € M
como sendo o conjunto

Gp = {zp;x € G}.

Em outras palavras, a érbita de um ponto p € M é a imagem da aplicacao

Gx{p) — M
(z,p)  +— nlz,p)

Dizemos que a acao n é transitiva ou que G age transitivamente em M através
de n se Gp = M, para todo p € M, isto é, para todo p,q € M, existe x € G
tal que xp = ¢. Para todo py € M, definimos o grupo de isotropia do ponto

Do
Gp, = {7 € G;xpo = po}.

Sendo G, um subgrupo fechado de G, GG, ¢ um subgrupo de Lie. Se g- = vy,
entao o subgrupo de isotropia de y ¢ conjugado ao de z, ou seja, G, =
g -Gy - g~t. Um subgrupo de transformacoes age livremente em M se todos
os subgrupos de isotropia sao triviais, GG, = e para cada x € M. Isto significa
que, para e # g € G, temos g - © # x para cada x € M. A agao é localmente
livre se isto vale para todos os g # e em uma vizinhanga dab identidade e.
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2.2 Espaco de Heisenberg

Nesta secao, iremos expor algumas nocgoes iniciais da geometria de espacos
de Heisenberg. Faremos uso dos conceitos e resultados expostos na se¢gao an-
terior. Consideramos, na algebra de Lie das matrizes triangulares superiores
em M3(R), matrizes M e N da forma

0 V2rx z
M=10 0 V2T Yy
0 0 0

Vora z

N = 0 V2ry |
0

o O O

onde 7 é um parametro real. Sendo assim, temos

0 0 27xy 0 0 272’y
MN=1| 0 0 0 , NM=1| 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Dali, resulta que o colchete de Lie é dado por
0 0 27xy — 272’y
[M,N]=MN—-NM=1{ 0 0 0
0 0 0

Além disso, calcula-se

2T xy
0

0
M2=10
0 0

o O O

Deste modo, percebemos que M3 = M?M = 0, onde 0 é a matriz nula de
ordem 3 x 3. Logo, exponenciando a matriz M, obtemos

1 1
AEexpM:I+M+§M2+...:I+M+§M2.
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Portanto
1 00 0 V2rzx z 0 0 7oy
A=expM=1 01 0 |+ O 0 V2ry | +1 0 0 O
0 01 0 0 0 00 0
Deste modo, deduzimos que
1 V2rx z+4+712y
A=expM =1 0 1 V21 y
0 0 1

Portanto, exponenciando a dlgebra de Lie

0 V2rx z
bs=qM=10 0 V2ry |:(z,y.2)eR},
0 0 0

geramos o grupo de Heisenberg das matrizes em GL(3,R) :

1 V2rx z4+712Y
Hy=<¢A=|0 1 V2T (z,y,2) €R?
0 0 1

A matriz A = exp M em Hs, onde M é a matriz em b3 dada por

0 V2rx z
M=10 0 V2ry |,
0 0 0

é representada pelas coordenadas (z,y,z) € R3, denominadas coordenadas
exponenciais de

1 V2rx z4+T12Y
A=10 1 V2Ty
0 0 1

O uso destas coordenadas permite explicitar a estrutura de grupo em His.
O produto em Hj é obtido por restricao do produto usual de matrizes em
M;(R). Fixando

A=expM
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B =exp N,
calculamos
1 V21 z+T2y 1 V2ra 2 +712y
AB = 0 1 Very |-l 0 1 Vory

0 0 1 0 0 1

1 V214 V212 242 + 2ty + Ty + T2y

= 0 1 V21y + 21y
0 0 1

Por outro lado, podemos calcular
AB = expM -exp N
1
= exp (M+N+ —[M,N]).

2
Assim,
1 0 V21x+ V212 z+2 4+ 72y — 12y
M+N+§[M,N] =10 0 V2ry + 2ty
0 0 0

¢ a matriz em b3 cuja exponencial resulta em AB = exp M exp N. Portanto,
se (z,y,2) e (2, 2') sdo, respectivamente, as coordenadas exponenciais de
A e B, entao as coordenadas exponencias de AB sao

(x+2y+vy, 2+ 2 + 7oy — 72'y).
De fato, se escrevermos AB na forma

1 V2t + V212 Z+71(x+2)(y+y)
AB=1{ 0 1 21y + 21y
0 0 1

para algum Z, devemos ter
Z4H1x+2)Yy+y)=z+72 4 2ray + 1oy + 72"y
ou seja,

Z = z+42+2tay + Ty + 12y — 1(vy + 2y + 2y +2'y)
= z+2 +711y — T2y
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Assim, dadas as matrizes A e B, representadas em coordenadas exponenciais

por

A (2,y,2)
e
B = (‘r/7 y/7 Z’)?
o produto de matrizes
(A,B) — AB

é representado nestas mesmas coordenadas por

(r,y,2) % (2,9, 2) = (@ + 2,y + v, 2+ 2 + 1oy — m2'y). (2.12)

2.2.1 Geometria do Espaco de Heisenberg

Na algebra de Lie b3, destacamos os vetores tangentes

010
er=0,=( 0 0 0 |,
000
0 00
€y — 8y = 0 0 1
0 00
e
001
es=0,=1 0 0 0
000
Observemos que [eg, es] = e3, sendo nulas as demais relagoes. Deduzimos
0 z =z 0 « 72
igualmente que, dadas matrizes M = [ 0 0 v |, N=| 0 0 ¢ | e
000 0 0 0
0 x// Z”
P=1| 0 0 ¢ | quaisquer em b3, obtemos
0 0 0
O xy/ _ x/y 0 a:// Z//
[[M,N],P} = 00 0 [ 0 0 ¢ =0
00 0 0 0 0
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Assim

[53,63]=R'63Eh

[[bs, bs], bs] = [b, bs] = {0}

Assim, a dlgebra de Lie é nilpotente a dois passos, com centro dado por b.
Em seguida, determinamos os campos invariantes a esquerda associados

aos vetores ey, €9, e3. O subgrupo a um parametro gerado por e; é a curva

passando pela identidade com velocidade ey, dada pela exponencial

exp(tey) =

OO =

t
1
0

_— o O

Em coordenadas exponenciais, esta curva corresponde a t — (¢,0,0). Deno-
tamos por 7 o campo invariante a esquerda gerado por e;. A curva integral
do campo E; passando pelo ponto A € Hj com coordenadas (x,y, z) é dada
por

La(expte;) = A(expte;)

Em coordenadas exponenciais, temos a curva
(x,y,2) % (t,0,0) = (z + t,y, 2 — Tyt).

Derivando em t = 0, temos o campo F; em A = A(z,y, 2):

d
Fil@yz = E‘t:()(x +t,y,t — Tty)
= 0, — 1Y0,.

Da mesma forma, dado o vetor tangente e, na algebra de Lie b3, definimos
a curva

1 00
exp(tes) = 0 1 ¢
0 0 1
ou, em coordenadas exponenciais, t — (0,t,0).
passando por A = A(x,y, z) é

Dai, a curva integral de FEs

La(exptes) = A(exptes).
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Em coordenadas exponenciais, esta curva integral é dada por
(#,y,2) % (0,1,0) = (z,y + ¢,z + Tat).

Calculando sua derivada em t = 0, temos

d
E2|(x,y72) = %|t:0(I,y+t,z+7’mt)
= Oy + T120,.

Finalmente, dado o vetor tangente es, definimos a curva

exp(tes) =

o O =
O = O

t
0
1
A curva integral de E3 passando por A = A(x,y, z) é dada por
Aexp(tes) = La(exptes).
Em coordenadas exponenciais,
(x,y,2) *(0,0,t) = (x,y,z + 1)
Dai, derivando esta curva em t = 0, obtemos
Es|(zy,2) = O0-.
Assim, os campos invariantes a esquerda gerados por
e1 = 0y, 63 = 0y, e3 =0,

na algebra de lie sao, respectivamente,

E1 = 395 — Tyaz
E, = 0, + T1x0,
E3 = az

Calculando os colchetes de Lie, temos por exemplo

[E1, Es] = [0, — Ty, 0y + T20,]
27'82 = 2TE3,
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as demais relagoes sendo identicamente nulas.

A métrica invariante a esquerda, definida tomando-se os campos E, Fs, Fs3
como ortonormais, ¢ calculada em termos de coordenadas exponenciais da
maneira a seguir. Inicialmente, escrevemos

8Z - E3
(91 = E1 + TyEg
8y = E2 - TIEg

Assim, obtemos as componentes da métrica em termos de coordenadas ex-
ponenciais:

(0,,0,) = 14 7%
(0,,0,) = 1+ 727
(0:,0.) = 1
(0,,0,) = —T zy
(02,0:) = Ty
(0y,0,) = —Tu.

Assim, reunidos estes componentes, obtém-se

ds* = (14 7%%)da* + (1 + 722 dy? + d2* — 2r%wydrdy + 2Tydwdz
—21xdydz

= da® + dy? + (rydx — Tady)Tydr + (tody — Tydx)Tedy + 2rydrdz
—2radydz + dz?

= d2® + dy* + (tydx — Tady)(tydr — Trdy) + 2(Tydr — Trdy)dz + dz*
= d2® 4 dy? + (rydx — Tady + dz)?.

Logo, a métrica invariante a esquerda que fixamos em Hj3 é dada por
ds* = dx® + dy? + (Tydr — Txdy + dz)?.

Determinamos, agora, isometrias em Hjs e os campos de Killing correspon-
dentes. Obviamente, translacoes a esquerda sao isometrias, uma vez que a
métrica é invariante & esquerda. A partir de (2.12), escrevemos

(a,b,c) * (z,y,2) = (a+x,b+y,c+ z+ Tay — Tbx).
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Em particular, dada a translacao a esquerda

L(a,O,O) (ZL', Y, Z) = R(:):,y,z) (CI,, 07 O) - (a'7 07 O) * (ZE, Y, Z)
= (a+=z,y,2z+ Tay),

calculamos
0y + TyO d| L ( )
T TYo, = —la= a xr,Y,z
Yy da 0L(a,0,00{T, Y
d
- % |a:0R(x,y,z) (CL, 07 0)

d
= dR(m,y,z) : %|a:0(aa 07 O)

d
= dR@y.) - %|a:0(exp aeq)
= dR:v,y,z * €1,

a expressao do campo invariante a direita gerado por e;. Da mesma forma,
escrevemos

L(O,ILO) (33'7 Y, Z) = R(x,yz) (O’ b7 0) = (07 ba O) * (ZE, Y, Z)
= (xz,b+vy,z— Tab),

obtendo
d
Oy — 1202 = _‘b:OL(O,b,O)<I7 Y, 2)
db
d
= %|b:OR(x,y,z)(07 b? 0)
d
= dR(z,y,z) ) %|b:0(07 b, O)

d
= dRgy.) - %|b:0(exp ces)
= dR:L‘,y,z * €2,

o campo invariante a direita gerado por es. Finalmente, definimos

L(O,O,c) (23, y’ Z) = R(:Jc,y,z) (07 07 C) = (07 07 C) * (33, ya Z)
= (ZE, Y,z + C)a
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cuja diferencial resulta no campo invariante a esquerda gerado por es:

d d
az = d_c(xu Y,z + C) - %|C:0L(07070) (1:’ Y Z)
d
- %|C:OR(x7y,z) (07 0’ C)
d
= dR(:my,z) ’ d_C|C:0<O’ 0, C)
dR d Je=o( )
_ - —|.—o(exp ce
(Izy7z) dc c=0 p 3
= ARy, e

Assim, uma vez que estes campos invariantes a direita correspondem a
diferenciais de translagoes a esquerda, definem campos de Killing. A ex-
pressao final destes campos de Killing invariantes a direita é:

F, = 0,+ 1yo.

FQ = Gy—Txﬁz
F3 = 0.

Finalmente, verificamos que as rotacoes geradas pelo campo
Fy = —y0, + 20,

também sao isometrias.

A existéncia de isometrias por rotacao motiva a definicao de coordenadas
rotacionalmente invariantes em Hls, as coordenadas cilindricas, dadas na for-
mulacao usual

r = rcosf
y = rsinf
z = z

A métrica em termos destas coordenadas é calculada da seguinte forma

ds* = dr* +r?df® + [rrsenf(cos Odr — rsin 6d6)
—77 cos §(sin Odr + 1 cos 0d0) + dz]?
= dr? +r*d0® + [—1r*df + dz)?
= dr? + (r* + %) d0? — r?dfdz + dz*.
Organizando as parcelas, obtemos a expressao da métrica em coordenadas

cilindricas
ds® = dr® +r?d6* + (tr*df — dz)*.
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Alternativamente, escrevemos
ds* = dr?* + (r* + 7% d0* — r*dfdz + d*.

A partir da determinacao do colchete de Lie calculada acima, utilizando
a férmula de Koszul enunciada na secao anterior, deduzimos que a conexao
riemanniana em Hj é dada por

VEIEQZTEg VE1E3:—TE2
VE2E3 ITE1 VESEg =0.

De fato, usando a férmula de Koszul deduzida em (2.8), teremos
1
(Vi Bz, X) = S(([Bn, Bo], X) — ([Ev, X], Bp) — ([B2, X], Bn)) - (2.13)

O campo X ¢é dado por uma combinacao linear dos campos ortonormais
Ey, Ey e E3. E somente para X = FEj3 temos componente de (Vg, Es, X),
sendo
(Vi By, B3) = T. (2.14)
Logo,
VEIEQ == TE3. (215)

Analogamente, calcularemos as demais conexoes.
1
<VE1E37 X> = §(<[E17 E3]’ X> - <[E17 X]v E3> - <[E37 X]a E1>) (2'16)

O campo X é dado por uma combinacao linear dos campos ortonormais
Ey,E; e E5. E somente para X = Fy temos componente de (Vg, E3, Es),
sendo

(Vi B3, E3) = —T. (2.17)
Logo,
VE'1E2 = —TE3. (218)
E

<VE2E37X> = %(<[E27E3]’X> - <[E2>X]7E3> - <[E37X]7E2>)' (2'19)

O campo X é dado por uma combinacao linear dos campos ortonormais
Ey,E; e E3. E somente para X = E; temos componente de (Vg, F3, X),
sendo

(Vi B3, Ey) = 7. (2.20)
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Logo,
VE2E3 = TEl. (221)

O tensor de curvatura em Hs satisfaz

R(El, EQ)El == —3’7'2 EQ,
R(E,, E3)E, = R(Esy, E3)Ey = 7° Es.

De fato,

R(ElyEQ)El == szvElEl - VE1VE2E1V[E17E2]E1
= vEnglEl — VE1VE2E1 + 2TVE3E1

Calculando separadamente as conexoes pela férmula de Koszul dada em (2.8),
temos

(Vi B, X) = —([B1, X], By,

Atribuindo os valores de Fy, Ey e E5 para X, temos Vg, Fy = 0. Da mesma
forma, calculamos Vg, E;. Por (2.8), verificamos que (Vg,E;, X) tem com-
ponente para X = FEj3, donde obtemos que Vg, E; = —7FE3. Calculando
ainda —7V g, E5. Por (2.8), concluimos que (Vg, E3, X) sé tem componente
quando X = Es, o que nos da Vg, B3 = —7FE5. Por fim, de maneira analoga,
conclui-se que Vg, Ey = —7E5. Logo,

R(E\, Ey))E, = —37°Es.
De maneira analoga, concluimos que
R(E\, E3)E, = R(E,, E3)E; = 7° Es.
Portanto, obtemos a expressao da curvatura seccional:

(R(Ey, B2)Ey, Ey) = =37°,  (R(Ey, E3)Ey, E3) = 72,
<R(E2, E3)E2, Eg) = T2.

Detalhes destes célculos podem ser vistos em [2], [3] e [6].
A aplicacao 7 : Hy — R?, dada por

7(r,0,z) = (r,z — af)
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¢ uma submersao riemanniana. De fato, m é claramente sobrejetiva, pois a
um ponto dado (r', 2 — af’) € R?, claramente podemos associar um ponto
(r',0',2") € Hs. Em outras palavras, o ponto (r/,6’,z") representa uma su-
perficie helicoidal ¥ contida em Hj. Além disso, dado um ponto (rg, 0, z9) €
Hs, temos que

ou ou  ou
or 00 Ov 1 0 0
d7T7~ I} = =
0,V0,20 :
or 00 0z

Claramente, dm tem posto 2 e a aplicacao m é uma submersao.



Capitulo 3

Superficies Helicoidais em Hs

Como vimos no capitulo anterior, o grupo de rotagoes SO(2) age em Hjs por
rotagoes em torno do eixo z. E, entao, conveniente introduzirmos as coor-
denadas cilindricas usuais (r,6, 2) em H?. Em termos destas coordenadas, a
métrica invariante a esquerda tem a seguinte forma

ds® = dr* + (r* + 7%r*)d6? — 21r2dfdz + d2*. (3.1)

Rotagoes sao mais precisamente definidas como as aplicagoes R, : Hy —
Hs, onde Ry(x,y,z) é o fluxo gerado pelo campo Fy = —y0d, + x0,, dado
explicitamente pela expressao

Ri(x,y, z) = (costx + senty, —sentx + costy, z). (3.2)

Movimentos helicoidais combinam rotacoes e translacoes ao longo de um eixo
que novamente fixamos como o eixo z. Isto significa que sao definidos como
as aplicagoes H; : Hy — Hs, onde Hy(z,y,z) é o fluxo gerado pelo campo
Fy + aF3, ou seja,

Hi(z,y, z) = (costx + senty, —sentx + costy, z + at). (3.3)
Em termos de coordenadas cilindricas, a aplicagao H; é dada por
(r,0,z) — (r,0 +t,z + at) (3.4)
e o campo Fj + aF3 é escrito como

Fy+aFs5 = 0y + a0,. (3.5)

35
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Pontos em H3 podem ser identificados se pertencem a mesma érbita. As
classes de equivaléncia constituem o espago das orbitas B. Com respeito a
coordenadas cilindricas, a relagao de equivaléncia pode ser expressa por

(r,0,2) ~ (r,0 +1,z+ at). (3.6)

Em particular, o ponto em Hj com coordenadas (r, 6, z) pode ser represen-
tado no espago das orbitas pela érbita passando pelo ponto de coordenadas
(r,0,z — af). Portanto, as fungdes

u=r, v=z-—al (3.7)

parametrizam o espaco de orbitas B. Verifica-se que estas sao fungoes invari-
antes, isto é, permanecem constantes ao longo de uma érbita. De fato

Opu + ad,u =0

Opv + a0,v = a —a = 0.

Portanto, os campos gradiente Vu e Vv expandem, em cada ponto, o espago
normal as orbitas. Determinamos, com auxilio destes campos, a métrica
orbital, isto é, a métrica no espaco de érbitas.

Consideremos, por exemplo, uma geodésica a(o) realizando a distancia
entre 6rbitas préximas. Deste modo, /(o) ¢é, nos pontos inicial e final, per-
pendicular as 6rbitas. Suponhamos, para fixar idéias, que o/(o) seja paralela
a Vu. Neste caso

(Vu,d/(0)) = |Vul.

Por outro lado,

(Vu,d(0)) = %
do
Concluimos que
1
do = — du.
o Yl u

De modo analogo, tomando geodésicas extremizando a distancia entre as
orbitas na direcao do campo normal Vv, obtemos

1

do =
Y

dv.
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No caso geral, obtemos a seguinte expressao para o elemento de linha (distancia
infinitesimal entre as 6rbitas):

1
= du?
AT

do?

dv?. (3.8)

Calculamos, a seguir, |Vu| e |[Vv|. Para tanto, necessitamos determinar os
coeficientes da inversa da métrica em Hz. A partir da expressao da métrica
em Hs em coordenadas cilindricas

1 0 0
(gU) = 0 7’2 + 7'27"4 —’7'7”2 s
0 —77? 1
obtemos
B 1 0 0
¢)=(0 = 7
0 7 147272
Com isto, calculamos
Vul? = g"'(0,u)* =1 (3.9)

1
Vo2 = ¢*2(0gv)? + 29%0pv0,v + g% (0,0)* = —2a2 ~2ra+ (1 + 72u?)
u

= %(u2 + (tu® —a)?).

Portanto, a métrica orbital é dada, em termos dos parametros u, v no espago
de orbitas, por

do? = du® +

2
e (3.10)

No caso particular em que 7 = %, obtemos a expressao na p. 179 de [4]:

4u?

2 11
4u? + (u? — 2a)? dv (8:11)

do? = du® +

Concluimos da andlise acima que a projegao canonica 7 : Hz — {(0,0,2)} —
B, levando um ponto com coordenadas (7, 0, z) em sua 6rbita, parametrizada
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por (u,v), é uma submersao riemanniana, se considerarmos B munido da
métrica orbital definida acima.

Denotamos
u2
U = ) 3.12
(u) u? + (Tu? — a)? ( )

Com esta notacao, determinamos a conexao riemanniana V em B. Temos

<v8ua’u;8u> - %au|au|2 =0

1
<v8uauyav> = _<8ua V8U8u> = _§8v|8u|2 = 0.
Deduzimos, deste modo, que

V@ 8u :Oa

u

ou seja, que as curvas coordenadas v = cte. sao geodésicas em B. Calculamos

1
<V8u8vaau> = <V8vauaau> = éav|au|2 =0

1
(Vo,0p, 0y) = §8u\8v\2 =UU’,
onde " indica derivada com respeito a u. Analogamente,

(Vo,00,0u) = =0, V,0,) = _%auva =-UU'

(Vo,00,0,) = %&J@P _o.

Sendo assim, deduzimos que
U/

V,0 = T Oy (3.13)

Vo,0y = —UU" 0. (3.14)
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Definimos em B o referencial ortonormal
1
€1 = 8u, €9 = ﬁ E)v. (315)

Seja vy curva em B, cuja expressao local em coordenadas (u,v) é
s +— (u(s),v(s)). (3.16)

Representamos o elemento de linha em v induzido pela métrica orbital por
dy. Logo,
u’(s)

u?(s) + (tu(s)? —a

dy? = (%,4) ds* = <u2(s) + 2 1')2(3)> ds®.

Seja ¢ o angulo orientado entre 7 e a direcao e;. Desta forma, associamos a
v o referencial mével

f'y
T — = COs 0 e1 + seno ey,
7
N = —sence; + coso es.
Calculamos
VT = Vr ( cosoe; + senaeg) = —gsenc e; + ¢ cos o ey + cosoVreq + senoVres.

Portanto, a curvatura geodésica de v em B ¢é dada por

K/g = <VTT, N> I(j'+<VT€1,€2>
= o+ wi(D).

No caso particular da métrica orbital, utilizando as formulas acima para a
derivada covariante dos campos coordenados, obtemos

0, 1 U’
Wi(T) = (Vrer, e3) = (V10,, ﬁ> = ﬁsencr(Vav@u,&) = 77 seno.
Portanto, a curvatura geodésica de v em B é dada por

!/

Kg =0+ 77 Seno. (3.17)



40

3.1 Superficies Helicoidais

A decomposicao do espaco tangente a um ponto em Hj3 em direcoes tan-
gentes a normais as orbitas permite também decompor a métrica ambiente na
métrica da érbita e na métrica orbital. Denotemos, como acima, o parametro
das drbitas (linhas de fluxo de Fy + aF3) por t. Denotemos, além disso,

w = (Fy + aFs, Fy + aF3)"? = \/u? + (Tu? — a)2. (3.18)
Deste modo, escrevemos
ds® = W*dt* + do’. (3.19)

Portanto, a métrica em Hs, decomposta em diregoes tangentes e normais as
orbitas, é reescrita como

U2

u? + (tu? — a)?

ds® = (u2 + (Tu2 — a)Q) dt® + du® + dv?. (3.20)

Uma superficie helicoidal ¥ em Hjs é, por definicao, uma superficie invari-
ante por movimentos helicoidais, isto é, tal que, para t qualquer,
H,(X) =%.

Portanto, > é gerada por uma curva no espaco de érbitas parametrizada por

isto significa que ¥ admite uma parametrizacao da forma
(87 t) = Ht(U(S), Oa U(S))‘

Dito de outro modo, > é parametrizada, em termos de coordenadas cilindricas,
por
(s,t) — (u(s), 0 +t,v(s) + at)

ou, com respeito a coordenadas exponenciais, por
(s,t) — (x(s)cost + y(s)sent, —x(s)sent + y(s) cost, z(s) + at),

onde x(s) = u(s)cosh, y(s) = u(s)send e z(s) = v(s) + af. Obviamente,
os invariantes geométricos de ¥ podem ser determinados a partir destas ex-
pressoes, como fazemos a seguir.
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Agora, deduzimos uma formulacao analitica da curvatura média em X.
Consideramos > munida da métrica induzida pela imersao em Hs:

w?(s) dt® + dy?* = (u?(s) + (Tu?(s) — a)?) dt?

+<u2(s) - u(s)

205) + (rul(s)? —ap (5)) ds

O elemento de area em ¥ é dado por

wl|¥| dtds, (3.21)

onde, nesta férmula,

Y| = 4 [ 12(s uw(s) v2(s
1= \/ (s) + u?(s) + (tu(s)? — a)? (5)-

Portanto, a area de X corresponde a

://wmdtds, (3.22)

onde, ao escrevermos A(7), enfatizamos o fato de que variagoes da area de X
sao determinadas por variacoes da curva geratriz y. Derivando a area com
respeito a uma variacao a um parametro 7, de vy, obtemos

4 4 / ) dtds = B s ara
an A(v) =0 = W'y + wl|') dtds +— w|y|dtds,

onde a derivada com respeito a u é indicada por . Estas derivadas sao

calculadas em p = 0. Suponhamos que a variac¢ao 7, que ora consideramos
seja uma variagao normal, isto é, tal que o campo variacional 7 seja da forma
1 =@ N, onde N é o campo normal unitario N ao longo de . Neste caso,
calculamos

. 1 o 1 i
Y] =0 = ¢W<VN%7> =—y m(vwa N).

Assim, obtemos
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onde k, denota a curvatura geodésica de vy no espago das érbitas. Logo,
deduzimos a seguinte formula para a variacao da area

d .

@A(%)\Mzo = (On Inw — Ky)pwl|y| dtds.

Do fato de que m é uma submersao riemanniana e o campo variacional 7 é
normal as orbitas, concluimos que os campos N e 17, dados por

N =N, mh=n, (3.23)

sao, respectivamente, o campo normal unitario ao longo de ¥ e o campo
variacional de ». Temos, em particular

(N,5) = (N,n) = . (3.24)

Retornando ao célculo da variacao da area, é um fato classico que

d Co
@A(w)luzo = —2//H<N,n>wlvld8dt-

Comparando as duas expressoes para a variagdo da drea, concluimos (pela
arbitrariedade da variagao) que

2H = ky — OnInw. (3.25)
Para efeito de simplificagao, escreveremos essa tultima equacao da forma

H=k;,—Onlnw. (3.26)

Verificamos, utilizando a notacao previamente definida, que
u

w:E,

o que permite calcular

1 U
OvIlnw = sencd, Inw = —seno(— — —),
u U
onde ’ denota, desta vez, derivada com respeito ao parametro u. Concluimos,

portanto, que

1
H =Ky —OnvInw = ¢ + —seno.
U
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Obtemos, desta forma, o seguinte sistema de EDQO’s satisfeito pela curva -,
geratriz da superficie helicoidal:

U = COSO

|

0 = gseno (3.27)
o = H-— L seno

Do fato de que o elemento de area nao depende explicitamente de ©, deduz-
imos uma lei de conservagao, que resulta no analogo da relagao de Clairaut
para superficies rotacionais. Demonstram-se facilmente os seguintes fatos.

Proposicao 2. Transladando-se uma curva que € solugao do sistema (3.27)
na direcao de v, obtém-se uma outra solucdo para o sistema citado.

De fato, basta observarmos que o sistema (3.27) independe da varidvel v.
Logo, dada uma solucao y(s) = (u(s),v(s)) do sistema e uma constante v
arbitraria, a curva J(s) = (u(s),v(s) + vg), é também uma solugao.

Proposicao 3. Seja v(s) uma solugao de (3.27) definida em (so — €, S¢],
com o(sg) = £5. Entao y pode ser estendida ao intervalo (so — ¢, s0+¢) pela
reflexao em torno da linha v = v(sg)

Observemos que, dada y(s) = (u(s),v(s)), entao F(s) = (u(s),2vy — v(s))
resulta numa solugao para (3.27).

Proposigao 4. A fung¢io J(s) = useno — sHu? é constante ao longo de
solugoes y(s) de (3.27). Desta forma, as solugoes do sistema (3.27) sdio
caracterizadas por J(s) = k, para alguma constante k € R.

Demonstracdo. Basta apenas verificarmos que J (s) = 0. Calculemos a
derivada desta funcao, obtendo
J(s) = (s)seno + u(s)ocoso — uiH.
Usando o sistema (3.27),
J(s) = cososenc + u(s)(H — u(s) 'senc) cos o — u(s) cos o H
= cososeno + u(s)H coso — %sena cosa — u(s) cosoH
= 0.

Isto encerra a demonstragao da proposicao. O]
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3.2 Teorema de Classificacao

Passamos, agora, ao enunciado do resultado principal demonstrado em [4] a
respeito de superficies helicoidais.

Teorema 3.1. As superficies helicoidais em Hsz com curvatura média con-
stante sao classificadas em termos de H e k da sequinte forma:

1. helicoides, incluindo planos horizontais z = cte., no caso em que H =0

ek=0.
2. Superficies tipo-catendide, no caso em que H =0 e k # 0.

3. Uma familia de superficies compactas difeomorfas a esfera, quando
H#0ek=0.

4. Clilindros retos, regrados por linhas de fluxo de 0., e superficies tipo-
Delaunay, quando H # 0 e k # 0.

Demonstracao. Trataremos de cada caso separadamente. Iniciamos pelo es-
tudo das superficies minimas.

Caso 1. H = 0. Da integral primeira da proposigao (4), temos J(s) =
useno = k. Dependendo do valor de k, temos duas possibilidades:

1. k = 0 : neste caso, temos usenoc = 0 e, portanto, senc = 0. Assim, o
angulo o entre v e d, ¢ identicamente nulo. Do sistema (3.27), deduzimos
que

du = cosods = ds,

dv = —senods

U

Pela regra da cadeia, temos

dv 1
= —seno coso = 0,

du U

o que implica que v = b, para alguma constante b. Entao, a superficie é dada
por z = abf + b, o que corresponde a um helicéide euclidiano.
2. k > 0 : nesta situagao, temos seno = % Uma vez que

coso =V1—senoc =4/1 — — =u ' (u* — kz)%,
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utilizando novamente a regra da cadeia, deduzimos a equagao

dv  1seno +/u?+ (tu®—a)? k

du U coso u V2 — k2’

Portanto, considerando u > k, temos

dv  ku+ (Tu? —a)? (3.28)
du  wu VuZ — k2 ' '
Alguns pontos merecem atencao. A integral para esta equacao é, em geral,
do tipo eliptica e (3.28) é valida se, e somente se, u assume o valor k, onde
a curva torna-se paralela a direcao 0,. Além disso, temos S—Z > 0, o que
significa que v(u) é crescente e, finalmente,
dv

lim — = 7k.
wsodu

Portanto, segundo a Proposicao 2, podemos considerar a tnica sol¢ao de
(3.27) determinada pelas condigbes iniciais

estendida por uma reflexao em torno de v = 0. Estas curvas sao do tipo
catendaria. Se a = 0, obtemos uma analogia exata com o catendide. Se
a = %, a equacao (3.28) pode ser integrada explicitamente. Fazendo isso
e reescrevendo as funcgoes invariantes da solucao em temos de coordendas

cilindricas, descrevemos superficies minimas do tipo helicoidal dadas por

1 1 k
z(r,0) = —59 — §arcsen(kr’1) + 5\/702 — k2,

1

onde r > k. De fato, considerando a = -, escrevemos a equagao na forma

dv k:\/u 7‘u2—a)
du  u
_k Tu2+a)
ouV w2k
k Tu? +a
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Desta forma, obtemos a seguinte integral

[ 2
T mu 7_uu

Definindo z = u? — k% e y = <, temos dz = 2udu e dy = —du. Realizando
esta mudanca de variaveis nas parcelas da integral acima, temos
1
ak / —dy
1 — k292

U—T/kdx a/y K
“ e ET
vV L j2
k

1
= 7kVu? — k? — aarcsenky = Thkvu? — k? — 7 aresen-.
T

u

widy = Th\/1 —

Utilizando-se da defini¢ao das fungoes invariantes em (3.7), chegamos a

1 1 k
z(r,0) = — 0 + T7kVr? — k? — —arcsen—.
At 4t r
Esta superficie é denominada catenoide helicoidal.

Caso 2: H # 0. Consideramos, inicialmente, o caso em que k = 0. A partir
de (4), concluimos que

H

seno = — u.
2

2
coso = V1 —sen?c = \ll—TuQ

Desta forma, deduzimos do sistema (3.27) a equagao

Portanto,

dv  1seno 1 Ly _JuP+ (Tu? —a)? Hu
du  Ucoso U Yi-H?a H22_ U V4 — H?u?

u? + (tu? —a
G
4 — H?u?
onde u € [0,2H 1), de modo que —Z esteja bem definida. Novamente, esta
equacao é do tipo eliptica e é valida se, e somente se, u assume o valor de

12{, onde a curva fica paralela a direcao de 0,. Além disso, se u = 0, temos
o =0, isto é, v é paralela a diregao J, e 5% > 0, isto é, v(u) ¢é crescente.
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Para alguns valores de a, a equacao pode ser integrada explicitamente em
termos de funcoes elementares. Por exemplo, tomando a = 0, reduzimos a

equacao a integral
H 1+ 72u?
T

onde u € [0,2H ). Integrando, obtemos a parametrizacao

1 27 H? 1— 222
2(r,0) = 50 (1+72u?)(4 — H?u?) — ﬁ(l + 47_2) arcsenﬁ.
(3.29)
De fato, efetuando a mudanca de variaveis, sen1 = %u, com diferencial
% du = cos ¥ dv), obtemos
H sen219 2 1+ % Trsen?d
v o= /—Sen T sen219 1 son?g I cos ¥dv = —/ sent p— cos ¥dv

472 472
= —/Senﬂ\/ +—Sen219d19——/sem9\/ +Hl—l008219d19
472 472 | H?
= H/\/1+F_ﬁ$2dx__ﬁ/ @—i‘l—flﬂdl’
4T

H2
_ e "2 el 2 aresen——— )
m2\2\ 472 2 w2 g/
izt

onde z = cos? e, portanto, 1 — 2% = sen?y = 2w . Dai, escrevemos

4

o | H? H? cos )
v o= —m<cos19 12 + sen?y + ( 472) arcsen\/1:>
+ 472

2
or \/1 H? 2\/H2+H2 2 (14 20 - T
= —— — U — — U — ) arcsen—,—
H? 4 472 4 472 H?
l+im

H2, 9

H H2 1-— u
= —\/4—H2u2\/1—|—7'2u2—|—(1+—)MCS€D—4 .
47 472
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Portanto, a expressao final para z(r,#) = v(u), neste caso, é, como enunciado
acima,

1 2 \/
z(r,&):—ﬁ (1+T2u2)(4—H2u2)_FT2(1+@ arcsen ————— \/7
No caso particular em que 7 = %, temos
1+ H? 1 /4— H?*r?
2(r,0) = ~15 (441r2)(4— H?r?) — }—{2 arcsen s THZ

Observamos que, neste caso, a curva 7y gera uma superficie compacta com
curvatura média constante H.

Por fim, consideramos a escolha a = i, demosntrando que, novamente, a
equagao diferencial correspondente pode ser integrada em termos de fungoes
elementares. A superficie sera do tipo helicoidal, com a equacao diferencial
dada, apdés completamento de quadrados, por

dv o (Tu? + a)?
du 4 — H?y?
= Hr W ﬁ

V4 — H?u?
com u € [0,2H ). Por integracao desta equagao e utilizando a defini¢ao das
funcoes invariantes, temos a seguinte equacao em coordenadas cilindricas:

L, 2+ H? Hr rV/4A— H%?

2(r,0) = ) + Sppa ATCsen—- — —— o,
com r € [0,2H ). De fato, reduzimos a equacéo a
u? + —
v=Hr 4T
V4 — H2u2
H

Com a mudanga de variaveis 5-u = sent e a consequente expressao diferencial
% du = cos ¥dv), obtém-se

+ Lgen?y 2 1 4
_ 47'2 o2 o 2
v = Hrt / 4 V) —cosIdY =T / (—T + —sen 19) dv

2T
— 2 i —
= 47_19 T / sen“y di = 19—1— 77 /(1 cos 2¢9)d

(1 2T

T
E —I— ﬁ) 19 — ﬁsen%?.
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Uma vez que sen 29 = 2sen 1 cos 1, deduzimos que, em termos de u,

1 27 Hu 27‘ Hu / H2
Vo= <E+H2> arcsenT
1 2T Hu
= (4T+m)ame“7“ V! T

Com isso, temos

1 Hr 71 H? )
arcsen— — —7r4/1 — —r2.

2rf) = _9+<47 ) > T H 1

Encerrando a classificacao, supomos, desta vez, k # 0. Sendo assim, a
integral primeira pode ser vista como uma equagao do segundo grau em u:

1
l{:—usen0+§Hu2 =0,

cujas raizes sao

u = (seno £ Vsen’s — 2kH). (3.30)

Consideramos duas situagoes. Na primeira, impondo k = 5 H, temos neces-

sariamente, a fim de dar um sentido a raiz acima, senc = 1, ou seja, 0 = 3
ao longo da curva geratriz. Isto caracteriza r = % Portanto, a superficie é
um cilidro regrado pelas geodésicas na direcao do campo Ej.

A andlise da segunda situagao nao é realizada em [4]. Segundo os autores,
os exemplos correspondentes, analogos as superficies de Delaunay em R3, sao

estudados em [8]. O



Capitulo 4

Supertficies Invariantes por
Translacao

Neste capitulo, classificamos superficies com curvatura média constante in-
variantes por translacoes. Em termos precisos, dado o campo invariante a
esquerda F} = 0, + Ty0. e o fluxo correspondente

Ti(z,y,2) = (z+t,y,z + try), teR,

uma superficie ¥ é dita invariante por translagoes se T;(X) = X. As drbitas
(linhas de fluxo) da acdo do grupo de translagoes {7T;} sao as classes de
equivaléncia definidas a partir da relacao

(x,y,2) ~ (x+t,y, 2+ tTy).

Em particular, um ponto em Hjs com coordenadas exponenciais (x,y, z) é rep-
resentado pela érbita passando pelo ponto (0,y, z — Tzy). De fato (tomando
t= ZL’),

T.(0,y,z — Tay) = (2,9, 2).
Portanto, as fungoes invariantes cujos campos gradientes expandem o espaco
normal as érbitas em cada ponto sao, desta vez,

u=vy, V=TIY— 2. (4.1)

E f4cil constatar que as derivadas direcionais destas funcoes na direcao do
campo F sao nulas. O espaco de orbitas é parametrizado pelo par de coor-
denadas (u,v). Calculamos, a seguir, os gradientes destas fungoes. Temos
3
Vu = Z(Vu, E)E;.

i=1
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Dessa forma, temos

3

|Vul? = Z(VU:E2'>2-

i=1
Analogamente,

3
Vo= (Vv,E) E

i=1
e portanto

3

|Vol? = Z(Vv,Ei)Q.

i=1
Calculando os coeficientes de Vu, temos

<VU,, E1> = 0, <VU, E2> = 1, <VU, E3> =0.
Da mesma forma,

ov ov

(Vou, E1) = (Vv,0, — Ty0,) = 92 " Vg, =Y + 7y = 271Y
e
ov Jv
(Vu,Ey) = (Vv,0, —120,) = o Txa—y =71r—T10=0
e

(Vu, E3) = (Vv,0,) = —1.
Dessa forma, substituindo os coeficientes acima em e , temos
Vul? =1, |Vo|> =1+ 47%2%

Portanto, a métrica orbital é dada por

1 1
du® + du? = du® + ———dv?.

do? = ——
7 |Vul|? V|2 1+ 472u?

51
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Agora, definimos como em (3.12), a fungao

1
U=y/—.
1 4 4722

Utilizaremos novamente as férmulas (3.17) e (3.25). Escrevendo F} = E; +
27y Fs3, calculamos

1
w= V(R F) = V1+4r? = U

de onde deduzimos

O 1 senod, 1 senod, 1 ! seno (U U/)) U/se
, Inw = sencd, Inw = sencd, In — = seno (U(——)) = ——=seno.
U U U
Entao, utilizando a férmula (3.25), calculamos
U’ U’
H=0¢+ oo — rseno = o

4.1 Teorema de Classificacao

Concluimos acima que uma curva y(s) = (u(s),v(s)) no espaco de érbitas
gera uma superficie invariante por translagoes com curvatura média constante
H se o sistema de EDO’s abaixo ¢é satisfeito.

u(s) = seno
0(s) = V1+447%u?coso (4.2)
o(s) = H.

O teorema abaixo, demonstrado em [4], classifica tais superficies.

Teorema 4.1. As superficies invariantes por translacao com curvatura média
constante H em Hiz sdo classificadas do sequinte modo:

1. As superficies minimas (H = 0) sdo planos verticais ou grdficos descritos
pelas funcoes

c 1
z=z(z,y) = TOY — . (T\/1—|—472y2y_{_5111‘,/14_472y2_+_y|)7

onde ¢ € R.
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2. As superficies com curvatura média constante H # 0 sdo grdficos das
funcoes

1 — 2H?
2(x,y) =Ty £ — (\/1— 2H2\/ 5 T2 —I— arcsen—y),
1+ 4L

Observamos que, em concordancia com o Teorema 2.2, os graficos no item 2
no enunciado do teorema nao sao completos.

Demonstracao. Iniciamos pelo caso de superficies minimas. Da terceira das
equagoOes no sistema acima, segue que o(s) = k, para uma dada constante
k. Deste modo, temos u(s) = senks + ug, para alguma constante ug, e
0(s) = v 1+ 472 u? cos k. Analisamos algumas possibilidades separadamente.
1. k # 0,7 neste caso, vale dv = cot kv/1 4+ 472 u?du. Pondo ¢ = cot k,

temos
v = c/ V14 472u2du.

Entao, utilizando a substituicao trigonométrica 27u = tan, temos 27du =
sec? 0d0).

1
= —/sec 19d19— ( secﬂtanﬁ+—ln]sec19+tan19\)

Substituindo u = % tan1 e v/ 1 + 472u? = sec ) na expressao acima, obtemos

=3 (T\/1+4T wru+ - ln|\/1—|—4r u? + ul). (4.3)
-

Em termos de coordenadas exponenciais, escrevemos

c 1
2(z,y) = Ty — . (T\/l + 47292y + §ln]\/1 + 47292 + y]),

onde ¢ é uma constante arbitraria.

2. k = 0 : neste caso, temos u(s) = wug, para alguma constante ug. Desta
forma, os exemplos correspondem a planos verticais.
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Por fim, analisamos os exemplos com curvatura média constante H nao-
nula. Segue que o(s) = Hs + o0y, para alguma constante oq e, portanto,
U(s) = sen(Hs + 0p). Desta forma, temos

1
u(s) = g cos(Hs + 0y).

A partir destas expressoes, podemos montar o seguintes sistema de equacgoes:

cosc = —Hu
seng = =++v1 — H2y?

de modo que dv = £Hu/(1 + 472u?)(1 — H2u?)~! ou, sob a forma de inte-

gral,
[1+ 4722
=+ [ Hu\| ————.
v / VT T H2e

Eetuando a mudanca de variavel

u= ﬁsem?,

temos

1
du = T cos vdv

e, portanto,

1 172
v o= iﬁ/senm/uésenwcw

27 H?
= +° - — cos?
j:H2/\/47_2 + 1 — cos? ¥ d(cos0)

27 ( cos?¥ | H? 1+ —Hi cos U
= +—— 41 —cos2y + — 4 S
3 ( 5 172 + cos + 5 arcsen . —
472

Substituindo sent = uH e cos¥ = /1 —u?H? e u = y na expressao acima,
concluimos que

_ w(Viter [mR L 1t VI — w?H?
@\ 2 Vam T Ty e
1+
472
[1 14 I V11— y?H?
= %(Vl—y”‘p p+y2+ H472arcsen—y>,
T

1+ 4

472
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onde devemos impor a restricao —% <y < % Em termos de coordenadas
exponenciais, escrevemos este exemplo como grafico (incompleto) da fungao

[1 14 I V11— y*H?
z(x,y) = Ty * % (\/ 1—y2H? 2T y?+ T4T2arcsen—y),
T

1+ 1L

como queriamos demonstrar. O
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