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(Provérbios 3:5-6)



Resumo

Neste trabalho vamos estudar as superf́ıcies invariantes com curvatura
média constante no grupo de Heisenberg. Este grupo será gerado por uma
combinação de quatro movimentos ŕıgidos, que definirão os movimentos de
rotação e translação. O grupo de Heisenberg é formado pelas matrizes trian-
gulares superiores com a diagonal principal tendo somente o número 1 como
elemento e contida em M3(R). Veremos que este grupo com a operação de
multiplicação de matrizes é um grupo de Lie. Iremos estudar dois teore-
mas de classificação destas superf́ıcies, que serão geradas pelas rotações e as
translações nos elementos do grupo de Heisenberg.



Abstract

In this paper we study the invariant surfaces with constant mean curva-
ture in the Heisenberg group.This group will generated by a combination of
four rigid movements, which define the movements of rotation and transla-
tion. The group of Heisenberg is formed by the upper triangular matrices
with main diagonal and only the number 1 and as a contained in M3(R).
We will see that this group with the operation of multiplication of matri-
ces is a Lie group. We two theorems study the classification of these areas,
which will be generated by rotations and translations in the group of elements
Heisenberg.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A geometria diferencial tem estudado constantemente superf́ıcies em espaços
homogêneos. No caso deste trabalho, serão estudadas superf́ıcies no espaço
homogêneo de dimensão três, as chamadas geometrias tridimensionais.

Como caso especial, iremos estudar superf́ıcies de curvatura média con-
stante no grupo de Heisenberg. Este grupo de Heisenberg caracteriza-se por
possuir quatro movimentos ŕıgidos, que definirão os movimentos de rotações
e translações. Iremos classificar superf́ıcies de curvatura média constante no
grupo de Heisenberg H3. O grupo de Heisenberg é formado pelas matrizes
triangulares superiores com a diagonal principal tendo somente o número 1
como elemento e contida em M3(R). Veremos que este grupo com a operação
de multiplicação de matrizes é um grupo de Lie.

Nesse trabalho será dada uma generalização de [4] no seguinte sentido:
enquanto em [4] definimos o grupo de Heisenberg H3 a partir da álgebra de
Lie

h′3 =

M =

 0 x z
0 0 y
0 0 0

 : (x, y, z) ∈ R3

 ,

neste trabalho construiremos uma famı́lia de grupos de Heisenberg, com
relação ao parâmetro τ. Com isso, a álgebra de Lie usada será

h3 =

M =

 0
√

2τ x z

0 0
√

2τ y
0 0 0

 : (x, y, z) ∈ R3

 ,

11
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e conseqüentemente toda a geometria que desenvolveremos ficará na depen-
dencia de τ . Como caso particular do trabalho citado em [4], foi usado o
valor de τ = 1

2
.

A classificação das superf́ıcies será dada como resultado principal de dois
teoremas. São eles:

Teorema 1.1. As superf́ıcies helicoidais em H3 com curvatura média con-
stante são classificadas em termos de H e k da seguinte forma:

1. Helicóides, incluindo planos horizontais z = cte., no caso em que H =
0 e k = 0.

2. Superf́ıcies tipo-catenóide, no caso em que H = 0 e k 6= 0.

3. Uma famı́lia de superf́ıcies compactas difeomorfas a esfera, quando
H 6= 0 e k = 0.

4. Cilindros retos, regrados por linhas de fluxo de ∂z, e superf́ıcies tipo-
Delaunay, quando H 6= 0 e k 6= 0.

Teorema 1.2. As superf́ıcies invariantes por translação com curvatura média
constante H em H3 são classificadas do seguinte modo:
1. As superf́ıcies mı́mimas (H = 0) são planos verticais ou gráficos descritos
pelas funções

z = z(x, y) = τxy − c

2τ

(
τ
√

1 + 4τ 2y2 y +
1

2
ln |
√

1 + 4τ 2y2 + y|
)
,

onde c ∈ R.
2. As superf́ıcies com curvatura média constante H 6= 0 são gráficos das
funções

z(x, y) = τxy ± τ

H

(√
1− y2H2

√
1

4τ 2
+ y2 +

1 + H2

4τ2

H
arcsen

√
1− y2H2√
1 + H2

4τ2

)
,

onde − 1
H
≤ y ≤ 1

H
,
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O primeiro se refere a superf́ıcies invariantes por rotações e o segundo
a superf́ıcies invariantes por translações. Algumas definições e resultados
sobre grupos de Lie como álgebra de Lie, colchete de Lie, campos invariantes
à esquerda e à direita, campos de Killing e exponencial de matrizes (em H3)
são abordados nas preliminares.

As superf́ıcies invariantes são formadas a partir de rotações e translações
de elementos do grupo de Heisenberg H3. As superf́ıcies que são invariantes
por movimentos de translação e rotação irão definir, através do quociente
destes por grupos fechados, o chamado espaço das órbitas. Neste caso, a
parte regular do espaço das órbitas B = H3/G é uma variedade de dimensão
dois e a projeção de uma superf́ıcie G−invariante

∑
em B é uma curva

γ =
∑

/G ⊂ B. Denotaremos por u e v as duas funções G−invariantes que
parametrizam B, que serão obtidas por uma relação de equivalência ∼ .

Achamos uma relação entre a curvatura média H e a curvatura geodésica
κg e, juntamente com as derivadas das funções invariantes u e v montare-
mos um sistema de EDO’s, satisfeito pela curva γ, geratriz da superf́ıcie
helicoidal.



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Grupos de Lie

Definição 1. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciável G dotada
de uma estrutura de grupo, definida por uma operação ∗, de modo que a
aplicação (g, h) ∈ G × G 7→ g ∗ h−1 ∈ G é diferenciável, onde h−1 denota o
elemento inverso de h.

Decorre imediatemente da definição que, num grupo de Lie, as aplicações

Lx : G → G
x 7→ x · y e

Rx : G → G
x 7→ y · x

são difeormorfismos, para cada x ∈ G. Estas aplicações são chamadas respec-
tivamente translação à esquerda por x e translação à direita por x.
Indicaremos por e o elemento identidade de G. Abaixo, temos alguns exem-
plos de grupos de Lie.

Exemplo 1. O conjunto R dos números reais com a estrutura da soma e a
estrutura diferenciável usual.

Exemplo 2. Seja S1 = {z ∈ C; |z| = 1}, onde C é o conjunto dos números
complexos. Consideremos em S

1
a estrutura de grupo multiplicativo: se α

e β ∈ S1, então α · β é o produto dos números complexos α e β. Como as
aplicações

C× C → C
(x, y) 7→ x · y e

C− {0} → C− {0}
x 7→ x−1

14
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são diferenciáveis e suas restrições a S1 têm imagem em S1, S1 é um grupo
de Lie.

Exemplo 3. O produto G×H de dois grupos de Lie G e H é um grupo de
Lie com a estrutura de variedade produto e com a estrutura de produto direto
de grupos:

(g1, h1)� (g2, h2) = (g1 · g2, h1 · h2),

quaisquer que sejam g1, g2 em G e h1, h2 em H. Dessa forma, podemos gen-
eralizar o exemplo 1 e 2. Consequentemente, para o primeiro exemplo, con-
clúıremos que o espaço euclidiano Rn = R × ... × R é um grupo de Lie. De
modo análogo, o toro n−dimensional T n = S1 × S1 × ...× S1 também é um
grupo de Lie.

O próximo exemplo será interessante do ponto de vista dessa dissertação.
Ele nos dará uma certa base para que no caṕıtulo 1 se possa definir o espaço
de Heisenberg. Para isso, será necessária a operação de exponenciação de
uma matriz em GL(n, R).

Exemplo 4. Consideramemos neste exemplo, K como um dos corpos R ou
C. Seja

GL(n,K) = {A ∈ Mn×n; det A 6= 0}.
Então os subconjuntos

GL(n, R) ⊂ Rn2

é um aberto e um grupo de Lie com a operação de multiplicação de matrizes.
Os seguintes subconjuntos de GL(n, R) são de uso frequente:

O(n) = {A ∈ GL(n, R); A · At = I},

onde At indica a transposta de A. O(n) é chamado de grupo ortogonal.

U(n) = {A ∈ GL(n, C); A · A∗ = I},

onde A∗ indica a adjunta de A. U(n) é chamado de grupo unitário. Em
GL(n, R), o elemento e é a matriz identidade

e = I =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
... 0

. . .
...

0 0 · · · 1
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Para R a estrutura de variedade diferenciável é a usual, como citamos no
exemplo 1. Um grupo linear com identidade é o conjunto aberto

GL(n, R) = {X; det X 6= 0}

do espaço das matrizes n × n, denotado por Mn×n. Mas Mn×n é isomorfo
a Rn2

, onde identificaremos cada coordenada com as entradas das matrizes
xij de X. Assim com essa identificação, temos que a dimensão de Mn×n é de
ordem n2. Assim, Mn×n é um grupo de Lie com a operação de multiplicação
de matrizes.

Esses subgrupos citados são subvariedades de (GL(n,K)). Por exemplo,
tomando-se Mn×n e Sn o subconjunto das matrizes reais simétricas, isto é,
A = At. Definamos f : Mn×n → Sn por f(A) = A ·At. A função f está bem
definida, pois (A ·At)t = (At)t ·At = A ·At. Observemos que f−1(I) = O(n);
então para ver que O(n) é uma subvariedade de GL(n, R), basta mostrar que
I é um valor regular de f. Com efeito, se X, H ∈ Mn×n

∼= R2, teremos

dfX(H) = lim
r→0

f(X + rH)− f(X)

r

= lim
r→0

(X + rH)(X + rH)t −XX t

r

= lim
r→0

rXH t + rHX t + r2HH t

r
= XH t + HX t.

Dados X ∈ f−1(I) e S ∈ Sn, escolhamos Y = SX
2
∈ M(n). Pelo visto acima,

dfX(Y ) = X(
SX

2
)t + (

SX

2
)X t =

XX tSt

2
+

SXX t

2
=

St

2
+

S

2
= S.

Decorre dáı que dfX é sobrejetiva para X ∈ f−1(I), isto é, I é valor regular
de f o que prova a afirmação.

Exemplo 5. S3 = {p ∈ R4; |p| = 1} é um grupo de Lie. Para ver isto,
introduzimos os quatérnios Q, como sendo o conjunto dos q = a+bi+cj+dk,
onde a, b, c e d estão em R e i, j e k se multiplicam segundo a tabela

· i j k
i −1 k −j
j −k −1 i
k j −i −1
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Definimos agora o produto de dois quatérnios q e q′ = a′ + b′i + c′j + d′k de
maneira trivial. Com isto obtemos uma álgebra não comutativa. Definimos
ainda a norma | | e o conjugado de um quatérnio pelas relações: |q|2 = a2 +
b2 +c2 +d2 e q = a−bi−cj−dk. Temos que Q ∼= R4 e S3 = {q ∈ Q; |q| = 1}.
Consideramos em S3 a estrutura de grupo induzida por Q, e temos que S3 é
um grupo de Lie.

Definição 2. Dizemos que um campo X de vetores tangentes a um grupo de
Lie G é invariante à esquerda quando Xxy = dLx ·Xy, quaisquer que sejam
x, y ∈ G, onde Xx indica o valor do campo X no ponto x de G.

O conjunto dos campos invariantes à esquerda de um grupo de Lie é deno-
tado por g. Um campo invariante à esquerda fica completamente determinado
quando se conhece Xe, pois Xx = dLx ·Xe.

A definição de álgebra de Lie é um fato importante para a composição
das preliminares dessa dissertação.

Definição 3. Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g, com uma operação
bilinear [·, ·] : g× g → g, satisfazendo

1. [X, Y ] = −[Y,X] (anti-comutatividade)

2. [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (identidade de Jacobi),

para todo X, Y e Z pertencentes a g.
Logo abaixo, temos alguns exemplos de álgebras de Lie:

Exemplo 6. a) O conjunto gl(n, R) de todas as matrizes n× n reais é uma
álgebra de Lie relativamente a operação

[A, B] = AB −BA,

onde AB indica o produto usual de matrizes.
b) Seja M uma variedade diferenciável e seja X(M) o espaço vetorial dos
campos C∞ tangentes a M . Para f : M → R de classe C∞ e para casa
X, Y ∈ X(M), definimos [X, Y ] como o campo

[X, Y ]f = XY (f)− Y X(f). (2.1)
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Para o estudo dos espaços de Heisenberg, precisamos do exemplo clássico,
já citado anteriormente, dos grupos de Lie que são encontrados no espaço
vetorial Mn(R) das matrizes n× n reais, como subgrupos do grupo GLn(R)
das matrizes invert́ıveis. A álgebra de Lie de GLn(R) é isomorfa a Mn(R)
com o colchete usual de matrizes

[M, N ] = MN −NM.

Define-se a exponencial de matrizes segundo a fórmula costumeira

exp M = I + M +
1

2
M2 + . . . +

1

k!
Mk + . . . .

A exponencial de matriz está realmente bem definida, pois ao consideramos
a exponencial de um número real x qualquer, teremos:

exp x = 1 + x +
x2

2
+ . . . +

xk

k!
+ . . . . (2.2)

E esta última expressão é o resultado da série
∞∑

n=1

xn

n!
que é convergente, fato

de fácil constatação com o uso do teste da razão. Assim, tomando-se uma
norma | | apropriada para matrizes, teremos∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

Xn

n!

∣∣∣∣∣ 5
∞∑

n=1

|Xn|
n!

5
∞∑

n=1

|X|n

n!

e esta última é convergente por (2.2).
Neste caso, temos exp : Mn(R) → GLn(R). Uma fórmula a ser utilizada

mais adiante, relacionando o colchete de Lie na álgebra e o produto no grupo,
é a exponencial, aplicadas nas matrizes de GLn(R), definida por

exp tM exp tN = exp
(
t(M + N) +

t2

2
[M, N ] + O(t3)

)
, (2.3)

onde os termos de terceira ordem dependem de aplicações repetidas do colchete
de Lie. A teoria clássica de grupos de Lie é exposta com detalhes nas re-
ferências [5] e [7] e [9].

Definição 4. Uma métrica em G é invariante à esquerda (resp. direita) se
as translações à esquerda (resp. direita) são isometrias.
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Uma tal métrica pode ser constrúıda fixando-se um produto interno em
TeG. Dada, então, uma base ortonormal e1, . . . , en em TeG e os campos
invariantes à esquerda E1, . . . , En correspondentes, definimos a métrica em
G declarando os vetores Ei|g ortonormais em TgG.

Alguns resultados sobre conexão devem ser mencionados. Seja (G, 〈·, ·〉)
um grupo de Lie com métrica invariante à esquerda. Lembramos que a
conexão riemanniana associada ∇ é determinada pela condição de simetria

∇XY −∇Y X = [X, Y ] (2.4)

e pela identidade

〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 = X〈Y, Z〉, (2.5)

quaisquer que sejam os campos X, Y e Z. Permutando X, Y e Z nas relações
(2.4) e (2.5), obtemos a conhecida fórmula de Koszul

2〈∇XY, Z〉 = 〈[X,Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉+ 〈[Z,X], Y 〉
+X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉 (2.6)

O produto interno de campos invariantes à esquerda é constante, pois

〈Xx, Yx〉 = 〈(dLx)eXe, (dLx)eYe〉 = 〈Xe, Ye〉. (2.7)

Conseqüentemente a fórmula da conexão riemanniana se reduz a

2〈∇XY, Z〉 = 〈[X, Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉+ 〈[Z,X], Y 〉. (2.8)

Utilizando a fórmula de Koszul, deduzimos a seguinte fórmula para a conexão
riemanniana ∇ associada a uma métrica invariante à esquerda 〈·, ·〉 em G:

∇XY =
1

2
( [X, Y ]− ad∗XY − ad∗Y X), (2.9)

dados campos invariantes à esquerda X,Y ∈ g. Nesta fórmula

〈ad∗XY, Z〉 = 〈[X, Z], Y 〉, X, Y, Z ∈ g.

Também iremos usar o conceito de curvatura R de uma variedade Rieman-
niana M.
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Definição 5. A curvatura R é uma correspondência que associa a cada par
X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X,Y ) : X(M) → X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X, Y ]Z,

onde Z ∈ X(M) e ∇ é a conexão Riemanniana da variedade M.

Um outro conceito importante a ser utilizado no decorrer dessa dis-
sertação é o de submersão riemanniana.

Definição 6. Uma aplicação diferenciável f : Mn+k → Nn é uma submersão
riemanniana se f é sobrejetiva e para todo p ∈ M vale dfp : TpM → Tf(p)N

tem posto máximo, isto é, a diferencial tem posto n.

Neste caso, para todo ponto p ∈ N, a fibra f−1(p) = F (p) é uma sub-
variedade de M e um vetor tangente de M, tangente a algum Fp, p ∈ N é
chamado um vetor vertical da submersão.

Seja M uma variedade riemanniana com uma conexão∇. Dado um campo
diferenciável Y em M, denotamos por ∇Y a aplicação que associa a cada
campo X o campo ∇XY.

Definição 7. Dizemos que Y é um campo de Killing se a aplicação ∇Y
é anti-simétrica, isto é,

〈∇XY, Z〉+ 〈X,∇ZY 〉 = 0, (2.10)

quaisquer que sejam X e Z.
Um campo Y de M é chamado isometria infinitesimal se o grupo local

a um parâmetro de difeomorfismos locais, gerados por Y em uma vizinhança
de cada ponto de M, são isometrias locais.

Proposição 1. Um campo é de Killing se, e somente se, é uma isometria
infinitesimal.

Demonstração. A prova desta proposição encontra-se em [11].
Observação. Em um grupo de Lie com métrica invariante à esquerda, todo
campo invariante à direita Y é de Killing. De fato, os difeomorfismos locais
φt são da forma

φt : x 7→ (exp tY ) · x, (2.11)

e portanto são isometrias globais. As variedades homogêneas também
serão abordadas nesta dissertação. Mas antes de defińı-las, precisamos de
outras definições com respeito a subgrupos de Lie.
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Definição 8. Se G e H são grupos de Lie e se ϕ : G → H é de classe C∞ e
também homomorfismo de grupos, chamamos ϕ de homomorfismo de Lie;
se ϕ é um difeomorfismo e um isomorfismo de grupos, então ϕ é chamado
isomorfismo de Lie; se ϕ : V ⊂ G → H é diferenciável, onde V é uma
vizinhança de G tal que x, y com x · y ∈ V, implica que ϕ(x · y) = ϕ(x) ·ϕ(y),
então ϕ é chamado homomorfismo local de Lie; analogamente, definimos
isomorfismo local de Lie.

Definição 9. Um par (H, ϕ) é chamado um subgrupo de Lie do grupo de
Lie G se:

a) H é um grupo de Lie;

b) ϕ : H → G é uma imersão 1− 1 e é um homomorfismo.

Usando essas definições anteriores, temos agora as condições para a seguinte

Definição 10. Chamamos de espaços homogêneos os espaços quocientes de
grupos de Lie por subgrupos fechados, munidos com a topologia quociente.

Também se fará necessário o uso do seguinte

Teorema 2.1. Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G e seja

G/H = {xH; x ∈ G}.

Seja ainda
π : G → G/H

x 7→ xH

a aplicação quociente. Então existe uma única estrutura de variedade difer-
enciável em G/H satisfazendo:

a) π é diferenciável;

b) Para todo ponto xH de G/H existe uma vizinhança de xH em G/H e
uma aplicação diferenciável τ : W → G tal que π ◦ τ = idW . Uma τ
aplicação é chamada uma secção local de aplicação π.

Demonstração. A demonstração encontra-se em [10].
Assim, usando o teorema anterior, podemos dar a seguinte
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Definição 11. Variedades da forma G/H, onde G é um grupo de Lie, H ⊂ H
é um subgrupo fechado de Lie, e a estrutura diferenciável dada pelo teorema
2.1 são chamadas de variedades homogêneas.

Nos caṕıtulos 1 e 2, falaremos sobre métrica e espaço orbitais. Para isto
precisamos de algumas definições e resultados que envolvem as variedades
homogêneas.

Definição 12. Dizemos que um grupo de Lie age em uma variedade M, se
existe uma aplicação diferenciável

η : G×M → M

indicada por η(x, p) = xp, tal que

a) ep = p;

b) (xy)p = x(yp).

Neste caso, η é chamada ação de G em M.

Dada uma ação η de G em M, definimos a órbita de um ponto p ∈ M
como sendo o conjunto

Gp = {xp; x ∈ G}.

Em outras palavras, a órbita de um ponto p ∈ M é a imagem da aplicação

G× {p} −→ M
(x, p) 7−→ η(x, p)

.

Dizemos que a ação η é transitiva ou que G age transitivamente em M através
de η se Gp = M, para todo p ∈ M, isto é, para todo p, q ∈ M, existe x ∈ G
tal que xp = q. Para todo p0 ∈ M, definimos o grupo de isotropia do ponto
p0

Gp0 = {x ∈ G; xp0 = p0}.

Sendo Gp0 um subgrupo fechado de G, Gp0 é um subgrupo de Lie. Se g·x = y,
então o subgrupo de isotropia de y é conjugado ao de x, ou seja, Gy =
g · Gx · g−1. Um subgrupo de transformações age livremente em M se todos
os subgrupos de isotropia são triviais, Gx = e para cada x ∈ M. Isto significa
que, para e 6= g ∈ G, temos g · x 6= x para cada x ∈ M. A ação é localmente
livre se isto vale para todos os g 6= e em uma vizinhança dab identidade e.
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2.2 Espaço de Heisenberg

Nesta seção, iremos expor algumas noções iniciais da geometria de espaços
de Heisenberg. Faremos uso dos conceitos e resultados expostos na seção an-
terior. Consideramos, na álgebra de Lie das matrizes triangulares superiores
em M3(R), matrizes M e N da forma

M =

 0
√

2τ x z

0 0
√

2τ y
0 0 0


e

N =

 0
√

2τ x′ z′

0 0
√

2τ y′

0 0 0

 ,

onde τ é um parâmetro real. Sendo assim, temos

MN =

 0 0 2τ xy′

0 0 0
0 0 0

 , NM =

 0 0 2τ x′y
0 0 0
0 0 0


Dáı, resulta que o colchete de Lie é dado por

[M, N ] = MN −NM =

 0 0 2τxy′ − 2τx′y
0 0 0
0 0 0


Além disso, calcula-se

M2 =

 0 0 2τ xy
0 0 0
0 0 0

 .

Deste modo, percebemos que M3 = M2M = 0, onde 0 é a matriz nula de
ordem 3× 3. Logo, exponenciando a matriz M , obtemos

A ≡ exp M = I + M +
1

2
M2 + . . . = I + M +

1

2
M2.
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Portanto

A = exp M =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

 0
√

2τ x z

0 0
√

2τ y
0 0 0

+

 0 0 τ xy
0 0 0
0 0 0

 .

Deste modo, deduzimos que

A = exp M =

 1
√

2τ x z + τ xy

0 1
√

2τ y
0 0 1

 .

Portanto, exponenciando a álgebra de Lie

h3 =

M =

 0
√

2τ x z

0 0
√

2τ y
0 0 0

 : (x, y, z) ∈ R3

 ,

geramos o grupo de Heisenberg das matrizes em GL(3, R) :

H3 =

A =

 1
√

2τ x z + τ xy

0 1
√

2τ y
0 0 1

 : (x, y, z) ∈ R3

 .

A matriz A = exp M em H3, onde M é a matriz em h3 dada por

M =

 0
√

2τ x z

0 0
√

2τ y
0 0 0

 ,

é representada pelas coordenadas (x, y, z) ∈ R3, denominadas coordenadas
exponenciais de

A =

 1
√

2τ x z + τ xy

0 1
√

2τ y
0 0 1

 .

O uso destas coordenadas permite explicitar a estrutura de grupo em H3.
O produto em H3 é obtido por restrição do produto usual de matrizes em
M3(R). Fixando

A = exp M
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e
B = exp N,

calculamos

AB =

 1
√

2τ x z + τ xy

0 1
√

2τ y
0 0 1

 ·

 1
√

2τ x′ z′ + τ x′y′

0 1
√

2τ y′

0 0 1


=

 1
√

2τx +
√

2τx′ z + z′ + 2τxy′ + τxy + τx′y′

0 1
√

2τy +
√

2τy′

0 0 1

 .

Por outro lado, podemos calcular

AB = exp M · exp N

= exp
(
M + N +

1

2
[M, N ]

)
.

Assim,

M + N +
1

2
[M, N ] =

 0
√

2τx +
√

2τx′ z + z′ + τxy′ − τx′y

0 0
√

2τy +
√

2τy′

0 0 0


é a matriz em h3 cuja exponencial resulta em AB = exp M exp N . Portanto,
se (x, y, z) e (x′, y′, z′) são, respectivamente, as coordenadas exponenciais de
A e B, então as coordenadas exponencias de AB são

(x + x′, y + y′, z + z′ + τxy′ − τx′y).

De fato, se escrevermos AB na forma

AB =

 1
√

2τx +
√

2τx′ Z + τ(x + x′)(y + y′)

0 1
√

2τy +
√

2τy′

0 0 1


para algum Z, devemos ter

Z + τ(x + x′)(y + y′) = z + z′ + 2τxy′ + τxy + τx′y′

ou seja,

Z = z + z′ + 2τxy′ + τxy + τx′y′ − τ(xy + x′y′ + xy′ + x′y)

= z + z′ + τxy′ − τx′y.



26

Assim, dadas as matrizes A e B, representadas em coordenadas exponenciais
por

A 7→ (x, y, z)

e
B 7→ (x′, y′, z′),

o produto de matrizes
(A, B) 7→ AB

é representado nestas mesmas coordenadas por

(x, y, z) ∗ (x′, y′, z′) = (x + x′, y + y′, z + z′ + τxy′ − τx′y). (2.12)

2.2.1 Geometria do Espaço de Heisenberg

Na álgebra de Lie h3, destacamos os vetores tangentes

e1 = ∂x =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

e2 = ∂y =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0


e

e3 = ∂z =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

Observemos que [e1, e2] = e3, sendo nulas as demais relações. Deduzimos

igualmente que, dadas matrizes M =

 0 x z
0 0 y
0 0 0

, N =

 0 x′ z′

0 0 y′

0 0 0

 e

P =

 0 x′′ z′′

0 0 y′′

0 0 0

 quaisquer em h3, obtemos

[
[M, N ], P

]
=

 0 xy′ − x′y
0 0 0
0 0 0

 ,

 0 x′′ z′′

0 0 y′′

0 0 0

 = 0.
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Assim
[h3, h3] = R · e3 ≡ h

e
[[h3, h3], h3] = [h, h3] = {0}.

Assim, a álgebra de Lie é nilpotente a dois passos, com centro dado por h.
Em seguida, determinamos os campos invariantes à esquerda associados

aos vetores e1, e2, e3. O subgrupo a um parâmetro gerado por e1 é a curva
passando pela identidade com velocidade e1, dada pela exponencial

exp(te1) =

 1 t 0
0 1 0
0 0 1

 .

Em coordenadas exponenciais, esta curva corresponde a t 7→ (t, 0, 0). Deno-
tamos por E1 o campo invariante à esquerda gerado por e1. A curva integral
do campo E1 passando pelo ponto A ∈ H3 com coordenadas (x, y, z) é dada
por

LA(exp te1) = A(exp te1)

Em coordenadas exponenciais, temos a curva

(x, y, z) ∗ (t, 0, 0) = (x + t, y, z − τyt).

Derivando em t = 0, temos o campo E1 em A = A(x, y, z):

E1|(x,y,z) =
d

dt
|t=0(x + t, y, t− τty)

= ∂x − τy∂z.

Da mesma forma, dado o vetor tangente e2 na álgebra de Lie h3, definimos
a curva

exp(te2) =

 1 0 0
0 1 t
0 0 1


ou, em coordenadas exponenciais, t 7→ (0, t, 0). Dáı, a curva integral de E2

passando por A = A(x, y, z) é

LA(exp te2) = A(exp te2).
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Em coordenadas exponenciais, esta curva integral é dada por

(x, y, z) ∗ (0, t, 0) = (x, y + t, z + τxt).

Calculando sua derivada em t = 0, temos

E2|(x,y,z) =
d

dt
|t=0(x, y + t, z + τxt)

= ∂y + τx∂z.

Finalmente, dado o vetor tangente e3, definimos a curva

exp(te3) =

 1 0 t
0 1 0
0 0 1

 .

A curva integral de E3 passando por A = A(x, y, z) é dada por

A exp(te3) = LA(exp te3).

Em coordenadas exponenciais,

(x, y, z) ∗ (0, 0, t) = (x, y, z + t)

Dáı, derivando esta curva em t = 0, obtemos

E3|(x,y,z) = ∂z.

Assim, os campos invariantes à esquerda gerados por

e1 = ∂x, e2 = ∂y, e3 = ∂z

na álgebra de lie são, respectivamente,
E1 = ∂x − τy∂z

E2 = ∂y + τx∂z

E3 = ∂z

Calculando os colchetes de Lie, temos por exemplo

[E1, E2] = [∂x − τy∂z, ∂y + τx∂z]

= 2τ∂z = 2τE3,
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as demais relações sendo identicamente nulas.
A métrica invariante à esquerda, definida tomando-se os campos E1, E2, E3

como ortonormais, é calculada em termos de coordenadas exponenciais da
maneira a seguir. Inicialmente, escrevemos

∂z = E3

∂x = E1 + τyE3

∂y = E2 − τxE3

Assim, obtemos as componentes da métrica em termos de coordenadas ex-
ponenciais:

〈∂x, ∂x〉 = 1 + τ 2y2

〈∂y, ∂y〉 = 1 + τ 2x2

〈∂z, ∂z〉 = 1

〈∂x, ∂y〉 = −τ 2xy

〈∂x, ∂z〉 = τy

〈∂y, ∂z〉 = −τx.

Assim, reunidos estes componentes, obtém-se

ds2 = (1 + τ 2y2)dx2 + (1 + τ 2x2)dy2 + dz2 − 2τ 2xydxdy + 2τydxdz

−2τxdydz

= dx2 + dy2 + (τydx− τxdy)τydx + (τxdy − τydx)τxdy + 2τydxdz

−2τxdydz + dz2

= dx2 + dy2 + (τydx− τxdy)(τydx− τxdy) + 2(τydx− τxdy)dz + dz2

= dx2 + dy2 + (τydx− τxdy + dz)2.

Logo, a métrica invariante à esquerda que fixamos em H3 é dada por

ds2 = dx2 + dy2 + (τydx− τxdy + dz)2.

Determinamos, agora, isometrias em H3 e os campos de Killing correspon-
dentes. Obviamente, translações à esquerda são isometrias, uma vez que a
métrica é invariante à esquerda. A partir de (2.12), escrevemos

(a, b, c) ∗ (x, y, z) = (a + x, b + y, c + z + τay − τbx).
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Em particular, dada a translação à esquerda

L(a,0,0)(x, y, z) = R(x,y,z)(a, 0, 0) = (a, 0, 0) ∗ (x, y, z)

= (a + x, y, z + τay),

calculamos

∂x + τy∂z =
d

da
|a=0L(a,0,0)(x, y, z)

=
d

da
|a=0R(x,y,z)(a, 0, 0)

= dR(x,y,z) ·
d

da
|a=0(a, 0, 0)

= dR(x,y,z) ·
d

da
|a=0(exp ae1)

= dRx,y,z · e1,

a expressão do campo invariante à direita gerado por e1. Da mesma forma,
escrevemos

L(0,b,0)(x, y, z) = R(x,y,z)(0, b, 0) = (0, b, 0) ∗ (x, y, z)

= (x, b + y, z − τxb),

obtendo

∂y − τx∂z =
d

db
|b=0L(0,b,0)(x, y, z)

=
d

db
|b=0R(x,y,z)(0, b, 0)

= dR(x,y,z) ·
d

db
|b=0(0, b, 0)

= dR(x,y,z) ·
d

db
|b=0(exp ce2)

= dRx,y,z · e2,

o campo invariante à direita gerado por e2. Finalmente, definimos

L(0,0,c)(x, y, z) = R(x,y,z)(0, 0, c) = (0, 0, c) ∗ (x, y, z)

= (x, y, z + c),
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cuja diferencial resulta no campo invariante à esquerda gerado por e3:

∂z =
d

dc
(x, y, z + c) =

d

dc
|c=0L(0,0,c)(x, y, z)

=
d

dc
|c=0R(x,y,z)(0, 0, c)

= dR(x,y,z) ·
d

dc
|c=0(0, 0, c)

= dR(x,y,z) ·
d

dc
|c=0(exp ce3)

= dRx,y,z · e3.

Assim, uma vez que estes campos invariantes à direita correspondem a
diferenciais de translações à esquerda, definem campos de Killing. A ex-
pressão final destes campos de Killing invariantes à direita é:

F1 = ∂x + τy∂z

F2 = ∂y − τx∂z

F3 = ∂z

Finalmente, verificamos que as rotações geradas pelo campo

F4 = −y∂x + x∂y

também são isometrias.
A existência de isometrias por rotação motiva a definição de coordenadas

rotacionalmente invariantes em H3, as coordenadas ciĺındricas, dadas na for-
mulação usual 

x = r cos θ
y = r sin θ
z = z

A métrica em termos destas coordenadas é calculada da seguinte forma

ds2 = dr2 + r2dθ2 + [τrsenθ(cos θdr − r sin θdθ)

−τr cos θ(sin θdr + r cos θdθ) + dz]2

= dr2 + r2dθ2 + [−τr2dθ + dz]2

= dr2 + (r2 + τ 2r4)dθ2 − r2dθdz + dz2.

Organizando as parcelas, obtemos a expressão da métrica em coordenadas
ciĺındricas

ds2 = dr2 + r2dθ2 + (τr2dθ − dz)2.
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Alternativamente, escrevemos

ds2 = dr2 + (r2 + τ 2r4)dθ2 − r2dθdz + dz2.

A partir da determinação do colchete de Lie calculada acima, utilizando
a fórmula de Koszul enunciada na seção anterior, deduzimos que a conexão
riemanniana em H3 é dada por

∇E1E2 = τE3 ∇E1E3 = −τE2

∇E2E3 = τE1 ∇E3E3 = 0.

De fato, usando a fórmula de Koszul deduzida em (2.8), teremos

〈∇E1E2, X〉 =
1

2
(〈[E1, E2], X〉 − 〈[E1, X], E2〉 − 〈[E2, X], E1〉) (2.13)

O campo X é dado por uma combinação linear dos campos ortonormais
E1, E2 e E3. E somente para X = E3 temos componente de 〈∇E1E2, X〉,
sendo

〈∇E1E2, E3〉 = τ. (2.14)

Logo,
∇E1E2 = τE3. (2.15)

Analogamente, calcularemos as demais conexões.

〈∇E1E3, X〉 =
1

2
(〈[E1, E3], X〉 − 〈[E1, X], E3〉 − 〈[E3, X], E1〉). (2.16)

O campo X é dado por uma combinação linear dos campos ortonormais
E1, E2 e E3. E somente para X = E2 temos componente de 〈∇E1E3, E2〉,
sendo

〈∇E1E3, E3〉 = −τ. (2.17)

Logo,
∇E1E2 = −τE3. (2.18)

E

〈∇E2E3, X〉 =
1

2
(〈[E2, E3], X〉 − 〈[E2, X], E3〉 − 〈[E3, X], E2〉). (2.19)

O campo X é dado por uma combinação linear dos campos ortonormais
E1, E2 e E3. E somente para X = E1 temos componente de 〈∇E2E3, X〉,
sendo

〈∇E2E3, E1〉 = τ. (2.20)



33

Logo,
∇E2E3 = τE1. (2.21)

O tensor de curvatura em H3 satisfaz

R(E1, E2)E1 = −3τ 2 E2,

R(E1, E3)E1 = R(E2, E3)E2 = τ 2 E3.

De fato,

R(E1, E2)E1 = ∇E2∇E1E1 −∇E1∇E2E1∇[E1, E2]E1

= ∇E2∇E1E1 −∇E1∇E2E1 + 2τ∇E3E1

Calculando separadamente as conexões pela fórmula de Koszul dada em (2.8),
temos

〈∇E1E1, X〉 = −〈[E1, X], E1〉,

Atribuindo os valores de E1, E2 e E3 para X, temos ∇E1E1 = 0. Da mesma
forma, calculamos ∇E2E1. Por (2.8), verificamos que 〈∇E2E1, X〉 tem com-
ponente para X = E3, donde obtemos que ∇E2E1 = −τE3. Calculando
ainda −τ∇E1E3. Por (2.8), conclúımos que 〈∇E1E3, X〉 só tem componente
quando X = E2, o que nos dá ∇E1E3 = −τE2. Por fim, de maneira análoga,
conclúı-se que ∇E3E1 = −τE2. Logo,

R(E1, E2)E1 = −3τ 2E3.

De maneira análoga, conclúımos que

R(E1, E3)E1 = R(E2, E3)E2 = τ 2 E3.

Portanto, obtemos a expressão da curvatura seccional:

〈R(E1, E2)E1, E2〉 = −3τ 2, 〈R(E1, E3)E1, E3〉 = τ 2,

〈R(E2, E3)E2, E3〉 = τ 2.

Detalhes destes cálculos podem ser vistos em [2], [3] e [6].
A aplicação π : H3 → R2, dada por

π(r, θ, z) = (r, z − aθ)
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é uma submersão riemanniana. De fato, π é claramente sobrejetiva, pois a
um ponto dado (r′, z′ − aθ′) ∈ R2, claramente podemos associar um ponto
(r′, θ′, z′) ∈ H3. Em outras palavras, o ponto (r′, θ′, z′) representa uma su-
perf́ıcie helicoidal Σ contida em H3. Além disso, dado um ponto (r0, θ0, z0) ∈
H3, temos que

dπ(r0,θ0,z0) =

 ∂u
∂r

∂u
∂θ

∂u
∂v

∂v
∂r

∂v
∂θ

∂v
∂z

 =

(
1 0 0
0 −a 1

)
.

Claramente, dπ tem posto 2 e a aplicação π é uma submersão.



Caṕıtulo 3

Superf́ıcies Helicoidais em H3

Como vimos no caṕıtulo anterior, o grupo de rotações SO(2) age em H3 por
rotações em torno do eixo z. É, então, conveniente introduzirmos as coor-
denadas ciĺındricas usuais (r, θ, z) em H3. Em termos destas coordenadas, a
métrica invariante à esquerda tem a seguinte forma

ds2 = dr2 + (r2 + τ 2r4)dθ2 − 2τr2dθdz + dz2. (3.1)

Rotações são mais precisamente definidas como as aplicações Rt : H3 →
H3, onde Rt(x, y, z) é o fluxo gerado pelo campo F4 = −y∂x + x∂y, dado
explicitamente pela expressão

Rt(x, y, z) = (cos tx + senty,−sentx + cos ty, z). (3.2)

Movimentos helicoidais combinam rotações e translações ao longo de um eixo
que novamente fixamos como o eixo z. Isto significa que são definidos como
as aplicações Ht : H3 → H3, onde Ht(x, y, z) é o fluxo gerado pelo campo
F4 + aF3, ou seja,

Ht(x, y, z) = (cos tx + senty,−sentx + cos ty, z + at). (3.3)

Em termos de coordenadas ciĺındricas, a aplicação Ht é dada por

(r, θ, z) 7→ (r, θ + t, z + at) (3.4)

e o campo F4 + aF3 é escrito como

F4 + aF3 = ∂θ + a∂z. (3.5)

35
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Pontos em H3 podem ser identificados se pertencem à mesma órbita. As
classes de equivalência constituem o espaço das órbitas B. Com respeito a
coordenadas ciĺındricas, a relação de equivalência pode ser expressa por

(r, θ, z) ∼ (r, θ + t, z + at). (3.6)

Em particular, o ponto em H3 com coordenadas (r, θ, z) pode ser represen-
tado no espaço das órbitas pela órbita passando pelo ponto de coordenadas
(r, 0, z − aθ). Portanto, as funções

u = r, v = z − aθ (3.7)

parametrizam o espaço de órbitas B. Verifica-se que estas são funções invari-
antes, isto é, permanecem constantes ao longo de uma órbita. De fato

∂θu + a∂zu = 0

e
∂θv + a∂zv = a− a = 0.

Portanto, os campos gradiente ∇u e ∇v expandem, em cada ponto, o espaço
normal às órbitas. Determinamos, com aux́ılio destes campos, a métrica
orbital, isto é, a métrica no espaço de órbitas.

Consideremos, por exemplo, uma geodésica α(σ) realizando a distância
entre órbitas próximas. Deste modo, α′(σ) é, nos pontos inicial e final, per-
pendicular às órbitas. Suponhamos, para fixar idéias, que α′(σ) seja paralela
a ∇u. Neste caso

〈∇u, α′(σ)〉 = |∇u|.

Por outro lado,

〈∇u, α′(σ)〉 =
du

dσ
.

Conclúımos que

dσ =
1

|∇u|
du.

De modo análogo, tomando geodésicas extremizando a distância entre as
órbitas na direção do campo normal ∇v, obtemos

dσ =
1

|∇v|
dv.
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No caso geral, obtemos a seguinte expressão para o elemento de linha (distância
infinitesimal entre as órbitas):

dσ2 =
1

|∇u|2
du2 +

1

|∇v|2
dv2. (3.8)

Calculamos, a seguir, |∇u| e |∇v|. Para tanto, necessitamos determinar os
coeficientes da inversa da métrica em H3. A partir da expressão da métrica
em H3 em coordenadas ciĺındricas

(
gij

)
=

 1 0 0
0 r2 + τ 2r4 −τr2

0 −τr2 1

 ,

obtemos

(
gij
)

=

 1 0 0
0 1

r2 τ
0 τ 1 + τ 2r2

 .

Com isto, calculamos
|∇u|2 = g11(∂ru)2 = 1 (3.9)

e

|∇v|2 = g22(∂θv)2 + 2g23∂θv∂zv + g33(∂zv)2 =
1

u2
a2 − 2τa + (1 + τ 2u2)

=
1

u2

(
u2 + (τu2 − a)2

)
.

Portanto, a métrica orbital é dada, em termos dos parâmetros u, v no espaço
de órbitas, por

dσ2 = du2 +
u2

u2 + (τu2 − a)2
dv2. (3.10)

No caso particular em que τ = 1
2
, obtemos a expressão na p. 179 de [4]:

dσ2 = du2 +
4u2

4u2 + (u2 − 2a)2
dv2. (3.11)

Conclúımos da análise acima que a projeção canônica π : H3 − {(0, 0, z)} →
B, levando um ponto com coordenadas (r, θ, z) em sua órbita, parametrizada



38

por (u, v), é uma submersão riemanniana, se considerarmos B munido da
métrica orbital definida acima.

Denotamos

U(u) =

√
u2

u2 + (τu2 − a)2
. (3.12)

Com esta notação, determinamos a conexão riemanniana ∇ em B. Temos

〈∇∂u∂u, ∂u〉 =
1

2
∂u|∂u|2 = 0

e

〈∇∂u∂u, ∂v〉 = −〈∂u,∇∂v∂u〉 = −1

2
∂v|∂u|2 = 0.

Deduzimos, deste modo, que

∇∂u∂u = 0,

ou seja, que as curvas coordenadas v = cte. são geodésicas em B. Calculamos

〈∇∂u∂v, ∂u〉 = 〈∇∂v∂u, ∂u〉 =
1

2
∂v|∂u|2 = 0

e

〈∇∂u∂v, ∂v〉 =
1

2
∂u|∂v|2 = UU ′,

onde ′ indica derivada com respeito a u. Analogamente,

〈∇∂v∂v, ∂u〉 = −〈∂v,∇∂u∂v〉 = −1

2
∂u|∂v|2 = −UU ′

e

〈∇∂v∂v, ∂v〉 =
1

2
∂v|∂v|2 = 0.

Sendo assim, deduzimos que

∇∂u∂v =
U ′

U
∂v (3.13)

e
∇∂v∂v = −UU ′ ∂u. (3.14)
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Definimos em B o referencial ortonormal

e1 = ∂u, e2 =
1

U
∂v. (3.15)

Seja γ curva em B, cuja expressão local em coordenadas (u, v) é

s 7→ (u(s), v(s)). (3.16)

Representamos o elemento de linha em γ induzido pela métrica orbital por
dγ. Logo,

dγ2 = 〈γ̇, γ̇〉 ds2 =
(
u̇2(s) +

u2(s)

u2(s) + (τu(s)2 − a)2
v̇2(s)

)
ds2.

Seja σ o ângulo orientado entre γ̇ e a direção e1. Desta forma, associamos a
γ o referencial móvel

T =
γ̇

|γ̇|
= cos σ e1 + senσ e2,

N = −senσ e1 + cos σ e2.

Calculamos

∇T T = ∇T

(
cos σe1 + senσe2

)
= −σ̇senσ e1 + σ̇ cos σ e2 + cos σ∇T e1 + senσ∇T e2.

Portanto, a curvatura geodésica de γ em B é dada por

κg = 〈∇T T, N〉 = σ̇ + 〈∇T e1, e2〉
≡ σ̇ + ω2

1(T ).

No caso particular da métrica orbital, utilizando as fórmulas acima para a
derivada covariante dos campos coordenados, obtemos

ω2
1(T ) = 〈∇T e1, e2〉 = 〈∇T ∂u,

∂v

U
〉 =

1

U2
senσ〈∇∂v∂u, ∂v〉 =

U ′

U
senσ.

Portanto, a curvatura geodésica de γ em B é dada por

κg = σ̇ +
U ′

U
senσ. (3.17)
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3.1 Superf́ıcies Helicoidais

A decomposição do espaço tangente a um ponto em H3 em direções tan-
gentes a normais às órbitas permite também decompor a métrica ambiente na
métrica da órbita e na métrica orbital. Denotemos, como acima, o parâmetro
das órbitas (linhas de fluxo de F4 + aF3) por t. Denotemos, além disso,

ω = 〈F4 + aF3, F4 + aF3〉1/2 =
√

u2 + (τu2 − a)2. (3.18)

Deste modo, escrevemos

ds2 = ω2dt2 + dσ2. (3.19)

Portanto, a métrica em H3, decomposta em direções tangentes e normais às
órbitas, é reescrita como

ds2 =
(
u2 + (τu2 − a)2

)
dt2 + du2 +

u2

u2 + (τu2 − a)2
dv2. (3.20)

Uma superf́ıcie helicoidal Σ em H3 é, por definição, uma superf́ıcie invari-
ante por movimentos helicoidais, isto é, tal que, para t qualquer,

Ht(Σ) = Σ.

Portanto, Σ é gerada por uma curva no espaço de órbitas parametrizada por

γ(s) = (u(s), v(s)).

isto significa que Σ admite uma parametrização da forma

(s, t) 7→ Ht(u(s), 0, v(s)).

Dito de outro modo, Σ é parametrizada, em termos de coordenadas ciĺındricas,
por

(s, t) 7→ (u(s), θ + t, v(s) + at)

ou, com respeito a coordenadas exponenciais, por

(s, t) 7→ (x(s) cos t + y(s)sent,−x(s)sent + y(s) cos t, z(s) + at),

onde x(s) = u(s) cos θ, y(s) = u(s)senθ e z(s) = v(s) + aθ. Obviamente,
os invariantes geométricos de Σ podem ser determinados a partir destas ex-
pressões, como fazemos a seguir.
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Agora, deduzimos uma formulação anaĺıtica da curvatura média em Σ.
Consideramos Σ munida da métrica induzida pela imersão em H3:

ω2(s) dt2 + dγ2 =
(
u2(s) + (τu2(s)− a)2

)
dt2

+
(
u̇2(s) +

u2(s)

u2(s) + (τu(s)2 − a)2
v̇2(s)

)
ds2

O elemento de área em Σ é dado por

ω|γ̇| dtds, (3.21)

onde, nesta fórmula,

ω = ω(s) =
√

u2(s) + (τu2(s)− a)2

e

|γ̇| =

√
u̇2(s) +

u2(s)

u2(s) + (τu(s)2 − a)2
v̇2(s).

Portanto, a área de Σ corresponde a

A(γ) =

∫ ∫
ω|γ̇| dtds, (3.22)

onde, ao escrevermos A(γ), enfatizamos o fato de que variações da área de Σ
são determinadas por variações da curva geratriz γ. Derivando a área com
respeito a uma variação a um parâmetro γµ de γ, obtemos

d

dµ
A(γµ)|µ=0 =

∫ ∫ (
ω′|γ̇|+ ω|γ̇|′

)
dtds =

∫ ∫ (
ω′

ω
+
|γ̇|′

|γ̇|

)
ω|γ̇| dtds,

onde a derivada com respeito a µ é indicada por ′. Estas derivadas são
calculadas em µ = 0. Suponhamos que a variação γµ que ora consideramos
seja uma variação normal, isto é, tal que o campo variacional η seja da forma
η = ϕ N , onde N é o campo normal unitário N ao longo de γ. Neste caso,
calculamos

|γ̇|′|µ=0 = ϕ
1

|γ̇|
〈∇N γ̇, γ̇〉 = −ϕ

1

|γ̇|
〈∇γ̇ γ̇, N〉.

Assim, obtemos

|γ̇|′

|γ̇|
|µ=0 = −〈∇ γ̇

|γ̇|

γ̇

|γ̇|
, n〉ϕ = −κg ϕ,
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onde κg denota a curvatura geodésica de γ no espaço das órbitas. Logo,
deduzimos a seguinte fórmula para a variação da área

d

dµ
A(γµ)|µ=0 =

∫ ∫ (
∂N ln ω − κg

)
ϕ ω|γ̇| dtds.

Do fato de que π é uma submersão riemanniana e o campo variacional η é
normal às órbitas, conclúımos que os campos N̂ e η̂, dados por

π∗N̂ = N, π∗η̂ = η, (3.23)

são, respectivamente, o campo normal unitário ao longo de Σ e o campo
variacional de Σ. Temos, em particular

〈N̂ , η̂〉 = 〈N, η〉 = ϕ. (3.24)

Retornando ao cálculo da variação da área, é um fato clássico que

d

dµ
A(γµ)|µ=0 = −2

∫ ∫
H〈N̂ , η̂〉ω|γ̇|dsdt.

Comparando as duas expressões para a variação da área, conclúımos (pela
arbitrariedade da variação) que

2H = κg − ∂N ln ω. (3.25)

Para efeito de simplificação, escreveremos essa última equação da forma

H = κg − ∂N ln ω. (3.26)

Verificamos, utilizando a notação previamente definida, que

ω =
u

U
,

o que permite calcular

∂N ln ω = senσ∂u ln ω = −senσ
(1

u
− U ′

U

)
,

onde ′ denota, desta vez, derivada com respeito ao parâmetro u. Conclúımos,
portanto, que

H = κg − ∂N ln ω = σ̇ +
1

u
senσ.
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Obtemos, desta forma, o seguinte sistema de EDO’s satisfeito pela curva γ,
geratriz da superf́ıcie helicoidal:

u̇ = cos σ
v̇ = 1

U
senσ

σ̇ = H − 1
u

senσ
(3.27)

Do fato de que o elemento de área não depende explicitamente de v̇, deduz-
imos uma lei de conservação, que resulta no análogo da relação de Clairaut
para superf́ıcies rotacionais. Demonstram-se facilmente os seguintes fatos.

Proposição 2. Transladando-se uma curva que é solução do sistema (3.27)
na direção de v, obtém-se uma outra solução para o sistema citado.

De fato, basta observarmos que o sistema (3.27) independe da variável v.
Logo, dada uma solução γ(s) = (u(s), v(s)) do sistema e uma constante v0

arbitrária, a curva γ̃(s) = (u(s), v(s) + v0), é também uma solução.

Proposição 3. Seja γ(s) uma solução de (3.27) definida em (s0 − ε, s0],
com σ(s0) = ±π

2
. Então γ pode ser estendida ao intervalo (s0−ε, s0 +ε) pela

reflexão em torno da linha v ≡ v(s0)

Observemos que, dada γ(s) = (u(s), v(s)), então γ̃(s) = (u(s), 2v0 − v(s))
resulta numa solução para (3.27).

Proposição 4. A função J(s) = u senσ − 1
2
Hu2 é constante ao longo de

soluções γ(s) de (3.27). Desta forma, as soluções do sistema (3.27) são
caracterizadas por J(s) ≡ k, para alguma constante k ∈ R.

Demonstração. Basta apenas verificarmos que J̇(s) = 0. Calculemos a
derivada desta função, obtendo

J̇(s) = u̇(s) senσ + u(s)σ̇ cos σ − uu̇H.

Usando o sistema (3.27),

J̇(s) = cos σsenσ + u(s)(H − u(s)−1senσ) cos σ − u(s) cos σH

= cos σsenσ + u(s)H cos σ − u(s)

u(s)
senσ cos σ − u(s) cos σH

= 0.

Isto encerra a demonstração da proposição.
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3.2 Teorema de Classificação

Passamos, agora, ao enunciado do resultado principal demonstrado em [4] a
respeito de superf́ıcies helicoidais.

Teorema 3.1. As superf́ıcies helicoidais em H3 com curvatura média con-
stante são classificadas em termos de H e k da seguinte forma:

1. helicóides, incluindo planos horizontais z = cte., no caso em que H = 0
e k = 0.

2. Superf́ıcies tipo-catenóide, no caso em que H = 0 e k 6= 0.

3. Uma famı́lia de superf́ıcies compactas difeomorfas a esfera, quando
H 6= 0 e k = 0.

4. Cilindros retos, regrados por linhas de fluxo de ∂z, e superf́ıcies tipo-
Delaunay, quando H 6= 0 e k 6= 0.

Demonstração. Trataremos de cada caso separadamente. Iniciamos pelo es-
tudo das superf́ıcies mı́nimas.
Caso 1. H ≡ 0. Da integral primeira da proposição (4), temos J(s) =
usenσ = k. Dependendo do valor de k, temos duas possibilidades:
1. k = 0 : neste caso, temos u senσ = 0 e, portanto, senσ = 0. Assim, o
ângulo σ entre γ e ∂u é identicamente nulo. Do sistema (3.27), deduzimos
que

du = cos σds = ds,

dv =
1

U
senσ ds

Pela regra da cadeia, temos

dv

du
=

1

U
senσ cos σ = 0,

o que implica que v = b, para alguma constante b. Então, a superf́ıcie é dada
por z = aθ + b, o que corresponde a um helicóide euclidiano.
2. k > 0 : nesta situação, temos senσ = k

u
. Uma vez que

cos σ =
√

1− sen2σ =

√
1− k2

u2
= u−1(u2 − k2)

1
2 ,
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utilizando novamente a regra da cadeia, deduzimos a equação

dv

du
=

1

U

sen σ

cos σ
=

√
u2 + (τu2 − a)2

u

k√
u2 − k2

.

Portanto, considerando u > k, temos

dv

du
=

k

u

√
u2 + (τu2 − a)2

√
u2 − k2

. (3.28)

Alguns pontos merecem atenção. A integral para esta equação é, em geral,
do tipo eĺıptica e (3.28) é válida se, e somente se, u assume o valor k, onde
a curva torna-se paralela à direção ∂v. Além disso, temos dv

du
> 0, o que

significa que v(u) é crescente e, finalmente,

lim
u→∞

dv

du
= τk.

Portanto, segundo a Proposição 2, podemos considerar a única solção de
(3.27) determinada pelas condições iniciais

u(0) = k, v(0) = 0 e γ(0) =
π

2
,

estendida por uma reflexão em torno de v = 0. Estas curvas são do tipo
catenária. Se a = 0, obtemos uma analogia exata com o catenóide. Se
a = 1

4τ
, a equação (3.28) pode ser integrada explicitamente. Fazendo isso

e reescrevendo as funções invariantes da solução em temos de coordendas
ciĺındricas, descrevemos superf́ıcies mı́nimas do tipo helicoidal dadas por

z(r, θ) = −1

2
θ − 1

2
arcsen(kr−1) +

k

2

√
r2 − k2,

onde r ≥ k. De fato, considerando a = 1
4τ

, escrevemos a equação na forma

dv

du
=

k

u

√
u2 + (τu2 − a)2

u2 − k2

=
k

u

√
(τu2 + a)2

u2 − k2

=
k√

u2 − k2

τu2 + a

u
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Desta forma, obtemos a seguinte integral

v = τ

∫
k√

u2 − k2

(
u +

a

τu

)
du

Definindo x = u2 − k2 e y = 1
u
, temos dx = 2udu e dy = − 1

u2 du. Realizando
esta mudança de variáveis nas parcelas da integral acima, temos

v =
τ

2

∫
k√
x

dx− a

∫
y

k√
1
y2 − k2

u2dy = τk
√

x− ak

∫
1√

1− k2y2
dy

= τk
√

u2 − k2 − a arcsenky = τk
√

u2 − k2 − 1

4τ
arcsen

k

u
.

Utilizando-se da definição das funções invariantes em (3.7), chegamos a

z(r, θ) =
1

4τ
θ + τk

√
r2 − k2 − 1

4τ
arcsen

k

r
.

Esta superf́ıcie é denominada catenóide helicoidal.

Caso 2: H 6= 0. Consideramos, inicialmente, o caso em que k = 0. A partir
de (4), conclúımos que

senσ =
H

2
u.

Portanto,

cos σ =
√

1− sen2σ =

√
1− H2

4
u2.

Desta forma, deduzimos do sistema (3.27) a equação

dv

du
=

1

U

sen σ

cos σ
=

1

U

H
2

u
√

4−H2u2

2

=

√
u2 + (τu2 − a)2

u

H u√
4−H2u2

= H

√
u2 + (τu2 − a)2

4−H2u2
,

onde u ∈ [0, 2H−1), de modo que dv
du

esteja bem definida. Novamente, esta
equação é do tipo eĺıptica e é válida se, e somente se, u assume o valor de
2
H

, onde a curva fica paralela à direção de ∂v. Além disso, se u = 0, temos
σ = 0, isto é, γ é paralela à direção ∂u e dv

du
> 0, isto é, v(u) é crescente.
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Para alguns valores de a, a equação pode ser integrada explicitamente em
termos de funções elementares. Por exemplo, tomando a = 0, reduzimos a
equação à integral

v =
H

2

∫
u

√
1 + τ 2u2

1− H2

4
u2

du,

onde u ∈ [0, 2H−1). Integrando, obtemos a parametrização

z(r, θ) = − 1

2H

√
(1 + τ 2 u2)(4−H2 u2)− 2τ

H2

(
1 +

H2

4τ 2

)
arcsen

√
1− H2

4
u2√

1 + H2

4τ2

.

(3.29)
De fato, efetuando a mudança de variáveis, sen ϑ = H

2
u, com diferencial

H
2

du = cos ϑ dϑ, obtemos

v =
H

2

∫
2

H
senϑ

√
1 + 4τ2

H2 sen2ϑ

1− sen2ϑ

2

H
cos ϑdϑ =

2

H

∫
senϑ

√
1 + 4τ2

H2 sen2ϑ

cos ϑ
cos ϑdϑ

=
2

H

∫
senϑ

√
1 +

4τ 2

H2
sen2ϑ dϑ =

2

H

∫
senϑ

√
1 +

4τ 2

H2
− 4τ 2

H2
cos2 ϑdϑ

= − 2

H

∫ √
1 +

4τ 2

H2
− 4τ 2

H2
x2 dx = − 4τ

H2

∫ √
H2

4τ 2
+ 1− x2 dx

= − 4τ

H2

(x

2

√
H2

4τ 2
+ 1− x2 +

H2

4τ2 + 1

2
arcsen

x√
H2

4τ2 + 1

)
,

onde x = cos ϑ e, portanto, 1− x2 = sen2ϑ = H2

4
u2. Dáı, escrevemos

v = − 2τ

H2

(
cos ϑ

√
H2

4τ 2
+ sen2ϑ +

(
1 +

H2

4τ 2

)
arcsen

cos ϑ√
1 + H2

4τ2

)

= − 2τ

H2

√1− H2

4
u2

√
H2

4τ 2
+

H2

4
u2 +

(
1 +

H2

4τ 2

)
arcsen

√
1− H2

4
u2√

1 + H2

4τ2


= − 2τ

H2

(
H

4τ

√
4−H2 u2

√
1 + τ 2 u2 +

(
1 +

H2

4τ 2

)
arcsen

√
1− H2

4
u2√

1 + H2

4τ2

)
.
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Portanto, a expressão final para z(r, θ) = v(u), neste caso, é, como enunciado
acima,

z(r, θ) = − 1

2H

√
(1 + τ 2 u2)(4−H2 u2)− 2τ

H2

(
1 +

H2

4τ 2

)
arcsen

√
1− H2

4
u2√

1 + H2

4τ2

.

No caso particular em que τ = 1
2
, temos

z(r, θ) = − 1

4H

√
(4 + r2)(4−H2r2)− 1 + H2

H2
arcsen

1

2

√
4−H2r2

1 + H2

Observamos que, neste caso, a curva γ gera uma superf́ıcie compacta com
curvatura média constante H.

Por fim, consideramos a escolha a = 1
4τ

, demosntrando que, novamente, a
equação diferencial correspondente pode ser integrada em termos de funções
elementares. A superf́ıcie será do tipo helicoidal, com a equação diferencial
dada, após completamento de quadrados, por

dv

du
= H

√
(τu2 + a)2

4−H2u2

= Hτ
u2 + 1

4τ2√
4−H2u2

com u ∈ [0, 2H−1). Por integração desta equação e utilizando a definição das
funções invariantes, temos a seguinte equação em coordenadas ciĺındricas:

z(r, θ) = −1

2
θ +

2 + H2

2H2
arcsen

Hr

2
− r

√
4−H2r2

4H
,

com r ∈ [0, 2H−1). De fato, reduzimos a equação a

v = Hτ

∫
u2 + 1

4τ2√
4−H2u2

du.

Com a mudança de variáveis H
2
u = senϑ e a consequente expressão diferencial

H
2

du = cos ϑdϑ, obtém-se

v = Hτ

∫ 1
4τ2 + 4

H2 sen
2ϑ

√
4− 4sen2ϑ

2

H
cos ϑdϑ = τ

∫ ( 1

4τ 2
+

4

H2
sen2ϑ

)
dϑ

=
1

4τ
ϑ +

4τ

H2

∫
sen2ϑ dϑ =

1

4τ
ϑ +

2τ

H2

∫
(1− cos 2ϑ)dϑ

=
( 1

4τ
+

2τ

H2

)
ϑ− τ

H2
sen 2ϑ.
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Uma vez que sen 2ϑ = 2sen ϑ cos ϑ, deduzimos que, em termos de u,

v =
( 1

4τ
+

2τ

H2

)
arcsen

Hu

2
− 2τ

H2

Hu

2

√
1− H2

4
u2

=
( 1

4τ
+

2τ

H2

)
arcsen

Hu

2
− τ

H
u

√
1− H2

4
u2.

Com isso, temos

z(r, θ) =
1

4τ
θ +

( 1

4τ
+

2τ

H2

)
arcsen

Hr

2
− τ

H
r

√
1− H2

4
r2.

Encerrando a classificação, supomos, desta vez, k 6= 0. Sendo assim, a
integral primeira pode ser vista como uma equação do segundo grau em u:

k − u senσ +
1

2
Hu2 = 0,

cujas ráızes são
u = (senσ ±

√
sen2σ − 2kH). (3.30)

Consideramos duas situações. Na primeira, impondo k = 1
2H

, temos neces-
sariamente, a fim de dar um sentido à raiz acima, senσ = 1, ou seja, σ = π

2

ao longo da curva geratriz. Isto caracteriza r = 1
H

. Portanto, a superf́ıcie é
um cilidro regrado pelas geodésicas na direção do campo E3.

A análise da segunda situação não é realizada em [4]. Segundo os autores,
os exemplos correspondentes, análogos às superf́ıcies de Delaunay em R3, são
estudados em [8].



Caṕıtulo 4

Superf́ıcies Invariantes por
Translação

Neste caṕıtulo, classificamos superf́ıcies com curvatura média constante in-
variantes por translações. Em termos precisos, dado o campo invariante à
esquerda F1 = ∂x + τy∂z e o fluxo correspondente

Tt(x, y, z) = (x + t, y, z + tτy), t ∈ R,

uma superf́ıcie Σ é dita invariante por translações se Tt(Σ) = Σ. As órbitas
(linhas de fluxo) da ação do grupo de translações {Tt} são as classes de
equivalência definidas a partir da relação

(x, y, z) ∼ (x + t, y, z + tτy).

Em particular, um ponto em H3 com coordenadas exponenciais (x, y, z) é rep-
resentado pela órbita passando pelo ponto (0, y, z− τxy). De fato (tomando
t = x),

Tx(0, y, z − τxy) = (x, y, z).

Portanto, as funções invariantes cujos campos gradientes expandem o espaço
normal às órbitas em cada ponto são, desta vez,

u = y, v = τ xy − z. (4.1)

É fácil constatar que as derivadas direcionais destas funções na direção do
campo F1 são nulas. O espaço de órbitas é parametrizado pelo par de coor-
denadas (u, v). Calculamos, a seguir, os gradientes destas funções. Temos

∇u =
3∑

i=1

〈∇u, Ei〉Ei.
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Dessa forma, temos

|∇u|2 =
3∑

i=1

〈∇u, Ei〉2.

Analogamente,

∇v =
3∑

i=1

〈∇v, Ei〉 Ei

e portanto

|∇v|2 =
3∑

i=1

〈∇v, Ei〉2.

Calculando os coeficientes de ∇u, temos

〈∇u, E1〉 = 0, 〈∇u, E2〉 = 1, 〈∇u, E3〉 = 0.

Da mesma forma,

〈∇v, E1〉 = 〈∇v, ∂x − τy∂z〉 =
∂v

∂x
− τy

∂v

∂z
= τy + τy = 2τy

e

〈∇v, E2〉 = 〈∇v, ∂y − τx∂z〉 =
∂v

∂y
− τx

∂v

∂y
= τx− τx = 0

e

〈∇v, E3〉 = 〈∇v, ∂z〉 = −1.

Dessa forma, substituindo os coeficientes acima em e , temos

|∇u|2 = 1, |∇v|2 = 1 + 4τ 2y2.

Portanto, a métrica orbital é dada por

dσ2 =
1

|∇u|2
du2 +

1

|∇v|2
du2 = du2 +

1

1 + 4τ 2u2
dv2.
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Agora, definimos como em (3.12), a função

U =

√
1

1 + 4τ 2u2
.

Utilizaremos novamente as fórmulas (3.17) e (3.25). Escrevendo F1 = E1 +
2τyE3, calculamos

ω =
√
〈F1, F1〉 =

√
1 + 4τ 2u2 =

1

U
,

de onde deduzimos

∂n ln ω = senσ∂u ln ω = senσ∂u ln
1

U
= senσ

(
U(−U ′

U
)
)

= −U ′

U
senσ.

Então, utilizando a fórmula (3.25), calculamos

H = σ̇ +
U ′

U
senσ − U ′

U
senσ = σ̇

4.1 Teorema de Classificação

Conclúımos acima que uma curva γ(s) = (u(s), v(s)) no espaço de órbitas
gera uma superf́ıcie invariante por translações com curvatura média constante
H se o sistema de EDO’s abaixo é satisfeito.

u̇(s) = senσ

v̇(s) =
√

1 + 4τ 2u2 cos σ
σ̇(s) = H.

(4.2)

O teorema abaixo, demonstrado em [4], classifica tais superf́ıcies.

Teorema 4.1. As superf́ıcies invariantes por translação com curvatura média
constante H em H3 são classificadas do seguinte modo:
1. As superf́ıcies mı́nimas (H = 0) são planos verticais ou gráficos descritos
pelas funções

z = z(x, y) = τxy − c

2τ

(
τ
√

1 + 4τ 2y2 y +
1

2
ln |
√

1 + 4τ 2y2 + y|
)
,

onde c ∈ R.
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2. As superf́ıcies com curvatura média constante H 6= 0 são gráficos das
funções

z(x, y) = τxy ± τ

H

(√
1− y2H2

√
1

4τ 2
+ y2 +

1 + H2

4τ2

H
arcsen

√
1− y2H2√
1 + H2

4τ2

)
,

onde − 1
H
≤ y ≤ 1

H
.

Observamos que, em concordância com o Teorema 2.2, os gráficos no item 2
no enunciado do teorema não são completos.

Demonstração. Iniciamos pelo caso de superf́ıcies mı́nimas. Da terceira das
equações no sistema acima, segue que σ(s) = k, para uma dada constante
k. Deste modo, temos u(s) = senk s + u0, para alguma constante u0, e
v̇(s) =

√
1 + 4τ 2 u2 cos k. Analisamos algumas possibilidades separadamente.

1. k 6= 0, π: neste caso, vale dv = cot k
√

1 + 4τ 2 u2du. Pondo c = cot k,
temos

v = c

∫ √
1 + 4τ 2u2du.

Então, utilizando a substituição trigonométrica 2τu = tan ϑ, temos 2τdu =
sec2 ϑdϑ.

v =
c

2τ

∫
sec3 ϑdϑ =

c

2τ

(1
2

sec ϑ tan ϑ +
1

2
ln | sec ϑ + tan ϑ|

)
.

Substituindo u = 1
2τ

tan ϑ e
√

1 + 4τ 2u2 = sec ϑ na expressão acima, obtemos

v =
c

2τ

(
τ
√

1 + 4τ 2u2 u +
1

2
ln |
√

1 + 4τ 2u2 + u|
)
. (4.3)

Em termos de coordenadas exponenciais, escrevemos

z(x, y) = τxy − c

2τ

(
τ
√

1 + 4τ 2y2 y +
1

2
ln |
√

1 + 4τ 2y2 + y|
)
,

onde c é uma constante arbitrária.

2. k = 0 : neste caso, temos u̇(s) = u0, para alguma constante u0. Desta
forma, os exemplos correspondem a planos verticais.
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Por fim, analisamos os exemplos com curvatura média constante H não-
nula. Segue que σ(s) = Hs + σ0, para alguma constante σ0 e, portanto,
u̇(s) = sen(Hs + σ0). Desta forma, temos

u(s) = − 1

H
cos(Hs + σ0).

A partir destas expressões, podemos montar o seguintes sistema de equações:{
cos σ = −Hu

senσ = ±
√

1−H2u2

de modo que dv = ±Hu
√

(1 + 4τ 2u2)(1−H2u2)−1 ou, sob a forma de inte-
gral,

v = ±
∫

Hu

√
1 + 4τ 2u2

1−H2u2
.

Eetuando a mudança de variável

u =
1

H
senϑ,

temos

du =
1

H
cos ϑdϑ

e, portanto,

v = ± 1

H

∫
senϑ

√
1 +

4τ 2

H2
sen2ϑ dϑ

= ± 2τ

H2

∫ √
H2

4τ 2
+ 1− cos2 ϑ d(cos θ)

= ± 2τ

H2

(
cos ϑ

2

√
H2

4τ 2
+ 1− cos2 ϑ +

1 + H2

4τ2

2
arcsen

cos ϑ√
1 + H2

4τ2

)
.

Substituindo senϑ = uH e cos ϑ =
√

1− u2H2 e u = y na expressão acima,
conclúımos que

v =
2τ

H2

(√
1− u2H2

2

√
H2

4τ 2
+ u2H2 +

1 + H2

4τ2

2
arcsen

√
1− u2H2√
1 + H2

4τ2

)

=
τ

H

(√
1− y2H2

√
1

4τ 2
+ y2 +

1 + H2

4τ2

H
arcsen

√
1− y2H2√
1 + H2

4τ2

)
,
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onde devemos impor a restrição − 1
H
≤ y ≤ 1

H
. Em termos de coordenadas

exponenciais, escrevemos este exemplo como gráfico (incompleto) da função

z(x, y) = τxy ± τ

H

(√
1− y2H2

√
1

4τ 2
+ y2 +

1 + H2

4τ2

H
arcsen

√
1− y2H2√
1 + H2

4τ2

)
,

como queŕıamos demonstrar.
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