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Resumo

Nesta dissertação fazemos um estudo de geometria das superfícies isomet-
ricamente imersas numa forma espacial tridimensional impondo algumas
condições sobre as curvaturas média e gaussiana. Se a curvatura é não pos-
itiva prova-se que a superfície é uma esfera, um produto de círculos ou um
cilindro. Também é provado que se uma superfície localmente H-deformável
é um toro, então sua curvatura média é constante.

Palavras Chave: toro, curvatura média, forma espacial, diferencial
quadrática de Hopf.
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Abstract

In this dissertation we study the geometry of surfaces isometrically immersed
in a 3-dimensional space form imposing some conditions on its mean and
gaussian curvature. If the gaussian curvature is non-positive we prove that
the surface is a sphere, a product of circles or a cylinder. It is also proved
that if a surface locally H-deformable is a torus; then it mean curvature is
constant.

Keywords: torus, mean curvature, space form, Hopf's quadratic di�er-
ential.
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Capítulo 1

Introdução

Seja M uma superfície munida com uma estrutura riemanniana e E3(c) uma
forma espacial com curvatura constante c. Considere x : M → E3(c) uma
imersão isométrica e veja M como uma superfície de Riemann. O método
usado é o da diferencial quadrática de Hopf que consiste na construção da
segunda forma fundamental de x, uma forma quadrática complexa global-
mente de�nida. Quando uma tal forma é holomorfa, isto tem implicações
na geometria de x. Os resutados deste trabalho foram obtidos por Tribuzy
em [16]. A metodologia usada é mesma que a usada por Tribuzy, ou seja, o
método da diferencial quadrática de Hopf.

Considere em M um tensor simétrico T satisfazendo formalmente as
equações de Codazzi e considere uma forma quadrática ψ(T ) de�nida glob-
almente em M . Se traço(T )=const.,então ela é uma forma holomorfa em M
como enunciado no lema abaixo. Este simples fato junto com outras pro-
priedades dos tensores simétricos que satisfazem as equações de Codazzi,têm
um número de implicações das quais listamos algumas abaixo.

Começamos enunciando o principal lema usado nas demonstrações dos
teoremas.

Lema 1.1. Seja T uma forma bilinear e simétrica sobre uma superfície
conexa M . Se duas quaisquer das condições abaixo são satisfeitas, então
todas elas valem:
i) o traço de T é constante;
ii) T satisfaz as equações de Codazzi;
iii) ψ(T ) é holomorfa.

Supondo agora que T satisfaz as equações de Codazzi e tem traço con-
stante igual a t, temos

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

Lema 1.2. Para cada ponto não umbílico de M(com respeito a T ) temos

4D = (4D − t2)
{
K +

4|dD|2
(4D − t2)2

}
,

onde D=det(T).

De posse destes lemas e da noção de superfície H-deformável é possível
demonstrarmos os seguintes resultados:

Teorema 1.1. Seja M uma superfície homeomorfa ao toro T 2 e seja x :
M → E3(c) uma imersão isométrica localmente H-deformável. Então a
curvatura média H(x) da imersão é constante.

O resultado acima dar uma caracterização do toro com curvatura média
constante. A recíproca deste resultado é verdadeira para todas as superfícies
por um resultado de Lawson em [11].

Se a imersão for analítica, então as hipóteses sobre x podem ser enfraque-
cidas, como mostra o teorema abaixo.

Corolário 1.1. Seja M uma superfície homeomorfa ao toro T 2 e seja x :
M → E3(c) uma imersão isométrica analítica. Se existe um subconjunto
aberto de M restrito ao qual x é H-deformável, então H(x) é constante.

Tilla Klotz e Robert Osserman em [10] classi�caram as imersões em R3

de superfícies completas com H=const 6= 0 e curvatura gaussiana K tendo
sinal constante.

Observe que no caso K ≤ 0, a hipótese H=const 6= 0 implica que a imersão
não contém pontos umbílicos. O próximo teorema generaliza o resultado de
Tilla Klotz e Robert Osserman para imersões no espaço hiperbólico(c < 0).

Teorema 1.2. Seja M uma superfície completa e seja x : M → E3(c), c <
0, uma imersão isométrica com H(x)=constante. Assuma que a curvatura
gaussiana K de M não muda de sinal. Se K ≤ 0, assuma também que x não
contém pontos umbílicos. Então x(M) é uma esfera geodésica em E3(c) ou
então x(M) é o conjunto de pontos eqüidistantes de uma geodésica completa
de E3(c).

Ho�man em [6] generalizou o resultado de Tilla Klotz e Robert Osserman
para imersões em formas espaciais E4(c), com c ≥ 0.



Capítulo 2

Preliminares

2.1 Introdução
Neste capítulo apresentamos alguns resultados e de�nições que são de funda-
mental importância para todo o restante deste trabalho, todos sem demon-
stração.

2.2 Estrutura riemanniana
De�nição 2.1. Uma métrica riemanniana ( ou estrutura riemanniana) em
uma variedade diferenciável M é uma correspondência que associa a cada
ponto p ∈ M um produto interno < , >p(i.e., uma forma bilinear, simétrica,
positiva de�nida) no espaço tangente TpM , que varia diferenciavelmente no
seguinte sentido: se x : U ⊂ Rn → M é um sistema de coordenadas locais em
torno de p, com x(x1, x2, ..., xn) = q ∈ x(U) e ∂

∂xi
(q) = dx(0, ..., 0, 1, 0, ..., 0),

então
〈

∂
∂xi

(q), ∂
∂xj

(q)
〉

q
= gij(x1, ..., xn) é uma função diferenciável em U .

Exemplo 2.1. A métrica euclidiana g em Rn com o sistema de coordenadas
natural x1, ..., xn de�nida por g(∂/∂xi, ∂/∂xj) = δij, onde δij é o símbolo de
Kronecker.

2.3 Imersões
De�nição 2.2. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis . Uma aplicação
diferenciável ϕ : M → N é uma imersão se dϕp : TpM → Tϕ(p)N é injetiva
para todo p ∈ M . Se, além disto, ϕ é um homeomor�smo sobre ϕ(M) ⊂ N ,
onde ϕ(M) tem a topologia induzida por N diz-se que ϕ é um mergulho.
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Exemplo 2.2. A curva α : R→ R2 dada por α(t) = (t3, t2) é uma aplicação
diferenciável mas não é uma imersão, pois a condição de imersão neste caso
é equivalente a α′(t) 6= 0, para todo t, o que não acontece em t = 0.

Figura 2.1:

Exemplo 2.3. A curva β : R → R2 dada pro β(t) = (t3 − 4t, t2 − 4) é
uma imersão que possui uma auto-interseção para t = 0. Portanto não é um
mergulho.

Figura 2.2:

Exemplo 2.4. O catenóide dado por x(u, v) = (coshvcosu, coshvsenu, v),
u, v ∈ R2.

Figura 2.3:
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Exemplo 2.5. O helicóide dado por x(u, v) = (senhvcosu, senhvsenu, u).

Figura 2.4:

2.4 Orientação
De�nição 2.3. Seja M uma variedade diferenciável. Diz-se que M é orien-
tável se M admite uma estrutura diferenciável {(Uα, xα)} tal que para todo
par α, β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = w 6= ∅, a diferencial da mudança de coor-
denadas xβ ◦ x−1

α tem determinante positivo. Caso contrário diz-se que M é
não-orientável.

Exemplo 2.6. A esfera S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3; x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1} ⊆ R3 é

orientável.

Figura 2.5:

Exemplo 2.7. A faixa de Möbius não é orientável.
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Figura 2.6:

2.5 Isometrias
De�nição 2.4. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomor�smo
f : M → N é chamado uma isometria se :

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p),

para todo p ∈ M , u, v ∈ TpM.

De�nição 2.5. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicação
diferenciável f : M → N é uma isometria local em p ∈ M se existe uma
vizinhança U ⊂ M de p tal que f : U → f(U) é uma isometria.

Proposição 2.1. Seja x : M → E3(c) uma imersão isométrica. Supon-
hamos que, ou
(a) M é conexa e o conjunto de pontos umbílicos tem um ponto de acumu-
lação, ou
(b) M é homeomorfa ao toro T 2 e contém um ponto umbílico.
Então, qualquer outra imersão isométrica x̃ : M → E3(c), satisfazendo
H̃(x̃(p)) = H(x(p)), para cada p ∈ M , coincide com x a menos de uma
isometria de E3(c).

Para uma demonstração desta proposição veja [17] pag.26.

2.6 Superfícies de Riemann
De�nição 2.6. Uma superfície de Riemann M é um espaço de Hausdor�
com uma família {Uα, Zα} de homeomor�smos Zα : Uα ⊂ C→ M tais que :
i){Zα(Uα)} é uma cobertura de M por abertos;
ii)Zβ

−1 ◦Zα : Zα
−1(Zα(Uα)∩Zβ(Uβ)) → Zβ

−1(Zα(Uα)∩Zβ(Uβ)) é holomorfa
para todo α e β;
iii) A família {Zα(Uα), Zα} é maximal com respeito a i) e ii).
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Exemplo 2.8. O plano complexo C com estrutura dada pela identidade.

Exemplo 2.9. A esfera de Riemann, i.e., a esfera unitária S2 ⊂ R3 munida
da estrutura de�nida pelas projeções estereográ�cas segundo os pólos norte
(N=(0,0,1)) e sul (S=(0,0,-1)) é uma superfície de Riemann.

Exemplo 2.10. Os abertos conexos de C com a topologia induzida.

Exemplo 2.11. O toro: Suponha que w1 e w2 ∈ C são linearmente inde-
pendentes sobre R. De�na Γ := Zw1 + Zw2 = {nw1 + mw2; n,m ∈ Z}. Γ é
chamado um reticulado gerado por w1 e w2. O conjunto de todas as classes
de equivalência é denotado por C/Γ. Seja π : C→ C/Γ a projeção canônica,
i.e., a aplicação que associa a cada ponto z ∈ C sua classe de equivalência
módulo Γ.

Introduza a seguinte topologia(topologia quociente) em C/Γ: Um subcon-
junto U ⊂ C/Γ é aberto se π−1(U) ⊂ C o é. Com esta topologia C/Γ é um
espaço topológico de Hausdor� e a aplicação π : C→ C/Γ é contínua. Uma
vez que C é conexo, C/Γ também o é, bem como compacto, pois é coberto
pela imagem de π do paralelogramo compacto P := {λw1+µw2; λ, µ ∈ [0, 1]}.

A aplicação π é aberta, i.e., a imagem de cada aberto V ⊆ C é aberta.
De fato, V̂ := π−1(π(V )) é aberto. Mas ,

V̂ =
⋃
w∈Γ

(w + V ).

Como cada w + V é aberto, V̂ também o é.
A estrutura complexa em C/Γ é de�nida da seguinte maneira. Seja V ⊂ C

um aberto tal que dois quaisquer de seus pontos não são equivalentes módulo
Γ. Então U := π(V ) é aberto e π |V→ U é um homeomor�smo. Sua inversa
ϕ : U → V é uma carta complexa em C/Γ. Se A é o conjunto de todas
as cartas obtidas deste modo. Mostermos que dadas duas cartas quaisquer
ϕi : Ui → Vi, i−1, 2., pertencendo a A são holomor�camente compatíveis( ou
seja ϕ2◦ϕ1

−1 : ϕ1(U1∩U2 → ϕ2(U1∩U2) é holomorfa). Considere a aplicação
ψ := ϕ2 ◦ϕ1

−1 : ϕ(U1 ∩U2) → ϕ2(U1 ∩U2). Para cada z ∈ ϕ(U1 ∩U2) temos
π(ψ(z)) = ϕ1

−1(z) = π(z) e então ψ(z) − z ∈ Γ. Uma vez que Γ é discreto
e ψ é contínua, isto implica que ψ(z) − z é constante em cada componente
conexa de ϕ1(u1 ∩ U2). Então ψ é holomorfa. Analogamente ψ−1 também é
holomorfa.

Considere em C/Γ a estrutura complexa de�nida por A. Considere agora
a aplicação que a cada ponto de C/Γ representado por λw−1+µw2, (λ, µ ∈ R)
associa o ponto (e2πiλ, e2πiµ) ∈ S1 × S1. Esta aplicação é um homeomor�smo
de C/Γ sobre o toro S1 × S1.
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De�nição 2.7. Seja M uma superfície de Riemann e W ⊂ M um subcon-
junto aberto. Uma função f : W → C é holomorfa se para cada ψ : U → V
em M a função f ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → C é holomorfa no sentido usual sobre
o conjunto aberto ψ(U ∩W ) ⊂ C.

2.7 Espaços de recobrimento de uma superfície
de Riemann

De�nição 2.8. Sejam M e M̃ . Uma aplicação de recobrimento π : M̃ → M
é uma aplicação de recobrimneto se :
i)π é conforme e π(̃(M)) = M ;
ii) Para todo p ∈ M existe uma vizinhança Up de p em M tal que π−1(Up) =⋃

α Vα, onde os Vα são abertos disjuntos de M̃ tais que π|Vα : Vα → Up é um
homeomor�smo conforme de Vα sobre Up.

Os abertos Up são chamados abertos admissíveis do recobrimento e M̃ é
chamado superfície de recobrimento ou espaço de recobrimento de M .

Exemplo 2.12. Seja M a coroa no plano dada por
M = {(x, y) ∈ R2; x = rcosθ, y = rsenθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, 1 < r < e}
e
M̃ = {(x, y) ∈ R2; 0 < x < 1,−∞ < y < ∞}.

A aplicação π : M̃ → M dada por π(x, y) = (ex cos y, ex sen y) é uma
aplicação de recobrimento que leva cada retângulo R = {(x, y) ∈ R2; 0 <
x < 1, 2kπ ≤ y < 2(k + 1)π, k ∈ Z} homeomor�camente sobre a coroa M .

Exemplo 2.13. Seja M o toro gerado pela rotação de um círculo centrado
no ponto (a, 0, 0) de raio r, (x− a)2 + z2 = r2 em torno do eixo pertencente
ao plano do círculo, situado a uma distância a > r do centro círculo e M̃ =
R2 ≈ C. Considere a aplicação π : M̃ → M dada por

π(α, β) = ((a + rcosα)cosβ, (a + rcosα)senβ, rsenα),

onde β é o ângulo meridiano e α é o ângulo latitude.
Observe que ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = (arcosα)2 + r2dα2, onde u = β

e v =
∫ α

0
r

a+rcosα
dα. Assim du2 = dβ2 e dα2 = a+rcosα

r2 dv2. Logo ds2 =
(a + rcosα)2(du2 + dv2). Portanto u e v são coordenadas isotérmicas.

Como α e β variam entre −π e π, temos que u varia entre −π e π, e v
varia de −l a l, onde l =

∫ π

0
r

a+rcosα
dα.

Portanto usando as coordenadas isotérmicas (u, v) podemos transformar
cada retângulo R = {(u, v) ∈ R2; u0 − π ≤ u < u0 + π, v0 − l ≤ v < v0 + l}
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conformemente sobre o toro M , onde (u0, v0) é um ponto qualquer de M̃ ,
porém �xado.

2.8 Espaços de recobrimento universal
Teorema 2.1. Uma superfície de Riemann M conexa admite um espaço de
recobrimento M̃ simplesmente conexo.

Para mais detalhes veja [1].
O espaço de recobrimento M̃ do teorema acima contém todos os outros

espaços de recobrimento de M e é chamado espaço de recobrimento univer-
sal de M(ver [12] pag.163). Sejam M uma superfície de Riemann e M̃ o
seu espaço de recobrimento. Dada uma estrutura sobre M a aplicação de
recobrimento π induz naturalmente, a mesma estrutura sobre M̃ .

Também se I é uma métrica sobre M o recobrimento π induz uma métrica
Ĩ sobre M̃ . E se M for completa com a métrica I então M̃ será completa
com a métrica Ĩ desde que I ≤ Ĩ. Na verdade se o recobrimento for universal
com a métrica Ĩ então M será completa se e só se M̃ for completa.

2.9 Métricas conformemente equivalentes
De�nição 2.9. Sejam M e M̃ superfícies de Riemann com métricas I e Ĩ
respectivamente e F : M → M̃ um homeomor�smo conforme. Se existe
uma função ρ : M → R tal que Ĩ = e2ρI, diremos que as métricas são
conformemente equivalentes.

2.10 Funções subharmônicas e superharmôni-
cas

De�nição 2.10. Seja M uma superfície de Riemann e f : M → R uma
função diferenciável de classe C2. Dizemos que f é subharmônica se 4f ≥ 0
e superharmônica se 4f ≤ 0.

Teorema 2.2 (Hopf). Se M é uma superfície compacta e f : M → R
é uma função diferenciável subharmônica( ou superharmônica), então f é
constante. Se M é parabólica e f é superharmõnica limitada inferiormente(
ou subharmônica limitada superiormente), então f é constante.
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Para mais detalhes veja [7].
Teorema 2.3 (Hopf). Se M é uma superfície compacta de gênero zero,
imersa em R3 com curvatura média H constante, então M é uma esfera de
raio 1

H
.

2.11 Superfícies parabólicas
De�nição 2.11. Uma superfície de Riemann M é chamada parabólica se
não existem funções subharmônicas negativas não constantes em M .
Teorema 2.4 (Blanc-Fiala-Huber). Se uma superfície de Riemann M aberta
admite uma métrica conforme completa dσ e se

∫∫
M

K−dσ é �nita, então M
é parabólica.

Para ver a demonstração consulte [8].

2.12 Resultados de EDO
Lema 2.1. O seguinte sistema de funções:

∂ϕ

∂x
(x, y) = A(x, y, ϕ(x, y))

∂ϕ

∂y
(x, y) = B(x, y, ϕ(x, y)).

onde ϕ : R2 → R, A e B diferenciáveis tem solução se e somente se ∂A
∂x

= ∂B
∂y
.

Além disso, impondo-se uma condição inicial ϕ(x0, y0) = r0, então a solução
é única.

A demonstração segue do teorema de existência e unicidade de soluções
de equações diferenciais ordinárias e a diferenciabilidade das soluções com
respeito as condições iniciais.

O lema acima pode ser reenunciado em termos de variáveis complexas
como segue:
Proposição 2.2. O sistema de equações

∂W

∂z
(z) = A(z, W )

∂W

∂z
(z) = B(z, W )

tem solução se e somente se ∂A
∂z

= ∂B
∂z
. Além disso impondo-se a condição

W (z0) = r0, a solução é única.
A demonstração destes fato pode ser encontrada em [14] ou [9].
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2.13 Teorema de existência e unicidade de imer-
sões

Teorema 2.5 (Teorema de Existência e Unicidade de Imersões). Seja M
uma superfície simplesmente conexa e suponhamos que existe uma forma
bilinear simétrica B de�nida em M , satisfazendo as equações de Gauss, para
algum c ∈ R e às equações de Codazzi. Então existe uma imersão isométrica
x : M → E3(c), tal que B é a segunda forma fundamental II de x. Se
x̃ : M → E3(c) é uma outra imersão isométrica tal que ĨI = II, onde ĨI é
a segunda forma fundamental de x̃. Então x e x̃ coincidem a menos de uma
isometria de E3(c), isto é, existe uma isometria L de E3(c) tal que x̃ = L◦x.

Para uma prova deste teorema veja [15], pag.80.

2.14 Teorema de Cartan
Sejam M e M̃ duas variedades riemannianas de mesma dimensão n e sejam
p ∈ M e p̃ ∈ M̃ . Seja i : TpM → Tp̃M̃ uma isometria linear. Considere V ⊂
M uma vizinhança normal de p tal que expp̃ está de�nida em i ◦ expp

−1(V ).
Considere também f : V → M̃ de�nida por f(q) = expp̃ ◦ i ◦ expp

−1(q),
q ∈ V , γ : [0, t] → M com γ(0) = p e γ(t) = q, uma geodésica normalizada.
Considere ainda Pt o transporte paralelo ao longo de γ de γ(0) a γ(t) e
Φt : TqM → Tf(q)M̃ de�nida por Φt(v) = P̃t ◦ i ◦Pt

−1(v), v ∈ TqM , onde P̃t é
o transporte paralelo ao longo da geodésica normalizada γ̃ : [0, t] → M̃ dada
pro γ̃(0) = p̃, γ̃

′
(0) = i(γ

′
(0)). E tambám considere R e R̃ as curvaturas de

M e M̃ , respectivamente. Então,

Teorema 2.6 (Cartan). Com as notações acima, se para todo q ∈ V e todo
x, y, u, v ∈ TqM tem-se

〈R(x, y)u, v〉 = 〈R̃(Φt(x), Φt(y))Φt(u), Φt(v)〉,

então f : V → f(V ) ⊂ M̃ é uma isometria local e dfp = i.

Para uma demonstração deste teorema e resultados relacionados veja [3].



Capítulo 3

Formas Simétricas

3.1 Introdução
No que segue diferenciável signi�ca C∞. Todas as variedades serão diferen-
ciáveis bem como suas aplicações, campos vetoriais e formas exteriores.

3.2 Equações de Estrutura
Seja E uma variedade n-dimensional, {e1, ..., en} um referencial móvel de�nido
sobre um subconjunto aberto U de E, {ω1, ..., ωn} seu coreferencial associado
e {ωij} , i,j= 1, ..., n as formas de conexão associadas. Temos as seguintes
relações:

Proposição 3.1. {
dωi =

∑
k ωk ∧ ωki

ωij = −ωji
(3.1)

que é conhecida como 1
a equação estrutural.

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωkj + Ωij (3.2)

que é conhecida como 2
a equação estrutural, onde Ωij, i,j=1,...,n são as

formas de curvatura de E.

Demonstração. De fato, para qualquer vetor tangente X ∈ TU temos uma
expansão de ∇Xek em termos do referencial {e1, ..., en}, ou seja

∇Xei :=
∑

j

ωij(X)ej.

12
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Equivalentemente

ωij(X) = 〈∇Xei, ej〉.

Pela compatibilidade de ∇, temos que ωij = −ωji.
Calculemos a diferencial exterior de ωi:

dωi(X,Y ) = X(ωi(Y ))− Y (ωi(X))− ωi([X,Y ])

= X(〈Y, ei〉)− Y (〈X, ei〉)− 〈[X, Y ], ei〉
= 〈∇XY, ei〉+ 〈Y,∇Xei〉 − 〈∇Y X, ei〉+

−〈X,∇Y ei〉 − 〈[X,Y ], ei〉
= 〈∇XY −∇Y X − [X, Y ], ei〉+ 〈Y,∇Xei〉+

−〈X,∇Y ei〉
= 〈Y,

∑
j

ωij(X)ej〉 − 〈X,
∑

j

ωij(Y )ej〉

=
∑

j

ωij(X)〈Y, ej〉 −
∑

j

ωij(Y )〈X, ej〉

=
∑

j

[ωij(X)ωj(Y )− ωij(Y )ωj(X)]

=
∑

j

ωij ∧ ωj(X, Y )

=
∑

j

ωj ∧ ωji(X, Y ).

Logo,
dωi =

∑
j

ωj ∧ ωji,

�cando assim demonstrada a primeira equação estrutural.
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Calculemos agora a diferencial de ωij:

dωij(X, Y ) = X(ωij(Y ))− Y (ωij(X))− ωij([X, Y ])

= X(〈∇Y ei, ej〉)− Y (〈∇Xei, ej〉)− 〈∇[X,Y ]ei, ej〉
= 〈∇X∇Y ei, ej〉+ 〈∇Y ei,∇Xej〉 − 〈∇Y∇Xei, ej〉+

−〈∇Xei,∇Y ej〉 − 〈∇[X,Y ]ei, ej〉
= 〈∇X∇Y ei −∇Y∇Xei −∇[X,Y ]ei, ej〉+ 〈∇Y ei,∇Xej〉+

−〈∇Xei,∇Y ej〉
= −〈R(X, Y )ei, ej〉+ 〈

∑

k

ωik(Y )ek,
∑

l

ωjl(X)el〉+

−〈
∑

k

ωik(X)ek,
∑

l

ωjl(Y )el〉

= 〈R(X,Y )ej, ei〉+
∑

k

ωik(Y )ωjk(X)−
∑

k

ωik(X)ωjk(Y )

= 〈R(X,Y )ej, ei〉+
∑

k

ωjk ∧ ωik(X,Y )

= 〈R(X,Y )ej, ei〉 −
∑

k

ωik ∧ ωjk(X, Y )

= 〈R(X,Y )ej, ei〉+
∑

k

ωik ∧ ωkj(X,Y )

=
∑

k

ωik ∧ ωkj(X, Y ) + ωi(R(X, Y )ej)

=
∑

k

ωik ∧ ωkj(X, Y ) + Ωij(X, Y ),

onde Ωij(X, Y ) = ωi(R(X, Y )ej) é a forma de curvatura.
Portanto,

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωkj + Ωij

�cando assim demonstrada a segunda equação estrutural.

Dizemos que E tem curvatura constante c ∈ R se Ωij = −cωi ∧ ωj em E.
Daqui por diante E3(c) denotará uma variedade riemanniana tridimensional,
completa, simplesmente conexa com curvatura constante c, ou seja, é uma
forma espacial tridimensional. Consideraremos imersões de superfícies em
E3(c). Todas as superfícies consideradas são orientadas e têm uma estrutura
riemanniana.
Seja M uma superfície e x : M → E3(c) uma imersão isométrica. Em cada
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p ∈ M podemos de�nir um referencial {e1, e2, e3} numa vizinhança de x(p)
adaptado à imersão. Uma vez que x é localmente um mergulho, podemos
identi�car M com x(M)(localmente). Via esta identi�cação {e1, e2} é um
referencial local em M . As formas induzidas x∗ωi e x∗ωij(as quais serão de-
notadas por ωi e ωij) satisfazem a primeira e a segunda equação estrutural.

Lema 3.1 (Cartan). Se ω1, ..., ωn são 1-formas(C∞) linearmente indepen-
dentes numa variedade Σ(de dimensão n

′ ≥ n), e θ1, ..., θn são 1-formas(C∞)
em Σ satisfazendo

n∑
i=1

ωi ∧ θi = 0,

então existem únicas funções fij(C
∞) de�nidas em Σ tais que

θi =
n∑

j=1

fijωj;

mais ainda,
fij = fji.

Demonstração. Numa vizinhança de um ponto qualquer podemos escolher 1-
formas(C∞) ωn+1, . . . , ωn

′ tais que ω1, . . . , ωn
′ são linearmente independentes

nesta vizinhança. Então existem funções (C∞) fij (i ≤ n, j ≤ n
′
) com

θi =
n
′∑

j=1

fijωj.

Pela condição sobre as θ′is,temos que

0 =
n∑

i=1

n
′∑

j=1

fijωi ∧ ωj =
∑

1≤i<j≤n

(fij − fji)ωi ∧ ωj +
n∑

i=1

∑
j>n

fijωi ∧ ωj.

Uma vez que ωi ∧ ωj, para i < j, são linearmente independentes, temos

fij − fji = 0

para i, j ≤ n e fij = 0 para j > n.
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Usando o lema de Cartan e que ω3 = 0 ( de onde segue que 0 = dω3 =∑
k ωk ∧ ωk3) obtemos

ωi3 =
∑

j

hijωj, hij = hji, (3.3)

onde hij, i, j = 1, 2 são funções diferenciáveis.

A segunda forma fundamental h da imersão é de�nida por

h =
∑
i,j

hijωiωj

e

H =
1

2

∑
i

hii

é a curvatura média da imersão.

3.3 Equações de Gauss e Codazzi
Lema 3.2. A curvatura gaussiana K de M satisfaz dω12 = −Kω1 ∧ ω2.

Demonstração. De fato,

dω12(e1, e2) = e1(ω12(e2))− e2(ω12(e− 1))− ω12([e1, e2])

= e1(〈∇e2e1, e2〉)− e2(〈∇e1e1, e2〉)− 〈∇[e1,e2]e1, e2〉
= 〈∇e1∇e2e1, e2〉+ 〈∇e2e1,∇e1e2〉 − 〈∇e2∇e1e1, e2〉+

−〈∇e1e1,∇e2e2〉−〉∇[e1,e2]e1, e2〉
= 〈R(e1, e2)e1, e2〉+ 〈∇e2e1, e1〉〉∇e1e2, e1〉+

+〈∇e2e1, e2〉〈∇e1e2, e2〉 − 〈∇e1e1, e1〉〈∇e2e2, e1〉+

−〈∇e1e1, e2〉〈∇e2e2, e2〉
= −〈R(e1, e2)e2, e1〉
= −K(ω1 ∧ ω2)(e1, e2).

Pondo
ω12 = aω1 + bω2,
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obtemos,

dω12(e1, e2) = e1(ω12(e2))− e2(ω12(e1))− ω12([e1, e2])

= e1(b)− e2(a)− ω12(〈∇e1e2, e1〉e1 − 〈∇e2e1, e1〉e1 +

+〈∇e1e2, e2〉e2 − 〈∇e2e1, e2〉e2)

= e1(b)− e2(a)− a〈∇e1e2, e1〉+ a〈∇e2e1, e1〉+

−b〈∇e1e2, e2〉+ b〈∇e2e1, e2〉
= e1(b)− e2(a) + a2 + b2

= {−e2(a) + e1(b) + a2 + b2}ω1 ∧ ω2.

Daí,
dω12 = {−e2(a) + e1(b) + a2 + b2}ω1 ∧ ω2.

Temos então,
K = e2(a)− e1(b)− a2 − b2.

Segue de 3.3 e de 3.2 que

dω12 =
3∑

k=1

ω1k ∧ ωk2 + Ω12

= ω13 ∧ ω32 + Ω12

= −ω13 ∧ ω23 + Ω12

= −(h11ω1 + h12ω2) ∧ (h21ω1 + h22ω2)− cω1 ∧ ω2

= −(h11h22 − h12h21)ω1 ∧ ω2 − cω1 ∧ ω2

= −(det(h) + c)ω1 ∧ ω2.

Daí,
K = c + det(h)

que é conhecida como equação de Gauss.

Tomando as derivadas em 3.3

dωi3(e1, e2) = d(hi1ω1 + hi2ω2)(e1, e2)

= e1(hi2)− e2(hi1)− (hi1ω1 + hi2ω2)([e1, e2])

= e1(hi2)− e2(hi1)− hi1〈∇e1e2, e1〉+ hi2〈∇e2e1, e2〉
= e1(hi2)− e2(hi1) + ahi1 + bhi2,
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ou seja,

dω13(e1, e2) = e1(h12)− e2(h11) + ah11 + bh12

dω23(e1, e2) = e1(h22)− e2(h11) + ah21 + bh22.

Usando agora 3.2, obtemos

dω13 =
3∑

k=1

ω1k ∧ ωk3 + Ω13

= ω12 ∧ ω23 + Ω13

= (aω1 + bω2) ∧ (h21ω1 + h22ω2) + Ω13

= (ah22 − bh21)ω1 ∧ ω2 + Ω13

dω23 = ω21 ∧ ω13 + Ω23

= −ω12 ∧ ω13 + Ω23

= −(aω1 + bω2) ∧ (h11ω1 + h12ω2) + Ω23

= −(ah12 − bh11)ω1 ∧ ω2 + Ω23.

Como E3(c) tem curvatura constante c, temos que

Ω13 = −cω1 ∧ ω3 = 0 = −cω2 ∧ ω3 = Ω23

daí,

dω13(e1, e2) = ah22 − bh21

dω23(e1, e2) = −(ah12 − bh11).

Comparando com os valores de dω13(e1, e2) e dω23(e1, e2), anteriomente cal-
culados, obtemos

{
e1(h12)− e2(h11) + a(h11 − h22) + 2bh12 = 0
e1(h22)− e2(h21) + 2ah12 + b(h22 − h11) = 0

(3.4)

que são conhecidas como equações de Codazzi.
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3.4 Formas Quadráticas
Dizemos que uma forma bilinear T de�nida em M é diferenciável se sua
expressão num referencial local é dada por funções diferenciáveis.

De�nição 3.1. Dizemos que uma forma bilinear simétrica T de�nida em M
satisfaz as equações de Codazzi se

{
e1(T12)− e2(T11) + a(T11 − T22) + 2bT12 = 0
e1(T22)− e2(T21) + 2aT12 + b(T22 − T11) = 0,

(3.5)

onde os Tij = T (ei, ej) são as componentes de T num referencial local {e1, e2}
de M .

Considere a forma quadrática complexa ψ(T ) construída a partir das
componenetes locais Tij de uma forma bilinear simétrica T de�nida em M .

ψ(T ) = {T11 − T22 − 2iT12}(ω1 + iω2)
2.

Lema 3.3. A forma complexa ψ(T ) não depende do referencial escolhido e
assim está globalmente de�nida.

Demonstração. Considere em p ∈ M o referencial {e1, e2} e seu coreferencial
associado {ω1, ω2}. Considere agora o referencial {ẽ1, ẽ2} obtido a partir de
{e1, e2} por uma rotação de um ângulo θ, e seu coreferencial {ω̃1, ω̃2}. Note
que

ẽ1 + iẽ2 = eiθ(e1 + ie2).

Temos que

ω̃1(ẽ1) = ω̃1(cosθe1 + senθe2) = cosθω̃1(e1) + senθω̃1(e2)
ω̃1(ẽ2) = ω̃1(−senθe1 + cosθe2) = −senθω̃1(e1) + cosθω̃1(e2)
ω̃2(ẽ1) = ω̃2(cosθe1 + senθe2) = cosθω̃2(e1) + senθω̃2(e2)
ω̃2(ẽ2) = ω̃2(senθe1 + cosθe2) = −senθω̃2(e1) + cosθω̃2(e2)

ou seja

ω̃1(e1) = cosθω̃1(ẽ1)− senθω̃1(ẽ2) = cosθω1(e1)

ω̃1(e2) = senθω̃1(ẽ1) + cosθω̃1(ẽ2) = senθω2(e2)

ω̃2(e1) = cosθω̃2(ẽ1)− senθω̃2(ẽ2) = −senθω1(e1)

ω̃2(e2) = senθω̃2(ẽ1) + cosθω̃2(ẽ2) = cosθω2(e2),
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donde,
ω̃1 = cosθω1 + senθω2

ω̃2 = −senθω1 + cosθω2.

Logo,
ω̃1 + iω̃2 = e−iθ(ω1 + iω2).

Fazendo T̃ij = T (ẽi, ẽj),obtemos

T̃11 = T (cosθe1 + senθe2, cosθe1 + senθe2)

= cos2θT11 + sen2θT22 + 2senθcosθT12

T̃22 = T (−senθe1 + cosθe2,−senθe1 + cosθe2)

= sen2θT11 + cos2θT22 − 2senθcosθT12

T̃12 = T (cosθe1 + senθe2,−senθe1 + cosθe2)

= −cosθsenθT11 + cosθsenθT22 + cos2θT12 − sen2θT12.

Daí,

T̃11 − T̃22 − 2iT̃12 = cos2θ − sen2θ + 2icosθsenθ)T11 − (cos2θ − sen2θ +

+2icosθsenθ)T22 − 2i(cos2θ − sen2θ + 2icosθsenθ)T12.

= e2iθ(T11 − T22 − 2iT12).

Portanto,

ψ(T ) = {T̃11 − T̃22 − 2iT̃12}(ω̃1 + iω̃2)
2

= e2iθ{T11 − T22 − 2iT12}e−2iθ(ω1 + iω2)
2

= {T11 − T22 − 2iT12}(ω1 + iω2)
2,

isto é, ψ(T ) não depende do referencial considerado e assim está globalmente
de�nida.

Observação:Denotemos por U(θ) a rotação por θ em cada espaço tan-
gente de M(no sentido positivo da orientação dada), e seja T uma outra
forma bilinear simétrica em M . Suponha que as matrizes de T ,T e U(θ)
na base {e1, e2} (denotadas por [T ], [T ] e [U(θ)], respectivamente) satisfazem
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[T ] = [U(θ)]−1[T ][U(θ)] , então ψ(T ) = e2iθψ(T ).
De fato,

[T ] =

[
cosθ senθ

−senθ cosθ

] [
T11 T12

T21 T22

] [
cosθ −senθ
senθ cosθ

]

nos dá que

T 11 = T11cos
2θ + T12senθcosθ + T21cosθsenθ + T22sen

2θ

T 12 = −T11cosθsenθ + T12cos
2θ − T21sen

2θ + T22senθcosθ

T 21 = −T11senθcosθ − T12sen
2θ + T21cos

2θ + T22senθcosθ

T 22 = T11sen
2θ − T12senθcosθ − T21senθcosθ + T22cos

2θ.

Usando agora que T12 = T21, obtemos

T 11 − T 22 − 2iT 12 = e2iθ(T11 − T22 − 2iT12).

Logo,
ψ(T ) = e2iθψ(T ). (3.6)

Proposição 3.2. Para cada p ∈ M existe uma vizinhança V de p com uma
parametrização conforme, ou seja, existe um subconjunto aberto U ⊆ R2 e
um difeomor�smo ϕ : U → V satisfazendo

∣∣∣∣
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∂ϕ

∂y

∣∣∣∣ e 〈∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
〉 = 0,

onde x e y são as coordenadas de R2.

Uma prova disto pode ser encontrada em [2] pp.15-35.

De�nição 3.2. Uma forma quadrática complexa ψ de�nida em M é holo-
morfa se sua expressão em um sistema de coordenadas conforme é dada por
ψ = fdz2, onde z = x + iy e f é uma função holomorfa em U(por simplici-
dade, identi�camos ψ e ϕ∗(ψ)), onde ϕ : U ⊆ R2 −→ M é uma carta.

Lema 3.4. Seja T uma forma bilinear simétrica sobre uma superfície conexa
M . Se duas quaisquer das condições abaixo são satisfeitas, então todas valem
i) o traço de T é constante;
ii) T satisfaz as equações de Codazzi;
iii) ψ(T ) é holomorfa.
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Demonstração. Seja ϕ : U → V ⊆ M uma parametrização conforme. Tome
e1 = 1

λ
∂ϕ
∂x

e e2 = 1
λ

∂ϕ
∂y
, onde λ =

∣∣∂ϕ
∂x

∣∣ =
∣∣∂ϕ

∂y

∣∣. O coreferencial corespondente
é dado por ω1 = λdx e ω2 = λdy. Calculemos agora a expressão de ω12 em
termos de ω1 e ω2. Por de�nição,

ω12(e1) = 〈∇e1e1, e2〉 = −〈e1,∇e1e2〉 = − 1

λ2
〈∂ϕ

∂x
,∇ ∂ϕ

∂x

1

λ

∂ϕ

∂y
〉

= − 1

λ3
〈∂ϕ

∂x
,∇ ∂ϕ

∂x

1

λ

∂ϕ

∂y
〉.

Por outro lado λ2 = 〈∂ϕ
∂x

, ∂ϕ
∂x
〉. Daí,

2λ
∂ϕ

∂y
(λ) =

∂ϕ

∂y
(〈∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂x
〉) = 2〈∇ ∂ϕ

∂y

∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂x
〉

ou seja,
∂ϕ

∂y
(λ) =

1

λ
〈∇ ∂ϕ

∂y

∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂x
〉 =

1

λ
〈∂ϕ

∂x
,∇ ∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
〉.

Multiplicando ambos os lados da equação acima por −1
λ2 obtemos,

−1

λ2

∂ϕ

∂y
(λ) =

−1

λ3
〈∂ϕ

∂x
,∇ ∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
〉

logo,
ω12(e1) =

−1

λ

1

λ

∂ϕ

∂y
(λ)ω1(e1) =

−1

λ
e2(λ)ω1(e1).

De modo análogo mostra-se que

ω12(e2) =
1

λ
e1(λ)ω2(e2).

Portanto,
ω12 =

−1

λ
e2(λ)ω1 +

1

λ
e1(λ)ω2.

Substituindo agora os valores de a e b em 3.5, obtemos




e1(T12)− e2(T11)− 1
λ
e2(λ)(T11 − T22) + 2

λ
e1(λ)T12 = 0

e1(T22)− e2(T21)− 2
λ
e2(λ)T12 − 1

λ
e1(λ)(T11 − T22) = 0

(3.7)
que são as equações de Codazzi.

Uma vez que

(ω1 + iω2)
2 = (λdx + iλdy)2 = λ2(dx + idy)2 = λ2dz2,



CAPÍTULO 3. FORMAS SIMÉTRICAS 23

segue que
ψ(T ) = λ2{T11 − T22 − 2iT12}dz2.

Daí segue que
f = λ2{T11 − T22 − 2iT12}.

Escrevamos f na forma f = u + iv, onde u = λ2(T11 − T22) e v = −2λ2T12.
Uma vez que ϕ é conforme, segue que f satisfaz as equações de Cauchy-
Riemann se, e somente se,





e1(u) = e2(v)

e1(v) = −e2(u).

Mas,

e1(u)− e2(v) = e1[λ
2(T11 − T22)]− e2(−2λ2T12)

= e1[λ
2(T11 − T22)] + 2e2(λ

2T12)

= 2λe1(λ)(T11 − T22) + λ2e1(T11)− λ2e1(T22) + 4λe2(λ)T12 +

2λ2e2(T12)

= 2λ2

{
e1(λ)

λ
(T11 − T22) +

1

2
[e1(T11)− e1(T22)] +

2

λ
e2(λ)T12 +

e2(T12)

}

= 2λ2

{
1

2
[e1(T11)− e1(T22)] +

2

λ
e2(λ)T12 + e2(T12) +

e1(λ)

λ
(T11 +

−T22)

}
.
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De modo análogo, obtemos

e2(u) + e1(v) = e2[λ
2(T11 − T22)]− 2e1(λ

2T12)

= 2λe2(λ)(T11 − T22) + λ2e2(T11)− λ2e2(T22)− 4λe1(λ)T12 +

−2λ2e1(T12)

= 2λ2

{
e2(λ)

λ
(T11 − T22) +

1

2
[e2(T11)− e2(T22)]− 2

λ
e1(λ)T12 +

e1(T12)

}

= 2λ2

{
1

2
[e2(T11)− e2(T22)]− 2

λ
e1(λ)T12 − e1(T12) +

e2(λ)

λ
(T11 +

−T22)

}
.

Então, f é holomorfa se, e somente se,




1
2
[e1(T11)− e1(T22)] + 2

λ
e2(λ)T12 + e2(T12) + e1(λ)

λ
(T11 − T22) = 0

1
2
[e2(T11)− e2(T22)]− 2

λ
e1(λ)T12 − e1(T12) + e2(λ)

λ
(T11 − T22) = 0.

(3.8)

Suponhamos agora que i) é válido e mostremos que ii) é equivalente a iii).
Uma vez que o traço de T é constante, segue que ei(T11) = −ei(T22), i = 1, 2.
Daí, trocando −e2(T22) por e2(T11) na segunda equação de 3.8 obtemos que
esta é equivalente a primeira equação em 3.7. De modo análogo, trocando
e1(T11) por −e1(T22) na primeira equação de 3.8, obtemos que esta é equiv-
alente a segunda equação de 3.7.
Portanto i) =⇒ ii) ⇐⇒ iii).

Suponhamos agora que ii) e iii) são válidas. Então, somando a segunda
equação de 3.7 com a primeira de 3.8, obtemos

e1(T11 + T22) = 0.

Somando agora a primeira equaçãode 3.7 com a segunda de 3.8, obtemos

e2(T11 + T22) = 0.

Como M é conexa, segue que T11 + T22 é constante. Logo ii) e iii) =⇒ i).
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3.5 Laplaciano
Seja f : M → R uma função diferenciável. Usando um referencial local e
as formas associadas ωi, ωij, i,j=1,2, podemos escrever df =

∑
i fiωi e de�nir

fi;j pelas equações,
∑

j

fi;jωj = dfi +
∑

j

fjωji, i, j = 1, 2.

Se de�nirmos o laplaciano de f por 4f =
∑

i fi;i e escrevendo ω12 = aω1 +
bω2, obtemos

4f = e1[e1[f ]] + e2[e2[f ]]− ae2[f ] + be1[f ].

De�nição 3.3. Dizemos que p ∈ M é um ponto umbílico com respeito a
uma dada forma bilinear simétrica T se existir k0 ∈ R tal que T (x, x) = k0

para cada x ∈ TpM com |x| = 1.
Observe que nos pontos umbílicos a matriz (Tij) de T (em qualquer base)

satisfaz Tij = k0δij, onde δij é o delta de Kronecker.
Lema 3.5. Seja M uma superfície imersa em E3(c), então p ∈ M é umbílico
com relação a T se, e somente se, 4det(T ) = {tr(T )}2 em p.
Demonstração. De fato,
T (e1 + e2︸ ︷︷ ︸

u

, e1 − e2︸ ︷︷ ︸
v

) = T (e1, e1)− T (e1, e2) + T (e2, e1)− T (e2, e2) = 0

T (e1, e2) =
1

4
T (u + v, u− v) =

1

4
{T (u, u)− T (v, v)} =

1

2
{T (

u√
2
,

u√
2
) +

−T (
v√
2
,

v√
2
)} =

1

2
{k0 − k0} = 0.

Daí, se p é umbílico, tem-se 4det(T ) = {tr(T )}2.
Reciprocamente suponhamos que 4det(T ) = {tr(T )}2. Seja {ẽ1, ẽ2} uma

base que diagonaliza T . Façamos T̃ij = T (ẽi, ẽj). Então,
T̃12 = 0 = T̃21 e 4T̃11T̃22 = (T̃11 + T̃22)

2.
D onde,
0 = (T̃11 + T̃22)

2, ou seja, T̃11 = T̃22.
Por outro lado, dado x ∈ TpM , |x| = 1, x = aẽ1 + bẽ2, a2 + b2 = 1,

temos
T (x, x) = a2T̃11 + b2T̃22 = (a2 + b2)T̃11 = T̃11 = k0.
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No que segue T será uma forma bilinear simétrica sobre uma superfície
M satisfazendo as equações de Codazzi e com traço constante igual t, D
denotará o determinante de T .

Lema 3.6. Em cada ponto não umbílico de M(com respeito T ) temos

4D = (4D − t2)

{
K +

4|dD|2
(4D − t2)2

}
.

Demonstração. Numa vizinhança de cada ponto não umbílico existe um ref-
erencial {e1, e2} que diagonaliza T , uma vez que T é simétrica e varia difer-
enciavelmente. As equações de Codazzi nos dão que

−e2(T11) + a(T11 − T22) = 0

e1(T22)− b(T11 − T22) = 0.

Como D = T11T22, obtemos a partir das equações acima e do fato de que
T11 + T22 = const. que

e1(D) = e1(T11)T22 + T11e1(T22) = −e1(T22)T22 + T11e1(T22)
= e1(T12)(T11 − T22) = b(T11 − T22)

2

(3.9)
e
e2(D) = e2(T11)T22 + T11e2(T22) = e2(T11)T22 − T11e2(T11)

= −e2(T11)(T11 − T22) = −a(T11 − T22)
2.

(3.10)
Usando 3.9, 3.10 e as equações de Codazzi, obtemos

e1e1(D) = e1(b)(T11 − T22)
2 + 2b(T11 − T22)e1(T11 − T22)

= e1(b)(T11 − T22)
2 + 2b(T11 − T22)[e1(T11)− e1(T22)]

= e1(b)(T11 − T22)
2 − 2b(T11 − T22)2e1(T22)

= e1(b)(T11 − t22)
2 − 4b2(T11 − T22)

2 = (T11 − T22)
2{e1(b)− 4b2}

e

e2e2(D) = −e2(a)(T11 − T22)
2 − 2a(T11 − T22)[e2(T11)− e2(T22)]

= −e2(a)(T11 − T22)
2 − 4a2(T11 − T22)

2

= −(T11 − T22)
2{e2(a) + 4a2}.
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Assim,

4D = e1e1(D) + e2e2(D)− ae2(D) + be1(D)

= (T11 − T22)
2{e1(b)− 4b2} − (T11 − T22)

2{e2(a) + 4a2}+ a2(T11 − T22)
2 +

+b2(T11 − T22)
2

= (T11 − T22)
2{e1(b)− e2(a)− 3(a2 + b2)}.

Por outro lado, note que dT11 = −dT22, e assim

(T11 − T22)
2 = T11

2 − 2T11T22 + T22
2 = T11

2 + 2T11T22 + T22
2 − 4T11T22

= (T11 + T22)
2 − 4D = t2 − 4D

e

dD = (dT11T22 + T11dT22 = T22{e1(T11)e1 + e2(T11)e− 2}+ T11{e1(T22)e1 +

e2(T22)e2}
= T22{−e1(T22)e1 + e2(T11)e2}+ T11{e1(T22)e1 − e2(T11)e2}
= T22{−b(T11 − T22)e1 + a(T11 − T22)e2}+ T11{b(T11 − T22)e1 − a(T11 +

−T22)e2}
= b(T11 − T22)

2e1 − a(T11 − T22)
2e2,

donde
|dD|2 = (a2 + b2)(T11 − T22)

4 = (a2 + b2)(t2 − 4D)2,

ou seja,

a2 + b2 = |dD|2
(t2−4D)2

.

Lembrando que
K = e2(a)− e1(b)− (a2 + b2)

obtemos �nalmente que

4D = (4D − t2)

{
K +

4|dD|2
(t2 − 4D)2

}
.
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Lema 3.7. Se t = 0, temos
4{log(−D)} = 4K,

nos pontos onde D 6= 0.
Demonstração. Pelo lema anterior temos que

4(D) = 4D

{
K +

|dD|2
4D2

}
= 4DK +

|dD|2
D

.

Por outro lado,
4(log(−D)) = e1e1(log(−D))+e2e2(log(−D))−ae2(log(−D))+be1(log(−D)).

Mas,
e1(log(−D)) = 1

−D
e1(D)

e2(log(−D)) = 1
D

e2(D)

e1e1(log(−D)) = e1

{
1
D

e1(D)

}
= − 1

D2 e1(D)2 + 1
D

e1e1(D)

e2e2(log(−D)) = e2

{
1
D

e2(D)

}
= − 1

D2 e2(D)2 + 1
D

e2e2(D).

Daí,

4(log(−D)) = − 1

D2
e1(D)2 +

1

D
e1e1(D)− 1

D2
e2(D)2 +

1

D
e2e2(D) +

− a

D
e2(D) +

b

D

=
1

D

{
− 1

D
[e1(D)2 + e2(D)2] + e1e1(D) + e2e2(D)− ae2(D) +

+be1(D)

}

=
1

D

{
− 1

D
[e1(D)2 + e2(D)2] +4D

}

= − 1

D
[e1(D)2 + e2(D)2] + 4K +

|dD|2
D2

Pela demonstração do lema anterior
e1(D)2 + e2(D)2 = (a2 + b2)(T11 − T22)

4 = |dD|2.
Portanto,

4(log(−D)) = 4K.
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3.6 Métrica com curvatura zero
Lema 3.8. Seja M uma superfície com curvatura gaussiana K. Se x, y são
coordenadas isotérmicas em M , então

K = − 1

2λ2
40(logλ2),

onde λ =
∣∣ ∂
∂x

∣∣ =
∣∣ ∂
∂y

∣∣ e 40 é o laplaciano de R2.

Demonstração. Seja ϕ : U → V ⊂ M uma parametrização conforme. Tome
o referencial ortonormal e1 = 1

λ
∂ϕ
∂x

e e2 = 1
λ

∂ϕ
∂y

e o seu coreferencial associado
ω1 = λdx, ω2 = λdy. Temos por um lado que

dω12 = −Kω1 ∧ ω2 = −Kλ2dx∧dy.

Por outro lado,
ω12 = −1

λ
e2(λ)ω1 +

1

λ
e1(λ)ω2.

Mas, dω1 = ω12∧ω2 = − e2(λ)
λ

ω1∧ω2 e dω2 = ω21∧ω1 = e1(λ)
λ

ω1∧ω2. Donde,

dω12 = d
(− 1

λ
e2(λ)

) ∧ ω1 − 1

λ
e2(λ)dω1 + d

(1

λ
e1(λ)

) ∧ ω2 +
e2(λ)

λ
dω2

=
(e2(λ)2

λ2
− e2e2(λ)

λ

)
ω2 ∧ ω1 +

(− e1(λ)2

λ2
+

e1e1(λ)

λ

)
ω1 ∧ ω2 +

+
(e2(λ)2

λ2
+

e1(λ)2

λ2

)
ω1 ∧ ω2

=
(e1e1(λ)

λ
+

e2e2(λ)

λ

)
ω1 ∧ ω2

=
{ ∂2

∂x2
log(λ) +

∂2

∂y2
log(λ)

}
dx ∧ dy

=
1

2

{ ∂2

∂x2
log(λ)2 +

∂2

∂y2
log(λ)2

}
dx ∧ dy

=
1

2
40(logλ2)dx ∧ dy.

Daí,
K = − 1

2λ2
40(logλ2).
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Lema 3.9. Seja M uma superfície imersa em E3(c), z = x + iy coorde-
nadas isotérmicas em M , com referencial associado {e1, e2}, (Tij) a matriz
da forma quadrática relativa a {e1, e2} e Φ = {T11 − T22 − 2iT12}λ2dz2.
Então numa vizinhança de um ponto não umbílico, existe um sistema de
coordenadas isotérmicas W tal que Φ = dW 2.

Demonstração. Seja p ∈ M um ponto não umbílico. Suponha, sem perda de
generalidade, que z(P ) = 0. De�na como f(Z) = (T11 − T22 − 2iT12)λ

2 e

W = W (z) =

∫ z

0

√
f(z)dz.

Uma vez que p é não umbílico segue que f(z) 6= 0. De fato, f = 0 se e somente
se Φ = 0 e Φ = 0 se e somente se T11 − T22 − 2iT12 = 0, ou seja, T11 = T22

e T12 = 0. Portanto a matriz (Tij) de T é diagonal, e portanto p é umbílico
se e só se T11(p) = T22(p). Sendo f(p) 6= 0, existe um ramo holomorfo da
raíz quadrada de f(z) de�nido em uma vizinhança de zero. Pelo teorema de
Cauchy, a integral independe do caminho já que f é holomorfa. Logo,

W (z) =

∫ z

0

√
f(z)dz

está bem de�nido.
Como W =

∫ z

0

√
f(z)dz, temos que dW =

√
f(z)dz ou f(z)dz2 = dW 2.

Portanto,

Φ = {T11 − T22 − 2iT12}λ2dz2 = f(z)dz2 = dW 2.

Observe que W é um sistema de coordenadas isotérmico, pois z é isotérmico
e

√
f(z) é um ramo holomorfo da raíz quadrada de f(z).

Lema 3.10. O sistema de coordenadas isotérmicas do lema anterior diago-
naliza (Tij).

Demonstração. Seja (Tij) a matriz T com relação ao referencial local ortonor-
mal {ẽ1 = 1

λ̃

∂
∂x̃

, ẽ2 = 1

λ̃

∂
∂ỹ
} , onde W = x̃+iỹ

(
λ̃ =

∣∣ ∂
∂x̃

∣∣ =
∣∣ ∂
∂ỹ

∣∣) é o sistema de
coordenadas isotérmicas dado pelo lema anterior. Uma vez que Φ independe
do referencial, temos

Φ = {T̃11 − T̃22 − 2iT̃12}λ̃2dW 2.

Pelo lema anterior temos que Φ = dW 2.
Logo,

{T̃11 − T̃22 − 2iT̃12}λ̃2 = 1.
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O que implica, T̃11 = 1

λ̃

2
+ T̃22 = T̃ ′

22 e T̃12 = 0, já que λ̃ 6= 0. Provando assim
o lema.

Lema 3.11. Em cada ponto não umbílico de M , existem coordenadas isotér-
micas x̃,ỹ em termos das quais a primeira forma fundamental I se escreve
como I = 1√

t2−4D
(dx̃2 + dỹ2), onde t = tr(T ) e D = det(T ).

Demonstração. Considere Φ como no lema 3.9. Segue do lema 3.4 que Φ é
holomorfa, e pelo lema 3.9, os pontos umbílicos de M são dados pelos zeros
de Φ, logo são isolados ou M é totalmente umbílica. Pelos lemas 3.10 e 3.9
existe um sistema de coordenadas isotérmicas W = x̃ + iỹ em termo do qual
(Tij) é diagonal, com

(T̃11 − T̃22 − 2iT̃12)λ̃
2 = 1.

Logo, T̃12 = 0 e (T̃11 − T̃22)λ̃
2 = 1.

Sendo T̃ diagonal,T̃11 + T̃22 = t e T̃11T̃22 = D. Mas,

t2−4D = (T̃11+T̃22)
2−4T̃11T̃22 = T̃ 2

11+2T̃11T̃22+T̃22−4T̃11T̃22 = (T̃11−T̃22)
2,

ou seja, T̃11 − T̃22 =
√

t2 − 4D.
Logo,

λ̃2 =
1√

t2 − 4D
.

Uma vez que,
I = λ̃2(dx̃2 + dỹ2)

segue que,
I =

1√
t2 − 4D

(dx̃2 + dỹ2),

o que demonstra o lema.

Lema 3.12. Suponha que t2 − 4D ≥ α > 0. Então, a métrica dσ2 =√
t2 − 4Dds2, onde ds2 é a métrica de M , tem curvatura nula. Além disso,

se M for completa, então M é parabólica.

Demonstração. Pelo lema anterior segue que dσ2 = dx̃2 + dỹ2. Logo,

K = − 1

2λ̃2
40log12 = 0.

Portanto dσ2 tem curvatura nula.
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Suponha agora que M é completa com a métrica ds2. Então √αds2

também é completa. Logo
√

t2 − 4Dds2 ≥ √
αds2 é completa. Pelo teorema

de Blanc-Fiala-Huber segue que M é parabólica, já que
∫

M
K−dσ2 = 0.

Uma outra prova deste lema pode ser encontrada em [17].

Lema 3.13. O conjunto das formas bilineares simétricas em M que satis-
fazem as equações de Codazzi é um subespaço do espaço vetorial formado
pelas formas bilineares em M .

Demonstração. De fato, denotando por =(M) o espaço das formas bilineares
simétricas em M que satisfazem as equações de Codazzi, obtemos que:
•0 ∈ =(M);
• se p, q ∈ C, φ, ψ ∈ =(M), então θ = pφ+qψ ∈ =(M), onde θij = pφij+qψij.

Logo =(M) é um subespaço do espaço vetorial formado pelas formas
bilineares em M .



Capítulo 4

H-deformações

4.1 Introdução
Neste capítulo fazemos um estudo das superfícies imersas isometricamente em
E3(c) impondo algumas condições sobre as curvaturas média e gaussiana.

4.2 Superfícies homeomorfas ao toro H-deformáveis
Seja x : M → E3(c) uma imersão isométrica. Denotaremos por H(x(p)) a
curvatura média de x em p ∈ M . Uma H-deformação de x é uma aplicação
contínua F : (−ε, ε)×M → E3(c), tal que denotando xt(p) = F (t, p), temos:
i) xt é uma imersão isométrica;
ii) x0 = x;
iii) H(xt(p)) = H(x0(p)), para cada t ∈ (−ε, ε) e p ∈ M .

Uma H-deformação é dita trivial se para cada t existe uma isometria L
de E3(c) tal que xt = L ◦ x0. Uma imersão isométrica x é H-deformável
se admite uma H-deformação não trivial. Dizemos que x é localmente H-
deformável se para cada ponto de M existe uma vizinhança restrita a qual x
é H-deformável. Diz-se que x está fora de um ponto umbílico se existe um
número real r tal que K − c−H2 ≤ r < 0.

Seja x : M → E3(c) uma imersão. Para cada ponto p ∈ M existe uma
vizinhança V de p e uma parametrização conforme ϕ : U → V , onde U é um
aberto de R2. A forma quadrática ψ(h) do lema 3.3 pode ser descrita nesta
vizinhança por ψ(h) = f(z)dz2, onde z = x + iy e (x, y) ∈ R2.

Consideremos ainda os seguintes operadores
∂

∂z
=

1

2

( ∂

∂x
− i

∂

∂y

)

33
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∂

∂z
=

1

2

( ∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Pelas equações de Cauchy-Riemann uma função complexa h(z) é holo-
morfa se e somente se ∂h

∂z
= 0

(
ou ∂h

∂z
= 0

)
.

Proposição 4.1. Seja V ⊂ M um subconjunto aberto e simplesmente conexo,
ϕ : U → V uma parametrização conforme e seja x : V → E3(c) uma imer-
são isométrica sem pontos umbílicos. Então x admite uma H-deformação
não trivial se e somente se a função complexa f de�nida em U por ψ(h) =
f(z)dz2, satisfaz

40(logf) = 4

∣∣∣∣
∂logf

∂z

∣∣∣∣
2

,

onde 40 é o laplaciano na métrica canônica de R2, dado por

40 = 4
∂

∂z

∂

∂z
.

Demonstração. Para cada função real θ : M → R seja U(θ(p)) a rotação do
ângulo θ(p) em TpM na direção positiva de uma orientação dada. Chamamos
atenção para o fato de que se existe uma H-deformação xt de x, as matrizes de
h e ht são semelhantes, onde ht é a segunda forma fundamental da imersão xt.
A razão é que h e ht são simétricas, com mesmo traço e mesmo determinante.
Na verdade, dado t ∈ (−ε, ε) existe uma função θt tal que

[ht] = [U(θt)]
−1[h][U(θt)],

onde [ht], [U(θt)] e [h] são as matrizes de ht, U(θt) e h respectivamente.
Por 3.6 segue que

ψ(ht) = e2iθtψ(h). (4.1)
Pelo lema 3.13 temos que h−ht satisfaz as equações Codazzi e tem traço

nulo. Pelo lema 3.4 segue que ψ(h − ht) é holomorfa. Como f(z)dz2 é a
expressão de ψ(h) em U , segue de 4.1 que (1 − e2iθt)fdz2 é a expressão de
ψ(h− ht).

De fato, temos que

ψ(h) = (h11 − h22 − 2ih12)λ
2dz2

ψ(ht) = (ht
11 − ht

22 − 2iht
12)λ

2dz2.

De ψ(ht) = e2iθtψ(h), obtemos

(ht
11 − ht

22 − 2iht
12) = e2iθt(h11 − h22 − 2ih12).
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Daí,

ψ(h− ht) = (h11 − ht
11 − h22 + ht

22 − 2i(h12 − ht
12))λ

2dz2

= (h11 − h22 − 2ih12 − (ht
11 − ht

22 − 2iht
12))λ

2dz2

= (1− e2iθt)(h11 − h22 − 2ih12)λ
2dz2

= (1− e2iθt)fdz2.

Então a função f(1− e2iθt) é holomorfa.

Consideremos agora as seguintes famílias de funções: ηt = 2θt e gt = e2iηt .
Claramente as funções gt satisfazem ∂gt

∂ηt
= igt, gt = gt

−1 e ∂gt

∂ηt
= −igt. Para

simpli�car a notação escreveremos nos cálculos η = ηt e g = gt. Uma vez que
f(1− g) é holomorfa, temos

0 =
∂

∂z
[f(1− g)] =

∂f

∂z
(1− g)− ifg

∂η

∂z
.

Então,
ifg

∂η

∂z
=

∂f

∂z
(1− g).

O que nos dá,

∂η

∂z
= −ig−1 1

f

∂f

∂z
(1− g) = −ig(1− g)

∂

∂z
(logf) = −i(g − 1)

∂

∂z
(logf) (4.2)

Além disso, f(1− g) nos dá que

0 =
∂

∂z
[f(1− g)] =

∂f

∂z
(1− g) + ifg

∂η

∂z
,

donde
−ifg

∂η

∂z
=

∂f

∂z
(1− g)

e assim

∂η

∂z
= ig−1(1− g)

1

f

∂f

∂z
= ig(1− g)

∂

∂z
(logf) = i(g − 1)

∂

∂z
(logf). (4.3)

Pelo teorema de Schwarz, ∂2η
∂z∂z

= ∂2η
∂z∂z

. Então,

∂

∂z

{
(g − 1)

∂

∂z
(logf)

}
+

∂

∂z

{
(g − 1)

∂

∂z
(logf)

}
= 0.
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Agora note que ∂f
∂z

=
(

∂f
∂z

)
e logf = (logf).

Usando as expressões em 4.2 e 4.3 e a observação acima obtemos que

∂

∂z

{
(g − 1)

∂

∂z
(logf)

}
=

∂g

∂z

∂

∂z
(logf) + (g − 1)

∂

∂z

∂

∂z
(logf)

= −ig
∂η

∂z

∂

∂z
(logf) + ((g)− 1)

∂

∂z

∂

∂z
(logf)

= g(g − 1)
∂

∂z
(logf)

∂

∂z
(logf) + (g − 1)

∂

∂z

∂

∂z
(logf)

= −(g − 1)
∂

∂z
(logf)

∂

∂z
(logf) +

1

4
(g − 1)40(logf)

= −(g − 1)

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2

+
1

4
(g − 1)40(logf)

= (g − 1)

{
1

4
40(logf)−

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2}

,

∂

∂z

{
(g − 1)

∂

∂z
(logf)

}
=

∂g

∂z

∂

∂z
(logf) + (g − 1)

∂

∂z

∂

∂z
(logf)

= ig
∂η

∂z

∂

∂z
(logf) + (g − 1)

∂

∂z

∂

∂z
(logf)

= g(g − 1)
∂

∂z
(logf)

∂

∂z
(logf) +

1

4
(g − 1)40(logf)

= −(g − 1)
∂

∂z
(logf)

∂

∂z
(logf) +

1

4
(g − 1)40(logf)

= −(g − 1)

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2

+
1

4
(g − 1)40(logf)

= (g − 1)

{
1

4
40(logf)−

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2}

.

Logo,

(g−1)

{
1

4
40(logf)−

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2}

+(g−1)

{
1

4
40(logf)−

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2}

= 0.
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Multiplicando esta equação por g, obtemos

0 = (1− g)

{
1

4
40(logf)−

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2}

+ (g2 − g)

{
1

4
40(logf) +

−
∣∣∣∣

∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2}

=

{
1

4
40(logf)−

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2}
− g

{
1

4
(40(logf) +40(logf)) +

−2

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2}

+ g2

{
1

4
40(logf)−

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2}

.

(4.4)

Observe que o lado direito de 4.4 é um polinômio complexo P de grau 2
que se anula em g. Então, se para um ponto em U a família de funções
g assume mais que dois valores os coe�cientes de P são nulos neste ponto,
pois neste caso P teria mais de duas raízes e pelo teorema fundamental da
álgebra segue que P deve ser identicamente nulo. Se isto acontece em um
subconjunto denso de U então P ≡ 0, pois P sendo um polinômio é holomorfo
e daí ou suas raízes são isoladas ou P ≡ 0. Neste caso,

40(logf) = 4

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2

.

Então basta mostrarmos que existe um tal subconjunto denso. Se para
cada isometria L de E3(c), xt1 6= L◦xt2 , então existe um subconjunto aberto
e denso U12 em U onde gt1 6= gt2 .
De fato, observe que

ψ(ht1) = {T t1
11 − T t1

22 − 2iT t1
12}λ2dz2

ψ(ht2) = {T t2
11 − T t2

22 − 2iT t2
12}λ2dz2

e

ψ(ht1 − ht2) = {(T t1
11 − T t2

11)− (T t1
22 − T t2

22)− 2i(T t1
12 − T t2

12)}λ2dz2

Como ht1 e ht2 satisfazem as equações de Codazzi, ht1 − ht2 também as
satisfaz. Além disso, tr(ht1) = tr(ht2), daí ht1−ht2 tem traço constante igual
a zero. Pelo lema 3.4 ψ(ht1 − ht2) é holomorfa.

Mas, ψ(ht1 − ht2) = 0 se e somente se T t1
11 − T t2

11 = T t1
22 − T t2

22 e
T t1

12 − T t2
12 = 0,



CAPÍTULO 4. H-DEFORMAÇÕES 38

ou seja, se e somente se
T t1

11−T t1
22 = T t2

11−T t2
22 e T t1

12 = T t2
12. O que por sua vez é equivalente a

ψ(ht1) = ψ(ht2) e isto é equivalente a gt1 = gt2(desde que ψ(ht1) = e2iθt1︸︷︷︸
gt1

ψ(h)

e ψ(ht2) = e2iθt2︸︷︷︸
gt2

ψ(h)).

Pela holomor�a de ψ(ht1−ht1) segue que os pontos em U em que gt1 = gt2

são isolados. Logo o conjunto U12 dos pontos de U em que gt1 6= gt2 é aberto
e denso em U . Seja tk, k = 1, 2, 3, satisfazendo as condições acima e tome
V = ∩(Uij), então V é denso em U e gt assume mais de dois valores em U .

Suponhamos agora que

40(logf) = 4

∣∣∣∣
∂

∂z
(logf)

∣∣∣∣
2

.

Mostremos que existe uma H-deformação não trivial de x. Usando a notação
da proposição 2.2, temos no sistema 4.2, 4.3

A = i(g − 1)
∂

∂z
(logf)

B = −i(g − 1)
∂

∂z
(logf)

Pelo teorema de Schwarz,
∂A

∂z
− ∂B

∂z
= 0

o que é equivalente a equação 4.4 e 4.4 segue de 40(logf) = 4
∣∣ ∂
∂z

(logf)
∣∣2.

Pela proposição 2.2 , para cada t ∈ R existe uma funçao ηt satisfazendo 4.2,
4.3 e ηt(p0) = t, p0 ∈ U . Seja θt = 1

2
ηt e considere a forma bilinear ht dada

por
[ht] = [U(θt)]

−1[h][U(θt)].

As formas ht são as segundas formas fundamentais das imersões xt. Para
provar isso, mostremos que ht satisfaz as equações de Gauss e Codazzi. Como
ht e h têm o mesmo determinante e h satisfaz a equação de Gauss segue que
ht também a satisfaz. Uma vez que ht e h têm o mesmo traço, as formas
h− ht têm traço igual a zero. Pelo lema 3.4 h− ht satisfazem as equações
de Codazzi se e somente se ψ(h− ht) é holomorfa. Como as formas ht foram
obtidas a partir de funções ηt satisfazendo 4.2 e 4.3, ψ(h− ht) é holomorfa.
Então h− ht satisfazem as equações de Codazzi. Uma vez que h satisfaz as
equações de Codazzi, segue que o mesmo vale para ht.
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Considerando agora as condições iniciais em p0 ∈ U , ou seja, xt(p0) =
x(p0) e dxt(p0) = dx(p0), obtemos pelo teorema de existência e unicidade
para imersões a H-deformação que queremos.

Teorema 4.1. Seja M uma superfície homeomorfa ao toro T 2 e seja x :
M → E3(c) uma imersão localmente H-deformável. Então H(x) = const.

Demonstração. Considere x : M → E3(c) uma imersão satisfazendo as
hipóteses do teorema. Seja ϕ : R2 → M um recobrimento conforme. Então
as conclusões da proposição anterior são válidas nesse caso, ou seja,

40(logf) = 4
∣∣ ∂

∂z
(logf)

∣∣2,

onde f está de�nida em R2. Então, a parte imaginária de logf é harmônica
e a parte real é subharmônica. Como |f | é limitado, log|f | é limitado supe-
riormente. Além disso temos que os pontos onde logf não está de�nido, ou
seja, os pontos umbílicos, são isolados e portanto em número �nito. Então
podemos concluir que log|f | é constante. Então 40(log|f |) = 0 e

0 = 40(logf) =
∣∣ ∂

∂z
(logf)

∣∣2.

Segue que logf e assim f é holomorfa. Uma vez que h satisfaz as equações
de Codazzi e ψ(h) é holomorfa, segue do lema 3.4 que H(x) é constante.

Corolário 4.1. Seja M uma superfície homeomorfa ao toro T 2 e seja x :
M → E3(c) uma imersão isométrica analítica. Se existe um subconjunto
aberto de M restrito ao qual x é H-deformável, então H(x) = const.

Demonstração. Isto segue do teorema anterior e da analiticidade de x.

4.3 Umbilicidade e H-deformações
Proposição 4.2. Seja M uma superfície completa e x : M → E3(c) uma
imersão isométrica com H(x) constante. Se K ≥ 0, ou K ≤ 0 e K−c−H2 ≤
const < 0, então K = const.

Demonstração. Suponha que K ≥ 0. Observe que se x é umbílica, então
K = const. Isto segue pela equação de Gauss K = c + H2. Suponha que x
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não é umbílica. Então, uma vez que ψ(h) é holomorfa e os zeros de ψ(h) são
precisamente os ponto umbílicos, estes são isolados. Pelo lema 3.6

4K = 4(K − c) = 4(K − c−H2)

{
K +

1

4

|d(k − c)|2
(K − c−H2)2

}
≤ 0

nos pontos não umbílicos. Por continuidade 4K ≤ 0.
Uma vez que M é completa e K ≥ 0, segue pelo teorema de Blanc-

Fiala-Huber que M é compacta ou parabólica. Como K é superharmônica e
limitada inferiormente segue pelo teorema de Hopf que K ≡ const.

Suponha agora que K ≤ 0 e K − c−H2 ≤ const < 0. Considere a forma
T = h − Hds2. Uma vez que h e Hds2 satisfazem as equações de Codazzi,
segue do lema 3.13 que T também as satisfaz. Seja D = det(T ), então

D = K − c−H2 ≤ const < 0.

uma vez que tr(T ) = 0, segue do lema 3.12 que M é parabólica. Mais ainda,
a função log(−D) está bem de�nida e é limitada inferiormente. Segue do
lema 3.7 que 4{log(−D)} ≤ 0. Assim D é constante. Pelo lema 3.6 temos
que 0 = 4D = 4DK e D 6= 0, então K ≡ 0.

Proposição 4.3. Seja M uma superfície de curvatura constante K e seja
x : M → E3(c) uma imersão isométrica com H(x) = const. Então, x é
umbílica ou K é igual a zero.

Demonstração. Seja D = det(h) = K−c. Então D é constante e daí4D = 0.
Pelo lema 3.6 se p ∈ M é não umbílico então

4D(p) = 4(D −H2)K = 0.

Mais ainda, como D 6= H2 nos pontos não umbílicos, K(p) = 0. Assim,
K ≡ 0 em M .

Proposição 4.4. Sejam M e N superfícies completas com a mesma cur-
vatura K = const. e seja x : M → E3(c) e y : N → E3(c) imersões isométri-
cas, com a mesma curvatura média H constante. Então, existe uma isometria
L de E3(c), tal que y(N) = L ◦ x(M).

Demonstração. Podemos supor sem perda de generalidade que M e N são
simplesmente conexas. De fato, se esse não é o caso considere o recobrimento
universal com a métrica do recobrimento πM : M̃ → M dada por Ĩp(v, w) =
Iπ(p)(π∗(v), π∗(w)) =< π∗(v), π∗(w) >, onde π∗ é a derivada de π e I é a
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métrica de M . Então a imersão isométrica x̃ = x ◦ π satisfaz: H̃ = H
e x̃(M̃) = x(M), onde H̃ é a curvatura média de x̃. De modo análogo
considerando o recobrimento universal de N com a métrica do recobrimento
πN : Ñ → N , obtemos as mesmas conclusões.

Pelo teorema de Cartan, existe uma isometria f : M → N . Considere a
imersão x = y ◦ f de M em E3(c). Se x é umbílica, segue que existe uma
isometria L de E3(c) tal que x(M) = L ◦ x(M). Assim, y(N) = L ◦ x(M).
Se x não é umbílica, segue da proposição 4.3 que K ≡ 0.

Mostremos que existe uma imersão x̂ cuja segunda forma fundamental ĥ
coincide com h.

As formas h e h determinam em M dois pares de campos de direções
ortogonais {v1, v2} e {v1, v2} que são os campos das direções principais( ou
seja direções tais que tomando vetores ortonormais positivos, de�nidos nos
pontos não umbílicos, eles diagonalizam h e h, respectivamente). Como M é
simplesmente conexa, podemos orientar esses campos de direções. Tomemos
então os referenciais ortonormais {e1, e2} e {e1, e2} obtidos a partir de {vi}
e{vi}. Note que estes referenciais podem ser tomados positivos. Seja θ(p)
o ângulo entre e1 e e1 em que TpM e U(θ(p)) a rotação em TpM do ângulo
θ(p). Segue que h(p) = U(θ(p))−1h(p)U(θ(p)) e daí que

ψ(h(p)) = e2iθ(p)ψ(h(p)). (4.5)

Mostremos que θ(p) é constante. Como h e h têm a traços constantes
e satisfazem as equações de Codazzi, segue que ψ(h) e ψh são holomorfas.
Seja ϕ : U ⊆ R2 → V ⊂ M , onde U é um subconjunto aberto de R2,
uma parametrização conforme. Segue de 4.5 que a função q 7→ e2iθ(ϕ(q)) é
holomorfa. Como |e2iθ(ϕ(q))| = 1, segue que θ é constante. Portanto, h =
H(θ).

Suponha que existe uma isometria g : M → M tal que dgp = U(θ(p))
para cada p ∈ M . Então dg(ei) = ei, i=1,2. Assim se x̂ = x ◦ g, então x̂ é
uma imersão isométrica cuja segunda forma fundamental ĥ é diagonalizada
por {e1, e2}.

Aplicando agora o argumento acima ĥ = h. Pelo teorema de existência e
unicidade de imersões, x e x̂ coincidem a menos de uma isometria de E3(c).
Então y(N) = x̂(M) coincide com x(M) exceto por uma isometria de E3(c).
Assim é su�ciente mostrarmos que existe uma isometria g nas condições
acima. Mas isto segue do fato de que M é isométrica ao R2.

Teorema 4.2. Seja M uma superfície completa e seja x : M → E3(c),
c < 0, uma imersão isométrica com H(x) constante. Assuma que a curvatura
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gaussiana K de M não muda de sinal; se K ≤ 0, assuma também que x está
fora de pontos umbílicos. Então x(M) ou é uma esfera geodésica em E3(c) ou
então x(M) é um conjunto de pontos eqüidistantes de uma geodésica completa
de E3(c).

Demonstração. Seja x : M → E3(c) uma imersão nas hipóteses acima. Note
que pela proposição 4.2 as superfícies imersas nas hipóteses do teorema têm
K = const ≥ 0. Pelas proposições 4.2 e 4.3, x é umbílica ou K ≡ 0. Supon-
hamos sem perda de generalidade H ≥ 0. Consideramos os seguintes casos:
caso1:K > 0.
Para cada t > 0 considere a esfera geodésica com curvatura média H = t e
aplique a proposição 4.4.
caso2: K ≡ 0.
Pela equação de Gauss segue que H ≥ √−c. As horoesferas são superfícies
completas com K ≡ 0 contida em E3(c) com H =

√−c. A inclusão de
horoesferas é umbílica e assim não satisfaz K − c − H2 < const < 0. Para
cada t >

√−c, mostremos que existe uma superfície eqüidistante de uma
geodésica com H = t.

Para cada ρ > 0, seja S(ρ) a superfície dos pontos a uma distância ρ
de uma geodésica completa de E3(c). As curvaturas principais em S(ρ) são
dadas por

k1 =
√−ccotgh(ρ

√−c)

e
k2 =

√−ctgh(ρ
√−c)

A curvatura média H de S(ρ), dada por

H = H(p) =

√−c

2
{cotgh(ρ

√−c) + tgh(ρ
√−c)} (4.6)

é constante. Mais ainda, pela equação de Gauss temos K ≡ 0.
Dado t >

√−c, segue de 4.6 que podemos escolher ρt tal que H = t para
S(ρt). Pela proposição 6, S(ρt) é a única superfície nas condições do teorema
que satisfaz H = t.

Corolário 4.2. Seja M uma superfície completa e seja x : M → E3(c),
c < 0, uma imersão isométrica com H(x) = const. Se K ≤ c, então x(M) é
uma superfície mínima.
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Demonstração. De fato, suponha que H 6= 0, então K − c−H2 ≤ −H2 < 0.
Logo, K ≡ 0, contradizendo assim o fato de que K ≤ c < 0.

Corolário 4.3. Seja M uma superfície completa com K ≤ 0 e K 6≡ 0.
Se x : M → E3(c) é uma imersão isométrica com H(x) = const., então
c ≤ −H2.

Demonstração. Suponha que c > H2, então K − c − H2 ≤ −c − H2 < 0.
Assim devemos ter K ≥ 0 constante, o que contradiz o fato de ser K ≤ 0 e
K 6≡ 0.
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