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RESUMO

Seja C uma curva algébrica nao-singular, irredutivel e nao-hipereliptica sobre um corpo
algebricamente fechado K. Neste trabalho trataremos de um resultado geométrico para
uma tal curva C. Este resultado é apresentado no teorema 3.0.2 e nos diz que os divisores
intersegao de uma curva C mergulhada canonicamente com seus espagos osculadores em
um ponto P, nao considerando a intersecao em P, podem somente mudar em dimensoes
dada pelo semigrupo de Weierstrass de C em P.

Sob uma razoavel hipdtese geométrica, obteremos base monomial para os espagos
vetoriais das diferenciais regulares de ordem superior (teorema 4.0.3). Em seguida, na
proposicao 15, daremos uma condicao sobre os semigrupos de Weierstrass de C em P de
modo que esta hipdtese geométrica seja verdadeira. Finalmente, daremos exemplos de
semigrupos numeéricos satisfazendo tal condicao.



ABSTRACT

Let C a non-singular algebraic curve, irredutible and non-hipereliptic over a closed
algebrically field K. In this work we to deal of a result geometric to such curve. This
result to be introduced in the theorem three and say us that the intersection divisors of
a curve C canonically embedded with its osculating spaces at a point P, not considering
the intersection at P, can vary only in dimensions given by the Weierstrass semigroup of
the curve C at P.

Under a reasonable geometrical hypothesis, we to obtain monomial basis for the spaces
of higher-order regular differentials (theorem four). Afterwards, in the proposition fifteen,
to going a condition on the Weierstrass semigroup of curve C at P in order for this
geometrical hipothesis to be true. Finally, we will give examples of Weierstrass semigroups
satisfying such condition.
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Introducao

Esta dissertacao tem por base o artigo do professor Francisco Pimentel publicado
no ano 2000 por Geometriae Dedicata (ver [10]), e trata dos divisores de intersegao
dos espacos osculadores de uma curva algébrica mergulhada canonicamente no espaco
projetivo P91, onde g > 3 é o género da curva. Esse assunto s6 é abordado nos dois
ultimos capitulos deste trabalho.

No primeiro capitulo abordamos uma preliminar sobre semigrupos numéricos
descrevendo propriedades importantes na leitura deste material. Uma particao no con-
junto das lacunas de um semigrupo numérico dé origem a um subconjunto cujos ele-
mentos chamamos de lacunas especiais. Tais lacunas serao de suma importancia para
os resultados dos capitulos 3 e 4. Enunciamos o teorema de Riemann-Roch e usamo-lo
para demonstrar algumas propriedades sobre semigrupos de Weierstrass, divisores sobre
curva e os espacos de funcoes associado a um divisor, bem como o espaco das diferenciais
regulares sobre uma curva.

No capitulo 2 trazemos um texto sobre aplicagoes regulares de uma curva no espaco
projetivo P e terminamos com a demonstracao da existéncia do mergulho canonico
de uma curva algébrica nao-singular, irredutivel, nao-hipereliptica de género g maior
que ou igual a 3. Este capitulo foi inserido, porque entendemos ter bastante proveito,
nao exclusivamente pela demonstracao do mergulho canonico de uma curva, mas pelas
defini¢oes construtivas de divisores de intersecao e divisores hiperplanos que ajudarao na
leitura dos dois ultimos capitulos, em especial, o capitulo 3.

O material dos dois primeiros capitulos foram tirados dos trés primeiros capitulos de
[11], com ligeiras modificacoes. Eles também podem ser encontrados na referéncia [5].

Somente no capitulo 3 comecga propriamente a dissertacao. Nele é introduzido o
divisor intersecao de uma curva C de género g (mergulhada canonicamente no espago
projetivo P9~1) com seus espacos osculadores. Usamos as lacunas de Weierstrass especiais
no teorema 3.0.2 para obter informacoes sobre quando podem ocorrer mudancas nesses
divisores, fora de um ponto P fixado. Como corolario, temos uma generalizagao de um
resultado, devido a Oliveira e Stohr (ver [4]), valido no caso quase-simétrico, que diz: A



dimensao do menor espago osculador de uma curva algébrica nao-singular (suave) C em
um ponto P, contendo um unico ponto diferente de P onde o hiperplano osculador de C
em P corta a curva C, é igual ao nimero de lacunas menor que g — 1”.

No tltimo capitulo, o teorema 4.0.3 mostra como construir uma base monomial para
o espago das diferenciais regulares QF(0) de ordem superior sobre uma curva C. Isto
é possivel assumindo que a primeira lacuna especial seja diferente de 1 e impondo que
o divisor de interse¢do do espago osculador de maior dimensao (associado as lacunas
especiais) seja identicamente nulo. Em seguida, é apresentado uma condigao suficiente,
sobre as lacunas especiais, para que ocorra a trivialidade deste divisor, e alguns exemplos
sao dados de semigrupos numéricos satisfazendo tal condigao. Uma base monomial para
tal espaco tem sua importancia na construcao do espaco de moduli de uma curva (ver
[6],[7] e [12]). A construgao da base dada pelo teorema 4.0.3, generaliza os resultados
obtidos por Stohr (ver [12]) para o caso simétrico e por Oliveira e Stohr (ver[7]) para o
caso quase-simétrico.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo abordaremos sucintamente algumas definicoes e as principais pro-
priedades da teoria das curvas algébricas, necessarias para o entendimento do assunto
tratado nos proximos capitulos. Dentre os textos abordados estao os semigrupos numéricos,
o teorema de Riemann-Roch, semigrupos de Weierstrass e o espaco das diferenciais reg-
ulares sobre uma curva algébrica.

1.1 Semigrupos Numéricos

Considere o conjunto dos ntimeros inteiros nao negativos, denotado por N.

Definicao 1.1.1. Um subconjunto N de N ¢é dito um semigrupo numérico se ele for
fechado para a operagdo de soma e se seu complementar L := N\N for finito. O nimero de
elementos de L € chamado o género de N e seus elementos, denotado porly <l,... <l,,
sao chamados de lacunas de N. Os elementos que nao sao lacunas, isto €, os elementos
de N, sao chamados nao-lacunas e sao denotados por 0 =ng < ni; <ng < ... .

Proposicao 1.1.1. O wvalor mdzimo que uma lacuna pode assumir em um SEMIGrupo
numérico de género g é 2g — 1.

Prova: A primeira afirmacao é que 2¢g é nao-lacuna. De fato, se 2g € L, entao g € L.
Mas, se g € L, entao g+k ou g—k também pertencem a L paracada 1l < k < g—1, porque
29=(9—k)+(g+k). Como {g+k,g—k}N{29,9} =0 paratodo 1 <k < g—1, temos
pelo menos g+ 1 lacunas de N. Mas entao temos uma contradigao. A segunda afirmacao
é¢ que nenhum numero m tal que 2g < m < 49 — 1 é lacuna. De fato, se 29 +7 € L
para algum inteiro positivo i, entao ¢ € L. Para cada 1 < k < g — 1, escrevemos
20+i=(g+i—k)+(g+k)sel<i<g—1le 29+i=3g+jseg<i<29—1para

9
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algum 0 < j < g — 1. No primeiro caso, temos que {g +i —k,g+ k} N{2g+1i,i} =0
e existem pelo menos g + 1 lacunas de N, uma contradi¢cao. No segundo caso, temos
294+1=3g9+j=(29+k)+(g—k+j), paraalgum 0 < j < g—1. Como g—k > 1, entdo
j+g—k > j e pelo primeiro caso, temos que j+ g —k é lacuna para todo 1 < k < g—1.
Logo, mais uma vez temos pelo menos g + 1 lacuna de N, outra contradi¢ao. Portanto,
em ambos os casos, temos uma contradi¢ao e provamos a segunda afirmagao. Finalmente,
como qualquer nimero inteiro maior que ou igual a 4g pode ser escrito como soma de
nao-lacunas n com 2g < n < 4g, temos concluido a demonstragao.

O

Observacao 1.1.1. Quando L = {2k — 1;1 < k < g}, entdo l; = 29 — 1, e seu comple-
mentar N € um semigrupo numérico de género g.

Definicao 1.1.2. Um semigrupo numérico de género g € dito simétrico quando sua maior
lacuna alcanca o maior valor 2g — 1. Quando a maior lacuna de um semigrupo numérico
alcanca o valor 2g — 2 dizemos que ele é quase-simétrico.

Denotaremos a maior lacuna [, de um semigrupo numérico N por I, = 2g — 1 — ¢
com 0 < ¢ < g—1. Assim, se N = {0 =mny < n; < ng < ..}, entdo os nimeros
0=mnp <ny <ng<..<mn,_4sa0 as nao-lacunas menores que /,. De fato, o nimero de
elementos do conjunto {ng, ny,...,n,—g} ¢ igual a I, — g + 1, enquanto que o do conjunto
{0,1,...,1,} él,+ 1. Agora, como existem [, + 1 — ¢ ndo lacunas neste ltimo conjunto,
entao ny,_4 € {0,1,...,1,}. Segue que ny,_, < l,. Também é importante notar que, Se n
é nao lacuna, entao n + (I, —n) = [, é lacuna. Logo, I, — n deve ser lacuna. Com isso,
temos que:

(i) Se N é um semigrupo simétrico, entdo 0 = ny < n; < ny < ... < Ny SA0 as
nao-lacunas menores que [, = 2g — 1. Logo, a sequéncia crescente l, — ng_1,l; —
Ng—2,...,lg — Ny tem g nimeros distintos e todos eles sao lacunas. Mas entao

lg —Ng—1 = ll, lg —Ng_9 = lg, ceey lg — Ng = lg.
Segue que se N é um semigrupo simétrico, entao
n ¢ nao-lacuna menor que [, <= [, — n é lacuna.
(ii) Se N é um semigrupo quase-simétrico, entao [ = g — 1 é sempre uma lacuna. Sejam
0=mnp <n <ng <..<ngyas g— 1 nao-lacunas menores que [, = 2g — 2. A

sequéncia crescente Iy —ny_o,lg—ng4_3,...,l;—ng sao as g —1 lacunas de N diferentes
da lacuna [ = g — 1. Portanto, se N é semigrupo quase-simétrico, entao
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n é nao-lacuna menor que l, <= [, —n ¢é lacuna e n # g — 1.

Faremos, agora, uma partigdo no conjunto das lacunas L = {ly,1ls, ...,l;} de um semi-
grupo numérico N = {0 = ng,nq,...,ny,—g, ...} da seguinte forma: seja A uma lacuna
que nao pertence ao conjunto {ly — ny,_g,lg —Ny;—g_1,...,lg — no}. Se l; — X for lacuna,
entao ela também nao pertence ao conjunto {l; —ny,_g,lg —ny,—g—1,...,lg —no}, Pois, caso
contrario, terfamos [, — A = l; — ng para algum 0 < s < [, — g. Terfamos que A = n;,
uma contradi¢ao. Logo, podemos escrever L como a uniao disjunta

L= {lg — Niy—g; lg —Nyy—g—1y -+ lg - 710} U {)\1, )\2, ceey )\q}

onde \; +Ag41-i = Iy, paracadat =1,...,g e A\; < Ay < ... < A\;. chamamos estas lacunas
A;’s de lacunas especiais. Temos imediatamente dessa construcao que se N é simétrico,
entao nao existe lacuna especial em L e, se N for quase-simétrico, entao a unica lacuna
especial em L é A =g — 1.

1.2 O Teorema de Riemann-Roch

Neste trabalho uma curva C é sempre uma curva algébrica projetiva nao-singular e
irredutivel definido sobre um corpo algebricamente fechado K. Denotamos K (C) o corpo
das funcoes racionais sobre C, e para cada P € C O¢ p ¢ o anel local de C em P formado
por todos os elementos de K(C) definidos em P. Um parametro local t em O¢p é o
gerador de seu ideal maximal. Para cada fungao f € O¢ p temos uma expansao em série
de poténcia f = ag + ait* + ast? + ... (com os a;’s em K) no seu completamento (/9\(}’]3.
Veja mais sobre isso em [1].

Um divisor D sobre C é uma soma formal pec npP onde np ¢ um nimero inteiro e
np = 0 a menos de um numero finito de pontos. O grau de um divisor D é definido como
grau()  peenpP) =Y peenp. Se D > 0 dizemos que D é um divisor efetivo. Escrevemos
D=3 pcenpP >D" =5, .npP para significar que np > n, para todo P € C.

Definimos uma valorizagao para K (C) da seguinte maneira: para cada f € K(C) nao-
nula e P € C escrevemos vp(f) = —n (para algum inteiro positivo n) se P é um pdlo
de f de ordem n, e vp(f) = n se P é um zero de f de ordem n; para f = 0 definimos
vp(f) = oo. Temos que o anel local O¢p é um anel de valorizagdo discreta, isto é,
vp(f) > 0 para todo f € O¢ p. Uma propriedade muito 1til de valorizagao para nds é
a seguinte: dado um numero finito de fungoes racionais fi, ..., f., definidas em um ponto
P € C, tal que para algum ¢ € {1,...,7}, vp(f;) < vp(f;) para todo j = 1,...,r e diferente
de i, entdo vp(ay fi + ... + a, f.) = vp(fi), onde a; € K para todo j =1,...,r.
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Para cada funcao f € K(C) definimos um divisor, chamado divisor principal, da
seguinte maneira div(f) = > poo vp(f)P. Temos entdo dois divisores para f: o divisor
de zeros, denotado por (f)o ou dive(f) e igual a >, . ovp(f)P, e o divisor de pélos,
denotado por (f)e ou dive(f) e igual a >-, o _o(—vp(f))P. Escrevemos div(f) =
divg(f) — dive(f). Dois divisores D e D’ sao dito equivalentes, e denotado por D = D/,
se existe uma func¢ao f € K(C) nao-nula tal que D = D’ + div(f).

Para cada divisor D sobre C denotamos por H°(C,O¢(D)) o K-espago vetorial das
fungoes f € K(C) tais que div(f) + D > 0 ou f = 0 e denotamos por h°(O¢(D)) a
dimensao deste espago. Para ver que h%(O¢(0)) é finito indicamos [9], teorema 4.6.

Denotamos por Qg (K (C)) o K-espago vetorial das diferenciais w de K(C) sobre K.
Para cada diferencial w deste espaco definimos o divisor div(w) = Y peevp(w)P, onde
w = fdt com f € K(C) e t é um parametro local de O¢ p. Logo, vp(w) = vp(f).
Um divisor canonico sobre uma curva C é um divisor W tal que existe uma diferencial
w € Qg (K(C)) para o qual div(w) = W. Podemos enunciar o seguite teorema:

Teorema 1.2.1 (Riemann-Roch). Sejam W um divisor candnico e D um divisor qual-
quer sobre uma curva C de género g. Entdo, vale a equagao

h°(Oc(D)) = grau(D) +1 — g + h°(Oc(W — D)).

Recomendamos [2] para uma demonstracao deste teorema.

A partir deste teorema, deduzimos que tomando D = 0 e observando que h°(O¢(0)) =
1, temos h%(Oc(W)) = g. Agora, tomando D = W, temos grau(W) = 2g — 2. Temos
que, se grau(D) < 0, entao h°(Oc(D)) = 0. Porque se existisse f € H*(C,O¢(D)) nao
nulo, entao terfamos E = div(f) + D > 0. Mas, como grau(div(f)) = 0, temos uma
contradi¢do. Portanto, grau(D) > grau(W) implica h°(O¢(W — D)) = 0.

1.3 Semigrupos de Weierstrass

Para cada r € N e P € C, temos que h(O¢(rP)) < h°(Oc((r + 1)P)) porque rP <
(r + 1)P. Entao, pelo teorema de Riemann-Roch, h°(O¢((2g — 1)P)) = g. Logo, 1 =
hP(0c(0)) < h%(Oc(P)) < ... < h%(Oc((2g — 1)P)) = g e temos que h%(O¢(rP)) <
R%(Oc((r —1)P)) + 1 para cada r > 1. Daqui, segue que existem g ntimeros distintos na
sequéncia acima. Agora, se existe f € K(C) tal que vp(f) = —r e P é o tnico polo de
f, entdo vp(f) = —r < —r + 1 e concluimos que f nao pertence a H°(C, Oc((r — 1)P)).
Logo, h°(Oc(rP)) # h°(O¢((r — 1)P)). Reciprocamente, como nao existe inteiro entre
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—r e —r + 1, entao dizer que h°(Oc(rP)) # h°(Oc((r — 1)P)) equivale a dizer que existe
f € K(C) tal que vp(f) = —r e P é o tnico pélo de f. Pelo que vimos acima o nimero
de elementos do conjunto {r € N;1 < r < 29 —1 e h°(Oc(rP)) = h°(Oc((r — 1)P))}
¢ igual a g. Entao, existem g ntimeros 0 < [} < [y < ... < [; < 2g tais que nao existe
f € K(C) com um tnico pdlo em P e vp(f) = —I;. Os ntmeros Iy, ls, ..., I, sdo chamados
de lacunas de Weierstrass.

Definicao 1.3.1. Um ponto P € C € dito um ponto de Weierstrass se a sequéncia de
lacunas de C em P é diferente de (1,2,...,9).

Pode-se mostrar (veja [11]) que para uma curva C, como considerada aqui, existe
apenas um numero finito de pontos de Weierstrass.

Definicao 1.3.2. Sejam C uma curva de género g > 1 e P um ponto desta curva. Se P
¢ um ponto de Weierstrass cuja sequéncia de lacunas ¢ 1,3,5,...,2g — 1, entao dizemos
que P é um ponto hipereliptico e que C é uma curva hipereliptica.

Seja P um ponto sobre uma curva C de género g. Entao, se r e s s@o nao-lacunas,
temos que r + s também é nao-lacuna. De fato, se r e s sao nao lacunas em P, entao

R (Oc(rP)) # h°(Oc((r — 1)P)) e h°(Oc(sP)) # h%(Oc((s — 1)P)), ou seja, existem f

e fem K(C) tais que vp(f) = —r, vp(f) = —s e ambos tem o ponto P como unico
pélo. Logo, tomamos h = f.f que também tem P como tnico pélo e vp(h) = —(r + s).
Com isso, temos que se [y, ..., [, ¢ a sequéncia de lacunas de Weierstrass de C em P, entao
seu complementar N é um semigrupo numérico (o semigrupo das ordens dos pélos das
fungoes racionais que sao regulares fora de P). Aos pontos de Weierstrass correspondem
semigrupos numéricos nao triviais, pois a sequéncia de lacunas é diferente de (1,2, ..., g).

Em consequéncia, temos a seguinte defini¢ao

Definicao 1.3.3. O semigrupo das ordens dos polos das fungoes racionais sobre C, que
sao requlares fora de P, recebe o nome de semigrupo de Weierstrass.

1.4 O Espaco Q3(0)

Seja D um divisor sobre uma curva C. Definimos o espago vetorial sobre K (subespago

de Qx(K(C)))
QD) :={w € Qg (K(C));div(w) > D}.

Seja w € Q4(D) uma diferencial tal que div(w) = W. Entdo, temos o importante
isomorfismo
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p: HY(C,Oc(W — D)) — Q¢(D)
tal que ¢(f) = fw. De fato,

1. a funcao ¢ estda bem definida, porque

div(fw) = div(f) + div(w) = div(fw) — D = div(f) + div(w) — D =
div(f)+ (W — D) > 0.

Logo, fw € Q5(D). Se a € K, também vale que

plaf) = (af)w = a(fw) = ap(f).
2. Claramente ¢ é injetiva, pois
o(f) =0 fu=0< f=0% ker(p) =0.
3. A fungao ¢ é sobrejetiva, pois se w’ é uma diferencial de (D), entdo div(w’) > D

e w'= fw, para alguma funciao f. Basta mostrar que f € H°(C,O¢z(W — D)). Isso
acontece porque

div(f)+ W — D = div(f) + div(w) — D = div(fw) — D = div(w’) — D > 0.
Além disso, w'= fw = ¢(f).
O espago Q5(0) é chamado o espago das diferenciais requlares sobre C.

Proposicao 1.4.1. Um inteiro positivo | € uma lacuna em P se, e somente se, existe uma
diferencial reqular w tal que vp(w) =1 — 1. Em particular, existe um base wy,,wy,, ..., w;
para o K -espago vetorial Q5(0) tal que vp(wy,) =1; — 1, para cadai=1,...,g.

g9

Prova: o inteiro | é uma lacuna se, e somente se, h®(O¢(IP)) = h°(Oc((l — 1)P)).
Por Riemann-Roch, temos que h°(O¢((I — 1)P)) =1 — g+ h°(Oc(W — (I — 1)P)) e
hO(Oc(IP)) =1+ 1 — g+ h°(Oc(W —IP)). Logo, h°(Oc(IP)) = h%(Oc((I — 1)P)) se, e
somente se, h°(O¢ (W — (I—1)P)) = 1+h%(Oc(W —1P)). Mas, a tiltima igualdade diz que
existe w € Qp((I — 1)P) \ Q¢ (IP) e isto implica que div(w) > (I — 1)P mas div(w) # [P,
isto é, div(w) = (I —1)P. Além disso, w € Q}(0). Para a segunda parte, basta provar que
as diferenciais wy,,wy,, ...,w;, formam um conjunto linearmente independente. Facamos
uma combinacao linear
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a1wy, + aowy, + ... + agwy, =0

com a; € K para cada ¢ =1,...,9. Seja w;, = f;dt, onde ¢t ¢ um parametro local de O¢ p.
Entao, Y7 aw, =Y 7, a;fidt e > a;fidt = 0 se, e somente se, Y 7_, a;f; = 0. Logo,

00 = vp(D_1_, aifi) = mini<icg{vp(aifi)} = ve(aifr).

Com isso, temos que a; f; = 0 e segue que a; = 0. Repetimos isso para ¢ = 2,...,g € no
final obteremos a; = ap = ... = a4 = 0. Isto encerra a demonstracao.

O

Uma base como a da proposi¢ao acima ¢ chamada de base P-hermitiana. Neste caso,
Wiy, Wiy, - wy, tal que vp(wy,) = I; — 1, para cada i = 1,..., g, ¢ uma base P-Hermitiana
para Q}(0).

Definicao 1.4.1. Seja w; uma diferencial reqular. Escrevemos w; = f;dt parai=1,....n,
onde t é um parametro local e f; € K(C).Uma diferencial de ordem n em C é uma
expressao da forma p = wi...wy,, onde wy, ...,w, sao diferenciais sobre C. O conjunto das
diferenciais de ordem n sobre C é um espago vetorial sobre K e € denotado por Q% (K (C)).
Temos que vp(p) = vp(fi...fn), para um ponto P € C. A boa defini¢ao deste nimero
seque da boa definicao deste em Qi (K(C)), isto €, do fato de que se f € O¢p, entao
% € Oc¢.p (ver [2], cap.8 (prop.7)).

Seja D um divisor sobre C. Definimos o espago vetorial (subespaco de Q% (K(C)))
Q¢(D) = {p € Qx(K(C)); div(n) = D}

O espago Q3(0) é chamado de espaco das diferenciais requlares de ordem n (ou de ordem
superior) sobre C. Temos o importante resultado

Proposicao 1.4.2. Seja w uma diferencial sobre C tal que div(w) = W. Entao, temos o
1somorfismo

¢ : H(C,Oc(nW — D)) — Q2(D)
onde p(f) = fw".

Prova: A funcao ¢ estd bem definida porque div(fw™) — D = div(f) +ndiv(w) — D =
div(f) + (nW — D) > 0. Claramente ¢ é K-linear e injetiva. Mostraremos que ¢ é
sobrejetiva. Para isso, note que se u = h(dt)" e w = gdt, entao f = gﬁn é tal que div(f) =
div(h)—ndiv(g). Logo, div(f)+nW —D = div(f)+div(w™)—D = div(fw™)—D > 0, isto
6, f € H(C,Op(nW — D)). Além disso, o(f) = p(L) = L o = g%.g”dt” = hdt" = p.0]

g" g
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Corolario 1.4.1. Se n > 2, entdio o K-espago vetorial Q3(0) tem dimensdo igual a
(2n—1)(g - 1).

Prova: Pelo Teorema de Riemann-Roch
hO(C,Oc(nW)) = grau(nW)+1— g+ h%(C,Oc((1 — n)W))
n(2g—2)+1—-9g+0

2ng —2n —g—1
= (2n—1)(g—1).



Capitulo 2

Mergulho Canonico

Neste capitulo trazemos um texto sobre aplicacoes regulares, sistema linear de divi-
sores e divisores de intersecao sobre curvas. Terminamos demonstrando o teorema de
existéncia do mergulho canonico para uma curva C de género g no espaco projetivo P91,
O texto ¢é baseado no terceiro capitulo da referéncia [11] e também em [5].

2.1 Aplicacgoes Regulares no Espaco Projetivo

Sejam C uma curva e P" o espaco projetivo associado a K"t

Definicao 2.1.1. Uma aplicagao ¢ : C — P™ é dita reqular em um ponto P € C se existem
funcoes requlares fo, ..., fn definidas sobre uma vizinhanca V- de P em C, nem todas nulas
em P, tal que ¢(x) = (fo(x) : ... : fu(x)) para todo x € V. A aplicagio ¢ é dita reqular
se ela for regular em todo ponto de C. Note que se, para algum i € {0,1,....n}, fi € ndo
nulo em P, entdo f; € nao nulo numa vizinhang¢a de P.

Proposigao 2.1.1. Dadas n+1 fungoes racionais fy, ..., f, ndo todas identicamente nulas
em C, entao, a aplicagao ¢ = (fo : ... : fn) se estende a uma aplicagao reqular em toda C.

Prova: Fixemos um ponto P € C e seja m = ming<i<o{vp(fi)}. Se P é pdlo de
alguma f;, entao m < 0 e, se P é zero de toda f;, entao m > 0. Podemos assumir que
numa vizinhanca de P nenhuma das f; tenha pdlo, a nao ser possivelmente o préprio P e,
nao existem zeros comuns aos f;’s, a ndo ser possivelmente em P (porque os zeros comuns
formam um conjunto finito devido a dimensao de C ser 1). Escolhemos um parametro
local t de O¢ p, e multiplicamos cada f; por ¢~ (isto ndo muda o valor da coordenada

17
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projetiva ¢ = (fo : ... : f)). Logo, pondo g; =t~ f;, temos que

o = (fo:fiitfn)
= (tT"fo:tT"fi ot )
= (go:g1::Gn)
Esta ultima expressao tem todas as suas funcoes coordenadas regulares préximas de P
e ao menos uma fungao coordenada é nao nula em P. Isso mostra que ¢ pode ser bem

definida numa vizinhanga de cada ponto P € C. Como C ¢ irredutivel essas vizinhancgas
sempre se intersectam e podemos estender a aplicacao ¢ para toda a curva C.

O

A proposig¢ao seguinte mostra que toda aplicacao regular de C para P™ pode ser escrita
COMoO na proposicao acima.

Proposicao 2.1.2. Dada uma aplicacao reqular ¢ : C — P™ existem n + 1 fungoes
fo, ey fn s0bre C tal que ¢ = (fo : ... © fn). Além disso, se existem fo, ..., fn € G0,y Gn
fungées racionais sobre C tais que (fo: ... fn) = (go : ... : gn) como aplicagoes requlares
em P, entao existe uma fungao racional X sobre C tal que g; = \f; para todo i =0, ...,n.

Prova: Sejam ¢ : C — P™ uma aplicagdo regular e (z¢ : ... : x,) as coordenadas
homogéneas de P". A menos de uma transformagao projetiva (ou mudanga de coorde-
nadas), podemos supor que g nao ¢ identicamente nula sobre ¢(C). Para cadai =0,...,n
definimos f; := (%)O¢ sobre P". Neste caso, a funcao fj é constante igual a 1. A afirmacao
¢é que cada f;, assim definida, ¢ uma funcgao racional sobre C. De fato, dado um ponto
P € C escrevemos ¢ numa vizinhanca desse ponto como ¢(q) = (go(q) : ... : gn(q)) para
funcoes regulares g;’s. Como assumimos acima, gy nao € identicamente nula préoximo a
P. Logo, para cada i =0,....n f; = % é a razao de duas fungoes regulares e, portanto,
é racional. Além disso, ¢ = (1: f1 : ... : f,). Para provar a unicidade, suponhamos que
(fo: ot fu) =(go: ... : gn) e assumimos que nenhuma das coordenadas f; ou g; sao
identicamente nulas, para cada ¢ = 0,...,n. A menos das quantidades finitas de zeros e
pélos das fungoes f;’s e g;’s, temos a igualdade (fo(P) : ... : fu(P)) = (go(P) : ... : gu(P))
para P € C. Como pontos do espago projetivo, temos que existe A\(P) # 0, dependendo
de P, tal que g;(P) = A(P)fi(P), para todo i. Visto que A = i’[— para todo i, entao ela é
racional sobre C a menos de um numero finito de pontos.

O

Essa proposicao estabelece uma relacao biunivoca entre os seguintes conjuntos: o
conjunto das aplicacoes regulares de C em P" e o espago projetivo ]P’”K(C) ={(fo:..:
fn); fi € K(C) e f; # 0 para algum ¢ € {0, ...,n}} associado ao espago vetorial K (C)"!
sobre o corpo K(C).
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2.2 Sistema Linear de uma Aplicacao Regular

Seja D um divisor sobre C e S um subespago vetorial de H°(C,O¢(D)). O conjunto
{div(f) + D; f € S} é chamado um sistema linear. Um sistema linear é dito completo
quando S = H°(C, O¢(D)).

Seja ¢ : C — P™ uma aplicacao regular. Podemos associar um sistema linear para
uma aplicacao regular da seguinte forma: sejam fy, ..., f, as fung¢des racionais sobre C
que definem ¢ e seja D = —ming<;<,{div(f;)}. Temos que se P € C entao —D(P) é o
minimo entre as valorizagoes das f; em P. Logo, —D(P) < vp(f;) para cada i =0,...,n.
Mas entao —D < div(f;) para cada ¢ e isso implica que f; € H°(C,O¢(D)) para todo i.
Entao, escolhemos S como sendo o conjunto de todas as combinagoes lineares das fungoes
fi’s sobre K. Assim, S é um subespago linear de H°(C,O¢(D)). Com isso, temos que
o conjunto dos divisores |¢| := {div(g) + D;¢g € S} forma um sistema linear sobre C
(um subsistema do sistema linear completo |D| de todos os divisores lineares positivos
equivalentes a D).

A proposigao a seguir mostra que o sistema linear |¢| estd bem definido.

Proposicao 2.2.1. O sistema linear |¢| estd bem definido, isto €, independe da escolha
das fungoes f;’s.

Prova: Suponha que as fungoes racionais sobre C go, ..., g, também definem ¢. Pela
proposicao 2.1.2, existe uma funcao racional A sobre C tal que g; = \f; para cada i =
0,...,n. Como div(g;) = div(\)+div(f;), o minimo dos divisores dos g;’s difere do minimo
dos divisores dos f;’s pela parcela div(\). Logo, se D é o minimo dos divisores dos f;’s
e D’ é o minimo dos divisores dos g;’s, temos que D = D’+div(\). Portanto, D = D’ e
os sistemas lineares sdo os mesmos, isto é, |D| = |D’|. Pelas contas abaixo, segue que os
sistemas lineares associados a ¢ definida pelas g;’s e pelas f;’s sao os mesmos:

n n

dz’v(z a;g;) + D" = div(z a\fi) + D'
i=0 i=0
i=0

n

= div()_aif;) + div(\) + D'
=0

= dZ’U(Z alfl) + D. O

1=0
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Definicao 2.2.1. Seja ¢ : C — P™ uma aplicagao regular com imagem nao degenerada,
isto é, ¢(C) nao estd contida em um hiperplano. O sistema linear |¢| definido acima é
chamado de sistema linear da aplicacao ¢.

Observagao 2.2.1. Um sistema linear completo |D| tem uma estrutura natural de espago
projetivo quando definimos a bijecdao

P(H"(C, Oc(D))) — | D

que toma o gerador de uma funcio f € H(C,O¢(D)) e associa ao divisor div(f) + D.
De fato, como div(\f) = div(f) para toda constante X\, a aplica¢io estd bem definida.
Além disso,

e A aplicagao € injetiva: suponha que div(f) + D = div(g) + D. Entao, div(f) =
div(g) e temos que div(%) = 0. Logo, g nao possui nem zeros nem polos e portanto
deve ser uma constante nao nula. Mas entao f e g possuem um mesmo gerador em

H°(C,Oc(D)).

e A aplicagao é sobrejetiva: tomamos um divisor E € |D|. Como E = D, existe uma
fungao racional f tal que E = div(f) + D. Logo, div(f)+ D = E > 0 e temos que
f € H°(C,O¢(D)). Além disso, claramente E ¢ a imagem de f pela aplicacao.

2.3 Pontos de Base de um Sistema Linear

Definicao 2.3.1. Seja L um sistema linear sobre uma curva C. Um ponto P em C
um ponto de base do sistema linear L se todo divisor E € L € tal que E(P) > 1, isto
E > P. Um sistema linear L que nao tem pontos de base € dito livre de pontos de base.

é
¢,

Seja ¢ : C — P" uma aplicagao regular e seja P um ponto da curva C. Queremos
mostrar que existe um divisor E € |¢| tal que E(P) = 0. Para isso, escrevemos ¢ = (fj :
... © [n) para fungoes racionais f;’s definidas sobre C. Seja D = —mino<;<,{div(f;)} e
suponhamos que ming<;<,vp(f;) = k. Digamos que este valor minimo ¢é alcancada pela
funcao f;, isto é, vp(f;) = k. Entao, D(P) = —k e tomamos E = div(f;) + D. Com isso,
temos que E € |¢| e E(P) = vp(f;) + D(P) =k — k =0, como queriamos.

O exemplo acima mostra que quando ¢ ¢ uma aplicagao regular com imagem nao
degenerada, entao o sistema linear |¢| associado é livre de pontos de base.

A seguir relacionamos sistemas lineares livre de pontos de base com espagos de fungoes.

Proposicao 2.3.1. Um ponto P é um ponto de base do sistema linear L C |D| definido
pelo subespago vetorial S C H°(C,O¢(D)) se, e somente se, S C H°(C,O¢(D — P)).
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Em particular, P é um ponto de base do sistema linear completo |D| se, e somente se,

H°(C,0c(D — P)) = H°(C,O¢(D)).

Prova: Seja L C |D| um subsistema do sistema linear completo |D|. Seja S C
H°(C,O¢(D)) o subespaco vetorial que corresponde a L, isto é, os divisores em L sdo
exatamente aqueles da forma div(f)+ D, para f € S. Entao, para todo f € H°(C,O¢(D))
e todo ponto P € C, temos D(P) + vp(f) > 0. Portanto, P é um ponto de base de L
se, e somente se, para todo f € S, D(P) + vp(f) > 1 (por definicdo com E = div(f) +
D). Como f € HY(C,0¢(D)), esta tltima condi¢ao diz que f € H°(C,O(D — P)).
Em particular, P é um ponto de base do sistema linear completo |D| se, e somente
se, H°(C,Oc(D)) C H°(C,0c(D — P)). Mas entao se, e somente se, H*(C,O¢(D)) =
HY(C,O¢(D — P)).

O

A proposicao acima nos diz que P € C é um ponto de base do sistema linear completo
|D| se, e somente se, h°(Oc¢(D — P)) = h%(Oc(D)). Temos também que P nao ¢ um
ponto de base do sistema linear |D| se, e somente se, existe f € H(C,O¢(D)) tal que
vp(f) = —D(P) (ver demonstragao acima). Sendo assim, |D| é livre de pontos de base
se, e somente se, h?(O¢(D — P)) = h%(O¢(D)) — 1 (porque subtrair um ponto significa
diminuir a dimensao do espa¢o em no méaximo 1).

Dado um sistema linear completo |D| com pontos de base, podemos fazer a
“remocao” desses pontos de modo que o sistema fique livre de pontos de base sem, no
entanto, afetar o espaco de fungoes associado ao divisor D. Isso se faz da seguinte forma:
seja F' = min{E; E € |D|}, o minimo dos divisores do sistema linear |D| (F é o maior
divisor que ocorre em todos os divisores de |D|). Temos o seguinte resultado

Proposigao 2.3.2. Seja F' = min{E; E € |D|}. Entio, H°(C,O¢c(D—F)) = H°(C,Oc(D)).

Prova: Como F > 0 temos que D — F < D. Portanto, H°(C,O¢(D — F)) C
H°(C,O¢(D)). Reciprocamente, seja f € H°(C,Oc(D)). Entao, div(f) + D > 0, isto
é, div(f) + D € |D|. Podemos escrever div(f) + D = F' + D’ para algum divisor nao
negativo D’. Logo, div(f) + D — F = D’> 0 e segue que f € H°(C,O¢(D — F)).

O

Temos que |D — F| = |D| — F e como |D| — F ¢ livre de pontos de base temos que
|D — F| também é. Isso nos permite assumir que |D| é sempre um sistema linear completo
livre de pontos de base.
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2.4 Divisor Hiperplano de uma Aplicacao Regular

Seja C uma curva e seja (zo, ..., ) as coordenadas homogéneas de P". Fixado um
polinomio homogéneo G nao identicamente nulo sobre C, queremos definir o divisor in-
tersegao, div(G), sobre C tendo em vista os pontos onde G se anula. Dado um ponto P
onde G se anula, escolhemos um polinomio H de mesmo grau que nao se anula em P
(uma maneira é tomar 27"*'“) onde z; é uma coordenada nao nula de P). Neste caso, a
razio & ¢ uma fungdo racional sobre C que se anula em P. Definimos o divisor div(G)(P)
como Vp(%) para cada ponto P onde G se anula, e div(G)(Q) = 0 para os pontos ) onde
G nao se anula. A definigdo acima é boa, porque o divisor nao depende do polinomio H
escolhido. De fato, se toméssemos outro polinomio H’, entao teriamos

ve(45) = ve(§ ) = ve(§) +ve(f) = ve(f).
Note que este divisor é estritamente positivo nos pontos onde GG se anula.

Seja ¢ : C — P" uma funcgao regular. Suponha que H é um hiperplano em P"
(conjunto dos zeros de um polindmio homogéneo de grau 1 em P") e que a curva C é nao
degenerada. Definiremos um divisor ¢*(H) associado a este hiperplano. Para isso, fixe
um ponto P € C e consideremos sua imagem em ¢(C). Suponha que L = 0 é a equagao
que define H. Como C é ndo degenerada, L nao é identicamente nula sobre ¢(C). Escolha
outra equagao homogénea L' = 0 que nao se anula em ¢(P) e consideremos a fungao
h = (%) o ¢ definida numa vizinhanga de P. Se escrevemos ¢ = (fy : ... : f,,) para fungoes
regulares f;’s sobre C numa vizinhanca de P, entao h é a razao entre duas combinacoes
lineares de fungoes regulares (numa vizinhanca de P) com denominador diferente de zero
em P. Portanto, h é regular numa vizinhanca de P. Definimos o divisor ¢*(H) em P
como vp(h) (a valorizacao de h em P). Como h é regular, vp(h) é um inteiro nao negativo
e, serd estritamente positivo se, e somente se, ¢(P) € H. Este divisor estd bem definido
pela mesma razao como no divisor intersecao acima.

Definig¢ao 2.4.1. O divisor ¢*(H) definido sobre C é chamado de divisor hiperplano para
a aplicagao ¢.

Este conceito sera muito 1til para o proximo capitulo quando definirmos divisor de
intersecao de um subespaco linear projetivo. A seguir, mostraremos que o conjunto dos
divisores hiperplanos {¢*(H)} coincide o sistema linear |¢| para a aplicagao ¢.

Proposigao 2.4.1. Seja H um hiperplano definido pela equagdo linear L =3, a;x; = 0
e considere a aplicacao regular ¢ = (fo : ... 1 fn). Suponha que D = —ming<;<p,{div(f;)}.
Entao, se C € uma curva nao degenerada, vale a igualdade
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¢*(H) = div(X0y aifi) + D.

Prova: Fixemos um ponto P em C e escolhemos j tal que —D(P) = vp(f;) seja a
ordem minima. Neste caso, a coordenada z; nao se anula em P(pois, z; = f;(P) que ndo
possui zeros pela proposicao 2.2.1) e podemos tomar x; = 0 como a equagdao L' = 0 na
defini¢do acima do divisor hiperplano ¢*(H). A fungao h = (%) o ¢ é exatamente igual a

n " ~ s . . .« . . ~ , .
h = Z:fif que nao ¢ identicamente nula numa vizinhanca de P, pois C nao esta contida

em M. Sendo assim,
vp(h) = vp(3_igaifi) —ve(f;) = ve(3 i aifi) + D(P)
e temos o resultado desejado.

O

A proposi¢ao nos mostra que ¢*(H) = D (com g = Y a;f; € {combinagdes lineares
das f/s }) para cada divisor ¢*(H) € {¢*(H)}. Por defini¢do temos que o conjunto dos
divisores hiperplanos {¢*(H)} forma o sistema linear |¢| da aplicagao ¢ : C — P™.

Proposicao 2.4.2. Seja L C |D| um sistema linear livre de pontos de base de dimensao
n sobre uma curva C. Entdo, existe uma unica aplicacao reqular ¢ : C — P™ tal que
L = |¢|, a menos das mudancas de coordenadas em P™.

Prova: Suponha que o sistema linear L corresponde ao subespaco vetorial S C
H°(C,0c(D)), isto é, que os divisores de L sdo da forma div(f) + D, para f € S.
Escolha uma base fy, ..., f, para S. Entao, tomamos a aplica¢ao regular ¢ = (fo : ... : fn)
e afirmamos que L = |¢|. De fato, basta mostrar que —D(P) = mino<;<,{vp(fi)}. Por L
ser livre de pontos de base, temos que para cada P € C existe um fp € S tal que vp(fp) =
—D(P) e temos também que vp(f) > —D(P) para cada f em H°(C,O¢(D)). Logo, se
nao for —D(P) = mino<;<,{vp(fi)}, entdo deve ser ming<;<,{vp(fi)} > —D(P). Mas
entao devemos ter vp(f) > —D(P) para f em S, uma contradi¢ao. Para ver a unicidade
suponha que para ¢' = (go : ... : g,) também temos L = |¢|. Os divisores de |¢| sao entao
da forma div(g)+ D" onde g é uma combinagcao linear dos g;’s e D’= —ming<;<p,{div(g;)}.
Em qualquer caso, como |¢p| = L = |¢’|, entdo div(f;)) + D = div(g) + D’. Logo,
podemos mudar coordenadas em ¢’ (por exemplo, trocar g; por g) e assumir que para
cada i, div(f;) = div(g;) + D'. Se colocarmos h; = %, vemos que div(h;) = D' — D é
constante e independe de 7. Entao, os h;’s tem o mesmo divisor e por isso devem ser
iguais, a menos de um fator constante. Ajustando os g;’s por fatores constantes, pode-
mos assumir que existe uma tunica funcao racional h sobre C tal que h = % ( na verdade
temos ¢” = (go : ... : gn) = A¢’ onde A é uma matriz diagonal). Assim, temos que
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¢ = ¢, e portanto ¢ é tinica, a menos das mudancas de coordenadas que foram aplicadas
na demonstragao.

O

Essa proposicao mostra a existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre o con-
junto dos sistemas lineares de dimensao n sobre C livres de pontos de base e o conjunto
das aplicagoes regulares ¢ : C — P com imagem nao degenerada, a menos de mudancas
lineares de coordenadas.

2.5 Critério para ¢p ser mergulho

Seja D um divisor cujo sistema linear completo |D| é livre de pontos de base. De-
notaremos por ¢p a aplicacao regular associada a este sistema. Enfim, estabeleceremos
condicoes para que a aplicacao regular ¢p seja mergulho.

Definicao 2.5.1. Uma aplicacao regular ¢ : C — P™ sera chamada um mergulho quando
for injetora e para cada ponto P € C existir um hiperplano H de P" tal que ¢*(H)(P) = 1.

As condigbes impostas nessa defini¢ao nos diz que cada ponto da imagem de ¢(C) é nao
singular (pois se existisse um ponto em ¢(C) singular, entdo todo hiperplano passando
por ele teria multiplicidade de intersegdo maior que um). Em outras palavras, essas
condigbes nos diz que ¢ separa pontos e tangentes. Assim, C e ¢(C) sdo curvas projetivas
nao singulares e birracionais e, portanto, isomorfas (cf. [2], capitulo 7, teor.3).

Lema 2.5.1. Seja |D| um sistema linear completo sobre uma curva C livre de pontos de
base. Fizado um ponto P € C, entdo existe uma base fq, ..., frn para H*(C,Oc(D)) tal que
Vp(fo) = —D(P) e I/p(fi) > —D(P) para 1> 1.

prova: Consideremos a codimensao do subespago H°(C, Oc(D —P)) em H°(C, O¢(D))
(que ¢é igual a 1, pela proposigao 2.3.1) e seja fi, ..., f, uma base de H°(C,O¢(D — P)).
Estendemos esta base para uma base de H°(C, O¢(D)) acrescentando uma fungio fy €
H°(C,0c(D))\ H°(C,O¢(D — P)). Entao, para cada i = 1,...,n

fi € H(C,O¢(D — P)) & div(fi) > —(D — P) & vp(f;) > —D(P)+1 &
vp(fi) > —D(P).

Portanto, vp(fy) = —D(P).0
Esse lema nos ajudara no proximo resultado onde impomos condigoes para que a
aplicacao ¢p seja injetiva.
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Proposicao 2.5.1. seja |D| um divisor sobre uma curva C livre de pontos de base.
Fizados dois pontos distintos P e Q de C, entdo

¢p(P) = ¢p(Q) & H°(C,0c(D — P - Q)) = H°(C,Oc(D — P)) = H°(C,O0c(D - Q)).
Assim,
ép € injetivo < para P # Q temos h°(Oc(D — P — Q)) = h°(O¢(D)) — 2.

Prova: Como mudanga de base de H°(C, O¢(D)) d4 somente uma mudanga linear de
coordenadas para a aplicacao ¢p (pela proposicao 2.4.2), podemos usar, na demonstragao,
a base do lema anterior. Sendo assim, podemos multiplicar ¢ por t~P%) (¢ parametro
local em P) para obter ¢p(P) = (1:0: ...:0) (porque vp(t~PPE) ;) > vp(t=PE) f) =0,
para todo i = 1,...,n). Portanto, ¢p(P) = ¢p(Q) se, e somente se, ¢pp(Q) = (1:0: ...:
0). Esta dltima igualdade é equivalente a vg(fo) < vo(f:) para cada i = 1,...,n, pela

construcao da aplicagdo ¢p = (fo : ... : fn). Como @ nao é ponto de base de |D], isto
ocorre se, e somente se, vo(fo) = —D(P) (fo € H°(C,0¢(D)) \ H°(C,0c(D — Q)))
e vo(fi) > —D(Q) para cada i = 1,..,n. Mas, pelo lema anterior, isso acontece

se, e somente se, {fi,..., fn} ¢ uma base de H°(C,O¢(D — @Q)). Logo, se, e somente
se, H'(C,Oc¢(D — P)) = H°C,Oc(D — Q)), porque {fi,..., fn} j4& era uma base de
HY(C,O¢(D — P)). Entéo, toda funcio f € H°(C,O¢(D)) com vp(f) > —D(P), isto é,
f € H°(C,Oc(D — P)) satisfaz vg(f) > —D(Q), porque se existisse f € H(C,Oc(D —
P))\ H°(C,Oc(D — P — Q)) ela seria tal que vp(f) > —D(P) mas vg(f) # —D(Q) +
1 e terfamos vg(f) # —D(Q), uma contradigao. Com isso, H°(C,O¢(D — P)) C
HY(C,0¢(D — P — Q)), visto que P e @ sao distintos. Portanto, concluimos a primeira
parte. Para a segunda parte, como |D| é livre de ponto de base temos que h®(O¢(D —
P)) = h%(O¢(D - Q)) = h°(Oc(D)) — 1. Portanto, h°(Oc(D — P —Q)) = h°(Oc(D)) — 1
ou h°(Oc(D — P —Q)) = h°(Oc(D)) — 2. Se ¢p ¢ injetiva, entao ¢p(P) # ¢p(Q) e pela
primeira parte da proposigao temos que H°(C,O¢(D — P — Q)) é um subespaco préprio
de H°(C,O¢(D — P)) para todo P e Q. Logo, devemos ter h°(O¢(D — P — Q)) =
h%(O¢(D)) — 2. Reciprocamente, se a dimensao sempre cai de 2, entdao a inclusio
H(C,0¢(D — P —Q)) € H*(C,Oc(D — P)) C H°C,Oc(D)) é sempre prépria para
todos P e @ distintos. Logo, ¢p(P) # ¢p(Q) para todos P e @ distintos (pela primeira
parte) e, portanto, ¢p € injetiva.

O

As aplicagoes regulares serao tratados a partir de agora por morfismo e, se ¢ é um
morfismo injetivo tal que sua inversa ¢! também ¢ um morfismo dizemos que ¢ é um
isomorfismo. Importante é saber que mesmo que ¢p seja injetiva nao garantimos que C
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estd mergulhada regularmente em P (veja [5], cap. 5, pag. 162). Mas, a seguir, temos
uma condi¢ao necessaria e suficiente para um mergulho regular.

Lema 2.5.2. Seja |D| um divisor sobre uma curva C livre de pontos de base. Suponha que
¢p € injetiva e fire um ponto P em C. Entao, a imagem ¢p(C) € uma curva reqularmente
merqulhada numa vizinhanga de ¢p(P) (isto €, ¢p € um isomorfismo numa vizinhanga

de P) se, e somente se, H'(C,Oc(D — P)) # H°(C,Oc(D — 2P)).

Prova: (=): Se ¢p é um mergulho, entdo existe um hiperplano H tal que
&% (H)(P) = 1. Como {¢*(H)} = |¢| pela proposicao 2.4.1, entao existe f € H(C, O¢(D))
tal que D(P) + vp(f) = 1. Mas entdo vp(f) = —D(P) + 1 e isto implica que
fe HC,Oc(D — P))\ H*(C,Oc(D — 2P)).

(«): Suponha H°(C,O¢(D — P)) 2 H°(C,0Oc¢(D — 2P)), entdao h®(Oc¢(D — P)) =
h%(Oc(D—2P))+1. Logo, como na demonstragao do lema 2.5.1, existe f € H(C, O¢(D—
P))\ H°(C,O¢(D —2P)) tal que vp(f) = —D(p)+ 1. Isto implica que vp(f)+ D(P) = 1.
Como div(f) + D € {¢5(H)}, entao existe um hiperplano H tal que ¢%(H)(P) = 1.

Logo, como ¢p ¢ injetiva, por definicao é um mergulho.
O
Em termos de dimensoes, temos o seguinte critério:

Proposigao 2.5.2. Seja |D| um divisor sobre uma curva C livre de pontos de base. Entao,
¢p € um mergulho regqular injetivo e um isomorfismo sobre sua imagem (que € uma curva
reqularmente mergulhada em P") se, e somente se, para todos pontos P e Q) em C, temos

hP(Oc(D — P —Q)) = h°(O¢(D)) — 2. (0 caso P = Q € necessdrio aqui)

Prova: (=): A codimensao de H°(C, Oc(D—2P)) em H(C,O¢(D—P)) é 1 pelo lema
2.5.2, e como | D| é livre de pontos de base, temos que H°(C, O¢(D — P)) tem codimensao
1 em H°(C,O¢(D)). logo, para P = @, vale que h’(O¢(D —2P)) = h°(O¢(D)) — 2. Para
P # @), vale pela proposicao 2.5.1.

(«): Para P # @ temos que ¢p ¢é injetiva (pela proposicao 2.5.1) e, para P = @) temos
que ¢p é mergulho regular e um isomorfismo sobre sua imagem (pelo lema 2.5.2).

O

2.6 Graus da Imagem e do Morfismo

Sejam C e C' duas curvas e ¢ : C — C’ um morfismo nao constante. Entao, temos que
¢ é sobrejetivo e existe um homomorfismo do corpo K (C’) para o corpo K(C), onde K (C)
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¢ uma extensao algébrica finita de K (C') (ver [3],11.6.8). Definimos o grau do morfismo
¢ como sendo o grau dessa extensdo, em notagao, grau(¢) = [K(C) : K(C')].

Sejam P € C e Q = ¢(P) e, considere t € O¢g um parametro local em Q. O
inteiro Mp(¢) = vp(t) (entenda a notacao do lado direito como vp(t o ¢)) é chamado de
multiplicidade (ou indice de ramificagao) de ¢ em P. Um resultado importante conhecido
como férmula de Hurwitz cujo enunciado é: Se ge e ger denotam, respectivamente, os
géneros das curvas C e C’, entao vale a equacao

2(9c — 1) = 2grau(9)(ger — 1) + > pec(Mp(9) — 1)

terd utilidade nas observagoes seguintes. Sua demonstracao pode ser encontrada em [5],
capitulo 2 e teorema 4.16.

Das definicoes acima e das propriedades de valorizagao, seguem as seguintes ob-
servagoes:

e Para cada Q € C', D = } p s 1q Mp(¢)P é um divisor efetivo de grau igual a
grau(e);

e A menos de uma quantidade finita de pontos P € C, temos Mp(¢) = 1 (segue da
férmula de Hurwitz). Os pontos P € C (e os ¢(P) € C') tal que Mp(¢) > 1 sdo
chamados de pontos de ramificacao;

e Para morfismos nao-constantes de curvas ¢ : C — C' ey : C' — C" e para P € C

temos que Mp(th 0 ¢) = Mp(¢)My(p)(¢) €;
e Para f € K(C') temos vp(f o ¢) = Mp(d)vgp)(f).

Proposicao 2.6.1. Uma curva C € hipereliptica se, e somente se, existe um morfismo
¢:C — P! de grau 2.

Prova: (=): Seja P um ponto hipereliptico em C, entdo existe uma fungdo nao
constante f € K(C) tal que vp(f) = —2, pois 2 é nao lacuna em P. Logo, vp(f~') = 2
e f~! é regular numa vizinhanca de P. Definimos ¢ : C — P! como ¢ := (1 : f71).
Temos que ¢ é um morfismo e ¢(P) = (1 : 0). Entao, se (zg : x1) sdo as coordenadas
homogeéneas de P!, temos que ¢ = x; é um parametro local em (1 : 0). logo, grau(¢) =
grau(}_pey-1(1:0) Mp(@)P) = Mp(¢) = vp(to ¢) = vp(f~) =2.

(<): Seja ¢ : C — P! um morfismo de grau 2 e seja ¢(P) = Q. A menos de transformagao

projetiva, podemos supor @ = (1 : 0). Logo, existe f (a segunda coordenada da aplicagao
¢ = (1:f)) tal que 2 = grau(¢) = vp(f). Entao, vp(f~') = —2 (isto é, 2 é nao lacuna
em P). Portanto, C é hipereliptica.(]
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Definicao 2.6.1. Se D é um divisor tal que |D| é um sistema linear livre de pontos de
base e pp € um mergulho regular (isomorfismo), entdo dizemos que D € um divisor muito
amplo.

Seja ¢ : C — P™ um morfismo e seja ¢(C) = C’' uma curva. Ja definimos anteriormente
o grau do morfismo ¢. Agora, temos mais duas defini¢oes de graus:

e O grau da curva C (grau(C)) é definida como o grau de qualquer divisor hiper-
plano sobre C. A definicao é boa porque qualquer dois divisores hiperplanos sao
linearmente equivalentes;

e O grau da curva C’ (grau(C’)) é definida como o grau de qualquer divisor hiperplano
sobre C'. Da mesma forma, esta defini¢ao é boa.

O proéximo resultado relaciona esses graus.

Proposicao 2.6.2. Seja ¢ : C — P™ um morfismo cuja imagem é uma curva C' nao-
singular (suave). Entao, vale a igualdade

grau(¢™(H)) = grau(¢)grau(C’).
Em particular, se D é um divisor muito amplo, entdo vale que grau(C') = grau(D).

Prova: Fixemos um ponto P € C e sejam H um hiperplano definido pela equacao
L =0 e M um polinémio homogénio linear que nao se anula em P. Entao, ¢*(H)(P) =

div((37)00)(P) = vp((37)00) = Mp(d)vsr)(37) = Mp(d)ver) (L) = Mp(¢)div(L)(¢(P)),
onde div(L) é o divisor hiperplano de L sobre C". Logo, grau(¢*(H)) = Y pee ¢*(H)(P) =
> pec Mp(¢)div(L)(¢(P)). Agora, para cada ponto € C' (na imagem de ¢), temos o
valor 3~ pe 1) Mp(¢)div(L)(Q) a ele correspondente. Com isso, nosso somatdrio fica

grau(¢*(H)) = > _¢"(H)(P)

pPeC

= > > Mp(¢)div(L)(Q)

QeC’ Pep1(Q)

= (Q_din(L)@)( Y Mp(9))

Qec’ Pe¢=1(Q)

= (D div(L)(Q))grau(9)

Qec’
= grau(div(L))grau(e)
= grau(C")grau(¢).
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Isto prova a férmula do grau. Para a segunda parte, como D € |D| = {¢*(H)}, temos
que grau(D) = grau(¢p*(H)) = grau(¢p)grau(C’). Mas, grau(¢p) = [K(C) : K(C')] =1

[a)

porque ¢p é isomorfismo (ou seja, K(C) = K(C')). Portanto, grau(D) = grau(C’) e
concluimos a demonstragao.

O

2.7 O Morfismo Canonico

Precisamos apenas de mais um lema para obter o resultado central deste capitulo: O
mergulho canonico de uma curva C de género g em P91,

Lema 2.7.1. Seja W um divisor canonico sobre uma curva C de género g > 1. Entao,
temos que o sistema linear completo |W| € livre de pontos de base.

prova: Se W nao fosse livre de pontos de base, entao existiria um ponto de base P tal
que h(Oc(W—D)) = h%(Oc(W)). Mas entao, por Riemann-Roch, terfamos h%(O¢(P)) =
grau(P)+1—g+h°(Oc(W—=P)) = 2—g+h(Oc(W)) = 2—g+g = 2. Logo, H*(C, Oc(P))
seria gerado por {1, f} sobre K, onde f € K(C) e 0 < (div(f)+P)(P) = vp(f)+1. Entao,

vp(f) > —1 e pelo lema 2.5.1, deverfamos ter vp(f) = —1. Mas entdo, P seria o unico
polo de f, cuja ordem é 1 (pois se Q) # P, entao vo(f) = (div(f) + P)(Q) > 0). Como
vp(f1) = —vp(f) = 1, terfamos que ¢ := (1 : f~') seria um morfismo (numa vizinhanga

de P) de C em P! tal que ¢(P) = (1 :0). Terfamos que ¢t = f~! é um parametro local
em ¢(P) e que grau(¢) = grau(} pes-1(1.0) Mp(9)P) = Mp(¢) = vp(t) = vp(f~') = L
Logo, K(P') = K(C), e teriamos que ¢ ¢ um isomorfismo. Mas entao, gc = gp = 0, 0
que é uma contradi¢ao porque estamos admitindo ge > 1.

U

Pela demonstragdao acima, temos que h°(Oc(P)) = 1 (isto é, H°(C,O¢(P)) = K).
Temos também que, sendo |[W| livre de pontos de base, entao h°(Oc(W—P)) = h°(Oc(W))—
1 =g — 1. Portanto, pela proposi¢ao 2.4.2 temos que o morfismo associado

ow : C — P91

estd definido (pois dim|W | = dimP(H°(C, O¢(W))) = g—1). O morfismo ¢y é chamado
de morfismo canonico para a curva C. Note que para o morfismo ¢y ser mergulho
precisamos admitir uma curva com género g > 3. O teorema a seguir nos traz uma
condicao necessaria e suficiente para esse morfismo ser mergulho.
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Teorema 2.7.1. Seja C uma curva algébrica de género g > 3. FEntdo, o morfismo
canonico ¢y € um merqulho se, e somente se, C € nao hipereliptica. Além disso, se
C € ndo hipereliptica entdo o morfismo canénico mergulha C em P9~ como uma curva
projetiva nao-singular de grau 2g — 2.

Prova: Pela proposicao 2.5.2, ¢y nao serd um mergulho se, e somente se, h(O¢ (W —
P—Q)) # h°(Oc(W))—2. Isto é equivalente a termos h%(O¢ (W —P—Q)) = h%(Oc(W)) —
1 = g—1, pois |W] é livre de pontos de base (pela proposi¢ao 2.3.1). Agora, pelo teorema
de Riemann-Roch temos que

W (Oc(W—-P—-Q)) = grau(W—P—Q)+1—g+h’(Oc(P+Q))
= g—3+h%O:(P+Q)).

Assim, o morfismo canonico nao sera um mergulho se, e somente se, existem pontos P e ()
tais que h°(Oc(P+Q)) = 2. Mas, isto é equivalente a dizer que toda f € H(C, O¢(P+Q))
nao constante define um morfismo de grau 2 de C sobre P! (porque se f é nao-constante
entao f nao pertence nem a H°(C, Oc(P)) nem a H°(C, O¢(Q)), pois ambos sao isomorfos
a K,edal (f)oo = P+ Q@ que implica [K(C) : K(f)] = 2 que implica a existéncia de um
morfismo de grau 2 de C sobre P!). Isto é equivalente a C ser hipereliptica. Portanto, esta
demonstrado a primeira parte do teorema. A segunda parte segue da proposicao 2.6.2,
pois grau(ew (C))grau(éw) = grau(@iy (H)), onde grau(éiy (H)) = grau(W) = 29 — 2 e
grau(¢w) = 1. Com isso, acabamos a demonstracao.

O



Capitulo 3

Divisor Intersecao de espaco
Osculador

Seja C uma curva algébrica projetiva nao-singular, irredutivel e nao hipereliptica
de género g definida sobre um corpo algebricamente fechado K. Seja P um ponto
sobre C e sejam wy,,wy,, ...,w;, diferenciais regulares sobre C cujas ordens em P sao
li—1,l,—1,...,1l;,—1, respectivamente. Sabemos que estas diferenciais formam uma base
P-hermitiana para o K-espago vetorial Q%(0) de diferenciais regulares sobre C. Podemos
identificar C com sua imagem em P9~! (ou P4~ ") através do mergulho canénico

_ ) -1
dw = (Wi, Wiy, -y wy,) 2 C = PI7H
Com isso, C se torna em uma curva de grau 2g —2 em P91, e os inteiros nao negativos

li—1,l1,—1,...,l,—1 sao exatamente as multiplicidades de interse¢ao de C com hiperplanos

H,., definidos por equagoes Zf;ol aq;z; =0, em P. A menos de transformacao projetiva,

podemos supor P = (1:0:...:0).
Seja 7 um subespaco linear em P91, isto &,

T={CePLi(() = La(Q) = ... = L, (() = 0}
onde L; = 0 é a equacao que define o hiperplano ‘H; para cada ¢ =1,...,r.

Observagao 3.0.1. Para o que seque, ao invés de usarmos a notagio ¢y, (H) para o
divisor hiperplano sobre uma curva C (associado ao mergulho candnico ¢w ) definido na
se¢ao 2.4 do capitulo 2, usaremos a notagao C.’H.

Definimos um divisor interse¢ao de C com 7 como

31
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C.T =) geemin{rg(C.H); H é um hiperplano e H O 7 }Q)

Como a curva C é nao-degenerada este divisor estd bem definido e tem como suporte
cCNnT.

Definicao 3.0.1. Definimos o espaco osculador de C em P de dimensdo i, para cada
1=20,...,9 — 2, como sendo a intersecao de todos os hiperplanos 'H passando por P com
multiplicidade de interseciao maior que ou iqual a l; o — 1. Denotamos tal espaco por T®
e convencionamos TV = (.

Tendo em vista essa definicdo, obtemos um divisor intersecao do espaco osculador 7
com C definido da seguinte forma

CTY = > 0ecemin{vg(C.H); H é um hiperplano e vp(C.H) > liy2 — 1}Q

Dessa definicéo, temos que vp(C.7W) = 1,15 — 1, para cada i = 0, ..., g — 2.
Note que 7¥~2 é um hiperplano e portanto

CTU™ =3 e vo(CH)Q

onde H é um hiperplano tal que vp(C.H) = [, — 1. Mas isto nos diz que C.TU™2 =
div(w,). Escreveremos

CTY9 ™D =(l,— )P+ 71Q1 + .. + jmQm

com os @;’s distintos (eles formam o suporte do divisor C.79 % juntamente com P).
Como

2g — 2 =grau(div(w, ) =grau(C.792) = (I, — 1) + (j1 + ... + jim)

entao, fazendo [, = 2g—1—g¢, temos que j;+...+j,, = ¢. Com a notagao acima para cada
i=0,...,g—2 o divisor C.7® possui seu suporte contido no conjunto {P,Q1,Q2, ..., Qm }.

Vimos acima que as mudancas dos divisores ocorridas no ponto P estao esclarecidas.
Mas, nao podemos dizer o mesmo para os outros pontos de intresecoes, isto é, para os
pontos @1, ..., Q. O primeiro teorema abaixo nos traz informacoes sobre a cadeia nao
decrescente de divisores efetivos

CTO —(l,-1)P<..<CTY™? — (I, - 1)P.

Tais informacoes estao relacionadas com a dimenséao dos espacos osculadores 7 em que
podem ocorrer mudancas nessa cadeia.

Para o que segue, denotaremos cada lacuna especial \; por I, j = 1,...,q, com a
intengao de saber a posicao que tal lacuna ocupa no conjunto ordenado L = {ly,ls, ..., 4 }.
Para demonstrarmos o teorema precisamos dos dois lemas seguintes
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Lema 3.0.2. Se wy,,wy,,...,w;, € uma base P-Hermitiana para o K-espago vetorial de
diferenciais regqulares Q%(0), entdo

div(wy,) + div(w,,,_,) £ div(w,) — P
para cada t=1,...,q.

Prova: Suponha, por contradicao, que div(wy,) + div(wy,,,_,) > div(w,) — P. Entao,
div(wx,wy,,,_,) = div(w,) — P e temos que wy,wy € Q%(div(w,) — P). Por outro
lado, o teorema de Riemann-Roch nos diz que

q+1—i

ho((’)c(div(wlg) +P)) = grau(div(w,) +P)+1—g+ R’ (Oc(—P))
(20—241)+1—g+0
=g

e que

K (Oc(div(w,))) = grau(div(w,))+1—g+ h°(Oc)
= (29—-2)+1—-g+1
=9
Como QF(div(w,) — P) 2 Q@(div(wy,)), temos que QF(div(w,) — P) = Q3 (div(wy,)).
Logo, wawx,.,_, € Q(div(w,)) e temos que div(wywy,,, ,) = div(w,). Mas entao
) = vp

vp(div(wx,wx,.,_;) (div(wy,)) = ly — 1, uma contradigao porque
vp(div(wy,wx,,,_.)) = ve(div(wy,)) + vp(div(ws,,, ;) =N =1+ A — 1 =1, — 2.
U
Lema 3.0.3 (De normalizagao das diferenciais). Sejam w, ,wi,,, ..., w,, diferenciais

requlares sobre C tal que vp(w;, ) =l;;, — 1, para todo j, e Q € C \ {P} Entao, podemos
normalizar estas diferenciais obtendo dzferencmzs com ordens distintas em () de modo
que suas ordens em P nao sejam alteradas.

Prova: Seja Wy, uma diferencial com as seguintes propriedades:
(i) Sua ordem em @) é a menor para a qual existe pelo menos uma diferencial w;, com a
mesma ordem;
(ii) Sua ordem em P é a maior dentre elas.
Tomamos um parametro local ¢ € O¢ g e consideramos o completamento (5(37@ de Oc .
Podemos escrever
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(w vQ (wli )+1

lij)_‘_alijgt J =+ ...
(wzij)—i—l 4o

vQ
wlij = flij dt € flz‘j = alij,lt

vQ(w; )

vQ
w, = fi, dte fi, =a; it it ay, ol

com ambos a;, 1 € a;, 1 pertencentes a K e diferentes de zero, e f;, e f;, pertencentes
3’ ’ J

~ ap, 1 .
a K(C). Entao, trocamos wy, por wy, +aw, , onde a = —ﬁ. Com isso, temos que
J

i

e, +awr, ) = min{vp(ar, ), vp(n,, )} = V() e
vo(wy,, +awy, ) 2 vo(w, ) + 1> vo(w,)

Caso existam outras diferenciais, além de w;, , nas mesmas condigoes, repetimos o mesmo
processo para cada uma delas. Em seguida, se necessario, passamos a outra diferencial
satisfazendo as propriedades (i) e (ii). Repetimos o processo anterior para este caso. Como
o numero de diferenciais w, ,wy, , ..., wy,, € finito teremos terminado a demonstragao apds
aplicarmos o mesmo processo um numero finito de vezes.

OJ
Estamos em condi¢oes de demonstrar o seguinte teorema:
Teorema 3.0.2. A cadeia nao decrescente de divisores efetivos
CTO —(l,-1)P<..<CTY™? (I, - 1)P

pode somente mudar em dimensoes 11 —2,72—2, ..., 7q—2 correspondendo, respectivamente,
as lacunas especiais Ai, A, ..., \q. Para ser mais preciso, dado uma lacuna liyo € l,, =
mind{lacunas especiais \; \ > l; 1o}, entao

CTY — (lyo— )P =C.T" ) —(I,, — 1)P.
Prova: Como lr; = liyo, vale a desigualdade
CTY — (lyp — )P <C.T"2) — (I, — 1)P.
Basta, entao, mostrar que a desigualdade
CTY — (lyo—1)P>C.T" 2 — (I, — 1)P

também vale. Para isso, é suficiente provar a seguinte afirmacao: “Suponha que H é um
hiperplano que passa por P com multiplicidade de intersecao igual a [ — 1 e, sejam

L.

. = min{lacunas especiais \; A > [}
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e @ € (C\{P})NH. Entao, existe um hiperplano H' que passa por P com multiplicidade
de intersecao igual a [, — 1 e tal que vo(C.H') < vg(C.H)”. Para provar essa afirmacao,
seja

Entao, precisamos mostrar que para cada t € {1,...,n}, existe um hiperplano H’ passando
por P com multiplicidade de intersecao igual a I, —1 e tal que vg,(C.H') < s;. Suponha,
por contradi¢ao, que isso nao vale, isto é, que todo hiperplano passando por P com
multiplicidade de intersecao igual a [, — 1 ¢é tal que vg,(C.H') > s, Aplicando uma
transformagao projetiva, se necessario, podemos supor que, vg,(w;) = $;. Segue que
st < vg,(wr), para cada " > l;;. De fato, dado a base P-Hermitiana wy,, ...,w;, de C em
P, uma das possibilidades é trocar w; por qw; + ... + aj,wy,, onde a; X; + ... +a;, X;, =0 ¢
equagao que define H. Se para algum I’ > [, , tivermos s; > vg, (wy ), entao o hiperplano
H' definido pela equacao Xlrj +aXy =0, para um a € K conveniente, ¢é tal que

vp(C.H') = vp(wy,, +awr) = vp(w, ) =1, e
VRt(C.H/) = I/Rt(wlrj + awl/) = VRt(wl/) S St

Note que a ultima igualdade da segunda linha vale porque estamos supondo que vg, (C.H')
> s; para ‘H' definido por Xlrj = 0. Mas, destas duas linhas, temos uma contradicao a

suposicao inicial. Logo, considerando o divisor .79 — (I, = 1)P = j,Q; + ... + jmQm
com ji + ... + jm = ¢ e os Q;’s distintos, temos que R; € {Q1,...,Qn}. Sem perda
de generalidade, podemos supor que R; = 1 et = 1. Como I, > [, temos que s; =
Vg, (W) < vg,(w,) = j1. Agora, pelo lema 3.0.3, podemos normalizar as diferenciais
regulares wy, wy,, , ..., w;,, de modo que elas fiquem com ordens distintas em ()¢, sem alterar
suas ordens em P. Depois dessa normalizagao, teremos entre as diferenciais wy, , ..., Wi, 5
pelo menos g — (j; — 1) diferenciais com ordens maiores que ou iguais a j; em @)1, porque
as ordens das diferenciais entre wy, , ...,w;, com ordens menores que j; em ()1 pertencem
ao conjunto {0,1,....,71 — 1} \ {s1}. Em seguida, podemos renormalizar as ¢ — (j; — 1)
diferenciais, de modo que suas ordens em (), fiquem distintas, sem alterar suas ordens
em P. Depois dessa renormalizacao, entre essas diferenciais, ficaremos com pelo menos
q— (71— 1) —j, diferenciais com ordens maiores que ou iguais a js em 2, porque as ordens
das diferenciais com ordens menores que js em (3 pertencem ao conjunto {0, 1, ..., jo—1}.
Repetimos esse processo para (J3, Q4, ..., Q,n_1. Finalmente, em @, teremos pelo menos
q—(Gr—1)—jo— . = jm = q— (J1 + Jo + ... + jm) + 1 = 1 diferencial, digamos w;,_
com a € {1,...,¢}, cuja ordem é maior que ou igual a j,. Com isso, w;,_ tem, em @,
ordem maior que ou igual a j;, para cada ¢ = 1,...,m (caso contrario, w;, estaria em
algum dos conjuntos de diferenciais, cujas ordens em ();, sao menores que j; para algum
i€ {l,..,m}). Mas entdo,
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vo,(div(w,, ) > v, (div(w,))
para cada ¢ = 1,...,m. Uma contradigao com o lema 3.0.2 e acabamos a demonstracao.
O
Deste teorema, seguem os seguintes corolarios:
Corolério 3.0.1. Seja H um hiperplano em P91 que passa pelo ponto P. Temos:

i) Se a multiplicidade de H em P for maior que A\, — 1, entdo vale a desigualdade
q
CH>CTY™? (1, - 1)P;

(i) Se a multiplicidade de H em P for exatamente igual a \; — 1, entdo a desigualdade
em (1) € sempre falsa.

Em particular, a dimensao do menor espago osculador de C em P satisfazendo a igual-
dade C.TY — (I — 1)P = C.TY™? — (I, — 1)P € igual ao nimero r, — 1 de lacunas
menores que Aq.

Prova:

(i) Temos que C.H > C.Tra=2 — (A; — 1)P e nao vale a igualdade. Suponha, por
contradi¢ao, que exista algum ponto @; para o qual vale a desigualdade vg,(C.H) <
vo,(C.T¥"?). Entdo, terfamos uma mudanca na cadeia em dimensio maior que
rq — 2, contradizendo o teorema 3.0.2. logo, como a desigualdade claramente vale
para o ponto P, temos o resultado.

(ii) Se vp(C.-H) = A, — 1, entao vale que C.H = div(wy,). Pelo lema 4, div(w),) +
div(wy,) # C.TU™ — P. Logo, existe Q;, i € {1,...,m}, tal que vg,(div(wy,)) +
vg, (div(wy,)) < v, (€.T¥?) = j;. Mas ento, vg,(C.H) < vo,(C.TY?) ¢ segue
que nao vale a desigualdade C.H > .79 — (I, — 1)P.

Finalmente, pelo item (i), todo hiperplano H que passa por P com multiplicidade
maior que ou igual a [, ,, — 1 satisfaz vg,(C.H) > j; para cada ¢ = 1,...,m. Logo,
C.Ta= — (lnys1 — P > €792 — (I, — 1)P e temos a igualdade. Pelo item (ii),
existe pelo menos um hiperplano H que passa por P com multiplicidade igual a A, — 1
satisfazendo vg,(C.H) < j; para algum i € {1,...,m}. portanto, C.T"™2 — (A, — 1)P %
C.T9™ — (I, —1)P e conclufmos a demonstragio. [

O corolario acima generaliza um resultado obtido por Oliveira e Stohr para o caso
quase-simétrico (ver [6], teor.2.2).
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Coroldrio 3.0.2. O espaco osculador C.T"~2 de C em P ndo corta C em nenhum outro

ponto diferente de P,isto ¢, C.Tm=2 _ (A —1)P =0.

Prova: Se r; = 1, ndo h4 nada a fazer, porque neste caso C.7772 = .79 = 0.
Suponha, entao, que r; > 2. Para ¢ =0, l;12 < [,, = \; e segue do teorema 3.0.2 que

CTO —(l,—1)P=CT"2 — (A —1)P.

Como C é nao hipereliptica, temos que Iy = 2 e com isso C.7® — (lb—1)P = cTO —p.
Afirmamos que C.7® — P = 0. De fato, se supormos que C.7?) — P £ 0, teremos a
desigualdade estrita 0 = C.7Y — (I, = 1)P < C.T® — P e obteremos uma contradicio
com o teorema 3.0.2, porque haveria uma mudanca na cadeia em dimensao menor que
r1 — 2. Isso conclui a demonstracao.

0



Capitulo 4

Base Monomial para (2;(0)

Bases monomiais para os espacos vetoriais de diferenciais regulares de ordem superior
Q%(0) sao ferramentas muito uteis em quaisquer tentativas para construir o espago de
moduli de curvas Gorenstein projetivas pontuadas de género aritmético g com sequéncias
de lacunas ly, ..., [, via o0 método de Stohr (ver [6], [7], [12]). Neste capitulo traremos um
resultado (teorema 4.0.3) que, em certas condigoes, nos dard uma base monomial para o
K-espaco vetorial Qf(0). Precisaremos do seguinte lema (coroldrio da demonstracao do
teorema 3.0.2):

Lema 4.0.4. Eriste uma base P-Hermitiana wy,,wy,, ...,w, do K-espago vetorial de
diferenciais regqulares Q%(0) tais que

(1) wry1,Way 2,5 Wa 4, POSSuem ordens em @, respectivamente, iguais 0,1,..., 57 — 1;

(2) Wrg1,Whp2, s Wiy 4y POSSUEM oTdens em ()1 maiores do que ou iguais a ji, € ordens
em (9, respectivamente, iguais a 0,1, ..., 70 — 1;

(M) Wa,, 1, Wrp 25 ooy W POSSUEM OTdens em @y maiores do que ou iguais a j, para
cadat=1,....,m —1, e ordens em Q,,, respetivamente, iguais a 0,1, ..., j,, — 1.

Prova: Seja wy,,wy,, ...,w;, a base P-Hermitiana de Q§(0). Pelo lema 3.0.3 podemos
normalizar essas diferenciais de modo que no ponto () suas ordens ficam distintas, mas
em P suas ordens nao alteram. Denotaremos por ng, a quantidade de valores do conjunto
{0,1,...,j; — 1} nao alcangadas pelas ordens das diferenciais que possuem suas ordens
em (; menores que ou iguais a j; — 1 apds a normalizacao. Entao, apds a normalizacao

38
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em @)y, teremos dentre wy,,wy,, ..., wy,, exatamente ¢ — (j; — n,, ) diferenciais com ordens
maiores que ou iguais a j;. Em seguida, renormalizamos as ¢ — (j; — ns,) diferenciais
de modo que suas ordens ficam distintas em (2, sem, contudo, alterar suas ordens em
P. Apés essa renormalizagdo, ficaremos com exatamente ¢ — (j1 — ng, ) — (J2 — ns,)
diferenciais com ordens maiores que ou iguais a j;. Repetimos esse processo para os
pontos @3, ..., Qm—1. Finalmente, em @, obteremos, dentre wy,,wy,, ..., w,,, exatamente
q— (J1+Jo+ oo+ Jm) + (s, +nsy + ... +15,) = s, + N, + ... + ng,, diferenciais com
ordens em (), maiores que ou iguais a j,,. Agora, se para algum ¢ € {1,...,m} tivermos
ns, > 1, entdo teremos pelo menos uma diferencial, digamos w,, com « € {1, ...,q}, tal
que sua ordem em (), ¢ maior que ou igual a j,,. Isto implica que esta diferencial tem
ordem, em ();, maior que ou igual a j;, para cada i = 1,...,m (caso contrario, ela estaria
em algum dos conjuntos de diferenciais, cujas ordens em ();, sao menores que j; para
algum ¢ € {1,...,m}). Mas isto j& vimos (na demonstragao do teorema 3.0.2) que é uma
contradigao com o lema 3.0.2. Portanto, n,, = 0 para todo ¢ = 1, ..., m e acabamos.

0

Observacao 4.0.2. As diferenciais obtidas no lema 4.0.4 sao exatamente as diferenci-
ais Wy, ...,wy,. Portanto, se I é uma lacuna nao pertencente ao conjunto {Ai, ..., g},
podemos assumir que vg,(w;) > ji, para cada i € {1,...,m}.

Storh e Viana, em um artigo tratando com andlise de Petri’s (ver [13]), e Oliveira,
em um artigo tratando com semigrupos de Weierstrass sobre curvas nao-trigonais (ver
[8]), tém considerados a hipétese geométrica C.7@* — (I,_; — 1)P = 0 para obter base
monomial para o espago vetorial Qf(0). O coroldrio 3.0.1 diz que, neste caso em que o
semigrupo nao ¢é simétrico, esta hipétese implica que A, = ;1 (pois, A\; < l;_1). Assim,
para construir uma base monomial para 23(0) por argumento similar, é necessario impor
a condicdo correta, isto é, .72 — (A, —1)P = 0.

Teorema 4.0.3. Sejam Uy, 1, ...,l; as lacunas de Weierstrass de C em P, onde l, =
20—1—qcom0<qg<g—1. Se) ¢diferente dely =1 ¢C.T"? —(\,—1)P =0,
entao para cada n > 2 eziste uma base monomial para o K-espago vetorial Q3(0) dado
pelas expressoes:

(i) wflwaswbst’H (0<i<n—-2e2<s <), onde as e by sio lacunas fixadas,
as+bs =5 eas < by,

(ii) wliw{;_l (i=1,....9);

(iii) wAiw;‘q_j_lwl{] (i=1,..,qej=0,..,n—3);
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(iv) w,\iquwZ_Q (1=2,...,q).

Prova: Seja wy,, ...,w;, a base P-Hermitiana de Q3(0) obtida no lema 4.0.4. Primeira-
mente, contamos a quantidade de vetores listados acima:

e Em (i) temos, para cada s fixado, n — 1 vetores distintos. Logo, temos um total de

ly=Dn=1)=(29-1-q)-1n-1)=(29-2-q)(n—-1)
vetores;
e Em (ii) temos g vetores distintos;
e Em (iii) temos g(n — 2) vetores distintos e;
e Em (iv) temos ¢ — 1 vetores distintos.

Ao todo, temos (2n — 1)(g — 1) vetores distintos. Como dimgQ3(0) = (2n —1)(g — 1),
basta mostrarmos que o conjunto formado por esses vetores é linearmente independente.
Notemos que div(wy,) > C.T7"=2 — (), —1)P = 0 e pelo coroldrio 3.0.1 existe um ponto
Qi tal que vg,(wy,) < vg,(C.TY? — (I, — 1)P). Mas entdo, se vg, (w),) > 0 para algum
t € {1,...,m}, teremos uma mudanga na cadeia em dimensdo maior que r,—2 e isto é uma
contradicdo com o teorema 3.0.2. Logo, temos que v, (wy,) = 0, paratodot =1,...,m. A

seguir, para maior clareza dos argumentos, dividiremos a demonstracao nos casos n = 2
en > 3:

e Para n = 2, temos os seguintes vetores
(1) WaoWhy s WazWhs "'7walgwblg;
(i) wywi,, wiwi,, W ;
1%tg» 2%1lg» » Hlgo
: 2
(IV) WaWi, WagWags -y WX, -

Facamos uma combinacao linear com todos estes vetores e igualamos ao vetor nulo,
assim

2
ClWeyWhy + ... + Cly—1Way, Why, + qwpwy, + o+ Cly—1+gWi, F ClypgWrgWr, + ...

2 _
Clg—1+g+q—1W), = 0.

Em seguida, consideramos a ordem, em ambos os lados da igualdade, em relagao
ao ponto P. Como as ordens dos vetores em (i) sdo distintas em P e
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— para os vetores de (1): vp(wg,wp,) = (as +bs) —2=5—-2<1[,—2 <[, —1;
— para os vetores de (ii): vp(wywi,) = (li +1y) =2 > 13 —2 > 1y — 1;
— para os vetores de (iv): vp(wywy,) = (Ni+Ag) —2> 1, —2> 1, — 1,

temos que ¢; = ... = ¢;,_1 = 0 apds considerarmos a ordem [, — 1 vezes na equagao
acima (isto é, temos ¢; = 0 na primeira vez, ¢ = 0 na segunda vez, e assim
repetimos até obtermos ¢;,_; = 0 na (I, — 1)-ésima vez). Para os vetores restantes,
consideramos a ordem, respectivamente, em relacao aos pontos @1, ...,Q,,. Para
cada t = 1,...,m, temos uma quantidade finita de vetores de (iv) satisfazendo

— v, (wywy,) = vg,(wi,) + Jt > Ji;
— VQt(w,\iqu) = VQt(u))\i) < jt-

Usando o lema 4.0.4 e o calculo das ordens acima, temos em (J; uma quantidade
menor que ou igual a j; de vetores de (iv) com ordens distintas e menores que
J1, enquanto que os demais vetores deste item possuem ordem em (); maiores que
ou iguais a j; e o mesmo acontece com os vetores de (ii). Desconsideramos esses
vetores e, em seguida, consideramos a ordem com relacao ao ponto ()2, € temos uma
quantidade menor que ou igual a js de vetores de (iv) com ordens em @) distintas
e menores que jz, enquanto as demais, tanto de (iv) quanto de (ii), possuem ordens
maiores que ou iguais a jp em (Js. Repetimos esse argumento para os pontos
Q3, ..., Qm. Como estes vetores se esgotam em @, (pelo lema 4.0.4), entdo apds

repetirmos ¢ — 1 vezes esse processo obteremos ¢, 14 = ... = ¢, _11414-1 = 0. Com
isso, resta-nos apenas os vetores de (ii) e, estes possuem suas ordens distintas em
P. Logo, ¢, = ... = ¢,—144 = 0. Portanto, segue que o conjunto

2 2
{WayWpys -, Way, Wy s Wiy Wiy s -y W, WraWg ...,w/\q}

é linearmente independente e ¢ uma base para Q2(0).
A menos dos vetores que aparecerdo em (iii), usaremos a mesma idéia para o

proximo caso.

Para n > 3, primeiro listamos os vetores de (iii), por conveniéncia, da seguinte
forma:

n—1 0 n—1, 0
(0) wr 1wy, Wy oWy W, W
n—1 0 n—1 0

W 1Wy, Wy oW oWy W

n—1, 0 n—1, 0
w)\mvlw)\q wlg""7w)\mvjm
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n—2 1 -

(1) wa 1wy, "Wy e Wn i WY, W
— 1 —

W 1Wy Wy oW oWy W

2  n—3 2  n—3
(n-3) WAL 1WX Wi Wi WX, W
2, n—3 2  n—3
W, 1WX Wy e Wg o WX Wi

WA 193 L s s i W T

Agora, pelo lema 4.0.4, os vetores da primeira linha de (0) tem ordens em @1,
respectivamente, iguais a 0,1,...,7; — 1. Os vetores das linhas seguintes possuem
ordens em ()7 maiores que ou iguais a j; (é importante notar que essa afirmagao
¢ garantida pela parcela I/Ql(w;;_j) para j = 3,...,n — 1). Na segunda linha de (0)
os vetores possuem suas ordens em (), respectivamente, iguais a 0,1, ..., jo — 1. Os
vetores das linhas seguintes possuem suas ordens em () maiores que ou iguais a
Jo. Repetimos esse processo até a iltima linha de (0), referente ao ponto @,,. Em
seguida, recomegamos 0 mesmo processo na primeira linha do bloco (1) usando o
ponto )1. Repetimos os mesmos argumentos anteriores para cada linha desse bloco
até chegarmos a ultima linha. Aplicamos isso, para os blocos (2),...,(n-3). Com isso,
temos que os vetores de (iii) formam um subconjunto linearmente independente. O
préximo passo é unir a este conjunto, os demais vetores de (i), (ii) e (iv). Neste
momento, nao temos certeza se os vetores de (iii) sao linearmente independentes.
Mas, isso serd resolvido mostrando que as ordens dos demais vetores de (i), (ii) e
(iv) nos pontos Q1, ..., Q,, s@o simultaneamente e, respectivamente, maiores do que
ou iguais a (n — 2)j1, ..., (n — 2)j,,. De fato, listamos os demais vetores

s 0 n—2 n—2 0

(1) Wl WaaWh,Wp! s ey W] WapWhy W),
0 n—2 n—2

Wi, WagWhs W]~y ey Wy, WagWhy W)
0 n—2 n—2

W), Way, Wy Wi ey W] Way Why, W) 5

n—1 n
(11) Wi Wy, e W

e calculamos suas ordens
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— Para os vetores de (i), temos em cada @y, t € {1,...,m}

VQt (wllwaswbsw? > Z) = Z-(Z/Qt (wll)) + I/Qt (waswbs> + (n - 2 - i)”Qt (wlg) Z
— Para os vetores de (ii), temos em cada @y, t € {1,...,m}
VQt(wl u)ln 1) - Z/Qt(wli> + (n - ]‘)VQt<wlg) >0+ (n - 1)jt > (n - Z)jt;
— Para os vetores de (iv), temos em cada Qy, t € {1,...,m}
Vo, (w)\iw/\qwlng_2> =V, (w)\i) + Vo, (w)\q> + (n - 2)VQt (wlg> > (n - 2)jt'

Como para cada t € {1,...,m}, temos para os vetores de (iii)

v, (wa o 7wl Jwrr) + (n—j = Dg,(wa,) + jvo(w,) =

) =vg
Vo (@apr) + 500, (w1,) < (e — 1) + e = (G + e — 1 < (1+ )i < (n — 2)j

onde r = 1, ..., j,, entdo os vetores de (iii) continuam sendo linearmente indepen-
dentes mesmo apés a uniao. Além disso, pelo calculo das ordens acima, a intersecgao
do subespago gerado por estes vetores com o subespago gerado pelos vetores de (i),
(ii) e (iv) é o subespaco nulo. Desconsiderando esses vetores, podemos assumir que
nosso conjunto é formado apenas pelos vetores de (i), (ii) e (iv). Os argumentos
que usaremos a seguir sao 0s Mesmos que usamos no primeiro caso. No ponto P,
as ordens das diferenciais de (i) sdo distintas e satisfazem a seguinte desigualdade
estrita:

vp(wf,wa,wp,wyy ) =il = 1)+ (asts) =2+ (n =2 —10)(ly — 1) =
st+(n—-2-0)(l;—1) < (l—1)+(n=2)(l,=1) =2 = (n—-1)(l,—1)~1 < (n—1)(l,—1),

enquanto que as diferenciais de (ii) e (iv) satisfazem a desigualdade contraria:

— Para os vetores de (ii), temos
vp(ww ) = (li—1)+ (-1 —1) > (n = 1)(l; — 1);
— Para os vetores de (iv), temos

vp(Wawa,wp N=N+X)—1+n=2)(1,—1)—1>
(lg—1)+(n—2)(l —)—1=Mn-1),—1)—1>(n—-1)(, —1).
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Logo, os vetores de (i) sdo linearmente independentes e as contas acima envolvendo
as ordens, mostram que a intersecao do subespaco gerado por estes vetores com
o subespago gerado pelos vetores de (ii) e (iv) é o subespago nulo. Finalmente,
nosso conjunto pode ser considerado formado apenas pelos vetores de (ii) e (iv).
Para mostrar que os vetores de (iv) sao linearmente independentes, consideramos
os pontos 1, ..., Q),, e aplicamos o mesmo argumento do primeiro caso, isto é, para
cada t = 1,...,m existe uma quantidade finita de vetores de (iv) satisfazendo

- Vo, (wliwg_l) =V, (wli) + (TL - 1)jt > (n - 1)jt;
e (wAiw)\qwlT;_2> = Vg, (w)\i) + (TL - 2>]t < jt + (TL - 2>]t = (TL - 1>]t

Usando o lema 4.0.4 e as contas das ordens acima, temos em (; uma quantidade
menor que ou igual a j; de vetores de (iv) com ordens distintas e menores que
(n — 1)j1, enquanto que os demais, tanto de (iv) quanto de (ii), possuem suas
ordens maiores que ou iguais a (n — 1)j; em Q1. Desconsiderando tais vetores, com
0 mesmo argumento anterior temos em () uma quantidade menor que ou igual a
Jo de vetores de (iv) com ordens distintas e menores que (n — 1)j,, enquanto os
demais vetores de (iv) e de (ii) possuem suas ordens em (), maiores que ou iguais a
(n — 1)j2. Eliminamos tais vetores, e aplicamos o mesmo argumento para o ponto
()3. Repetimos esse processo, em ordem, até o ponto @,,,. Como os vetores de (iv)
esgotam em @), na ultima eliminacao sé restardo os vetores de (ii) (pelo lema 4.0.4).
Portanto, os vetores de (iv) s@o linearmente independentes. Mais uma vez, temos
que a intersec¢ao do subespaco gerado pelos vetores de (iv) com o subespago gerado
pelos vetores de (ii) é o subespago nulo. Agora, como as ordens dos vetores de (ii)
em P sao distintas, eles sao linearmente independentes. Com isso, terminamos a
demonstracao.

O

Observacao 4.0.3. 1. Seq = 0 o semigrupo € simétrico e existe uma base P-Hermitiana

para Q(0) (ver [12]);

2. Se \y =1y temos que A\, = l, — 1. Assim, a hipdtese geométrica é C.T9 > — (I,_; —
1)P = 0. Neste caso, uma base monomial para QF(0) foi obtido por Oliveira (ver
[8], teorema 2.6).

Em alguns casos podemos garantir que vale a assercao C.7 7172 — (Ay—1)P = 0. Isto
é dado pela seguinte proposicao:
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Proposicao 4.0.1. Sejam Uy, 1, ..., l; as lacunas de Weierstrass de C em P. Suponha que
i + Ay ndo pertence ao conjunto {l + l,;1 € lacuna} para cada i = 2,...,q. Neste caso,
vale a igualdade

C.T"2 —(\,—1)P=0.

Prova: Seja wy,, ...,w;, uma base P-Hermitiana de Q3(0). Entdo, terminamos a
demonstracao se provarmos as duas seguintes afirmacoes:

1. As g+ ¢ — 1 diferenciais quadréticas wy,wn,, WxsW, -+ w?\q,wllwlg,wbwlg, o wfg sao
linearmente independentes e pertencem a Q2((l, — 1)P +C.7"2 — (A, — 1)P);
2. A dimensao de Q3((l, — )P + .72 — (N, — 1)P) é igual a g + q — 1 —
grau(C. T2 — (N, — 1)P).
De fato, se as duas afirmacoes forem verdadeiras, entao pela primeira delas temos que di-

~ . . . 2 2
mensao do subespago gerado pelas diferenciais wy,wy,, wxa;wWx,, - W3, » Wiy Wi Wip Wiy -5 Wy
é g+ q— 1 e, pela segunda, temos que

g+q—1<g+q—1—grau(C.T" 2 — (N, —1)P).

Logo, grau(C.T(’"q_2) — (A —1)P) < 0. Mas, como .72 _ (Ay —1)P > 0, concluimos
que C.T"=2 — (X, — 1)P = 0.

Vamos, entao, a demonstracao das afirmacoes. Para a primeira afirmacao, a hipdtese nos
garante que as ordens das diferenciais sao distintas em P e, portanto, elas sao linearmente
independentes. Para o que falta, precisamos mostrar que

div(wy wy,) > ((ly = NP +C.T"™2 — (A, = 1)P) e
div(wywy,) > ((lg — 1) P + C.T0a=2 — (N, — 1)P)

para cada i = 2,...,q e 7 =1, ..., g. Por definicao

e Para cada i = 2,...,q, div(wAi) = C.’H, onde H é um hiperplano que passa por P
com multiplicidade \; — 1;

e Para cada j = 1,...,9, div(wy,) = C.H, onde H é um hiperplano que passa por P
com multiplicidade igual a I; — 1;

o 0TI 2 = > 0cemin{vg(C.H); H é um hiperplano e vp(C.H) > A, — 1}Q.

Como o valor dos divisores ((I, — 1)P 4 C.T"=? — (), — 1)P) ¢ C.T"*"? em um ponto
@ # P sdo igual, entao a desigualdade acima vale pela definigdo dada acima. Para o
ponto P, temos que
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o vp(wywy,) = (Ni+A) —22>10,—1;
o vp(wywy,) = (lj+1y) —2>1,—1e;

e O divisor ((I, — 1)P+C.T"» — (\, —1)P) em P vale [, — 1.

Com isso, concluimos a primeira afirmagao.
Para provar a segunda afirmacgao, usamos o teorema de Riemann-Roch. Temos pela
proposi¢ao 1.4.2 que

QRZ((ly,—1)P+CT"D —(\,—1)P) =
HO(C,0e(20.T9 — (I, = 1)P — C.T"72 4 (), — 1)P)).

Logo, h%(O0¢(2C.T79? —(1,—1)P—C.T""? (), —1)P)) éigual a grau(2C.T9~? —(1,—
DP—CT" D4 (N, ~1)P)+1—g+h"(Op(—C.TY9 2 +(I,—1)P+C. T2 —()\,—~1)P))
e este é igual a (g — 1+ q) — grau(C.T7"™2 — (A, — 1)P) + h2(Oc((C.T"7? — (), —
1)P) — (¢.TY? — (I, — 1)P))). Mas, pelo teorema 3.0.2 temos que (C.7""? — (A, —
1)P) — (C.T9» — (I, — 1)P)) < 0 e pelo coroldrio 3.0.1 nao vale a igualdade. Logo,
devemos ter grau((C.7"+™? — (N, — 1)P) — (C.TY9™» — (I, — 1)P)) < 0 e sendo assim,
RO ((C.TT72 — (N, — 1)P) — (C.TW™ — (I, — 1)P))) = 0. Com isso, provamos a

segunda afirmacao e terminamos a demonstracao da proposicao.
OJ

Exemplo 4.0.1. Os semigrupos numéricos listadas abairo, satisfazem as condigoes da
proposicao 4.0.1:

g=14 L={1,2,4,5} = {2,5} U {1,4} q =
g=5 L={1,2,3,67 ={2,3, 7} U{1,6} q=
g= L={1,2,4,57 ={1,4,7 U {2,5} q=
g= L=1{1,2,3,4,7,9} = {1,3,4,9} U {2,7} q=
g=F6 L=1{1,2,3,4,8,9} = {2,3,4,9} U{1,8} q="2
g= L=1{1,2,4,57,8} ={2,5,8 U{1,4,7} q=
g= L={1,2,3,4,50911} = {1,3,4,5 11} U{2,9}  ¢=
g= L={1,2,3,4,510,11} = {2,3,4,5} U {1,10} q=
g= L=1{1,2,3,4,6,811} ={1,2,4,6,11} U{3,8}  ¢=
g=7 L=1{1,2,3,4,60911}={1,3,4,6,11}U{2,9}  ¢=2
g= L=1{1,2,4,57811} ={1,2,5,8, 11} U{4,7}  ¢=
g= L={1,2,3,56,910} = {2,3,6,10} U{1,5,9}  ¢=
g= L={1,2,4,57,810} = {1,4,7,10} U{2,5,8}  ¢=

g=8 L={1,2,3,4,5,6,10,13} = {1,2,4,5,6,13} U {3,10} ¢ =2
g=8 L=1{1,2,3,4,56,11,13} = {1,3,4,5,6,13} U {2,11} ¢=2
g=8 L=1{1,2,3,4,56,12,13} = {2,3,4,5,6,13} U{1,12} ¢=2
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Em [4], Komeda mostrou que os semigrupos numéricos tendo esses conjuntos de la-
cunas sao semigrupos de Weierstrass.

Observacao 4.0.4. O semigrupo cuja sequéncia de lacunas é 1,2,3,4,7,8, com g = 6,
g=3 e =1, =4, A3 =7 nao satisfaz as condicoes da proposi¢ao 4.0.1.

Exemplo 4.0.2. No exemplo acima, o semigrupo tal que g = 6 ¢ L = {1,2,3,4,7,9}
satisfaz a hipdtese do teorema 4.0.53. De fato, pois L = {1,2,3,4,7,9} = {1,3,4,9} U
{2,7}. Logo, =2, M1 =2# 1=1 e \a+ A\, = Ao + Ay = 14 ndo pertence ao conjunto
{l+1;le L el, =9} ={10,11,12,13,16,18}. Portanto,

2 2 2 2 .
Wi, WiWa, Wy, Wols, W3, W3y, Wy, Wal7,
2,
W1y, Walyg, W3y, Wiy, W7y, Wy,

2.

¢ uma base para Q%(0).
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