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Resumo

O objetivo desta dissertação é apresentar uma demonstração para uma desigual-

dade pontual, denominada conjectura da curvatura escalar normal, a qual é válida

para subvariedades n-dimensionais, Mn, imersas isometricamente em formas espaciais

Nn+m(c) de curvatura seccional constante c, dada por

ρ + ρ⊥ ≤| H |2 +c,

onde ρ, ρ⊥ e H são, respectivamente, a curvatura escalar da geometria intrínsica de

Mn, a curvatura escalar normal da geometria extrínsica de Mn e a curvatura média de

Mn em Nn+m(c). O foco principal na demonstração desta desigualdade é a equivalên-

cia existente entre o problema de geometria e um problema algébrico envolvendo um

conjunto de matrizes simétricas reais n× n B1, . . . , Bm, dado por
(

m∑
α=1

|Bα|2
)2

≥ 2
∑

α<β

|[Bα, Bβ]|2,

o qual é resolvido essencialmente usando técnicas de multiplicadores de Lagrange.

Palavras-chave: Curvatura Escalar. Curvatura Normal. Curvatura Média.



Abstract

In this work we present a proof of the Normal Scalar Curvature Conjecture for

submanifolds Mn, isometrically immersed into space forms Nn+m(c) of constant sec-

tional curvature c, given according to

ρ + ρ⊥ ≤| H |2 +c,

where ρ, ρ⊥ and H stand, respectively, for the scalar curvature, the normal scalar

curvature and the mean curvature of Mn in Nn+m(c). The main focus in our proof is

an equivalence between the geometric problem with an algebraic problem relationed

with a set of symmetric matrixes n× n B1, . . . , Bm, given by
(

m∑
α=1

|Bα|2
)2

≥ 2
∑

α<β

|[Bα, Bβ]|2,

which is solved using Lagrange multipliers.

Key words: Scalar curvature. Normal Scalar Curvature. Mean curvature.
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Introdução

Seja M uma variedade n-dimensional e seja φ : M → N uma imersão isométrica de

M em uma forma espacial (n + m)-dimensional N de curvatura seccional constante c.

Fixe p ∈ M e sejam {e1, . . . , en} uma base ortonormal para o espaço tangente TpM de

M em p, {ξ1, . . . , ξm} uma base ortonormal para o espaço normal T⊥
p M de M em p.

Então a curvatura escalar normalizada ρ e a curvatura escalar normal normalizada ρ⊥

são definidas por:

ρ =
2

n(n− 1)

∑
1≤i<j≤n

R(ei, ej, ei, ej), (1)

ρ⊥ =
2

n(n− 1)

( ∑
1≤i<j≤n

∑
1≤r<s≤m

〈R⊥(ei, ej)ξr, ξs〉2
) 1

2

, (2)

onde R e R⊥ é o tensor curvatura do fibrado tangente TM =
⋃

p∈M

TpM e o tensor

curvatura do fibrado normal T⊥M =
⋃

p∈M

T⊥
p M de M , respectivamente. Diferentemente

da curvatura escalar normalizada, ρ⊥ é sempre não-negativa.

Se ∇ é a conexão Riemanniana de N , então a segunda forma fundamental de φ,

h : TM × TM → T⊥M é definida por

h(X, Y ) = (∇XY )⊥.

Seja η ∈ T⊥
p M . A aplicação Hη : TpM × TpM → R dada por

Hη(X,Y ) = 〈h(X, Y ), η〉

é uma forma bilinear simétrica. A forma quadrática qη definida em TpM por

qη(X) = Hη(X, X)

é denominada segunda forma fundamental de φ em p segundo o vetor normal η. Temos

associada à aplicação bilinear Hη uma aplicação linear auto-adjunta Aη : TpM → TpM ,

6
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tal que

Hη(X, Y ) = 〈Aη(X), Y 〉.

Então, a segunda forma fundamental h é dada por

h(X,Y ) =
n+m∑

α=n+1

Hα(X,Y )eα

e o vetor curvatura média é definido por

H =
1

n

n+m∑
α=n+1

(trAα)eα,

onde Aα = Aeα .

No estudo da Teoria de Subvariedades foi proposto por De Smet, Dillen, Vers-

traelen, e Vrancken em [DDVV] a seguinte Conjectura da Curvatura Escalar Normal :

Conjectura 1 Sejam M uma variedade n-dimensional e φ : Mn → Nn+m(c) uma
imersão isométrica. Sejam ρ a curvatura escalar normalizada, ρ⊥ a curvatura escalar
normal normalizada, H o vetor curvatura média e c a curvatura seccional do espaço
ambiente. Então

ρ + ρ⊥ ≤ |H|2 + c.

A motivação para o estudo desta desigualdade teve início quando S. S. Chern

[Ch1] questionou sobre os obstáculos intrínsecos para obtermos imersões mínimas de

subvariedades Mn em um ambiente euclidiano. Visando dar uma resposta a este ques-

tionamento, B. Y. Chen [C1] provou para subvariedades Mn em uma forma espacial

Nn+m(c) a desigualdade

δM ≤ n(n− 2)

2(n− 1)
|H|2 +

1

2
(n + 1)(n− 2)c, (3)

onde δM =
n(n− 1)

2
ρ− inf K (K é a função curvatura seccional em M) e apresentou

também uma caracterização, em termos da segunda forma fundamental, dos casos onde

a igualdade em (3) é satisfeita.

Após algum tempo, B. Y. Chen [C2] obteve a seguinte desigualdade

|H|2 ≥ ρ− c,

sendo uma versão fraca da Conjectura 1.
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Alguns casos especiais da Conjectura 1 foram provados, como é o caso em que

m = 2 e n ≥ 2, apresentado por Chern, do Carmo e Kobayashi [CdCK] e m ≥ 2 e

n = 2 provado por Guadalupe e Rodriguez [GR]. Dillen, Fastenakels e Veken [DFV]

também provaram uma versão fraca da Conjectura 1:

ρ ≤ |H|2 −
√

2m− 1

3m− 3
ρ⊥ + c

ρ ≤ |H|2 −
√

2(n2 + n− 3)

3(n2 + n− 4)
ρ⊥ + c

O objetivo desta dissertação é apresentar uma demonstração para a Conjectura 1,

analisar o caso da igualdade e apresentar exemplos. Para isto, faremos uma equivalência

do problema de geometria para um problema de álgebra linear. Nessa equivalência é

conveniente definirmos a aplicação linear φα : TpM → TpM por

〈φαX, Y 〉 = 〈AαX, Y 〉 − 〈X, Y 〉〈H, eα〉,

n + 1 ≤ α ≤ n + m. Dessa forma, é imediato que, para cada ponto p ∈ M , temos

φα = Aα − trAα

n
Id e

tr(φα) =
n∑

i=1

〈φαei, ei〉 = trAα − n〈H, eα〉 = 0.

Seja Bα = (bα)ij a representação matricial de φα na base {e1, . . . , en}, para α tal

que n + 1 ≤ α ≤ n + m. Então Bα é uma matriz n× n,

|Bα| =
√√√√

n∑
i,j=1

(bα)2
ij

é sua norma Hilbert-Schmidt e

[Bα, Bβ] = BαBβ −BβBα

é o comutador de Bα e Bβ.

O seguinte teorema realiza a equivalência do problema de geometria apresentado

na Conjectura 1 para um problema de desigualdade de matrizes.

Teorema 1 [DFV] A Conjectura 1 é verdadeira para subvariedades de dimensão n e
codimensão m se, para o conjunto de matrizes {B1, . . . , Bm}, simétricas n × n com
traços nulos, ocorre a desigualdade:

(
m∑

α=1

|Bα|2
)2

≥ 2
∑

α<β

|[Bα, Bβ]|2.
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Após mostrarmos a equivalência do problema, a prova da Conjectura 1 fica res-

trita à demonstração do seguinte teorema, o qual denominaremos de Teorema Principal.

Teorema 2 [Lu] Sejam B1, . . . , Bm matrizes simétricas reais n× n com traços nulos.
Para n,m ≥ 2, temos (

m∑
α=1

|Bα|2
)2

≥ 2
∑

α<β

|[Bα, Bβ]|2, (4)

e a igualdade ocorre se, e somente se, a menos de uma mudança de base, tivermos as
B′

αs identicamente nulas, exceto para

B1 =




µ 0 0 · · · 0

0 −µ 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 0




e B2 =




0 µ 0 . . . 0

µ 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 0




.



Capítulo 1

Preliminares

1.1 Produto Interno, Matrizes Simétricas e Matrizes
Ortogonais

Definição 1.1 Um produto interno num espaço vetorial E é uma forma bilinear simétrica
e positiva em E. Mais precisamente, é uma função F : E×E → R, que associa a cada
par de vetores u, v ∈ E um número real F (u, v) = 〈u, v〉, de modo que sejam válidas
as seguintes propriedades, para quaisquer u, u′, v, v′ ∈ E e α ∈ R:

• Bilinearidade: 〈u + αu′, v〉 = 〈u, v〉+ α〈u′, v〉, 〈u, v + αv′〉 = 〈u, v〉+ α〈u, v′〉;

• Simetria: 〈u, v〉 = 〈v, u〉;

• Positividade: 〈u, u〉 > 0 se u 6= 0.

O número não-negativo |u| =
√
〈u, u〉 chama-se a norma ou o comprimento do

vetor u.

Exemplo 1.1.1 No espaço euclidiano Rn, temos o produto interno canônico dos ve-
tores u = (u1, . . . , un) e v = (v1, . . . , vn) definido por

〈u, v〉 = u1v1 + . . . + unvn.

Seja M(n× n) o espaço das matrizes reais n× n.

Definição 1.2 Uma matriz A = [aij] ∈ M(n × n) é dita simétrica quando é igual à
sua transposta A>, isto é, quando aij = aji para todo i e para todo j.

10
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Um problema importante sobre operadores em um espaço vetorial de dimensão

finita é o de encontrar uma base em relação à qual a matriz desse operador seja a mais

simples possível. Quando E é um espaço vetorial com produto interno e A : E → E

é um operador auto-adjunto, ou seja, sua representação matricial em relação a uma

base ortonormal é simétrica, existe uma base ortonormal em E, relativamente à qual

a matriz de A é uma matriz diagonal A = [aij], isto é, aij = 0 se i 6= j. Esta afirmação

é conteúdo do seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Teorema Espectral) Para todo operador auto-adjunto A : E → E,
num espaço vetorial de dimensão finita munido de produto interno, existe uma base
ortonormal {u1, . . . , un} ⊂ E formada por autovetores de A.

Uma extensão do Teorema Espectral para transformações lineares quaisquer é a

seguinte:

Teorema 1.2 (Teorema dos Valores Singulares) Seja A : E → F uma transformação
linear de posto r entre espaços de dimensão finita com produto interno. Existem bases
ortonormais {u1, . . . , un} ⊂ E e {v1, . . . , vm} ⊂ F tais que Aui = σivi e A∗vi = σiui,
onde σi 6= 0 para i = 1, . . . , r e σi = 0 para i ≥ r + 1.

Definição 1.3 Uma matriz A = [aij] ∈ M(m×n) cujas n colunas formam um conjunto
ortonormal em Rm chama-se uma matriz ortogonal.

Portanto, da definição temos que a matriz A = [aij] ∈ M(m× n) é ortogonal se,

e somente se, A>A = In.

Se A ∈ M(m × n) é ortogonal, então seu posto é n (logo m ≥ n), pois suas

n colunas são vetores linearmente independentes no espaço Rm. Quando m = n e

A ∈ M(n× n) é uma matriz quadrada ortogonal, então a igualdade A>A = In implica

AA> = In, daí A> = A−1.

Exemplo 1.1.2 (Matriz de passagem ortogonal) Sejam as bases ortonormais U =

{u1, . . . , un} ⊂ E e U ′ = {u′1, . . . , u′n} ⊂ E. A matriz de passagem p = [pij] de U para
U ′ é uma matriz ortogonal.

Exemplo 1.1.3 Se a matriz A ∈ M(n×n) é simétrica, então, pelo Teorema Espectral,
existe uma matriz Q ∈ M(n×n) tal que Q>AQ = D é uma matriz diagonal. Tal matriz
Q é ortogonal.
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1.2 Método dos Multiplicadores de Lagrange

Seja M uma variedade m-dimensional de classe Ck e f : U → R uma função, de

classe Ck no aberto U , com M ⊂ U ⊂ Rm+n. Suponha que M seja obtida como

imagem inversa do valor regular c da aplicação ϕ : U → Rn, de classe Ck no aberto

U . O Método dos Multiplicadores de Lagrange nos fornece uma forma de encontrar os

pontos críticos da restrição de f a M , f∣∣M .

Teorema 1.3 (Método dos Multiplicadores de Lagrange) Seja f : U → R uma função
de classe Ck no aberto U ⊂ Rm+n e M = ϕ−1(c) a imagem inversa do valor regular c

pela aplicação ϕ : U → Rn, de classe Ck. A fim de que p ∈ M seja um ponto crítico da
restrição f∣∣M é necessário e suficiente que existam números reais λ1, . . . , λn tais que

grad f(p) = λ1gradϕ1(p) + . . . + λngradϕn(p),

onde ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn). Os números λ1, . . . , λn são chamados multiplicadores de La-
grange.

Demonstração: Se escrevermos ϕ(p) = (ϕ1(p), . . . , ϕn(p)), então a afirmação de que c

é valor regular de ϕ implica que grad ϕ1(p), . . . , grad ϕn(p) são linearmente indepen-

dentes, ∀ p ∈ U tal que ϕ(p) = c. Como p é ponto crítico de f∣∣M se, e somente se,

grad f(p) é ortogonal a TpM , e como {grad ϕ1(p), . . . , grad ϕn(p)} é base de T⊥
p M ,

então grad f(p) é combinação linear dos gradientes grad ϕ1(p), . . . , grad ϕn(p).

¤

1.3 Ação de Grupos

Seja G um grupo e M uma variedade n-dimensional. Dizemos que G age sobre M se

existe uma aplicação Λ : G×M → M que possui as seguintes propriedades:

• Λg : M → M, Λg(p) = Λ(g, p) é difeomorfismo;

• Λ(e, p) = p para todo p ∈ M ; (e = elemento neutro de G)

• Λ(gh, p) = Λ(g, Λ(h, p)) para todos g, h ∈ G e todo p ∈ M .

É usual denotar a ação de Λ da seguinte forma : Λ(g, p) = g(p). Assim, as propriedades

acima podem ser escritas como
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• g : M → M é difeomorfismo;

• e(p) = p, para todo p ∈ M ;

• gh(p) = g(h(p)), para todos g, h ∈ G e para todo p ∈ M .

1.4 Imersões Isométricas

Seja (M
n+m

, 〈 , 〉,∇, R) uma variedade Riemanniana com métrica 〈 , 〉, conexão Rie-

manniana∇ e operador curvatura R. Seja Mn uma variedade diferenciável n-dimensional

e φ : M → M uma imersão, ou seja, dado p ∈ M temos que a derivada dφp : TpM →
Tφ(p)M é injetora. Nestas condições, podemos munir M de uma métrica Riemanniana

através da definição

〈u, v〉p = 〈dφp(u), dφp(v)〉φ(p), p ∈ M, u, v ∈ TpM.

Dizemos então que M tem a métrica induzida pela variedade Riemanniana M , e por-

tanto φ(M) é chamada uma subvariedade Riemanniana imersa de M . A aplicação φ é

dita então uma imersão isométrica.

Dado p ∈ M , existe um aberto U ⊂ M contendo p tal que φ(U) ⊂ M é uma

subvariedade mergulhada de M . É possível mostrar que existe um difeomorfismo entre

abertos, digamos Λ : U ⊂ M → V ⊂ Rn+m, tal que φ(p) ∈ U e tal que Λ aplica

difeomorficamente φ(U) ∩ U em um aberto do subespaço Rn × {0} ⊂ Rn+m.

Identificamos então U com φ(U) e cada vetor v ∈ TqM , onde q ∈ U , com o vetor

dφq(v) ∈ TqM . Além disso, usando o difeomorfismo Λ podemos estender localmente

campos de vetores X,Y de M definidos em φ(U) ∩ U , a campos de vetores X, Y

definidos em U . Assim, podemos considerar o espaço tangente a M em p como um

subespaço do espaço tangente a M em p e escrevemos

TpM = TpM ⊕ T⊥
p M,

onde T⊥
p M é o complemento ortogonal de TpM em TpM . Desta decomposição obtemos

um fibrado vetorial, T⊥M =
⋃

p∈M

T⊥
p M , chamado o fibrado normal a M .

Dessa forma, podemos escrever v ∈ TpM da seguinte maneira:

v = v> + v⊥, onde v> ∈ TpM, v⊥ ∈ T⊥
p M.
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Se X e Y são campos locais de vetores em M e X e Y são extensões locais a

M , definimos

∇XY = (∇XY )>.

É possível provar que ∇ é a conexão Riemanniana relativa à métrica induzida de M

por φ. Dessa forma, obtemos a Fórmula de Gauss :

∇XY = ∇XY + h(X, Y ),

onde a aplicação h : TM × TM → T⊥M é denominada a segunda forma fundamental

de φ. Pelas propriedades das conexões de Levi-Civita ∇ e ∇, temos que h é bilinear e

simétrica.

Lema 1.1 Dado η ∈ T⊥
p M , existe uma aplicação auto-adjunta Aη : TpM → TpM ,

chamada aplicação de Weingarten na direção η, tal que

〈AηX, Y 〉 = 〈h(X, Y ), η〉

para todos X, Y ∈ TpM .

Demonstração: Defina Aη(X) = −(∇Xη)>. Denotando também por X e Y extensões

locais em M de X, Y ∈ TpM , segue de 〈Y, η〉 = 0, que

0 = X〈Y, η〉 = 〈∇XY, η〉+ 〈Y,∇Xη〉 = 〈h(X,Y ), η〉 − 〈Y, AηX〉.

Logo, 〈AηX,Y 〉 = 〈h(X, Y ), η〉. Aη é auto-adjunta devido às simetrias de h e da

métrica. ¤
A partir da definição de Aη, obtemos a Fórmula de Weingarten:

∇Xη = −AηX +∇⊥
Xη,

onde ∇⊥
Xη = (∇Xη)⊥.

Sejam R e R os tensores curvatura de M e M , respectivamente, definidos por:

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z.

Analogamente, temos o tensor curvatura do fibrado normal T⊥M de M definido por:

R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥
Y∇⊥

Xξ −∇⊥
X∇⊥

Y ξ +∇⊥
[X,Y ]ξ,
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com X, Y ∈ TM e ξ ∈ T⊥M .

Agora, usando as fórmulas de Gauss e Weingarten, podemos obter as equações

básicas para uma imersão isométrica, que são as equações de Gauss, Codazzi e Ricci

dadas, respectivamente, por:

〈R(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(X, Y )Z, T 〉 − 〈h(Y, T ), h(X, Z)〉+ 〈h(X, T ), h(Y, Z)〉,

〈R(X,Y )Z, η〉 = (∇Y h)(X, Z, η)− (∇Xh)(Y, Z, η),

〈R(X, Y )ξ, η〉 = 〈R⊥(X, Y )ξ, η〉+ 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉,

onde X,Y, Z, T ∈ TM , ξ, η ∈ T⊥M e [Aξ, Aη] = AξAη − AηAξ. A prova deste fato

pode encontrada em ([dCM2]).

Para uma imersão isométrica φ : Mm → Nn+m(c), o tensor curvatura R de N é

dado por R(X,Y ) = c(X ∧ Y ), para X,Y ∈ TN , onde para todo Z ∈ TN ,

(X ∧ Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y.

Nesse caso, para X,Y, Z,W ∈ TM e ξ, η ∈ T⊥M , as equações de Gauss, Codazzi e

Ricci são respectivamente

〈R(X,Y )Z,W 〉 = c〈(X ∧ Y )Z, W )〉+ 〈h(X, Z), h(Y,W )〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉

(∇Y Aξ)(X) = (∇XAξ)(Y )

〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 = 〈[Aη, Aξ]X, Y 〉.

1.5 Referenciais Móveis

Seja U ⊂ Rn um aberto do Rn e sejam e1, . . . , en campos diferenciáveis de vetores em

U de tal modo que, para cada ponto p ∈ U , tenhamos 〈ei, ej〉 = δij. Um tal conjunto

de campos de vetores é chamado um referencial ortonormal móvel em U .

A partir do referencial {ei} podemos definir formas diferenciais lineares ω1, . . . , ωn

pela condição ωi(ej) = δij, ou seja, em cada ponto p ∈ U , a base {(ωi)p} é a base dual

da base {(ei)p}. O conjunto ωi é chamado o coreferencial associado ao referencial {ei}.
Cada campo ei pode ser pensado como uma aplicação ei : U ⊂ Rn → Rn que

é diferenciável. A diferencial (dei)p : Rn → Rn, em p ∈ U , é uma aplicação linear.
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Portanto, para todo v ∈ Rn, podemos escrever

(dei)p(v) =
∑

j

(ωij)p(v)ej.

As expressões (ωij)p(v), acima definidas, dependem linearmente de v. Portanto,

ωij é uma forma linear em Rn. Como ei é um campo diferenciável, ωij é uma forma

diferenciável linear. Assim, escrevemos:

dei =
∑

j

ωijej,

como definição das formas ωij, que são as formas de conexão do Rn no referencial {ei}.
Derivando a expressão 〈ei, ej〉 = δij, obtemos:

0 = 〈dei, ej〉+ 〈ei, dej〉 = ωij + ωji,

de onde concluímos que as formas de conexão são anti-simétricas nos índices i e j.

O ponto fundamental no método do referencial móvel é que as formas ωi, ωij

satisfazem as chamadas equações de estrutura de Elie Cartan.

Teorema 1.4 (Equações de estrutura do Rn) Seja {ei} um referencial ortonormal
móvel em um aberto U ⊂ Rn. Sejam {ωi} o coreferencial associado a {ei} e ωij as
formas de conexão de U no referencial {ei}. Então

dωi =
∑

k

ωk ∧ ωki

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωkj, k = 1, . . . , n.

A idéia básica do método do referencial móvel pode ser descrita da seguinte

maneira:

Seja φ : Mn → Rn+q uma imersão de uma variedade diferenciável de dimensão n

em um espaço euclidiano Rn+q. É uma consequência imediata do Teorema da Aplicação

Inversa que, para todo p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que a restrição

φ∣∣U de φ a U é injetiva. Seja V ⊂ Rn+q uma vizinhança de φ(p) em Rn+q de tal

modo que V ⊃ φ(U). Admitamos V suficientemente pequeno para que exista um

referencial móvel {e1, . . . , en, en+1, . . . , en+q} em V tal que, quando restritos a φ(U),

os vetores e1, . . . , en sejam tangentes a φ(U) e os vetores en+1, . . . , en+q sejam normais

a φ(U). Um tal referencial é dito adaptado a φ. Além disso, equações de estrutura
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correspondentes são as equações de estrutura relativas à métrica induzida pela imersão.

Tais equações nos sugerem a possibilidade de desenvolver o método do referencial móvel

para uma variedade Riemanniana Mn e uma imersão isométrica φ : Mn → Rn+q. A

existência e unicidade das formas anti-simétricas ωij a partir da métrica Riemanniana

de M é garantida pelo seguinte lema:

Lema 1.2 (Levi- Civitta) Seja M uma variedade Riemanniana, p ∈ M e U ⊂ M uma
vizinhança de p. Sejam e1, . . . , en campos diferenciáveis de vetores em U , com 〈ei, ej〉 =

δij. Sejam ω1, . . . , ωn formas diferenciais em U definidas pela condição ωi(ej) = δij ( o
coreferencial de {ej}). Então existe em U um único conjunto de 1-formas diferenciais
ωij satisfazendo as condições:

ωij = −ωji e dωj =
∑

k

ωk ∧ ωkj.

Seja Mn uma variedade imersa em uma variedade Riemanniana Nn+p de dimensão

n + p, e e1, . . . , en+p um referencial ortonormal local adaptado em N . Considere a

seguinte convenção sobre os índices:

1 ≤ A,B,C ≤ n + p, 1 ≤ i, j, k ≤ n;

n + 1 ≤ α, β, γ ≤ n + p

e assuma a convenção de índices de Einstein de soma dos índices repetidos sobre os

respectivos intervalos de variação. Relativamente ao referencial escolhido em N , sejam

ω1, . . . , ωn+p as formas duais. Então a primeira equação de estrutura de N é dada por

dωA =
∑
B

ωB ∧ ωBA, ωAB + ωBA = 0. (1.1)

A partir daí, derivando exteriormente a primeira igualdade em (1.1 ) obtemos:
∑
B

(
dωAB −

∑
C

ωAC ∧ ωCB

)
∧ ωB = 0. (1.2)

Considere agora o seguinte lema:

Lema 1.3 (Cartan) Sejam V um espaço vetorial de dimensão n e ω1, . . . , ωr : V → R,
r ≤ n, funcionais lineares em V, linearmente independentes. Suponhamos que existam

funcionais lineares θ1, . . . , θr : V → R satisfazendo a condição
r∑

i=1

ωi ∧ θi = 0. Então

existem números reais aij, 1 ≤ i, j ≤ r, tais que aij = aji e

θi =
∑

j

aijωj.
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De (1.2) e do Lema de Cartan obtemos a segunda equação de estrutura:

dωAB =
∑

C

ωAC ∧ ωCB + ΩAB, (1.3)

onde ΩAB = −1

2

∑
C,D

RABCDωC∧ωD, RABCD+RABDC = 0 e RABCD são as componentes

do tensor curvatura do fibrado tangente de N .

Restringindo estas formas a M , temos ωα = 0. Assim dωα = 0 e pelo Lema de

Cartan, segue que

ωαi =
∑

j

hα
ijωj, hα

ij = hα
ji.

Derivando exteriormente a equação de estrutura

dωi =
∑

j

ωj ∧ ωji, ωij + ωji = 0,

e comparando com a equação (1.3), obtemos

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωkj + Ωij, Ωij = −1

2

∑

k,j

Rijklωk ∧ ωl,

onde Rijkl são as componentes do tensor curvatura do fibrado tangente de M .

Analogamente, obtemos

dωαβ =
∑

γ

ωαγ ∧ ωγβ + Ωαβ, Ωαβ = −1

2

∑

kl

Rαβklωk ∧ ωl,

onde Rαβkl são as componentes do tensor curvatura do fibrado normal de M .



Capítulo 2

Equivalência do Problema

O objetivo principal deste capítulo é demonstrar o Teorema 1 o qual nos conduzirá à

equivalência do problema já mencionado.

Teorema 2.1 A Conjectura 1 é verdadeira para subvariedades de dimensão n e codi-
mensão m se, para todo conjunto de matrizes n × n simétricas {B1, . . . , Bm} com
traços nulos, ocorrer a desigualdade

m∑

α,β=1

|[Bα, Bβ]|2 ≤
(

m∑
α=1

|Bα|2
)2

,

onde [Bα, Bβ] = BαBβ −BβBα.

Demonstração: Seja f : Mn → Nn+m(c) imersão isométrica de uma variedade

n-dimensional M em uma forma espacial (n + m)-dimensional de curvatura seccional

constante c, Nn+m(c). Sejam p ∈ Mn, {e1, . . . , en} um referencial ortonormal em TpM

e {en+1, . . . , en+m} um referencial ortonormal em T⊥
p M . Assuma que

1 ≤ i, j ≤ n

n + 1 ≤ α, β ≤ n + m.

Para cada α, defina a aplicação linear φα : TpM → TpM por

φα(X) = 〈H, eα〉X − AαX,

onde H é o vetor curvatura média e Aα : TpM → TpM é o operador auto-adjunto dado

por 〈AαX, Y 〉 = 〈h(X,Y ), eα〉, com h : TpM × TpM → T⊥
p M sendo a segunda forma

19
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fundamental da imersão f . Dessa forma é imediato que, para cada ponto p ∈ M ,

tr(φα) =
n∑

i=1

〈φαei, ei〉 =
n∑

i=1

〈H, eα〉〈ei, ei〉 −
n∑

i=1

〈Aαei, ei〉

= n〈H, eα〉 − trAα = 0.

Defina também a aplicação linear φ : TpM × TpM → T⊥
p M por

φ(X,Y ) =
n+m∑

α=n+1

〈φα(X), Y 〉eα.

Uma vez que φα =
trAα

n
Id− Aα, obtemos

φ(X,Y ) =
n+m∑

α=n+1

〈(
trAα

n
Id− Aα

)
X,Y

〉
eα

=
n+m∑

α=n+1

(
trAα

n
〈X, Y 〉 − 〈AαX, Y 〉

)
eα

= H〈X,Y 〉 − h(X,Y ), (2.1)

|φ|2 =
∑
i,j

|φ(ei, ej)|2

=
∑
i,j

|h(ei, ej)|2 − 2
∑

i

〈h(ei, ei),H〉+
∑

i

|H|2

= |h|2 − 2〈nH,H〉+ n|H|2

= |h|2 − n|H|2 (2.2)

e

[φα, φβ] = φαφβ − φβφα

=

(
trAα

n
Id− Aα

)(
trAβ

n
Id− Aβ

)
−

(
trAβ

n
Id− Aβ

)(
trAα

n
Id− Aα

)

= AαAβ − AβAα

= [Aα, Aβ]. (2.3)
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Fazendo uso das igualdades (2.1), (2.3), das equações de Gauss e Ricci e do fato

de 〈R(ei, ej)eα, eβ〉 = 0, obtemos

ρ =
2

n(n− 1)

n∑
1=i<j

R(ei, ej, ei, ej)

=
2

n(n− 1)

∑
1=i<j

(c + 〈h(ei, ei), h(ej, ej)〉 − |h(ei, ej)|2)

= c +
2

n(n− 1)

[n2

2
|H|2 − 1

2

∑
i

|h(ei, ei)|2 −
(1

2

∑
i,j

|h(ei, ej)|2

−1

2

∑
i

|h(ei, ei)|2
)]

= c +
2

n(n− 1)

[n2

2
|H|2 − 1

2
|h|2

]

= c +
n

n− 1
|H|2 − 1

n(n− 1)
(|φ|2 + n|H|2)

= c + |H|2 − 1

n(n− 1)
|φ|2

e

ρ⊥ =
2

n(n− 1)

( n∑
1=i<j

m∑

1=α<β

〈R⊥(ei, ej)eα, eβ〉2
) 1

2

=
2

n(n− 1)

[ n∑
1=i<j

m∑

1=α<β

(
〈R(ei, ej)eα, eβ〉 − 〈[Aα, Aβ]ei, ej〉

)2] 1
2

=
1

n(n− 1)

[
2
∑

α<β

2
∑
i<j

〈[Aα, Aβ]ei, ej〉2
] 1

2

=
1

n(n− 1)

[
2
∑

α<β

(
2
∑
i<j

〈[Aα, Aβ]ei, ej〉2 +
∑

i

〈[Aα, Aβ]ei, ei〉2
)] 1

2

=
1

n(n− 1)

[
2
∑

α<β

|[Aα, Aβ]|2
] 1

2

=
1

n(n− 1)

[∑

α,β

|[φα, φβ]|2
] 1

2
.
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Observe agora que |H|2 − ρ + c =
1

n(n− 1)
|φ|2 =

1

n(n− 1)

∑
α

|φα|2 ≥ 0 e assim

temos

(|H|2 − ρ + c)2 =
1

n2(n− 1)2
(
∑

α

|φα|2)2

≥ 1

n2(n− 1)2

∑

α,β

|[φα, φβ]|2

= (ρ⊥)2

se, e somente se,

(
∑

α

|φα|2)2 ≥
∑

α,β

|[φα, φβ]|2. (2.4)

De outro modo, sendo Bα a representação matricial de φα, temos

ρ + ρ⊥ ≤ |H|2 + c ⇐⇒ (
∑

α

|Bα|2)2 ≥
∑

α,β

|[Bα, Bβ]|2.

¤



Capítulo 3

Prova do Teorema Principal

3.1 Invariância

Sejam S(n) o espaço das matrizes simétricas n×n, O(n) (respect. O(m)) o espaço das

matrizes ortogonais n× n (respect. m×m) e Sm(n) = S(n)× . . .× S(n) o m-produto

cartesiano de S(n). Seja G = O(n)×O(m) o produto direto dos grupos O(n) e O(m),

isto é, o produto cartesiano munido com a operação

(p, q) ∗ (p1, q1) = (pp1, qq1). (3.1)

Definimos a aplicação Λ : G× Sm(n) → Sm(n) por

(p, q)(A1, . . . , Am) 7→
(

p

(
m∑

j=1

q1jAj

)
p−1, . . . , p

(
m∑

j=1

qmjAj

)
p−1

)
, (3.2)

onde q = (qij).

Mostremos que Λ é uma ação de grupos, isto é,

(1) Λ(In,Im)(A) = A;

(2) Λ(p,q)(r,s)(A) = Λ(p,q)(Λ(r,s)(A));

(3) Λ(p,q) : S(n) → S(n) é difeomorfismo,

onde A = (A1, . . . , Am) ∈ Sm(n). De fato, o item (1) é imediato da definição. Para

o item (2), sejam q = (qij) e s = (sij) matrizes em O(m). Então qs = (dkl), onde
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dkl =
m∑

j=1

qkjsjl. Logo,

Λ(p,q)(Λ(r,s)(A)) = Λ(p,q)

(
r
( m∑

l=1

s1lAl

)
r−1, . . . , r

( m∑

l=1

smlAl

)
r−1

)

=
(
p
[ m∑

j=1

q1jr
( m∑

l=1

sjlAl

)
r−1

]
p−1, . . . ,

p
[ m∑

j=1

qmjr
( m∑

l=1

sjlAl

)
r−1

]
p−1

)

=
(
pr

( ∑

j,l

q1jsjlAl

)
(pr)−1, . . . , pr

( ∑

j,l

qmjsjlAl

)
(pr)−1

)

=
(
pr

( m∑

l=1

d1lAl

)
(pr)−1, . . . , pr

( m∑

l=1

dmlAl

)
(pr)−1

)

= Λ(p,q)(r,s)(A)

Para verificarmos (3) basta observarmos que as entradas da imagem são polinômios

nas entradas do elemento correspondentes do domínio. Logo, Λ(p,q) : S(n) → S(n) é

difeomorfismo. Portanto, Λ : G× Sm(n) → Sm(n) é uma ação de grupos.

Fixados n e m denominaremos de Conjectura P (n,m) a desigualdade (4) do

Teorema 2.

Proposição 3.1 A Conjectura P (n, m) é G invariante. Isto é, a demonstração do
Teorema 2 pode ser efetuada para qualquer γ.(A1, . . . , Am), onde γ ∈ G.

Demonstração: Seja γ = (p, q) ∈ G. Desde que p é ortogonal, obtemos facil-

mente que |pAαp−1|2 = |Aα|2 e |[pAαp−1, pAβp−1]|2 = |[Aα, Aβ]|2 para α, β = 1, . . . ,m.

Usando que a matriz q é ortogonal e escrevendo q = (qij) obtemos

m∑
α=1

|
m∑

j=1

qαjAj|2 =
m∑

j=1

|Aj|2
m∑

α=1

(qαj)
2 + 2

∑
i<j

〈Ai, Aj〉
m∑

α=1

qαiqαj

=
m∑

α=1

|Aα|2

e
∑

α<β

|[
m∑

j=1

qαjAj,

m∑
j=1

qβjAj]|2 =
∑
i<j

|[Ai, Aj]|2
(∑

α<β

(qαiqβj − qαjqβi)
2

)

+2
∑

i<j,k<l,i6=kouj 6=l

〈[Ai, Aj], [Ak, Al]〉
(∑

α<β

(qαiqβj − qαjqβi)(qαkqβl − qαlqβk)

)
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=
∑

α<β

|[Aα, Aβ]|2.

Portanto, se Br = p

(
m∑

j=1

q1jAj

)
p−1, então

m∑
r,s=1

|[Br, Bs]|2 =
m∑

i,j=1

|[Ai, Aj]|2 e

m∑
r=1

|Br|2 =
m∑

i=1

|Ai|2, isto é, a prova da Conjectura P (n,m) pode ser efetuada em

qualquer γ.(A1, . . . , Am), onde γ ∈ G.

¤

Corolário 3.1 É suficiente provar o Teorema 2 para matrizes com as seguintes pro-
priedades adicionais :

(1) A1 é diagonal;

(2) 〈Aα, Aβ〉 = 0 se α 6= β;

(3) |A1| ≥ . . . ≥ |Am|.

Demonstração: Seja P = (pij) matriz m×m tal que

pij = 〈Ai, Aj〉.

Então P é uma matriz simétrica, e daí existe Q uma matriz m×m ortogonal, tal que

QPQ> = (dij) é uma matriz diagonal.

Seja Q = (qij) e Bi =
m∑

k=1

qikAk. Então {B1, . . . , Bm} é um conjunto ortogonal.

De fato, se i 6= j

〈Bi, Bj〉 =
m∑

k=1

|Ak|2qikqjk +
∑

α<β

〈Aα, Aβ〉(qiαqjβ + qiβqjα)

=
m∑

k=1

qikpkkqjk +
∑

α<β

(qiαpαβqjβ + qiβpαβqjα)

= dij

= 0.

Assuma, sem perda de generalidade, que |B1| ≥ . . . ≥ |Bm|. Seja S matriz

ortogonal tal que SB1S
> é matriz diagonal. Então, como ortogonalidade e norma são

preservados mediante semelhança por matrizes ortogonais e

(B1, . . . , Bm) = γ.(A1, . . . , Am),

onde γ = (S, Q) o resultado segue da Proposição 3.1.

¤
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3.2 Lemas Preliminares

Para a demonstração do Teorema 2 precisamos provar alguns resultados preli-minares,

colecionados nesta seção.

Lema 3.1 Sejam η1, . . . , ηn números reais tais que η1 + . . .+ηn = 0 e η2
1 + . . .+η2

n = 1.
Sejam rij ≥ 0 para i < j números reais. Então

∑
i<j

(ηi − ηj)
2rij ≤

∑
i<j

rij + max(rij). (3.3)

Se η1 ≥ . . . ≥ ηn e rij não são simultaneamente nulos, então a igualdade ocorre
em (3.3) se, e somente se

η1 =

√
k + 1

k + 2
, ηn = ηjl

=
−1√

(k + 1)(k + 2)
, (3.4)

onde jl é tal que r1jl
6= 0 e l = 1, . . . , k (k < n) ou

η1 = ηim =
1√

(k + 1)(k + 2)
, ηn = −

√
k + 1

k + 2
, (3.5)

onde im é tal que rimn 6= 0 e m = 1, . . . , k (k < n).

Demonstração: Suponha η1 ≥ . . . ≥ ηn. Note que para n = 2 e η1 − ηn < 1 a

desigualdade é óbvia. De fato,

• para n = 2:

(η1, η2) =

(
1√
2
,− 1√

2

)

(η1 − η2)
2r12 = 2r12 ≤ r12 + max(rij).

• para η1 − ηn ≤ 1 :

1 ≥ η1 − ηn ≥ ηi − ηj.

Logo,
∑
i<j

(ηi − ηj)
2rij ≤

∑
i<j

rij ≤
∑
i<j

rij + max(rij).

Assim, podemos nos restringir aos casos em que n > 2 e η1 − ηn > 1.
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Afirmação 3.1 η1 − ηn > 1 implica em ηi − ηj < 1 para 2 ≤ i < j ≤ n− 1.

De fato, se ηi − ηj ≥ 1, então

2 ≥ 2(η2
1 + η2

n + η2
i + η2

j ) ≥ η2
1 + η2

n + η2
i + η2

j − 2ηiηj − 2η1ηn =

= (η1 − ηn)2 + (ηi − ηj)
2.

Donde obtemos

1 ≥ 1

2
[(η1 − ηn)2 + (ηi − ηj)

2] > 1,

que nos dá um absurdo.

Note que

∑
i<j

(ηi − ηj)
2rij =

∑
1<j

(η1 − ηj)
2r1j +

∑
2≤i<j≤n−1

(ηi − ηj)
2rij +

∑
2≤i<n

(ηi − ηn)2rin.

Então se mostrarmos que:

A)
∑

2≤i<j≤n−1

(ηi − ηj)
2rij ≤

∑
2≤i<j≤n−1

rij

B)
∑
1<j

(η1 − ηj)
2r1j ≤

∑
1<j

r1j + max
1<j

(r1j)

C)
∑

2≤i<n

(ηi − ηn)2rin ≤
∑

2≤i<n

rin

teremos a desigualdade (3.3).

Prova de A):

É imediato, pois ηi − ηj ≤ 1 para 2 ≤ i < j ≤ n− 1.

Prova de C):

Temos que se η1 − ηn−1 > 1, então η2 − ηn ≤ 1. Logo, ηi − ηn ≤ 1 para i < n, e assim,

C) está provada. Já no caso η1− ηn−1 < 1, troquemos {η1, . . . , ηn} por {−ηn, . . . ,−η1}
e está completa a prova de C).

Prova de B):

Seja sj = r1j. Então, a desigualdade B) é dada por:

∑
1<j

(η1 − ηj)
2sj ≤

∑
1<j

sj + max
1<j

sj.
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Seja P a matriz simétrica

P =




∑
1<j

sj −s2 · · · −sn

−s2 s2

... . . .

−sn sn




.

Agora mostraremos que o maior autovalor de P não excede r =
∑
1<j

sj +max
1<j

(sj).

De fato, seja λ o maior autovalor de P e suponha λ > r. Então

|λI − P | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ−
∑
1<j

sj s2 · · · sn

s2 λ− s2

... . . .

sn λ− sn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (λ− s2) . . . (λ− sn)

(
λ−

∑
1<j

sj −
∑
1<j

s2
j

λ− sj

)
.

Note que λ− sj >
∑

1<k

sk + max(sk)− sj ≥
∑

1<k

sk > 0 para qualquer 1 < j ≤ n.

Logo, como − 1

λ− sj

> − 1∑

1<k

sk

e estamos supondo λ >
∑
1<j

sj + max
1<j

sj, temos

λ−
∑
1<j

sj −
∑
1<j

s2
j

λ− sj

> λ−
∑
1<j

sj − (
∑

1<k

sk)
−1

∑
1<j

s2
j

>
∑
1<j

sj + max
1<j

sj −
∑
1<j

sj − (
∑

1<k

sk)
−1

∑
1<j

s2
j

>

max
1<j

sj

∑
1<j

sj −
∑
1<j

s2
j

∑
1<j

sj

≥ 0,

isto é, λ −
∑
1<j

sj −
∑
1<j

s2
j

λ− sj

> 0. Como λ − sj > 0, ∀j > 1, então λ não pode ser

autovalor de P .
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Seja η = (η1, . . . , ηn)>, então

η>Pη =
(

η1 · · · ηn

)




∑
1<j

sj −s2 · · · −sn

−s2 s2

... . . .

−sn sn







η1

...

ηn




=
(

η1 · · · ηn

)




η1

∑
1<j

sj − s2η2 − ...− snηn

−s2η1 + s2η2

...

−snηn + snηn




= η2
1

∑
1<j

sj − s2η1η2 − . . .− snη1ηn − s2η1η2 + s2η
2
2 − . . .− snη1ηn + snη

2
n

= η2
1

∑
1<j

sj − 2η1

∑
1<j

sjηj +
∑
1<j

sjη
2
j

=
∑
1<j

(η1 − ηj)
2sj.

Mas como o maior autovalor de P não excede r =
∑
1<j

sj + max
1<j

sj, então

η>Pη ≤ r,

isto é,
∑
1<j

(η1 − ηj)
2sj ≤

∑
1<j

sj + max
1<j

sj.

Portanto, a desigualdade (3.3) é verdadeira.

Agora para analisarmos quando ocorre a igualdade em (3.3) dividiremos em três

casos:

1o Caso: n = 2

É fácil verificar que

(η1, η2) = (
1√
2
,
−1√

2
).

Logo, a igualdade em (3.3) é obtida.

2o Caso: η1 − ηn ≤ 1

Neste caso teremos ηi − ηj ≤ 1 para i < j. Logo, a igualdade em (3.3) nos dá

∑
1<j

rij =
∑
i<j

(ηi − ηj)
2rij =

∑
i<j

rij + max
i<j

rij,
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isto é, max
i<j

rij = 0. Daí, rij = 0 para i < j, contradizendo a hipótese.

3o Caso: η1 − ηn > 1

Primeiramente lembre que η1− ηn > 1 implica em ηi− ηj < 1 para 2 ≤ i < j ≤ n− 1.

Como a igualdade em (3.3) implica na igualdade de A), B) e C), então rij = 0 para 2 ≤
i < j ≤ n− 1 e max

1<j
r1j(

∑
1<j

r1j) =
∑
1<j

r2
1j.

Note que a igualdade

max
1<j

r1j(
∑
1<j

r1j) =
∑
1<j

r2
1j,

ocorre se, e somente se, ocorrer um dos seguintes casos:

(a) r1j = 0 para j > 1;

(b) Pelo menos um r1j 6= 0.

Para o estudo dos itens (a) e (b) acima utilizaremos o Método dos Multiplicadores

de Lagrange. Para isto, considere as seguintes funções F : Rn −→ R e G : Rn −→ R2

definidas por

F (η1, . . . , ηn) =
∑
i<j

(ηi − ηj)
2rij

e

G(η1, . . . , ηn) = (
∑

i

ηi,
∑

i

η2
i − 1).

Para obtermos a igualdade em (3.3) basta encontrar os pontos de máximo da função

F restrita ao conjunto G−1(0, 0), F∣∣G−1(0,0)
.

Como (0, 0) é valor regular de G, segue então pelo Método dos Multiplicadores

de Lagrange que se η é um ponto crítico de F∣∣G−1(0,0)
, então

∇F (η) = λ∇G1(η) + µ∇G2(η), (3.6)

onde G1 e G2 são as funções coordenadas de G e λ e µ são os multiplicadores de

Lagrange.

Calculando ∇F (η), ∇G1(η), ∇G2(η), obtemos

∇F (η) = (2
∑
1<j

(η1 − ηj)r1j, 2
∑
2<j

(η2 − ηj)r2j − 2(η1 − η2)r12, . . . ,

2(ηn−1 − ηn)r(n−1)n − 2
∑

i<n−1

(ηi − ηn−1)ri(n−1),−2
∑
i<n

(ηi − ηn)rin).

∇G1(η) = (1, . . . , 1) e ∇G2(η) = (2η1, . . . , 2ηn).
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Utilizando (3.6) temos o seguinte sistema de equações:




2
∑
1<j

(η1 − ηj)r1j = λ + 2µη1

2
∑
2<j

(η2 − ηj)r2j − 2(η1 − η2)r12 = λ + 2µη2

...

2(ηn−1 − ηn)r(n−1)n − 2
∑

i<n−1

(ηi − ηn−1)ri(n−1) = λ + 2µηn−1

−2
∑
i<n

(ηi − ηn)rin = λ + 2µηn.

(3.7)

A partir do somatório das equações em (3.7) encontramos a seguinte igualdade:

0 = nλ + 2µ(η1 + . . . + ηn) = nλ,

isto é, λ = 0 . E assim, ∇F (η) = µ∇G2(η).

Note que µ 6= 0, pois caso contrário obteríamos de (3.7) que

∑
i<j

(ηi − ηj)rij = 0.

Logo, rij = 0 para i < j ou então obteríamos a seguinte desigualdade em (3.3)

0 <
∑

1<k

r1k +
∑
2<m

r2m + max(rij)

e assim, a igualdade não ocorre em (3.3). Da mesma forma, o item(a) não pode ocorrer.

Restando-nos agora apenas o item (b) a ser verificado. Para tanto, considere a

seguinte afirmação:

Afirmação 3.2 A igualdade em (3.7) não ocorre em:

(1) 1 = η2 − ηn = η3 − ηn = . . . = ηn−1 − ηn

(2) 1 = η2 − ηn = η3 − ηn = . . . = ηj − ηn, para 2 < j < n− 1.

Suponha provada a afirmação e estudemos o item (b).

Suponha que η2 − ηn < 1. Logo, r2j = 0 ∀ j > 2. Seja k tal que tenhamos

r1j1 = . . . = r1jk
6= 0. Então, por (3.7), temos ηj1 = . . . = ηjk

6= 0 e caso contrário,

ηj = 0.

Como µ 6= 0 e ηn 6= 0, então r1n 6= 0 e ηn = ηj1 = . . . = ηjk
. De modo que das

equações:

η1 + . . . + ηn = 0
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η2
1 + . . . . + η2

n = 1

obtemos

η1 =

√
k + 1

k + 2

e

ηn = ηjl
=

−1√
(k + 1)(k + 2)

para l = 1, . . . , k.

Agora verifiquemos que este ponto crítico obtido é ponto de máximo da função

F. De fato,

η1 − ηn =

√
k + 2

k + 1

e

∑
i<j

(ηi − ηj)
2rij = r1n

∑
1<j

(η1 − ηj)
2

= r1n(k + 1)
k + 2

k + 1

= (k + 2)r1n

=
∑
i<j

rij + max rij.

Já no caso em que η2 − ηn > 1, troquemos η1 ≥ . . . ≥ ηn por −ηn ≥ . . . ≥ −η1

e obtemos para α1 = −ηn, . . . , αn = −η1 que α2 − αn < 1. Assim, rα
1j1

= rikn,

rα
1j2

= rik−1n,. . . , rα
1jk

= ri1n, rα
1n = r1n, isto é, r1n = ri1n = . . . = rikn 6= 0. E com

cálculo análogo ao anterior temos que

α1 =

√
k + 1

k + 2

e

αn = αjl
=

−1√
(k + 1)(k + 2)

.

Ou seja,

ηn = −
√

k + 1

k + 2
e η1 = ηim =

1√
(k + 1)(k + 2)

para m = 1, . . . , k.

Portanto, a igualdade ocorre somente quando tivermos (3.4) e (3.5).
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Prova do item(1) da Afirmação 3.2:

Primeiramente observe que η2 = . . . = ηn−1 e que da igualdade η1 + . . . + ηn = 0,

temos

η1 = 1− (n− 1)η2.

Agora substituindo η1 = 1− (n− 1)η2 em η2
1 + . . . + η2

n = 1, encontramos que

η2 =
n±√n

n(n− 1)
.

Suponhamos que η2 =
n +

√
n

n(n− 1)
. Então

η1 =
−√n

n

ηn =
−n(n− 2) +

√
n

n(n− 1)
,

o que nos dá η1 − ηn < 1 e como já foi mostrado, temos rij = 0 ∀i < j, contradizendo

a hipótese.

Já no caso em que η2 =
n−√n

n(n− 1)
, temos

η1 =

√
n

n

ηn =
−n(n− 2)−√n

n(n− 1)
.

Logo, η1 − ηn <
√

2 e podemos verificar facilmente que a igualdade em (3.3) não

ocorre. De fato,

k + 2 = 1 + 1 + k

=
∑
1<j

(η1 − ηj)
2

= (η1 − ηn)2 + (η1 − ηj1)
2 + . . . + (η1 − ηjk

)2

< 2 + k,

onde jl (l = 1, . . . , k) são os índices tais que r1jl
6= 0.

Portanto, o caso (1) da Afirmação 3.2 está provado. ¤
Prova do item(2) da Afirmação 2:

Para este caso, observe que em (3.7), multiplicando por ηk cada equação de

segundo membro 2µηk e depois tomando o somatório das novas equações obtidas com
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esse produto, encontramos que

µ =
m∑

k=1

(η1 − ηjk
)2r1jk

+
m∑

l=1

(ηil − ηn)2riln,

onde r1j1 = . . . = r1jm 6= 0, (η1 − η1jk
) 6= 0 para k = 1, . . . , m e (ηil − ηn)2riln 6= 0 para

l = 1, . . . , m.

Daí, para r1k 6= 0 temos

µ− r1k = r1k(
m∑

k=1

(η1 − ηjk
)2 − 1) +

m∑

l=1

(ηil − ηn)2riln.

Como estamos em busca de pontos de máximo da função F e tais pontos η =

(η1, . . . , ηn) devem satisfazer a igualdade:

∑
1<j

(η1 − ηjk
)2r1j =

∑
1<j

r1j + max
1<j

r1j,

então

µ− r1k ≥ r1k(
m∑

k=1

(η1 − ηjk
)2 − 1)

= r1k(m + 1− 1)

= mr1k.

Seja a =
−r1k

µ− r1k

, então a ≥ −1
m
, isto é, 1 + am ≥ 0.

Note que sendo

1 = η2 − ηn = η3 − ηn = . . . = ηj − ηn, para 2 < j < n− 1,

então para k ≥ j+1, temos rkn = 0. De fato, isto pode ser visto facilmente da expressão

∑
i<n

(ηi − ηn)2rin =
∑
i<n

rin.

Por (3.7), temos que se r1k = 0, então, ηk = 0. Segue, então que para r1k 6= 0, k ≥ j +1

temos

ηk =
−r1k

µ− r1k

η1

e η2 = . . . = ηj.

Sejam a =
−r1k

µ− r1k

e m o número de termos r1k 6= 0 para j + 1 ≤ k ≤ n − 1.

Então das equações:
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η1 + . . . + ηn = 0

η2
1 + . . . + η2

n = 1,

encontramos que

η1 =
1− jη2

1 + am

e
[
j2(1 + a2m)

(1 + am)2
+ j

]
η2

2 − 2

[
j(1 + a2m)

(1 + am)2
+ 1

]
η2 +

1 + a2m

(1 + am)2
= 0. (3.8)

Resolvendo a equação (3.8), obtemos

∆ =
4j(1 + a2m) + 4(1 + am)2

(1 + am)2

η2 =
1

j
± 1 + am

jA
.

Suponha η2 =
1

j
+

1 + am

jA
. Então

η1 =
−1

A

ηn =
1− j

j
+

1 + am

jA
,

onde A =
√

j(1 + a2m) + (1 + am)2.

Logo, η1 − ηn < 1, o que implica em rij = 0 ∀ i < j. Portanto η2 =
1

j
+

1 + am

jA
contradiz a hipótese.

Suponha agora que η2 =
1

j
− 1 + am

jA
. Daí,

η1 =
1

A

ηn =
1− j

j
− 1 + am

jA

ηk =
a

A
,

onde A =
√

j(1 + a2m) + (1 + am)2.

Segue então que

η1 − ηn =
j − 1

j
+

j + 1 + am

jA
,
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η1 − η2 =
j + 1 + am

jA
− 1

j
,

e

η1 − ηk =
1− a

A
.

Seja m o número de r1j 6= 0, onde j é tal que ηj − ηn = 1. Daí, a n-upla acima

obtida é um máximo da função F se

(η1 − ηn)2 + m(η1 − η2)
2 + m(η1 − ηk)

2 = 1 + m + m + 1. (3.9)

Mostremos que a igualdade (3.9) não ocorre. De fato, observe que temos para

j ≥ 2, as seguintes desigualdades:

η1 − ηn =
j − 1

j
+

j + 1 + am

jA
<
√

2

η1 − η2 =
j + 1 + am

jA
− 1

j
< 1

η1 − ηk =
1− a

A
< 1.

Logo, (3.9) claramente não pode acontecer.

¤

Lema 3.2 Seja A1 matriz n × n diagonal tal que |A1| = 1 e trA1 = 0. Sejam
A2, . . . , Am matrizes simétricas tais que

(1) 〈Aα, Aβ〉 = 0 se α 6= β

(2) |A2| ≥ . . . ≥ |Am|.

Então
m∑

α=2

|[A1, Aα]|2 ≤
m∑

α=2

|Aα|2 + |A2|2. (3.10)

A igualdade em (3.10) ocorre se, e somente se, a menos de mudança de base e sinal,
tivermos para

A1 =




η1

. . .
ηn



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com

η1 =

√
k + 1

k + 2
, ηn = ηjl

=
−1√

(k + 1)(k + 2)
, (3.11)

sendo jl tal que |Ajl
| 6= 0 e l = 1, . . . , k (k < n), e Aα igual a µ vezes uma matriz

cujas únicas entradas não nulas são 1 nas posições (1, α) e (α, 1) para α = 1, . . . , 2+k.

Demonstração: Suponha que cada Aα é não nula. Sejam Aα = ((aα)ij), para

α = 1, . . . , m,

δ = max
i6=j

m∑
α=2

(aα)2
ij

e

A1 =




η1

. . .

ηn


 .

Então, pelo Lema 1, obtemos

m∑
α=2

|[A1, Aα]|2 =
m∑

α=2

(
2
∑
i<j

(ηi − ηj)
2(aα)2

ij

)
(3.12)

= 2
∑
i<j

(ηi − ηj)
2

(
m∑

α=2

(aα)2
ij

)
(3.13)

≤ 2

[∑
i<j

(
m∑

α=2

(aα)ij

)
+ δ

]
(3.14)

=
m∑

α=2

2
∑
i<j

(aα)2
ij + 2δ (3.15)

≤
m∑

α=2

|Aα|2 + 2δ. (3.16)

Agora se mostrarmos que 2δ ≤ |A2|2, então obteremos a desigualdade (3.10).

Para isto, identifiquemos cada Aα com o vetor coluna
−→
Aα em R 1

2
n(n+1) da seguinte

forma:

Aα 7→ ((aα)12, . . . , (aα)1n, (aα)23, . . . , (aα)2n, . . . , (aα)(n−1)n,
1√
2
(aα)11, . . . ,

1√
2
(aα)nn)>.

Seja µα a norma do vetor
−→
Aα. Então temos µ2

α = 1
2
|Aα|2, para α = 1, . . . , m. Esten-

dendo o conjunto dos vetores (
−→
Aα/µα)2≤α≤m a uma base de R 1

2
n(n+1)

−→
A 2/µ2, . . . ,

−→
Am/µm,

−→
Am+1, . . . ,

−→
A 1

2
n(n+1)+1, (3.17)
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obtemos uma matriz ortogonal A, cujas colunas são os vetores em (3.17). E assim,
m∑

α=2

(µα)−2(aα)2
ij ≤ 1

para i < j fixo. Desde que µ2 ≥ . . . ≥ µm, temos
m∑

α=2

(aα)2
ij ≤ (µ2)

2 ≤ 1

2
|A2|2 (3.18)

e isto prova que 2δ ≤ |A2|2. Segue então a desigualdade (3.10).

Mostremos o caso em que ocorre a igualdade em (3.10). Note que para obtermos

tal igualdade teremos inicialmente 2δ = |A2|2 e a igualdade em (3.16), as quais ocorrem

necessariamente com µ2 = . . . = µj, isto é, |−→A 2| = . . . = |−→A j| para 1 ≤ j ≤ m e
m∑

α=2

(aα)2
ii = 0, implicando que as matrizes A2, . . . , Aj não nulas possuem mesma norma

e diagonal principal nula.

A igualdade de (3.14) é equivalente a igualdade do Lema 1, com rij =
m∑

α=2

(aα)2
ij.

Como os casos (3.4) e (3.5) da igualdade do Lema 1 são equivalentes por permutação

(η1, . . . , ηn) → (−ηn, . . . ,−η1),

então a menos de mudança de base a matriz A1 tem a forma (3.11). E ainda temos

que
m∑

α=2

(aα)2
ij = 0 para 1 < i < j, isto é, (aα)ij = 0 para 1 < i < j. Levando em

consideração que |A2| = . . . = |Aj| 6= 0 para j ≤ m, então A2, . . . , Aj são semelhantes,

pois possuem o mesmo polinômio característico. Então, pelo Teorema dos Valores

Singulares, a menos de mudança de base Aα é igual a µ = 1√
2
|A2| vezes uma matriz

n×n cujas únicas entradas não nulas são 1 nas posições (1, α) e (α, 1) para α = 2, . . . , j.

De fato, seja A ∈ M((n − 1) × (j − 1)) matriz cujas colunas são A2, . . . , Aj e sejam

P ∈ O((n − 1) × (n − 1)) e Q ∈ O((j − 1) × (j − 1)) matrizes ortogonais existentes

pelo Teorema dos Valores Singulares, tais que PAQ = d é matriz diagonal, isto é, se

d = [dij] então dij = 0 se i 6= j. Então, se P = [pij], Q = [qij] temos PAQ igual a




p11 . . . p1(n−1)

p21 . . . p2(n−1)

... . . . ...

p(n−1)1 . . . p(n−1)(n−1)







(a2)12 . . . (aj)12

(a2)13 . . . (aj)13

... . . . ...

(a2)1n . . . (aj)1n







q11 . . . q1(j−1)

q21 . . . q2(n−1)

... . . . ...

q(j−1)1 . . . q(j−1)(j−1)




.
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Logo, as colunas Ãα para α = 2, . . . , j do produto PA são da forma:

Ãα = (p11(aα)12 + . . . + p1(n−1)(aα)1n, . . . , p(n−1)1(aα)12 + . . . + p(n−1)(n−1)(aα)1n),

e facilmente se verifica que |Ãα|2 = |A2α|2 e |[A1, Ãα]|2 = |[A1, Aα]|2. Se

PA =




(a2)12 . . . (aj)12

(a2)13 . . . (aj)13

... . . . ...

(a2)1n . . . (aj)1n




,

então as colunas Âβ+1 para β = 1, . . . , j − 1 do produto PAQ são da forma:

Âβ+1 = ((a2)12q1β + . . . + (aj)12q(j−1)β, . . . , (a2)1nq1β + . . . + (aj)1(j−1)q(j−1)β).

Além disso, verifica-se facilmente que |Âβ+1|2 = |Aβ+1|2 e |[A1, Âβ]|2 = |[A1, Aβ+1]|2,
onde β = 1, . . . , j − 1. Assim, as colunas de A são invariantes por esse processo de

diagonalização PAQ.

Agora assumindo que Aα é da forma mencionada no parágrafo anterior, temos

que se r = min(n − 1, j − 1), então A se torna uma matriz (m − 1) × (m − 1), sendo

m tal que |A2| = . . . = |Am| 6= 0 , 2 ≤ m ≤ r. Observe que o número k atingido na

igualdade do Lema 1 é igual a j − 2 e logo, m = 2 + k. E assim, obtemos que Aα é

igual a µ vezes uma matriz cujas únicas entradas não nulas são 1 nas posições (1, α) e

(α, 1) para α = 1, . . . , 2 + k.

¤

3.3 Demonstração do Teorema Principal

Lembremos o enunciado do Teorema 2, o qual designamos por Teorema Principal:

Teorema 3.1 [Lu] Sejam B1, . . . , Bm matrizes simétricas reais n×n com traços nulos.
Então para n,m ≥ 2, temos

( m∑
α=1

|Bα|2
)2 ≥ 2

( ∑

α<β

|[Bα, Bβ]|2) (3.19)

e a igualdade ocorre se, e somente se, a menos de uma mudança de base tivermos todas
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as B′
αs nulas, exceto posssivelmente para as matrizes

B1 =




µ 0 0 · · · 0

0 −µ 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 0




e B2 =




0 µ 0 . . . 0

µ 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 0




.

Demonstração: Seja S(n) espaço das matrizes simétricas de ordem n. Defina a função

f : S(n)× . . .× S(n) → R por

f(A1, . . . , Am) =
∑

α<β

|[Aα, Aβ]|2.

Restringindo f a esfera unitária de S(n)× . . .× S(n) sabemos que f assume um valor

máximo λ em algum ponto desta esfera. Assim, para qualquer ponto (A1, . . . , Am) ∈
S(n)× . . .× S(n), temos

∑

α<β

|[Aα, Aβ]|2 ≤ λ
( ∑

α

|Aα|2
)2

. (3.20)

De fato, se A = (A1, . . . , Am) for nula é trivial. Caso contrário, seja B =
A

|A| . Como

B está na esfera temos f(B) ≤ λ, isto é,

1( ∑
α

|Aα|2
)2

∑

α<β

|[Aα, Aβ]|2 =
1

|A|4
∑

α<β

|[Aα, Aβ]|2 =
∑

α<β

∣∣∣∣
[
Aα

|A| ,
Aβ

|A|
]∣∣∣∣

2

≤ λ.

Logo, obtemos a desigualdade (3.20).

Seja 2a = 1
λ
. Então a é menor número real entre todos os b tais que

( m∑
α=1

|Aα|2
)2 ≥ 2b

∑

α<β

|[Aα, Aβ]|2.

Como em pelo menos uma m-upla (B1, . . . , Bm) temos a igualdade em (3.20),

então pelo Corolário 3.1, podemos encontrar matrizes A1, . . . , Am tais que

( m∑
α=1

|Aα|2
)2

= 2a
∑

α<β

|[Aα, Aβ]|2 (3.21)

e posssuindo as propriedades adicionais a seguir:

(1) A1 diagonal;
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(2) 〈Aα, Aβ〉 = 0 se α 6= β;

(3) 0 6= |A1| ≥ |A2| ≥ . . . ≥ |Am|.

Sejam t2 = |A1|2 e A′ = A1/|t|. Então da igualdade (3.21), obtemos

(|A1|2 +
m∑

α=2

|Aα|2
)2

= 2a
( ∑

1<β

|[A1, Aβ]|2 +
∑

1<α<β

|[Aα, Aβ]|2)

e daí,

0 = |A1|4 + 2|A1|2
∑
1<α

|Aα|2 − 2a
∑
1<α

|[A1, Aα]|2

+
( ∑

1<α

|Aα|2
)2 − 2a

∑

1<α<β

|[Aα, Aβ]|2

= t4 − 2t2
(
a

∑
1<α

|[A′, Aα]|2 −
∑
1<α

|Aα|2
)

+
( ∑

1<α

|Aα|2
)2 (3.22)

−2a
∑

1<α<β

|[Aα, Aβ]|2.

Como a expressão quadrática na variável t2 em (3.22) é não negativa para todo

t2, então

a
∑
1<α

|[A′, Aα]|2 −
∑
1<α

|Aα|2 > 0 (3.23)

e

|A1|2 = a
∑
1<α

|[A′, Aα]|2 −
∑
1<α

|Aα|2. (3.24)

De fato, se não ocorresse (3.23), teríamos a expressão (3.22) estritamente positiva em

t2 = |A1|2. Como t2 = |A1|2 é ponto de mínimo da expressão (3.22), então por meio

da derivada da mesma obtemos (3.24).

Logo, a
∑
1<α

|[A′, Aα]|2 =
m∑

α=1

|Aα|2. Pelo Lema 2,

m∑
1<α

|[A′, Aα]|2 ≤
m∑

α=2

|Aα|2 + |A2|2 ≤
m∑

α=1

|Aα|2, (3.25)

isto é,
1

a

m∑
α=1

|Aα|2 ≤
m∑

α=1

|Aα|2.

Segue então que a ≥ 1 e daí, obtemos a desigualdade (3.19).

Para termos a igualdade em (3.19), necessariamente teremos igualdade em (3.25),

o que nos dá:
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• a igualdade do Lema 2;

• |A1| = . . . = |Aj| para j tal que |Aj| 6= 0 e |Ak| = 0 para k > j.

Como A1, . . . , Aj são semelhantes (pelo Lema 2) e |A1|2 = |A2|2, então a menos de

mudança de base, temos apenas duas matrizes não-nulas

A1 =




µ 0 0 · · · 0

0 −µ 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 0




e A2 =




0 µ 0 . . . 0

µ 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 0




.

Completando assim a prova do teorema.

¤
Agora podemos enunciar novamente a Conjectura 1, incluindo o caso da igual-

dade, como um corolário deste teorema que acabamos de provar.

Corolário 3.2 Seja φ : Mn → Nn+m(c) uma imersão isométrica. Então

ρ + ρ⊥ ≤ |H|2 + c,

onde a igualdade ocorre em um ponto p ∈ M se, e somente se, existe uma base ortonor-
mal {e1, . . . , en} de TpM e uma base ortonormal {ξ1, . . . , ξm} de T⊥

p M , tais que para
j = 3, . . . , m temos Aξj

= 0 e

Aξ1 =




µ 0 0 · · · 0

0 −µ 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 0




e Aξ2 =




λ µ 0 . . . 0

µ λ 0 . . . 0

0 0 λ . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ




.

Observe que a condição para a igualdade neste corolário é verificada imediata-

mente pela definição das aplicações φα apresentadas no capítulo 2.

3.4 Exemplos

Exemplo 3.4.1 (Superfície de Veronese) Seja ψ : R3 → R5 a aplicação dada por

ψ(x, y, z) =
1√
3

(
xy, xz, yz,

1

2
(x2 − y2),

1

2
√

3
(x2 + y2 − 2z2)

)
.

Esta aplicação define uma imersão isométrica da esfera S2(
√

3) na esfera unitária S4.
A subvariedade imersa S2(

√
3) em S4 é denominada Superfície de Veronese.
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Para verificarmos a Conjectura nesta imersão, precisaremos fazer alguns cálculos

preliminares. Inicialmente, tomemos uma parametrização para a esfera S2(
√

3):

ϕ : R2 → S2(
√

3)

ϕ(θ, γ) =
(√

3senθ cos γ,
√

3senθ senγ,
√

3 cos θ
)
,

onde 0 < θ < π e 0 < γ < 2π. Agora fazendo a composição de Ψ com ϕ, obtemos a

aplicação

Ψ : R2 → R5

(θ, γ) 7→ 3√
3

(
sen2θ senγ cos γ, senθ cos θ cos γ, senθ cos θ senγ,

1

2
sen2θ(cos2 γ − sen2γ),

1

2
√

3
(sen2θ − 2 cos2 θ)

)
.

Para os cálculos restantes utilizaremos o método do referencial móvel. Uma refe-

rencial ortonormal e adaptado para TpS4 é o seguinte:

e1 =
(
2senθ cos θ senγ cos γ, (cos2 θ − sen2θ) cos γ, (cos2 θ − sen2θ)senγ

senθ cos θ(cos2 γ − sen2γ),
3√
3

sin θ cos θ
)

e2 =
(

senθ(cos2 γ − sen2γ),− cos θ senγ, cos θ cos γ, 2senθ senγ cos γ, 0
)

e3 =
(
− cos θ(cos2 γ − sen2γ),−senγ senθ, cos γ senθ, 2 cos θ senγ cos γ, 0

)

e4 =
(

senγ cos γ(1 + cos2 θ),−senθ cos θ cos γ,−senθ cos θ senγ,

1

2
(cos2 γ − sen2γ)(1 + cos2 θ),

−3

2
√

3
sen2θ

)
.

Como dΨ =
∑

ωiei, concluímos que

ω1 = 〈dΨ, e1〉 =
3√
3
dθ

ω2 = 〈dΨ, e2〉 =
3√
3

senθdγ

ω3 = 0

ω4 = 0.
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Como,

de1 =
(
2senγ cos γ(cos2 θ − sen2θ)dθ + 2senθ cos θ(cos2 γ − sen2γ)dγ,

−4senθ cos θ cos γdθ − senγ(cos2 θ − sen2θ)dγ,

−4senθ cos θ senγdθ + cos γ(cos2 θ − sen2θ)dγ,

(cos2 γ − sen2γ)(cos2 θ − sen2θ)dθ − 4senθ cos θ senγ cos γdγdγ,

3√
3
(cos2 θ − sen2θ)dθ

)

de2 =
(

cos θ(cos2 γ − sen2γ)dθ − 4senθ2senγ cos γdγ,

senθ senγdθ − cos θ cos γdγ,−senθ cos γdθ − cos θ senγdγ,

−2 cos θ senγ cos γdθ − 2senθ(cos2 γ − sen2γ)dγ, 0
)

de3 =
(

senθ(cos2 γ − sen2γ)dθ + 4 cos θ senγ cos γdγ,

− cos θ senγdθ − senθ cos γdγ, cos θ cos γdθ − senθ senγdγ,

−2senθ senγ cos γdθ + 2 cos θ(cos2 γ − sen2γ)dγ, 0
)

obtemos

ω12 = 〈de1, e2〉 = cos θdγ

ω13 = 〈de1, e3〉 = −senθdγ

ω14 = 〈de1, e4〉 = dθ

ω23 = 〈de2, e3〉 = −dθ

ω24 = 〈de2, e4〉 = −senθdγ

ω34 = 〈de3, e4〉 = 2 cos θdγ.

Para o cálculo das segundas formas quadráticas nas direções e3 e e4, faremos

ω13 = h3
11ω1 + h3

12ω2

ω23 = h3
21ω1 + h3

22ω2,

donde h3
11 = 0, h3

12 = h3
21 = − 3√

3
, h3

22 = 0.

Logo, a matriz da segunda forma quadrática na direção de e3 é:

A3 =


 0 − 3√

3

− 3√
3

0


 .
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Analogamente, para

ω14 = h4
11ω1 + h4

12ω2

ω24 = h4
21ω1 + h4

22ω2,

donde h4
11 = 3√

3
, h4

12 = h4
21 = 0 e h4

22 = − 3√
3
. Neste caso a matriz da segunda forma

quadrática na direção de e4 é:

A4 =




3√
3

0

0 − 3√
3


 .

Como as matrizes da segunda forma possuem traço nulo, então a Superfície de

Veronese é mínima na esfera S4, isto é, o vetor curvatura média H é nula. Agora encon-

traremos a curvatura escalar normalizada e a curvatura escalar normal normalizada.

Para isto, utilizaremos

dω12 =
2∑

k=1

ω1k ∧ ωk2 + Ω12

dω34 =
4∑

α=3

ω3αωα4 + Ω34,

onde

Ω12 = −1

2

2∑

k,l=1

R12klω1 ∧ ω2

Ω34 = −1

2

2∑

k,l=1

R34klω1 ∧ ω2

R12kl = 〈R(e1, e2)ek, el〉
R34kl = 〈R(e3, e4)ek, el〉.

Então, pelas definições (1) e (2) apresentadas na introdução, temos que ρ = 1
3
e ρ⊥ = 2

3
.

Lembremos que o espaço ambiente, S4, possue curvatura seccional igual a 1. Portanto,

a igualdade da Conjectura é verificada.

Exemplo 3.4.2 (Toro S1×S1 em R4) Seja φ : R2 → R4 a aplicação diferenciável dada
por

φ(u, v) = (cos u, senu, cos v, senv), (u, v) ∈ R2.

Como a aplicação φ é uma imersão e φ(u + 2nπ, v + 2nπ) = φ(u, v), então para n, m
inteiros, a imagem φ(R2) é um toro S1 × S1 ⊂ R4.
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Para estudar a geometria deste toro, escolhamos um referencial ortonormal e

adaptado:

e1 = (−senu, cos u, 0, 0)

e2 = (0, 0,−senv, cos v)

e3 =
1√
2
(cos u, senu, cos v, senv)

e4 =
1√
2
(− cos u,−senu, cos v, senv).

Como dφ =
2∑

i=1

ωiei e

dφ = (−senudu, cos udu,−senvdv, cos vdv),

concluímos que

ω1 = 〈dφ, e1〉 = du, ω2 = dv, ω3 = 0, ω4 = 0.

Para o cálculo das ωij, calcularemos primeiro

de1 = (− cos udu,−senudu, 0, 0)

de2 = (0, 0,− cos vdv,−senvdv)

de3 =
1√
2
(−senudu, cos udu,−senvdv, cos vdv),

donde

ω12 = 〈de1, e2〉 = 0

ω13 = 〈de1, e3〉 = −du

ω14 = 〈de1, e4〉 = du

ω23 = 〈de2, e3〉 = −dv

ω24 = 〈de2, e4〉 = −dv

ω34 = 〈de3, e4〉 = 0.

De ω12 = 0, concluímos que a curvatura Gaussiana da métrica induzida é zero

e logo, a curvatura escalar do Toro é zero. Analogamente, como ω34 = 0, então a

curvatura escalar normal é zero.
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Para o cálculo das segundas formas quadráticas A3 e A4 nas direção e3 e e4,

respectivamente, faremos

ω13 = h3
11ω1 + h3

12ω2

ω23 = h3
21ω1 + h3

22ω2,

donde h3
11 = −1, h3

12 = h3
21 = 0, h3

22 = −1, isto é,

A3 =


 −1 0

0 −1


 .

Analogamente,

A4 =


 1 0

0 −1


 .

De forma que teremos imediatamente a verificação da desigualdade apresentada na

Conjectura, já que o quadrado da norma do vetor curvatura média é igual a 4.

Exemplo 3.4.3 (Toro S1 × S1 × S1 na esfera S5(
√

3)) Seja Φ : R3 → R6 a aplicação
diferenciável dada por

(u, v, w) 7→ (cos u, senu, cos v, senv, cosw, senw).

Então é fácil verificar que Φ é uma imersão e Φ(S1 × S1 × S1) = S1 × S1 × S1 é um
toro em S5(

√
3).

Tomemos o seguinte referencial ortonormal adaptado para S1 × S1 × S1:

e1 = (−senu, cos u, 0, 0, 0, 0)

e2 = (0, 0,−senv, cos v, 0, 0)

e3 = (0, 0, 0, 0,−senw, cos w)

e4 =
1√
2
(− cos u,−senu, cos v, senv, 0, 0)

e5 =
1√
6
(cos u, senu, cos v, senv,−2 cos w,−2senw).

Como dΦ =
3∑

i=1

ωiei e

dΦ = (−senudu, cos udu,−senvdv, cos vdv,−senwdw, cos wdw),
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então

ω1 = 〈dΦ, e1〉 = du, ω2 = dv, ω3 = dw, ω4 = 0, ω5 = 0.

Para o cálculo das ωij, temos que

de1 = (− cos udu,−senudu, 0, 0, 0, 0)

de2 = (0, 0,− cos vdv,−senvdv, 0, 0)

de3 = (0, 0, 0, 0,− cos wdw,−senwdw)

de4 =
1√
2
(−senudu, cos udu,−senvdv, cos vdv, 0, 0).

Logo,

ω12 = 〈de1, e2〉 = 0

ω13 = 〈de1, e3〉 = 0

ω14 = 〈de1, e4〉 =
1√
2
du

ω15 = 〈de1, e5〉 = − 1√
6
du

ω23 = 〈de2, e3〉 = 0

ω24 = 〈de2, e4〉 = − 1√
2
dv

ω25 = 〈de2, e5〉 = − 1√
6
dv

ω34 = 〈de3, e4〉 = 0

ω35 = 〈de3, e5〉 =
2√
6
dw

ω45 = 〈de4, e5〉 = 0.

Para o cálculo das segundas formas quadráticas A4 e A5 nas direção e4 e e5,

respectivamente, faremos

ω14 = h4
11ω1 + h4

12ω2 + h4
13ω3

ω24 = h4
21ω1 + h4

22ω2 + h4
23ω3

ω34 = h4
31ω1 + h4

32ω2 + h4
33ω3,
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donde h4
11 = 1√

2
, h4

12 = h4
13 = 0, h4

21 = h4
23 = 0, h4

22 = − 1√
2
, h4

31 = h4
32 = h4

33 = 0, isto é,

A4 =




1√
2

0 0

0 − 1√
2

0

0 0 0


 .

Analogamente,

ω15 = h5
11ω1 + h5

12ω2 + h5
13ω3

ω25 = h5
21ω1 + h5

22ω2 + h5
23ω3

ω35 = h5
31ω1 + h5

32ω2 + h5
33ω3,

donde h5
11 = − 1√

6
, h5

12 = h5
13 = 0, h5

21 = h5
23 = 0, h5

22 = − 1√
6
, h5

31 = h5
32 = 0, h5

33 = 2√
6
,

isto é,

A5 =




− 1√
6

0 0

0 − 1√
6

0

0 0 2√
6


 .

Calculemos a curvatura escalar normalizada e a curvatura escalar normal nor-

malizada, ρ e ρ⊥, respectivamente. Para isto, temos

dωij =
3∑

k=1

ωik ∧ ωkj + Ωij

dω45 =
5∑

α=4

ω4αωα5 + Ω45,

onde

Ωij = −1

2

3∑

k,l=1

Rijklωk ∧ ωl

Ω45 = −1

2

3∑

k,l=1

R45klωk ∧ ωl.

Como ω12 = ω13 = ω23 = ω45 = 0, então Rijji = 0 para i = 1, 2, 3 e R45kl = 0 para

k, l = 1, 2, 3. Logo, ρ = ρ⊥ = 0.

Observe também que os traços das matrizes A4 e A5 é nulo e, assim, temos a

curvatura média H = 0. Como a curvatura seccional da esfera S5(
√

3) é igual a 1
3
,

segue que a desigualdade apresentada na Conjectura 1 se verifica para este exemplo.
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