|||||||

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
MESTRADO EM MATEMATICA

AURINEIDE CASTRO FONSECA

CONJECTURA DA CURVATURA ESCALAR NORMAL

Agosto
2008



AURINEIDE CASTRO FONSECA

CONJECTURA DA CURVATURA ESCALAR
NORMAL

Dissertagao submetida & Coordenagao do
Curso de Pos-Graduagao em Matematica, da
Universidade Federal do Cearé, como requi-
sito parcial para obtencao do grau de Mestre

em Matematica.

Area de concentracao: Geometria Diferencial

Orientador: Prof. Dr. Abdénago Alves de

Barros

Agosto
2008

1



F742

Fonseca, Aurineide Castro
Conjectura da Curvatura Escalar Normal / Aurineide Castro
Fonseca. Fortaleza. 2008.
55 f.
Orientador: Prof. Dr. Abdénago Alves de Barros
Area de concentracio: Geometria Diferencial
Dissertacao (Mestrado) - Universidade Federal do Ceara, De-

partamento de Matemaética, Fortaleza, 2008.

CDD 516.36

11



A minha mae Osvaldina, meu pai Antonio
e meus irmaos Adalberto, Antonio José,

Francineide e Josué.

v



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco a Deus pelas vitérias nos muitos desafios da minha vida.

Aos meus melhores amigos, minha mae Osvaldina, meu pai Antonio e meus irmaos
Adalberto, Anténio José, Francineide e Josué pela confianca, apoio e uma amizade fiel
em todos os momentos.

A Elcilene e Joao, 6timas amizades conquistadas na minha passagem por Teresina
em tempos de residéncia universitaria, das quais se fazem presentes mesmo a distancia.

Ao meu orientador, Prof. Abdénago, ndao apenas por ter aceitado meu pedido de
orientacao, mas pela paciéncia e atencao com minhas duavidas.

Aos professores Antonio Caminha e Paulo Alexandre por aceitarem o convite de
participar da minha banca de defesa.

Ao Prof. Barnabé e o Prof. Newton pela atencao e as conversas que tanto me
motivaram a superar os obstaculos no meu trabalho.

Ao meu grande amigo Marco Antonio e sua esposa Yvonne, a quem agradeco
pelas longas horas de conversas, principalmente nos momentos dificeis.

AOs meus amigos e colegas de apartamento Adam, Claudio e Méarcia, pelo apoio
e a amizade.

Ao Tiago e Valéria pela amizade, apoio e a tao necesséaria ajuda na digitagao
desse trabalho.

Aos meus amigos conterrdneos e nao-conterraneos: Ernani, Halyson, Manoel,
Kelton, Rondinelle, Wilson, Ednardo, Joao, Tadeu e Edvan pelos momentos divertidos
que tivemos a oportunidade de compartilhar.

Ao Prof. Cicero e o Tony pela ajuda sempre que se fez necesséria, os conselhos e
as boas conversas.

Meus colegas e amigos do mestrado e doutorado: Edno, Luis Anténio, Raimundo,
Michel, Jobson, Flavio, Jonathan, Gledson, Luis Fernando, Nazareno e Walber.

Ao Maércio pela grande ajuda na preparacao da defesa.



vi

A Andrea, por sua paciéncia e delicadeza em tentar resolver nossos problemas
académicos.

Ao CNPq pelo apoio financeiro.



Resumo

O objetivo desta dissertacao é apresentar uma demonstragao para uma desigual-
dade pontual, denominada conjectura da curvatura escalar normal, a qual é valida
para subvariedades n-dimensionais, M™, imersas isometricamente em formas espaciais

N™™(¢) de curvatura seccional constante ¢, dada por
p+pt <|H+e

onde p, pt e H sdo, respectivamente, a curvatura escalar da geometria intrinsica de
M™, a curvatura escalar normal da geometria extrinsica de M" e a curvatura média de
M™ em N™(¢). O foco principal na demonstracao desta desigualdade é a equivalén-

cia existente entre o problema de geometria e um problema algébrico envolvendo um

conjunto de matrizes simétricas reais n X n By, ..., B,,, dado por
m 2
D oIBal*) =2 |[Ba, Byl
a=1 a<f

o qual é resolvido essencialmente usando técnicas de multiplicadores de Lagrange.

Palavras-chave: Curvatura Escalar. Curvatura Normal. Curvatura Média.



Abstract

In this work we present a proof of the Normal Scalar Curvature Conjecture for
submanifolds M", isometrically immersed into space forms N (¢) of constant sec-

tional curvature ¢, given according to
p+p <|H*+e

where p, p~ and H stand, respectively, for the scalar curvature, the normal scalar
curvature and the mean curvature of M"™ in N"*™(¢). The main focus in our proof is

an equivalence between the geometric problem with an algebraic problem relationed

with a set of symmetric matrixes n X n By, ..., B,,, given by
m 2
(S =23 imme
a=1 a<f

which is solved using Lagrange multipliers.

Key words: Scalar curvature. Normal Scalar Curvature. Mean curvature.
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Introducao

Seja M uma variedade n-dimensional e seja ¢ : M — N uma imersao isométrica de
M em uma forma espacial (n + m)-dimensional N de curvatura seccional constante c.
Fixe p € M e sejam {ey,...,e,} uma base ortonormal para o espago tangente T,M de
M em p, {&,...,&n} uma base ortonormal para o espago normal TpLM de M em p.
Entdo a curvatura escalar normalizada p e a curvatura escalar normal normalizada p*
sao definidas por:

p = Z R(ei, e;,€i,€5), (1)

1<z<]<n

2

pL = < Z Z 6“63 5ra§s>) ) (2)

1<i<j<n 1<r<s<m

onde R e R+ é o tensor curvatura do fibrado tangente TM = U T,M e o tensor
peEM

curvatura do fibrado normal T+ M = U TpLM de M, respectivamente. Diferentemente
peEM
da curvatura escalar normalizada, p~ é sempre nao-negativa.

Se V é a conexao Riemanniana de N, entao a sequnda forma fundamental de ¢,

h:TM x TM — T+M & definida por
h(X,Y) = (VxY)"h
Seja n € TpLM. A aplicagao H,, : T,M x T,M — R dada por
Hy(X,Y) = (h(X,Y),n)
¢ uma forma bilinear simétrica. A forma quadratica II,, definida em 7,,M por
I1,(X) = H,(X, X)

¢ denominada sequnda forma fundamental de ¢ em p seqgundo o vetor normal 1. Temos

associada a aplicacao bilinear H, uma aplicacao linear auto-adjunta A, : T,M — T,M,

6



tal que
HW(X’ Y) = <ATI(X)>Y>'

Entao, a segunda forma fundamental h é dada por

hX,Y) = nin Ho(X,Y)e,

a=n+1
e o vetor curvatura média é definido por

n+m
1

H= - Z (trA.)eq,

a=n+1
onde A, = A, .
No estudo da Teoria de Subvariedades foi proposto por De Smet, Dillen, Vers-

traelen, e Vrancken em [DDVV] a seguinte Conjectura da Curvatura Escalar Normal:

Conjectura 1 Sejam M uma variedade n-dimensional e ¢ : M"™ — N""(c) uma
imersdo isométrica. Sejam p a curvatura escalar normalizada, p* a curvatura escalar
normal normalizada, H o vetor curvatura média e ¢ a curvatura seccional do espaco
ambiente. Entao

p+pt < |H +c

A motivagao para o estudo desta desigualdade teve inicio quando S. S. Chern
[Ch1] questionou sobre os obstaculos intrinsecos para obtermos imersoes minimas de
subvariedades M"™ em um ambiente euclidiano. Visando dar uma resposta a este ques-
tionamento, B. Y. Chen [C1] provou para subvariedades M" em uma forma espacial

N™™(¢) a desigualdade

%IH\“ S+ 1)(n - 2)c 3)

IA

On

n(n—1)
2
também uma caracterizagao, em termos da segunda forma fundamental, dos casos onde

onde oy = p —inf K (K é a fungdo curvatura seccional em M) e apresentou

a igualdade em (3) ¢ satisfeita.

Apos algum tempo, B. Y. Chen [C2]| obteve a seguinte desigualdade
|}IP 2 p—Cc

sendo uma versao fraca da Conjectura 1.
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Alguns casos especiais da Conjectura 1 foram provados, como é o caso em que
m = 2 en > 2, apresentado por Chern, do Carmo e Kobayashi [CACK| e m > 2 e
n = 2 provado por Guadalupe e Rodriguez [GR|. Dillen, Fastenakels e Veken [DFV]|

também provaram uma versao fraca da Conjectura 1:

2m —1
po< [HP =[5 —p +ec
2(n? +n —3)
< H2_ S &
po= H 3(n?+n—4) e

O objetivo desta dissertagao é apresentar uma demonstracao para a Conjectura 1,
analisar o caso da igualdade e apresentar exemplos. Para isto, faremos uma equivaléncia
do problema de geometria para um problema de algebra linear. Nessa equivaléncia ¢é

conveniente definirmos a aplicacao linear ¢, : T,M — T,,M por
<¢0¢X7 Y> = <AOzX7 Y> - <X7 Y) <H7 €a>a

n—+1 < a < n+m. Dessa forma, é imediato que, para cada ponto p € M, temos

trA,
o= Aq— —2Id e
n
tr(¢a) = O _{batirei) = trAq — n({H, eq) = 0.
i=1
Seja B, = (ba)i; a representacdo matricial de ¢, na base {es,...,e,}, para o tal

quen+1<a<n+m. Entao B, é uma matriz n x n,

¢é sua norma Hilbert-Schmidt e
[Ba, Bg] = BoBg — BB,

¢ o comutador de B, e Bg.

O seguinte teorema realiza a equivaléncia do problema de geometria apresentado
na Conjectura 1 para um problema de desigualdade de matrizes.
Teorema 1 [DFV| A Conjectura 1 é verdadeira para subvariedades de dimensao n e

codimensao m se, para o conjunto de matrizes {By, ..., By}, simétricas n X n com

tracos nulos, ocorre a desigualdade:

(Z IBa\2> >2) |[Ba, Bsl.

a=1 a<f



9
Apos mostrarmos a equivaléncia do problema, a prova da Conjectura 1 fica res-
trita & demonstracao do seguinte teorema, o qual denominaremos de Teorema Principal.

Teorema 2 [Lu| Sejam By, ..., B, matrizes simétricas reais n X n com tra¢os nulos.
Para n,m > 2, temos

(Z IBaI2> >2) |[Ba, Bslf*, (4)
a=1 a<p

e a igualdade ocorre se, e somente se, a menos de uma mudancga de base, tivermos as
B! s identicamente nulas, exceto para

w0 0 0 0 p O
0 —pn O 0 uw 0 0
Bi=| 0 0 0 0 e Bo=1 0 0 0

jen}
(e}
[en}
jen}
e}
e}
e}



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Produto Interno, Matrizes Simétricas e Matrizes

Ortogonais

Definicao 1.1 Um produto interno num espago vetorial E € uma forma bilinear simétrica
e positiva em E. Mais precisamente, € uma funcao F' : Ex E — R, que associa a cada
par de vetores u,v € E um nimero real F(u,v) = (u,v), de modo que sejam vdlidas

as sequintes propriedades, para quaisquer u,u',v,v' € E e a € R:

e Bilinearidade: (u+ au',v) = (u,v) +a(u,v), (u,v+ av’) = (u,v) + afu,v');
e Simetria: (u,v) = (v, u);

e Positividade: (u,u) >0 se u # 0.

O namero nao-negativo |u| = /(u,u) chama-se a norma ou o comprimento do

vetor u.

Exemplo 1.1.1 No espaco euclidiano R™, temos o produto interno candnico dos ve-

tores u = (uy,...,u,) ev = (vq,...,v,) definido por
(u,v) = ugvy + ... + UpUy.
Seja M(n x n) o espago das matrizes reais n X n.

Definicao 1.2 Uma matriz A = [a;j] € M(n x n) € dita simétrica quando € igual a

sua transposta AT, isto €, quando a;; = aj; para todo i e para todo j.

10
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Um problema importante sobre operadores em um espaco vetorial de dimensao
finita é o de encontrar uma base em relacao a qual a matriz desse operador seja a mais
simples possivel. Quando E é um espaco vetorial com produto internoe A : E — FE
¢ um operador auto-adjunto, ou seja, sua representacao matricial em relagao a uma
base ortonormal é simétrica, existe uma base ortonormal em F, relativamente & qual
a matriz de A é uma matriz diagonal A = [a,;], isto é, a;; = 0 se i # j. Esta afirmacao

é contetido do seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Teorema Espectral) Para todo operador auto-adjunto A : E — E,
num espaco vetorial de dimensao finita munido de produto interno, existe uma base

ortonormal {uy,...,u,} C E formada por autovetores de A.

Uma extensao do Teorema Espectral para transformacoes lineares quaisquer é a

seguinte:

Teorema 1.2 (Teorema dos Valores Singulares) Seja A : E — F uma transformag¢ao
linear de posto r entre espacos de dimensao finita com produto interno. Existem bases
ortonormais {uy, ..., u,} C E e {vy,...,v,} C F tais que Au; = ov; e A*v; = ojuy,

onde o; #0 parai=1,...,r eco; =0 para i >r+ 1.

Definig¢ao 1.3 Uma matriz A = [a;;] € M(mxn) cujasn colunas formam um conjunto

ortonormal em R™ chama-se uma matriz ortogonal.

Portanto, da definigdo temos que a matriz A = [a;;] € M(m X n) é ortogonal se,
e somente se, ATA=1,.

Se A € M(m x n) é ortogonal, entdo seu posto ¢ n (logo m > n), pois suas
n colunas sao vetores linearmente independentes no espago R™. Quando m = n e

A € M(n x n) é uma matriz quadrada ortogonal, entdo a igualdade A" A = I,, implica

AAT = I, daf AT = AL,

Exemplo 1.1.2 (Matriz de passagem ortogonal) Sejam as bases ortonormais U =
{ur,...,u,} CE eU ={u},...,u,} C E. A matriz de passagem p = [p;;| de U para
U’ € uma matriz ortogonal.

Exemplo 1.1.3 Se a matriz A € M(nxn) € simétrica, entao, pelo Teorema Espectral,
existe uma matriz Q € M(nxn) tal que QT AQ = D é uma matriz diagonal. Tal matriz

Q) € ortogonal.
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1.2 Método dos Multiplicadores de Lagrange

Seja M uma variedade m-dimensional de classe C* e f : U — R uma funcao, de
classe C* no aberto U, com M C U C R™™™. Suponha que M seja obtida como
imagem inversa do valor regular ¢ da aplicacdo ¢ : U — R", de classe C* no aberto
U. O Método dos Multiplicadores de Lagrange nos fornece uma forma de encontrar os

pontos criticos da restricao de f a M, flM.

Teorema 1.3 (Método dos Multiplicadores de Lagrange) Seja f : U — R uma fung¢ao
de classe C* no aberto U C R™™ e M = p~(c) a imagem inversa do valor reqular c
pela aplicagcio ¢ : U — R", de classe C*. A fim de que p € M seja um ponto critico da

restri¢ao flM € necessdrio e suficiente que existam numeros reais Ai, ..., A, tais que

grad f(p) = Mgradpi(p) + ... + A\ugrad o, (p),

onde o = (Q1,...,¢n). Os nimeros Ay, ..., \, sdo chamados multiplicadores de La-
grange.

Demonstragao: Se escrevermos ¢(p) = (©1(p), - - -, pa(p)), entdo a afirmagdo de que ¢
¢ valor regular de ¢ implica que grad ¢1(p),. .., grad ¢,(p) s@o linearmente indepen-

dentes, Vp € U tal que ¢(p) = ¢. Como p é ponto critico de f|M se, e somente se,
grad f(p) é ortogonal a T,M, e como {grad ¢:(p),...,grad ¢,(p)} é base de T, M,
entao grad f(p) ¢ combinacgao linear dos gradientes grad v1(p), . .., grad ¢, (p).

O

1.3 Acao de Grupos

Seja G um grupo e M uma variedade n-dimensional. Dizemos que G age sobre M se

existe uma aplicacdo A : G x M — M que possui as seguintes propriedades:
o Ay: M — M,A;(p) = A(g,p) é difeomorfismo;
e A(e,p) = p para todo p € M; (e = elemento neutro de G)
e A(gh,p) = A(g,A(h,p)) para todos g,h € G e todo p € M.

E usual denotar a acdo de A da seguinte forma : A(g,p) = g(p). Assim, as propriedades

acima podem ser escritas como
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e g: M — M é difeomorfismo;
e ¢(p) = p, para todo p € M,

e gh(p) = g(h(p)), para todos g,h € G e para todo p € M.

1.4 Imersoes Isométricas

Seja (Wn+m, (,),V,R) uma variedade Riemanniana com métrica (, ), conexdo Rie-
manniana V e operador curvatura R. Seja M™ uma variedade diferenciével n-dimensional
e ¢ : M — M uma imersdo, ou seja, dado p € M temos que a derivada do, : T,M —
T¢(p)M ¢ injetora. Nestas condicoes, podemos munir M de uma métrica Riemanniana

através da definigao

(u,v), = <d¢p<u>>d¢p(v)>¢>(mv peM, wuveTl)M.

Dizemos entdo que M tem a métrica induzida pela variedade Riemanniana M, e por-
tanto ¢(M) é chamada uma subvariedade Riemanniana imersa de M. A aplicacio ¢ é
dita entao uma imersao isométrica.

Dado p € M, existe um aberto U C M contendo p tal que ¢(U) C M ¢é uma
subvariedade mergulhada de M. E possivel mostrar que existe um difeomorfismo entre
abertos, digamos A : U C M — V C R™™ tal que ¢(p) € U e tal que A aplica
difeomorficamente ¢(U) N U em um aberto do subespago R™ x {0} C R"*™,

Identificamos entdao U com ¢(U) e cada vetor v € T, M, onde ¢ € U, com o vetor
dp,(v) € T,M. Além disso, usando o difeomorfismo A podemos estender localmente
campos de vetores X,Y de M definidos em ¢(U) N U, a campos de vetores X,Y
definidos em U. Assim, podemos considerar o espaco tangente a M em p como um

subespaco do espaco tangente a M em P € escrevemos
T,M =T,M & T, M,

onde TpLM é o complemento ortogonal de T, M em T,,M. Desta decomposigao obtemos

um fibrado vetorial, T-M = U TpLM, chamado o fibrado normal a M.
peEM L
Dessa forma, podemos escrever v € T,M da seguinte maneira:

v=20v' +vt, ondev' € T,M, vt e TpLM.
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Se X e Y sao campos locais de vetores em M e X e Y sao extensoes locais a

M, definimos

VxY = (VgY)".

E possivel provar que V é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de M

por ¢. Dessa forma, obtemos a Formula de Gauss:
VxY =VxY +h(X,Y),

onde a aplicacdo h: TM x TM — T+M é denominada a sequnda forma fundamental
de ¢. Pelas propriedades das conexdes de Levi-Civita V e V, temos que A é bilinear e

simétrica.

Lema 1.1 Dado n € TpLM, existe uma aplicacao auto-adjunta A, : T,M — T,M,

chamada aplicagao de Weingarten na diregao n, tal que
(4, X,Y) = (M(X,Y), n)
para todos X,Y € T,M.

Demonstragdo: Defina A,(X) = —(Vxn)T. Denotando também por X e Y extensdes
locais em M de X,Y € T,M, segue de (Y,n) =0, que

0=X(Y,n) =(VxY.n) + (¥, Vxn) = (h(X,Y),n) — (Y, 4,X).

Logo, (4,X,Y) = (h(X,Y),n). A, é auto-adjunta devido as simetrias de h e da
métrica. O

A partir da defini¢ao de A,, obtemos a Féormula de Weingarten:
Vxn=—4A,X + Vyn,

onde Vin = (Vxn)*.

Sejam R e R os tensores curvatura de M e M, respectivamente, definidos por:
R(X, Y)Z =VvVxZ -VxVyZ + V[Xy]Z,

E(X, Y)Z = VYVXZ — VXVYZ + v[X,Y]Z-

Analogamente, temos o tensor curvatura do fibrado normal T+M de M definido por:

RH(X,Y)E = Vi Vi€ — Vi Vi€ + Vixyi6,
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com X,Y € TMeéecTHM.
Agora, usando as formulas de Gauss e Weingarten, podemos obter as equacoes
bésicas para uma imersao isométrica, que sao as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci

dadas, respectivamente, por:
(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (h(Y,T), h(X, 2)) + (h(X,T), h(Y, 2)),

<F(X7 Y)Zv 77> = (th)(X’ Z, 77) - (th)(K Z, 77):
(R(X,Y)E,n) = (RH(X,Y)Em) + ([Ag, A] X, Y),

onde X,Y,Z, T € TM, &neT *Me [Ag, A)] = AcA, — A, Ae. A prova deste fato
pode encontrada em ([dCM2]).
Para uma imersao isométrica ¢ : M™ — N™™(c), o tensor curvatura R de N é

dado por R(X,Y) =c¢(X AY), para X,Y € TN, onde para todo Z € TN,
(XAY)Z = (Y, 2)X — (X, Z)Y.

Nesse caso, para X,Y,Z, W € TM e &,n € T+M, as equacoes de Gauss, Codazzi e

Ricci sao respectivamente
(RIX,YYZ, W) =c(XAY)ZW))+ (h(X,Z),h(Y,IW)) — (L(X,W),h(Y, Z))

(Vy A)(X) = (VxAg)(Y)

(RH(X,Y)E ) = ([Ag, AJX,Y).

1.5 Referenciais Moveis

Seja U C R™ um aberto do R" e sejam eq, ..., e, campos diferenciaveis de vetores em
U de tal modo que, para cada ponto p € U, tenhamos (e;, e;) = d;;. Um tal conjunto
de campos de vetores é chamado um referencial ortonormal movel em U.

A partir do referencial {e;} podemos definir formas diferenciais lineares wy, . .. ,wy,
pela condigao w;(e;) = d;;, ou seja, em cada ponto p € U, a base {(w;),} é a base dual
da base {(e;),}. O conjunto w; é chamado o coreferencial associado ao referencial {e;}.

Cada campo e; pode ser pensado como uma aplicagao ¢; : U C R — R" que

¢ diferenciavel. A diferencial (de;), : R* — R™, em p € U, é uma aplicacao linear.
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Portanto, para todo v € R", podemos escrever

(dei)p(v) = Z(Wij)p(v)ej'

J
As expressoes (w;;),(v), acima definidas, dependem linearmente de v. Portanto,
wi; ¢ uma forma linear em R". Como e; ¢ um campo diferenciavel, w;; ¢ uma forma

diferenciavel linear. Assim, escrevemos:
d@i = E wijej,
J

como definigao das formas w;;, que sdo as formas de conexdo do R™ no referencial {e; }.

Derivando a expressao (e;, e;) = d;;, obtemos:
0 = (dei, ;) + (e, dej) = wij + wi,

de onde concluimos que as formas de conexao sao anti-simétricas nos indices i e j.
O ponto fundamental no método do referencial movel ¢ que as formas w;, wj;

satisfazem as chamadas equagoes de estrutura de Elie Cartan.

Teorema 1.4 (Equagoes de estrutura do R™) Seja {e;} um referencial ortonormal
movel em um aberto U C R™. Sejam {w;} o coreferencial associado a {e;} e w;j as

formas de conexao de U no referencial {e;}. Entao

dw; = Zwk A Wi
k

dw,-j = Zwik/\wkj, kzl,...,n.
k

A idéia bésica do método do referencial mével pode ser descrita da seguinte
maneira:

Seja ¢ : M™ — R"Y uma imersao de uma variedade diferencidvel de dimensao n
em um espaco euclidiano R"*?. E uma consequéncia imediata do Teorema da Aplicacao
Inversa que, para todo p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que a restri¢ao
¢|U de ¢ a U é injetiva. Seja V' C R™? uma vizinhanga de ¢(p) em R"™7 de tal
modo que V' DO ¢(U). Admitamos V' suficientemente pequeno para que exista um
referencial movel {ey,..., e, €nt1,...,€n14) em V tal que, quando restritos a ¢(U),
os vetores ey, ..., e, sejam tangentes a ¢(U) e 0s vetores e,41, ..., €,4+, S€jam normais

a ¢(U). Um tal referencial é dito adaptado a ¢. Além disso, equagoes de estrutura
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correspondentes sao as equagoes de estrutura relativas & métrica induzida pela imersao.
Tais equagoes nos sugerem a possibilidade de desenvolver o método do referencial mével
para uma variedade Riemanniana M™ e uma imersao isométrica ¢ : M™ — R""7, A
existéncia e unicidade das formas anti-simétricas w;; a partir da métrica Riemanniana
de M é garantida pelo seguinte lema:

Lema 1.2 (Levi- Civitta) Seja M uma variedade Riemanniana, p € M eU C M uma
vizinhanga de p. Sejam ey, . .., e, campos diferencidveis de vetores em U, com (e;, e;) =
dij. Sejam wy, ..., wy, formas diferenciais em U definidas pela condi¢io w;(e;) = d;5 (o

coreferencial de {e;}). Entao existe em U um unico conjunto de 1-formas diferenciais

wi; satisfazendo as condigoes:

Wij = —Wy; (& dwj = E Wk VAN Wi -
k

Seja M™ uma variedade imersa em uma variedade Riemanniana N"*? de dimensao
n+p, e en,...,enyp um referencial ortonormal local adaptado em N. Considere a

seguinte convencao sobre os indices:
1 < ABC<n+p, 1<ijk<n;

ntl<ao,f,y<n+p

e assuma a convencao de indices de Einstein de soma dos indices repetidos sobre os
respectivos intervalos de variacao. Relativamente ao referencial escolhido em N, sejam

Wi, ..., Wntp as formas duais. Entao a primeira equacao de estrutura de N é dada por
dwy = ZWB/\WBAa wap +wpa = 0. (1.1)
B

A partir dai, derivando exteriormente a primeira igualdade em (1.1 ) obtemos:

Z(deB—ZwAC/\wCB) /\(UB = 0. (12)
B C

Considere agora o seguinte lema:

Lema 1.3 (Cartan) Sejam V um espago vetorial de dimensaon e wq,...,w,:V — R,

r <mn, funcionais lineares em V, linearmente independentes. Suponhamos que existam
T

funcionais lineares 0y, ...,0, : V — R satisfazendo a condicao g w; AN 0; = 0. Entao
. . . . . 221
existem numeros reais a;;, 1 < 1,7 <r, tais que a;; = aj; e

ei = E aijwj.
J
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De (1.2) e do Lema de Cartan obtemos a segunda equagao de estrutura:

dWAB = ZWA(;/\wCB +§AB, (13)
C

— 1 — — — —
onde Q5 = —3 Z RagepweNwp, Rapep+Ragpe = 0e Ripop sao as componentes
C,D
do tensor curvatura do fibrado tangente de N.

Restringindo estas formas a M, temos w, = 0. Assim dw, = 0 e pelo Lema de

Cartan, segue que
Wai = > hfw;, hf =0,
J
Derivando exteriormente a equacao de estrutura
dwi = ij A w]'i, wij + Wji = 0,
J
e comparando com a equagao (1.3), obtemos
dw;; = Wi N\ wij + Qij, Q5 = —1 Rijrawy A\ wy,
k 25
7]

onde R;;i; sao as componentes do tensor curvatura do fibrado tangente de M.

Analogamente, obtemos

1
dwap = Z Way Nwyg + Qag, lag = D) Z Ragrwr, A wi,
kl

o

onde R,gi; sao as componentes do tensor curvatura do fibrado normal de M.



Capitulo 2

Equivaléncia do Problema

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar o Teorema 1 o qual nos conduzira a

equivaléncia do problema ja mencionado.

Teorema 2.1 A Conjectura 1 € verdadeira para subvariedades de dimensao n e codi-
mensao m se, para todo conjunto de matrizes n X n simétricas {Bi,..., By} com

tracos nulos, ocorrer a desigualdade

> |[Ba, Byl < <Z!Bal2> :

a7ﬂ:1

onde [Ba, Bg] = BaBﬁ — BgBa.

Demonstragao: Seja f : M"™ — N™™(c) imersao isométrica de uma variedade

n-dimensional M em uma forma espacial (n + m)-dimensional de curvatura seccional

constante ¢, N"*™(c). Sejam p € M™, {ey,...,e,} um referencial ortonormal em 7, M
e {€ent1,---,€Enrm} um referencial ortonormal em TpLM . Assuma que
1<i,j<n

n+l1<aB<n+m.

Para cada «, defina a aplicagao linear ¢, : T,M — T,M por
9a(X) = (H,ea)X — AlX,

onde H ¢ o vetor curvatura média e A, : T,M — T,M & o operador auto-adjunto dado

por (A, X,Y) = (h(X,Y),e,), com h : T,M x T,M — TpLM sendo a segunda forma

19
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fundamental da imersao f. Dessa forma é imediato que, para cada ponto p € M,

n n

tr(gs) = Z Gaki, €;) = Z(H,eaﬂei,ei) — Z(Aaei,ei)

=1 =1

= n{H,e,) —trd, =

Defina também a aplicagao linear ¢ : T,M x T,M — TPLM por

n+m

¢(X7Y) = Z <¢a<X)’Y>€a

a=n+1

trA,

Uma vez que ¢, = Id — A,, obtemos

n+m
pxY) = Y <(tr:°‘]d—Aa) X,Y>ea

a=n+1

_ nim (tTAa<X,Y>—(AaX,Y>> Ca

n
a=n+1

= H({X,Y) - h(X,Y), (2.1)
o = Y lolen )P
= Z|h(ei7€j)|2_22< €i, €i), +Z|H|2

= |h)? - 2(nH, H) + n|H|?

= A" —n[H* (2:2)

[¢a7 (bﬁ] = ¢a¢ﬁ - (bﬁ(ba

A A A A
_ (” “Id—Aa> (” de—Aﬂ)—(” Bld—Ag) (” a[d—Aa)
n n n n

= A A — AA,

= [Aa, 4g). (2.3)
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Fazendo uso das igualdades (2.1), (2.3), das equagoes de Gauss e Ricci e do fato

de (R(e;, €;)eq, eg) = 0, obtemos

€

2
—_ Z R(ei, e, €i,€5)

n(n—1) 1 =
Ty 2 e (A0, hles ) = Ih(en )

ot e 3~ 5 S el - (5 S e
—3 Sl

2 n? 1
— = | HI2 = Z|hl?
C+n(n—1)[2| | 2||}
n 2 1 2 2
e H
1
H2_— 2

=

—n—l ( Z Z (e e ea,65>2>2

1= Z<j1 a<ﬁ

ﬁ Z Z ( (€ir€5)ea ) = <[AavAﬁ]€i7€j>>2F

1=i<j 1=a<p

1 )] 2
m _2222<[Aaa"45]6i7€j> ]

a<f  i<j

ﬁ_?Z(QZ Aa;Aﬁezvej +Z AO"Aﬂez’ez )]

a<f 1<J

1 e
=T 22 e AP

a<pf

s [l
a,
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1 1
Observe agora que [H|? —p+c = m|¢|2 = S — Za: |¢al” > 0 e assim

temos
1
HIZ — 2 _ 2\2
(B = ptef = Spgp(lenl)
1
> —Z 2
= (p)’
se, e somente se,

(3 16al)2 > S 160 05] 2 (2.4)
a a,B

De outro modo, sendo B, a representacao matricial de ¢, temos

p+pt <HP +c= O [Bal?)* = |[Ba Bsll™
o

«



Capitulo 3

Prova do Teorema Principal

3.1 Invariancia

Sejam S(n) o espago das matrizes simétricas n x n, O(n) (respect. O(m)) o espago das
matrizes ortogonais n X n (respect. m x m) e S™(n) = S(n) x ... x S(n) o m-produto
cartesiano de S(n). Seja G = O(n) x O(m) o produto direto dos grupos O(n) e O(m),

isto é, o produto cartesiano munido com a operacao

(2, q) * (p1,q1) = (pp1,9q1)- (3.1)

Definimos a aplica¢ao A : G x S™(n) — S™(n) por

(1, @)(A1, ..., An) (p (Z QUAj) plp (Z QmjAj) pl) , (3.2)

onde ¢ = (g;5)-

Mostremos que A é uma agao de grupos, isto €,
(1) A1) (A) = 4
(2) Apgors)(A) = Mpg) (A sy (A));
(3) Apg) : S(n) — S(n) é difeomorfismo,

onde A = (Ay,...,Ap) € S™(n). De fato, o item (1) é imediato da definigdo. Para

o item (2), sejam ¢ = (¢;;) € s = (s;;) matrizes em O(m). Entdo ¢s = (dj), onde

23
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d = Z qrjsj- Logo,

J=1

Apo(Aas(A) = Apg (T(i SuAl)r*l7 ST ( i Sm1A1>r*1)
=1 =1

(p [ ; qur<l§; slel>7“_1}p_1, ey

3w (St )
— (pr ( Z qusﬂAl> (pr)~t, ... pr ( Z qmjsﬂAl> (pr)’1>
— (pr(i duAl> (pr)~ 4, ... ,pr(i dmlAl> (pr)_1>

Ay (A)

Para verificarmos (3) basta observarmos que as entradas da imagem sao polindmios
nas entradas do elemento correspondentes do dominio. Logo, A, q) @ S(n) — S(n) &
difeomorfismo. Portanto, A : G x S™(n) — S™(n) é uma agao de grupos.

Fixados n e m denominaremos de Conjectura P(n,m) a desigualdade (4) do

Teorema 2.

Proposicao 3.1 A Conjectura P(n,m) é G invariante. Isto é, a demonstra¢io do

Teorema 2 pode ser efetuada para qualquer v.(Ay, ..., Ay), onde vy € G.

Demonstragao: Seja v = (p,q) € G. Desde que p é ortogonal, obtemos facil-
mente que ’pAap_1|2 = |‘4a|2 € |[pAap_17pAﬂp_l]|2 - |[AomAﬁ]|2 para o, = 1,...,m.

Usando que a matriz ¢ é ortogonal e escrevendo ¢ = (g¢;;) obtemos

Z|ZQ(1jAj’2 = Z qaj +22 AzaA ZQMqa]

a=1 j=1 i<j

\E TIMS

|Aal*

1

Q
I

> Z Goi A, Z g AP = I1As Al (Z(Qaiqm - QanBi)2>

a<f j=1 1<J a<pf

+2 Z ([Ai, A5, [Ak, Al]) <Z(Qaz‘Qﬁj — Q0jqpi) (dards — QQIQﬂk>>

1<j,k<li#kouj#l a<f
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=D [[Aa, Ag].

a<f

Portanto, se B, = p (Z quAj> p~ ', entdo Z [B,, B> = Z [[A:, Aj]° e

j=1 rs=1 ij=1

Z |B,|* = Z |A;|?, isto &, a prova da Conjectura P(n,m) pode ser efetuada em

r=1 =1

qualquer v.(Ay, ..., Ap), onde v € G.
O

Corolario 3.1 F suficiente provar o Teorema 2 para matrizes com as sequintes pro-

priedades adicionais :
(1) Ay € diagonal;
(2) (Au,Apg) =0sea #[;
(3) [Ai] = ... > [Anl.
Demonstragao: Seja P = (p;;) matriz m x m tal que
Pij = (Ai, Aj).
Entao P é uma matriz simétrica, e dai existe () uma matriz m x m ortogonal, tal que
QPQ" = (d;;) ¢ uma matriz diagonal.
Seja Q = (¢;j) e B; = Zm:qikAk. Entao {By,..., By} ¢ um conjunto ortogonal.

k=1
De fato, se i # j

(Bi, Bj) = Z | Ak qingn + Z<Aaa Ap)(Giagjs + Gipje)
k=1 a<f
= D aabuic + Y (GiaPaplis + GisPaslia)
k=1 a<f
= d;
= 0.
Assuma, sem perda de generalidade, que |B;| > ... > |B,|. Seja S matriz

ortogonal tal que SB;ST é matriz diagonal. Entdo, como ortogonalidade e norma sao

preservados mediante semelhanga por matrizes ortogonais e
(131,...,13n0 ::jh(j4h...,/4nﬂ,

onde 7 = (5, Q) o resultado segue da Proposigao 3.1.
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3.2 Lemas Preliminares

Para a demonstragao do Teorema 2 precisamos provar alguns resultados preli-minares,

colecionados nesta secao.

Lema 3.1 Sejam 1y, ...,n, numeros reais tais que i +...+n, =0 eni+...+n> = 1.

Sejam r;; > 0 para © < j nimeros reais. Entao

Z(m — )’y < Z i + max(r;;). (3.3)

1<j 1<J

Sem > ... >mn, ey ndo sao simultaneamente nulos, entao a igualdade ocorre

em (3.3) se, e somente se

RS o 1 3.4

onde j; € tal query;, #0 el=1,...,k (k<n) ou

1 E+1
= = 7 = —1/ ——, 3.5
N R V) M ht2 (3:5)
onde iy, € tal quer;, , Z0em=1,....k (k <n).
Demonstracao: Suponha n; > ... > n,. Note que paran = 2en —1n, < 1 a

desigualdade é 6bvia. De fato,

® paran = 2:

(m — m2)?r12 = 21y < 10 + max(r;;).

e paran — 1, < 1:

L>m —n0 2 n —nj.

Logo,

Z(m —1)°ri; < Zrij < Zrij + max(r;;).

1<j 1<j 1<j

Assim, podemos nos restringir aos casos em que n > 2 e n; —n, > 1.
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Afirmacao 3.1 1 —n, > 1 implica emn; —n; <1 para2 <i<j<n-—1
De fato, se n; —n; > 1, entao
2> 207 +m 40 +n02) > 0iF s+ 0]+ 05 — 2min; — 2mn, =

= (m = na)* + (n: — m;)*.

Donde obtemos

1
L= 5[(771 — )%+ (= ;)% > 1,
que nos da um absurdo.
Note que
Z(m — 1)1y = Z(m — ;)% + Z (i = 1)*rsj + Z (0 = 1) *Tin-
i<j 1<j 2<i<j<n—1 2<i<n

Entao se mostrarmos que:

Ay D> i) < Yy

2<i<j<n—1 2<i<j<n—1
B) Z(m — ;)% < ZTU + max(ry;)
1<j 1<j
C) Y —m)rin < > Tin
2<i<n 2<i<n

teremos a desigualdade (3.3).

Prova de A):

E imediato, pois ni—mn <lpara2<:<j<n-—1

Prova de C):

Temos que se 1 — n,,—1 > 1, entao 7o — n, < 1. Logo, n; —n, < 1 para ¢ < n, e assim,
C) esta provada. Ja no caso 0y —n,_1 < 1, troquemos {ny,...,n,} por {—n,,...,—m}
e estd completa a prova de C).

Prova de B):

Seja s; = r1;. Entao, a desigualdade B) é dada por:

D (m—m)%s; <Y sy +maxs;.

1<j 1<j
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Seja P a matriz simétrica

g Sj —Sg v —Sn

1<j

P = —S9 S92

—Sn Sn

Agora mostraremos que o maior autovalor de P nao excede r = g s; +max(s;).
1<j

1<j
De fato, seja A o maior autovalor de P e suponha A\ > r. Entao

)\—Zsj S9 Sn
1<j
M — P| = 2. A—s
Sp, A — Sp
52
=A—=s9)...(A— A— = J :
s -s (- Do - S5
1<y 1<y

Note que A —s; > Zsk + max(s;) — s > Zsk > () para qualquer 1 < j < n.

1<k 1<k
1
Logo, como — > — e estamos supondo \ > E 5j + max s;, temos
J k 1<y
1<k
i -1 2
A=D 5= 5T > A s Q)T s
1<j 1<j J 1<j 1<k 1<j
~1 2
> E sj+rgl<a;<sj— E sj—(g Sk) E S5
1<j 1<j 1<k 1<y
maxs; E Sj — E S?
1<y ’ ’
1<y 1<y
>
D5
1<j
> 0,

2
S=
isto é, A — E 55 — E 3 27— > 0. Como A —s; > 0,Vj > 1, entdao A nao pode ser
1<j 1< %
autovalor de P.
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Sejan = (n1,...,m,) ", entdo

g Sj —89 - —Sp

1<j m
Pp = ey S9
o m = Tn
: "
—5p, Sy,
m ZSJ‘ — Sal2 — ... — Sphy
1<j
- ( moee o, ) — 5211 + San2
_Snnn + Snnn
= Z Sj = S2MiM2 — ... = SpMilp — S22 + S9Tly — -+ — Spi T + Sniln
1<j
= s —2m Y sty s
1<j 1<j 1<j
= 2(771 - 77j)25j-
1<j

Mas como o maior autovalor de P nao excede r = E sj + max s;, entao
1<j
1<j

n'Pn<r,

isto &,

> m=n)s; <D s +maxs;.

1<j 1<j

Portanto, a desigualdade (3.3) ¢ verdadeira.

Agora para analisarmos quando ocorre a igualdade em (3.3) dividiremos em trés
Casos:
1° Caso: n =2
E facil verificar que

(71, m2) = (

Sl
Sl

Logo, a igualdade em (3.3) é obtida.
2° Caso: ;1 —n, <1

Neste caso teremos 7; —n; < 1 para i < j. Logo, a igualdade em (3.3) nos da

Zﬁj = Z(m —n;)°ri; = Zh’j + f?gjxrij,

1<j i<j i<j
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isto ¢, maxr;; = 0. Dai, r;; = 0 para ¢ < j, contradizendo a hipétese.
1<)
3° Caso: gy —n, > 1
Primeiramente lembre que 1, — 1, > 1 implica em 7; —n; < 1 para 2 <¢<j <n—1.

Como a igualdade em (3.3) implica na igualdade de A), B) e C), entao r;; = 0 para 2 <

1<j<n-—1le I{lgjxm(zrlj) = Zr?j.
1<y 1<j
Note que a igualdade

_ 2

maxry (Y ) =y i,
1<y ’ ’
1<y 1<y

ocorre se, e somente se, ocorrer um dos seguintes casos:
(a) r; =0 para j > 1,
(b) Pelo menos um rq; # 0.

Para o estudo dos itens (a) e (b) acima utilizaremos o Método dos Multiplicadores
de Lagrange. Para isto, considere as seguintes funcoes F': R® — R e G : R" — R?

definidas por

F(n, . oom) =Y (i —n;)°ri

1<j

Gy, 1) = (Zm,zrzf —1).

Para obtermos a igualdade em (3.3) basta encontrar os pontos de maximo da fungao

F restrita ao conjunto G~1(0,0), F‘G71(0 0

Como (0,0) é valor regular de G, segue entao pelo Método dos Multiplicadores

de Lagrange que se 1 ¢ um ponto critico de F }G , entao

~1(0,0)
VF(n) = AVGi(n) +pVGa(n), (3.6)

onde G; e (G5 sao as fungoes coordenadas de G e A e p sao os multiplicadores de
Lagrange.

Calculando VF(n), VGi(n), VGa(n), obtemos

VF(n) = (22(771 = n;)7T15, 2 2(772 —nj)r2; — 2(m — n2)riz, - - -,

1<j 2<;j

2(77n71 - nn)r(n—l)n -2 Z (nz - nn71>ri(n—l)7 —2 Z(nz - nn)rzn)

<n—1 <n

VGi(n) = (1,...,1) e VGa(n) = (2m,...,21,).
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Utilizando (3.6) temos o seguinte sistema de equagoes:

(
2> (g1 —my)riy = A+ 2um
1<y
2 Z —n)ra; — 2(m — M2)riz = A+ 2pns
2<g
(3.7)
2(7771 1_7771 (n—1)n _22 nnlrznlf)\+2/ﬁ7]n1
i<n—1
\ <n

A partir do somatoério das equagdes em (3.7) encontramos a seguinte igualdade:
0=nA+2u(n +...+1n,) =nA\,

isto é, A =0 . E assim, VF(n) = uVGy(n).
Note que p # 0, pois caso contrario obterfamos de (3.7) que
> (i = ny)rs; = 0.
i<j
Logo, r;; = 0 para i < j ou entdo obterfamos a seguinte desigualdade em (3.3)

0 < Z rig + Z Tom + max(ry;)

1<k 2<m
e assim, a igualdade nao ocorre em (3.3). Da mesma forma, o item(a) ndo pode ocorrer.
Restando-nos agora apenas o item (b) a ser verificado. Para tanto, considere a

seguinte afirmacao:

Afirmacao 3.2 A igualdade em (3.7) nao ocorre em:

(D) l=m—m=n—Tn=-. =01~

2) l=m—n,=n3—Ny=...=0j — 1, para2 < j<n-—1.

Suponha provada a afirmagao e estudemos o item (b).

Suponha que 7, — 1, < 1. Logo, 7; = 0 Vj > 2. Seja k tal que tenhamos

rj, = ... =ry, # 0. Entao, por (3.7), temos n;, = ... = n;, # 0 e caso contrario,
77j =0.

Como p # 0 en, # 0, entao ry, #0en, =n;, =... =n;. De modo que das
equacoes:

m+...+10, =0



obtemos

T =

e )kt 2)

paral=1,... k.

Agora verifiquemos que este ponto

F. De fato,

m—"Tnh = k—

Z(m — 0% = Tin Z(m —1;)?

1<j 1<y
k42
rn(k+ 1)

= (k? —I— 2)T’1n

= E Tij + max Tz'j‘

1<j

32

critico obtido é ponto de méaximo da fungao

J& no caso em que 1, — 1, > 1, troquemos 7y > ... > 1, por —n, > ... > —mn

e obtemos para o = —1,,...,q, = —n; que as — a, < 1. Assim, = Tign

« — .
lez — TZk_an ..

(6% — (67 — 3 A — J—
) lek - 7n’i1n7 Tln = T1n, 1sto €, T'n = riln —

calculo analogo ao anterior temos que

Ou seja,

param=1,...

k+1
o] =4/ ——
! k42

—1
Qn = 04 =

ok Dk +2)

kE+1 1

N = —

e N TSV CE)
k.

= 7in # 0. E com

Portanto, a igualdade ocorre somente quando tivermos (3.4) e (3.5).
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Prova do item(1) da Afirmacao 3.2:
Primeiramente observe que 172 = ... = 1,1 e que da igualdade n; 4+ ... +n, =0,
temos
m=1—(n—1)n.

Agora substituindo 7 =1 — (n — 1)y em 7 + ... + 1> = 1, encontramos que

n++/n

e =

n(n—1)
Suponhamos que 7y = M Entao
n(n —1)
—/n
m = vin
n
—n(n—2)++/n
T]?’L n(n _ 1) Y

o que nos da 1 —n,, < 1 e como ja foi mostrado, temos r;; = 0 Vi < j, contradizendo

a hipotese.

n—yn

J& no caso em que 1y = ————, temos
n(n —1)
n
o, o= VP
n
—n(n —2)—/n
I nn—1)

Logo, 71 — 1, < V2 e podemos verificar facilmente que a igualdade em (3.3) nao

ocorre. De fato,

k+2 = 14+1+k

= 2(771 - ?7]')2

1<j
= (m—m)*+ n—n)* + ..+ (m =)’
< 24k,
onde j; (I =1,...,k) s@o os indices tais que ry;, # 0.
Portanto, o caso (1) da Afirmagao 3.2 esta provado. O

Prova do item(2) da Afirmacgao 2:
Para este caso, observe que em (3.7), multiplicando por 7 cada equagao de

segundo membro 2un; e depois tomando o somatorio das novas equagoes obtidas com
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esse produto, encontramos que

H= Z( mk Tl]k + Z iy, — Tlm’

k=1
onde ryj, = ... =11, #0, (m —m;,) #0parak =1,...,m e (n, — n)*rin # 0 para
I=1,....m

Dai, para ri; # 0 temos

m

— Tg = rlk Z %k - 1) + Z(nu - 77n>2rim-
k=1

=1

Como estamos em busca de pontos de méximo da funcao F' e tais pontos n =

(M1, .. .,m,) devem satisfazer a igualdade:
Z(nl — ;)T = Z T+ max 1,
1<j 1<y
entao
p—="Ti 2 le(Z(ﬁl —1;,)° = 1)
k=1
= T1k<m + 1— 1)
= mrig.
Seja a = — ,entéan%,istoé,l—l—amZO.

W= Tig
Note que sendo

l=m—n=n3—0y=...=0; — 0y, para2 < j<n-—1,

entao para k > j+1, temos 1, = 0. De fato, isto pode ser visto facilmente da expressao
Z(nl - nn)Q’rin = Z Tin-
i<n <n

Por (3.7), temos que se r; = 0, entao, n, = 0. Segue, entdo que pararyy # 0,k > j+1

temos
—T1k
e = m
H— Tk
€N =...=1";.
—r
Sejam a = ' ¢ m o ntmero de termos r #0para j+1 < k<n-—1
H— Tk

Entao das equagoes:
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m+...+n, = 0

w440k =1,

encontramos que

:1—j772
n 1+am
e
2 2 : 2 2
j 1+a*m) ] , Jj(1+a*m) 1+ am
—_— 2|/ +1 — = 0. 3.8
[ (1t am) } 27 U game T T T amp (38)

Resolvendo a equagao (3.8), obtemos

A 45(1 4 a*m) + 4(1 + am)?

(1+am)?
1 14+ am
Ny = - =x - .
J JA
1 1
Suponha 7y = — + +'am‘ Entao
J JA
B -1
m = )
1—7 1+4+am
M = . s
J JA

onde A = /j(1+ a?m) + (1 + am)2.
14+ am

JA

1
Logo, m — n, < 1, o que implica em 7;; = 0 V ¢ < j. Portanto 7y = - +
J

contradiz a hipotese.

1 1
Suponha agora que 7, = - — + am. Dali,

J JA

1
m = 1

1—7 14am
Nn = - ;
J JA

_ ¢

77k - Aa

onde A = /j(1+ a?m) + (1 + am)2.

Segue entao que
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j+1l+am 1

m—T12 = T,
JA J

l1—a

A

Seja m o namero de 7; # 0, onde j é tal que n; — 7, = 1. Dai, a n-upla acima

m—"M =

obtida é um maximo da funcao F se

(m—nu)” +mlm — ) +m(p —m)> =1+m+m+1. (3.9)

Mostremos que a igualdade (3.9) ndo ocorre. De fato, observe que temos para

j > 2, as seguintes desigualdades:

1~ IIn — B
n n J A
j+1l+am 1
m—1n = ————=<1
JA J
lma
M — Nk 1 .

Logo, (3.9) claramente nao pode acontecer.

0

Lema 3.2 Seja Ay matriz n x n diagonal tal que |A;| = 1 e trA; = 0. Sejam
Ao, ..., A, matrizes simétricas tais que

(1) (Ao, Ag) =0 sca# 3
(2) |Ao] > ... > | A

Entao

S 1AL AP < 37 1AL + Ao (3.10)

a=2 a=2
A igualdade em (3.10) ocorre se, e somente se, a menos de mudanga de base e sinal,
tiwermos para

Ui

M
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Kl 1
= —7 n: — 9 3].1
L e N (TR (ES) (3.1)

sendo ji tal que |A;| #0 e l=1,....k (k <n), e Ay igual a p vezes uma matriz

com

cujas unicas entradas nao nulas sao 1 nas posigoes (1,a) e (o, 1) para v =1,...,2+k.

Demonstragao: Suponha que cada A, ¢é nao nula. Sejam A, = ((aq)i;), para

a=1,....,m,
0= o)?
Iggi]xazz(a )ii
e
m
Al -
Tin
Entao, pelo Lema 1, obtemos
S AL AR = S (2 S (i - nj>2<aa>§j> (3.12)
a=2 a=2 1<J
= 2> (m—m) (Z(%)é) (3.13)
1<j a=2
< 2 [ (Z(aa)m> +4 (3.14)
1<J a=2
= ) 2 (ad)} +20 (3.15)
a=2  i<j
< ) Ao+ 20 (3.16)
a=2

Agora se mostrarmos que 26 < |A,|?, entdo obteremos a desigualdade (3.10).
H
Para isto, identifiquemos cada A, com o vetor coluna A, em Rz dq seguinte

forma:
1 1 .
Aa — ((aa)12; ceey (aa)lna (aa)237 ) (aa)2n7 ceey (aa)(n—l)na E(aa)lla ceey E(aa)nrJ .

ﬁ
Seja po a norma do vetor A,. Entao temos p? = %|Aa|2, para a = 1,...,m. Esten-

dendo o conjunto dos vetores (—A>Oc/,ua)2§a§m a uma base de Rz™(n+1)

— — — —
AQ/MQ; R Am/lu’ma Am-i—la ceey A%n (n+1)+1> (317)
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obtemos uma matriz ortogonal A, cujas colunas sdo os vetores em (3.17). E assim,

m

Z(Noz)_Q(aaﬁj <1

a=2
para i < j fixo. Desde que pg > ... > py,, temos

m

Z(aaﬁj < (p2)* < %|A2|2 (3.18)

a=2

e isto prova que 20 < |A,|?. Segue entao a desigualdade (3.10).
Mostremos o caso em que ocorre a igualdade em (3.10). Note que para obtermos

tal igualdade teremos inicialmente 26 = |A5|? e a igualdade em (3.16), as quais ocorrem

— —>
necessariamente com fip = ... = i , isto é, |Aq| = ... = |Aj| paral < j < me
m
g (aa)?i = 0, implicando que as matrizes As, ..., A; nao nulas possuem mesma norma
a=2

e diagonal principal nula.
m

A igualdade de (3.14) é equivalente a igualdade do Lema 1, com r;; = Z(aa)?j.
a=2
Como os casos (3.4) e (3.5) da igualdade do Lema 1 sao equivalentes por permutagao

(nla s 77771) - (_T]’rw ceey _771)7

entdo a menos de mudanga de base a matriz A; tem a forma (3.11). E ainda temos
que Z(aa)?j = 0 para 1 < i < j, isto &, (a,);; = 0 para 1 < ¢ < j. Levando em
consfdﬁragéo que |Az| = ... =]Aj| # 0 para j < m, entao As,..., A; sdo semelhantes,
pois possuem o mesmo polindmio caracteristico. Entao, pelo Teorema dos Valores
Singulares, a menos de mudanga de base A, é igual a u = \/L§|A2| vezes uma matriz
nXn cujas unicas entradas nao nulas sao 1 nas posigoes (1,a) e (a, 1) paraa =2,..., 7.
De fato, seja A € M((n — 1) x (j — 1)) matriz cujas colunas sdo A,,...,A; e sejam
PeO((n=1)x(n—-1)eQ € O((j —1) x (j — 1)) matrizes ortogonais existentes
pelo Teorema dos Valores Singulares, tais que PAQ) = d é matriz diagonal, isto é, se

d = [d;;] entdo d;; = 0 se i # j. Entao, se P = [p;;], @ = [¢;;] temos PAQ igual a



39

Logo, as colunas Ava para o = 2,...,7 do produto PA sao da forma:

Aa = (pll(aa)m +...+ pl(nfl)(aa)lnv cee 7p(n71)1(ao¢)12 +...+ p(nfl)(nfl)(aa)ln)a

e facilmente se verifica que |Aq|2 = |Asa|? € |[A1, Ad]|2 = |[A1, A% Se
(@2)12 (@;)12
PA— (@2)13 (@;)13 |
(@)1n - (@)
entao as colunas A\ﬁ+1 para 3 =1,...,j5 — 1 do produto PAQ sao da forma:

Apr = ((@2)12qu5 + - -+ (@)12qG-18> - - - » (@) 1nG1p + - - - + (@) 1G5-1)(-1)8)-

Além disso, verifica-se facilmente que [Agi1|2 = |Ag|? e |[Ar, A2 = |[AL, Agi])?,
onde 3 =1,...,7 — 1. Assim, as colunas de A sao invariantes por esse processo de
diagonalizagao PAQ).

Agora assumindo que A, é da forma mencionada no paragrafo anterior, temos
que se 7 = min(n — 1,j — 1), entdo A se torna uma matriz (m — 1) x (m — 1), sendo
m tal que [Ag] = ... =|A4,] # 0,2 <m <r. Observe que o namero k atingido na
igualdade do Lema 1 é igual a j — 2 e logo, m = 2 + k. E assim, obtemos que A, é
igual a p vezes uma matriz cujas tnicas entradas nao nulas sd@o 1 nas posigoes (1, «) e

(,1) paraa=1,...,2+ k.

O
3.3 Demonstracao do Teorema Principal
Lembremos o enunciado do Teorema 2, o qual designamos por Teorema Principal:
Teorema 3.1 [Lu] Sejam By, ..., B,, matrizes simétricas reais n xn com tragos nulos.
Entao para n,m > 2, temos
i 2
(D 1Bal?)” = 2() _|[Ba, Bsl) (3.19)
a=1 a<f

e a tgualdade ocorre se, e somente se, a menos de uma mudanga de base tivermos todas
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as Bl s nulas, exceto posssivelmente para as matrizes

g 0 0 - 0 0 4 0 ... 0
0 - 0 -+ 0 w00 ...0
Blz()() . 682: 0000
0 0 O 0 0 00 0

Demonstragao: Seja S(n) espago das matrizes simétricas de ordem n. Defina a fungao
f:S8Mn)x...xS(n)— R por
FAL AR = Y |[Aa, Agll.
a<f

Restringindo f a esfera unitéaria de S(n) x ... x S(n) sabemos que f assume um valor
méximo A em algum ponto desta esfera. Assim, para qualquer ponto (A;,..., A,,) €

S(n) x ... x 8(n), temos

S AL A5l < A 14LP)” (3.20)

a<f( «
. . . A
De fato, se A = (Ay,...,A,,) for nula é trivial. Caso contrario, seja B = W Como
B esta na esfera temos f(B) < ), isto é,

1 1 A, Azl
e S M Al = o S e A = |22 <
(D14 o= A | LIAT 1A]

Logo, obtemos a desigualdade (3.20).
Seja 2a = % Entao a é menor ntimero real entre todos os b tais que
= 2
(D_14al?)" = 263 [[Aa, 4]l
a=1 a<f
Como em pelo menos uma m-upla (By, ..., B,,) temos a igualdade em (3.20),
entao pelo Corolario 3.1, podemos encontrar matrizes Ay, ..., A, tais que
(D 14aP?)" =203 7 [[Aa, Ag)? (3.21)
a=1 a<f

e posssuindo as propriedades adicionais a seguir:

(1) Ay diagonal;
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(2) (Aq, Ag) =0se a # [,
(3) 0# [A1] > [Az| > ... > [Ay].

Sejam t? = |A;|*> e A’ = A, /|t|. Entdo da igualdade (3.21), obtemos

AP+ 140 = 20D 1AL AP+ Y [[Aa, A5)P)

1<pB 1<a<f

e dai,

0 = [A[" 42042 4> — 20> [[Ar, AP

1<« 1I<a
+(X - 14al) =20 Y7 [[Aa, gl
1<a 1<a<f
= 1= 22(a D [[4, AP = DT 1A + (D 14aP) (3.22)
1<« 1<a 1<a
—2a Y |[Aa, Ag]”

1<a<p
Como a expressao quadratica na variavel t* em (3.22) é nao negativa para todo
2, entao

a (AL AP =D A > 0 (3.23)

1<« 1<«

AP = a) J[AL AP =) Al (3.24)

1<a 1<a

De fato, se nao ocorresse (3.23), teriamos a expressao (3.22) estritamente positiva em
t? = |A;]%. Como t? = |A|? é ponto de minimo da expressdo (3.22), entdao por meio

da derivada da mesma obtemos (3.24).

Logo, az I[A", AJ))? = Z |A,|?. Pelo Lema 2,
1<a a=1
SIAAE € 30 1AP + 1A €I, 3.29
1<a a=2 a=1

isto é,
IBS 2\ 2
— < .
> M <D 1A
a=1 a=1
Segue entao que a > 1 e dai, obtemos a desigualdade (3.19).

Para termos a igualdade em (3.19), necessariamente teremos igualdade em (3.25),

o que nos da:
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e a igualdade do Lema 2;
o |[A)| =...=|A;| para j tal que |A;| # 0 e |Ay| =0 para k > j.

Como Ay, ..., A; sao semelhantes (pelo Lema 2) e |A;|* = |Ay|?, entao a menos de

mudanca de base, temos apenas duas matrizes nao-nulas

w 0 0 - 0 0 p 0O ...0
0O —p 0 --- 0 w0 0 ... 0
Air=10 0 0 --- 0 e A= 000 ... 0
0O 0 0 --- 0 000 ...0

Completando assim a prova do teorema.
O
Agora podemos enunciar novamente a Conjectura 1, incluindo o caso da igual-
dade, como um corolario deste teorema que acabamos de provar.
Corolario 3.2 Seja ¢ : M"™ — N"™™(c¢) wma imersao isométrica. Entao
ptpt < [HP +c

onde a igualdade ocorre em um ponto p € M se, e somente se, existe uma base ortonor-
mal {e1,...,e,} de T,M e uma base ortonormal {&1,...,&y,} de Tle, tais que para

J=3,...,m temos A¢; =0 e

w0 0 A p 0

0 —u 0 A0 0
Ag =1 0 0 0 e A= 0 0 X . 0

0 0 0 0 00 0 ... A

Observe que a condicao para a igualdade neste corolario é verificada imediata-

mente pela definicao das aplicagoes ¢, apresentadas no capitulo 2.

3.4 Exemplos

Exemplo 3.4.1 (Superficie de Veronese) Seja ¢ : R?* — R® a aplicacio dada por
1 1 1

w(x,y,Z) = ﬁ(xy,xz,yz, 5(12 - y2>7 2_\/3(1'2 + y2 - 222)>.

Esta aplicagao define uma imersao isométrica da esfera SQ(\/g) na esfera unitdria S*.

A subvariedade imersa S*(v/3) em S* é denominada Superficie de Veronese.
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Para verificarmos a Conjectura nesta imersao, precisaremos fazer alguns calculos

preliminares. Inicialmente, tomemos uma parametrizacao para a esfera 82(\/3):
¢ R? - S*(V/3)

0(0,7) = (\/gsene cos 7y, v3senfseny, V3 cos 6) :

onde 0 < < 7mel <~ <27 Agora fazendo a composi¢ao de ¥ com ¢, obtemos a
aplicacao
U:R? - R®
3 2
0,7) — ﬁ (sen fseny cos 7, senf cos 6 cos vy, senf cos fsen-y,

1 1
§sen29(0052 v — sen?7y), —~=(sen?@ — 2 cos? 9))

2V/3

Para os célculos restantes utilizaremos o método do referencial moével. Uma refe-

rencial ortonormal e adaptado para T,S* é o seguinte:

er = <ZSen0 cos fseny cos 1y, (cos® § — sen?6) cos, (cos? § — sen?@)sen~y

3
senf cos f(cos® v — sen?7y), —= sin # cos 9)

V3

ey = (sen0(0082 v — sen?7), — cos @seny, cos f cos v, 2senfseny cos v, O)
es = [ —cosf(cos®y — sen?y), —senysenf, cosysend, 2 cos Gsenycos%O)
es = (senycosy(1+ cos®f), —send cosf cosy, —send cos fseny,

N =/~

-3
(cos® v — sen?y)(1 + cos? 0), —sen29>.

2V/3

Como d¥ = ) w;e;, concluimos que

wp; = <d\y,€1> _%de

wy = (dV,eq) :%seDHdv

w3=0

w4:0.



Como,

de; = (28611’7 cosy(cos® § — sen?6)df + 2senf cos f(cos® v — sen’v)dy,
—4senf cos 0 cos ydf — seny(cos? § — sen?6)d~,
—4senf cos fsenydf + cos y(cos® § — sen?@)dy,

(cos? v — sen?y)(cos? 6 — sen?0)dd — 4senf cos fseny cos ydydry,

3 2 2
cos”  — sen“f d@)
\/3( )
deg = (cos f(cos® v — sen?y)df — 4senf2sen~y cos ydy,

senfsenydf — cos  cos ydy, —senf cos ydf — cos fsenyd~,
—2 cos fseny cos ydf — 2senf(cos® v — sen?y)dy, 0)

des = <S€H9(COS2 v — sen?v)df + 4 cos fseny cos ydy,
— cos fsenydf — senf cosyd~, cos 6 cos ydf — senfsenyd~y,

—2senfseny cos ydf + 2 cos 0(cos® v — sen?v)dy, 0)

obtemos

wiz = {dey,ey) = cosBdy
wiz = (dey,e3) = —senfdy
wig = (dej,eq) =

woz = (deg,e3) =

woy = (dey,eq) = —senfdy
w3gs = (des,eq) = 2cosbdry.

Para o calculo das segundas formas quadraticas nas direcoes ez e ey, faremos

3 3

— 3 3

Logo, a matriz da segunda forma quadratica na direcao de e3 é:

3
A3 - 0 _73

3
20
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Analogamente, para

donde hi;, = \%, hiy = h3; = 0e h3, = —\%. Neste caso a matriz da segunda forma
quadrética na direcao de ey é:
3
A= v
3
e

Como as matrizes da segunda forma possuem traco nulo, entao a Superficie de
Veronese é minima na esfera S*, isto é, o vetor curvatura média H ¢ nula. Agora encon-
traremos a curvatura escalar normalizada e a curvatura escalar normal normalizada.
Para isto, utilizaremos

2
dwis = Z Wik A Wiz + g
k=1

4
dwsy = g WaaWaa + (a4,

a=3
onde
12
Q= —§ZR12MW1/\W2
k=1
;2
Qg = _§ZR34MW1/\W2
k=1
Risi = (R(eq,ea)ex, e)
Ray = (R(es,eq)er, €r).

Entéao, pelas defini¢oes (1) e (2) apresentadas na introdugao, temos que p = % ept = %

Lembremos que o espaco ambiente, S*, possue curvatura seccional igual a 1. Portanto,

a igualdade da Conjectura é verificada.

Exemplo 3.4.2 (Toro S' xS* em R*) Seja ¢ : R? — R* a aplicacio diferencidvel dada

por
¢(u,v) = (cosu,senu,cosv,senv), (u,v) € R

Como a aplica¢io ¢ € uma imersao e ¢p(u + 2nmw, v + 2nm) = ¢(u,v), entdo para n, m

inteiros, a imagem ¢(R?) é um toro S* x S C R%.
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Para estudar a geometria deste toro, escolhamos um referencial ortonormal e

adaptado:

er = (—senu,cosu,0,0)

es = (0,0, —senwv,cosv)
= )

es = ——=(cosu, senu,cosv, senv
V2
1

e, = ——=(—cosu,—senu,cosv,senv).
V2

2
Como d¢ = Zwiei e
i=1
d¢ = (—senudu, cos udu, —senvdv, cos vdv),
concluimos que
w1 = <d¢, €1> = du, Wo = dU, W3 = O, Wy = 0.

Para o célculo das w;j;, calcularemos primeiro

de; = (—cosudu,—senudu,0,0)
des = (0,0, — cosvdv, —senvdv)
des = E(—senudu, cos udu, —senvdv, cos vdv),
donde
wipg = (dej,ex) =0
wiz = (dej,e3) = —du
wiy = (dej,eq) =du
woz = (deg,e3) = —dv
woy = (deg,eq) = —dv
w3y = (des,eq) =0.

De w2 = 0, concluimos que a curvatura Gaussiana da métrica induzida é zero
e logo, a curvatura escalar do Toro é zero. Analogamente, como w3y = 0, entdo a

curvatura escalar normal é zero.



47

Para o céalculo das segundas formas quadraticas As e A, nas direcdao ez e ey,

respectivamente, faremos

3 3

3 3

donde h3, = —1, h}, = h3, =0, h3, = —1, isto &,

-1 0
Az =
0 -1
Analogamente,
1 0
Ay =
0 —1

De forma que teremos imediatamente a verificacao da desigualdade apresentada na

Conjectura, ja que o quadrado da norma do vetor curvatura média é igual a 4.

Exemplo 3.4.3 (Toro S' x S! x S! na esfera S°(v/3)) Seja @ : R* — RS a aplicacdo

diferenciavel dada por
(u,v,w) + (cosu, senu,cos v, SeN v, COS W, Sen w).

Entao € facil verificar que ® é uma imersio e ®(S* x S' x S') = S! x St x St ¢ um

toro em S°(V/3).

Tomemos o seguinte referencial ortonormal adaptado para S' x S! x St:

e; = (—senu,cosu,0,0,0,0)
e; = (0,0,—senv,cosv,0,0)
es = (0,0,0,0, —senw,cosw)
ey = L (— cosu, —senu, cos v, senv, 0, 0)

es = (cos u, senu, cos v, senv, —2 cos w, —2senw).

S-S

3
Como d® = Zwiei e
i=1

d® = (—senudu, cos udu, —senvdv, cos vdv, — sen wdw, cos wdw),
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entao

wy = (dd,e1) = du, wy=dv, wy=dw, wy=0, ws=0.

Para o célculo das w;;, temos que

de; = (- cosudu,—senudu,0,0,0,0)
des = (0,0, — cosvdv, —senvdv, 0,0)
des = (0,0,0,0,— coswdw, —senwdw)

dey, = —=(—senudu,cosudu,—senvdv,cosvdv,0,0).

V2

Logo,

w1z — <d€1, €3> =0
1
= (dej,eq) = —du
W14 ( 1 4> \/5
1
Wiy — <d€1, €5> = ——6du
Wo3 — <d€2, 63> = O
1
Wy = <d62, €4> = —Edv
1
wos = (des,e5) = ———=dv
25 < 2 5> \/6
W34 — <d€3, 64> = O
2
w3y = (des, e5) = —dw
35 < 3 5> \/6
Wy = <d€4, €5> = O

Para o céalculo das segundas formas quadraticas A, e As nas diregao ey e es,

respectivamente, faremos

4 4 4
4 4 4
woy = hywi + hoows + hggws

4 4 4
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% 0 0
Ar=1 0 -5 0
0 0 O
Analogamente,
Wiy = h‘rl’lwl + h%wg + hiq,wg
was = hYjwi + hoyws + hsws
wys = h3jwi + hiyws + hisws,

donde A, = _\/Lga hiy = hiy =0, h3) = h3s =0, h3y = _\/Lga h3y = h3, =0, his = \/lga
isto é,

0

As = 0

(@] %l»—n (@]

2

V6
Calculemos a curvatura escalar normalizada e a curvatura escalar normal nor-

malizada, p e pt, respectivamente. Para isto, temos

3
dwl-j = Z Wig N Wgj + Qij
k=1

5
dwys = E WiaWas + s,

a=4
onde
13
Q; = —3 Z Rijriwr N\ wy
k=1
13
Qs = ) ];1 Ryspiwyi N\ wy.

Como W12 = W13 = Wo3 = W45 — 0, entao Rijji =0 para 1= 1,2,3 e R45kl =0 para
k,1=1,2,3. Logo, p=pt = 0.

Observe também que os tracos das matrizes Ay e A5 é nulo e, assim, temos a

curvatura média H = 0. Como a curvatura seccional da esfera S°(v/3) ¢ igual a 1,

segue que a desigualdade apresentada na Conjectura 1 se verifica para este exemplo.
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