UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
CURSO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Diego Marques Ferreira

ALGUNS RESULTADOS QUE GERAM NUMEROS
TRANSCENDENTES

Fortaleza
2007



Diego Marques Ferreira

ALGUNS RESULTADOS QUE GERAM NUMEROS
TRANSCENDENTES

Dissertacao submetida a Coordenagao do
Curso de Pés-Graduacao em Matematica
da Universidade Federal do Ceara, como
requisito parcial para obtencao do grau

de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. José Othon Dantas
Lopes.

Fortaleza
2007



Ferreira, Diego Marques
F44a  Alguns resultados que geram numeros transcendentes.
Diego Marques Ferreira - Fortaleza: 2007.
116 £
Orientador: Prof. Dr. José Othon Dantas Lopes.
Dissertacao (mestrado) - Universidade Federal do Ceard, Depto
de Matematica, 2007

1. Teoria dos Numeros.

CDD 512.73




A pessoa mais importante da minha vida, minha mae.
Aos meus avds Tereza Lopes e Raimundo Rodrigues (in

memorian,).



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar agradeco a Deus e aos meus pais, Flavio Gongalves
Ferreira e Maria Margarete Marques, sem eles com certeza nada disso teria

acontecido.

A minha esposa Rubéria e a minha filhinha linda, Mabelle, pela alegria

que me propiciam diariamente.

Ao meu orientador, Prof. Dr. José Othon Dantas Lopes, pela orientacao

e por ter aceitado este desafio.

Agradeco aos meus amigos Carlos Henrique, Clodomir Neto, Chico Diego,
Paulo {talo, Jefferson (Vampiro), Francisco de Assis, Luiz Antonio, Flavio
Portela, Ana Paula, Carlos Augusto, Bruno Holanda, Samuel Barbosa e Davi

Maéximo pelas conversas matematicas de cada dia.

Agradego ao Professor Jonathan Sondow, por ter acreditado em mim e
aceitado me acompanhar nesse “espinhoso” mas magico mundo da T.N.T,
pela tltima revisao desse trabalho e por aturar meu inglés em conversas
diarias no MSN. Thank you Jonathan.

Novamente ao Clodomir Neto, mas agora pelo very hard trabalho com

o KTEX.

Aos professores Luquésio Petrola, Jorge Herbert, Alexandre Fernandes e

Gervasio Gurgel, aos quais me espelho constantemente.

Ao CNPq pela ajuda financeira.



“Superar suas proprias limitacoes e dominar

0 universo.”

“Texto na medalha Fields”

“Uma grande descoberta envolve a solugcdo de
um grande problema, mas hd uma semente de
descoberta na solucao de qualquer problema.
Seu problema pode ser modesto, porém, se ele
desafiar sua curiosidade e fizer funcionar sua
capacidade inventiva, e caso vocé o resolva
sozinho, entao vocé poderd experimentar a

tensao e o prazer do triunfo da descoberta.”

George Polya

“A Matemadtica ¢ a rainha das ciéncias
e a Teoria dos Numeros € a rainha das

Matemdticas.”

Gauss



RESUMO

O propodsito da Dissertacao é apresentar um pouco da Teoria dos Niimeros
Transcendentes, em especial, explicitar exemplos de ntimeros transcendentes
usando alguns resultados desta teoria. Este trabalho tenta aparecer como
um pequeno “survey” em Teoria Transcendente, e nele figuram alguns dos

principais resultados dessa teoria.
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INTRODUCAO 8

Este trabalho é baseado em cinco resultados principais. O primeiro devido
ao grande matematico francés J. Liouville e o mais recente provado pelo
britanico, vencedor da medalha fields em 1970, A. Baker. Dizemos que um
nimero complexo é algébrico quando for raiz de um polinomio, nao nulo,
com coeficientes racionais, caso contrario tal ntmero é dito transcendente.
Iniciamos nossa histéria em meados do século XIX, com a teoria de Liouville
sobre a n-aproximacao de um irracional por racionais. Definimos os niimeros
de Liouville e mostramos que tais ntimeros sao transcendentes. Liouville foi
o primeiro a exibir exemplos de nimeros transcendentes, quando, em 1851,

mostrou que o nimeros da forma

onde a; é um algarismo qualquer de 1 a 9, sao nimeros de Liouville. Em
1873, Hermite provou que e é transcendente e em 1882, Lindemann ex-
tendeu o método de Hermite para provar que m também é transcendente,
além disso, ele demonstrou que a transcendéncia de e e m sao casos espe-

ciais de um resultado bem mais geral. O Teorema de Lindemann, como

ficou conhecido, afirma que dados m ntmeros algébricos distintos aq, ..., a,,
entao e, ..., e* sao linearmente independentes sobre o corpo dos niimeros
algébricos.

Na época de Lindemann os matematicos nao sabiam como se compor-
tavam as poténcias de nimeros complexos quanto a sua transcendéncia ou
algebricidade. Somente em 1900, no Congresso Internacional de Matemaética
em Paris, o matematico alemao David Hilbert levantou tal problema. O
sétimo problema de Hilbert perguntava se o ntimero 2V2 ¢ transcendente,
mais geralmente; se o, onde « é algébrico (diferente de zero e um) e 3 é
algébrico (nao racional), é transcendente. Hilbert comentou que a solugao
de tal problema seria uma bela peca da matematica e que talvez moldaria
a moderna Teoria dos Numeros Transcendentes. Esta questao foi resolvida
em 1934 por A. O. Gelfond e independentemente em 1935 por T. Schnei-

der. Em 1966 o matematico A. Baker generalizou o resultado de Gelfond
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e Schneider, ver [2] p. 10, mostrando que ;" ---af" é transcendente, para
todos nimeros algébricos aq, ..., a,, diferentes de 0 e 1, e todos nimeros
algébricos (1,...,03, com 1,0,..., 0, linearmente independentes sobre Q.
Para poténcias de niimeros transcendentes por transcendentes ainda nao ex-
iste nenhum resultado parecido com o de Gelfond e Schneider, mas sabe-
mos que tais poténcias tanto podem resultar num nimero algébrico como
num numero transcendente. A falta de uma resposta convincente para um
problema faz entdao surgir vérias “conjecturas”. Por exemplo serd que 177
¢é transcendente para todo nimero transcendente 7’7 Implicando assim na
transcendéncia de e¢ e 77 Alguns resultados sobre solucoes algébricas e
transcendentes da equacao y = z* foram provados pelo matematico ameri-
cano J. Sondow e pelo autor. Em particular, mostra-se que existem infinitos

nimeros algébricos da forma 77, com T transcendente.



Capitulo 1

Preliminares

A teoria dos numeros transcendentes foi originada por Liouville em sua
famosa memoéria de 1844, na qual ele obteve, pela primeira vez, uma classe,
tres-étendue como foi descrito no titulo do paper, de niimeros que nao satis-

fazem nenhuma equacao algébrica com coeficientes inteiros.

1.1 Os Numeros Algébricos e Transcendentes

Definigao 1.1.1 Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que o € L €
algébrico sobre K, quando existe p € K[x] — {0} tal que p(a) = 0, isto é,

quando « for raiz de um polinomio nao nulo com coeficientes em K.

Dizemos, simplesmente, que um nimero complexo é algébrico, quando
for algébrico sobre Q. Ntumeros nao algébricos sao chamados transcendentes.
. p . L oA

Exemplo 1.1.1 Todo racional, o« = =, é algébrico, pois € raiz do polinomio

q
F(z) = qx — p.

Exemplo 1.1.2 i,v/2 + /3 € cos 2% + isin% sao algébricos, pois sdao

2007
raizes, respectivamente, de x® + 1, v* — 1022 + 1 e 22°07 — 1.

10
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Afirmacao 1.1.1 Sejam K C L C M corpos. Entao se « € M ¢é algébrico

sobre K, também o serd sobre L, jd que, K[z| C L[z].

Denotaremos por A, o conjunto dos nimeros algébricos e por T, o conjunto
dos numeros transcendentes.
As proposicoes a seguir nos dao a natureza quantitativa dos ntumeros

transcendentes.
Proposicao 1.1.1 FExistem numeros transcendentes.

Demonstragao

Dado p(z) = ap + a1z + ... + a,2", denotaremos por R, o conjunto das
raizes de p. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, se Jp = n entao R, < n.
Para todo n € N, existe apenas uma quantidade enumeravel de polinomios,
em Q[z], com grau n. De fato, considere X,, =“conjunto dos polinémios com
coeficientes racionais e de grau n”. Tome ¢ : Q X --- X Q — X, dada por

n+1 coépias

Y (ag,a1,...,a,) = ag+ a1z + ...+ a,z"

Veé-se facilmente que 1 é bijecao. Como Q x --- x Q é enumeravel, segue-
se que X,, é enumeravel.

Definamos A,, = U R,. Pelos comentarios feitos acima e do fato que
op=n
a uniao enumeravel de conjuntos finitos é enumeravel, segue-se que A,, é

enumeravel. Agora é s6 observar que A = U A,. Dai, A é enumeravel (pois

neN
¢ escrito como unido de enumeraveis).

Como R é nao enumeravel e C O R, segue-se que C é nao enumeravel.
Escrevamos entao C = AU T. Como A é enumeravel e C é nao-enumeravel,

temos T nao-enumeravel, em particular, T # &.

O

Proposicao 1.1.2 “Quase todos” os nimeros sao transcendentes.
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Demonstracao
Quando usamos a expressao “quase todos os niimeros sao transcendentes”
queremos dizer que C—T = A tem medida nula em C. Entao, devemos provar

a seguinte afirmacao:
Afirmacgao 1.1.1 A tem medida nula em C.

Demonstracgao

De fato, dado € > 0, como A é enumerével (pela Proposi¢ao 1.1.1), entao

podemos considerar A = {ay, as,...,a,,...}. Definamos entao
1 /3¢
B,={2€C/ |z —a,| <.} ondern:ﬁ =
Claramente, A C U B,,, além disso,
neN
o0
) 1 3¢ [(n? €
area(%3n> Zarea Zﬂ'?‘ 2 1n2 _F(E> :§<€
n =

Segue-se entao o resultado desejado.

As proposicoes 1.1.1 e 1.1.2 nos dizem que de fato niimeros transcendentes

existem e, além disso, que existem numa quantidade nao enumeravel.

1.2 Caracterizacao de Algébricos via Extensao

de Corpos

Definicao 1.2.1 Dados dois corpos L e K, dizemos que L é uma extensao
de K, quando K for um subcorpo de L. Neste caso, consideramos L como

um K-espago vetorial.
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O grau da extensao L|K, denotada por [L : K|, ¢é igual a dimensao de L
como K-espaco vetorial.
Seja [L : K| = n. Dizemos que {f, ..., 3,} é uma base da extensao L|K,

quando formarem uma base do K-espacgo L.

Proposicao 1.2.1 (multiplicidade do grau) Sejam K, L e M corpos tal que
KCLCM. Entao [M: K|=[M:L]-[L:K].

Demonstracao
Ver [8], p. 26.

Observe que o caso de graus infinitos esta incluido.

Defini¢ao 1.2.2 Sejam L|K uma extensio e o« € L algébrico sobre K.
Definimos o polinomio minimal de o sobre K, e denotamos por ps x, como
o polinomio monico de menor grau com coeficientes em K que tem a como

TQlZ.

Teorema 1.2.1 Sejam L|K uma extensio e a € L algébrico sobre K. Entao
[K () : K] = 0pax € {l,a,...,a%=x"1} ¢ uma base de LK.

Demonstracao
Ver [8], p. 34.

OJ

Encerramos essa secao com um resultado que caracteriza os nimeros

algébricos e transcendentes.

Teorema 1.2.2 Sejam L|K uma extensio e a € L. Entao o € algébrico
sobre K se e so se [K(a): K| < 0.

Demonstragao

(=) Suponha que « é algébrico sobre K. Pelo Teorema 1.2.1, temos

[K(a) : K] = 0pax <n < o0
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(<) Suponha que [K (a) : K| = n entao pelo Teorema 1.2.1, {1, , ..., a" 1}

é base da extensio K(a)|K, em particular, {1,a,...,a" '} é um conjunto
linearmente independente maximal sobre K. Portanto, {1,a,...,a" ! a"} é
linearmente dependente sobre K, segue-se que existem aq, ..., a,_1,a, € K,

nao todos nulos, tais que
apg+aa+...+a,a” =0

Mostrando que « é algébrico sobre K.
OJ
Este teorema é uma ferramenta de grande utilidade para mostrarmos que
certos nimeros sao, ou nao, algébricos. Isso ficarda bem claro na préxima

secao.

1.3 Aritmética dos Algébricos

Mostraremos a seguir que o conjunto dos nimeros algébricos formam um

COrpo.
Proposicao 1.3.1 Dados a e b € A, temos:
(i) atbeA;

(i) a-beA;

(iii) Se a # 0 entao a™* € A.

Demonstracgao

A idéia principal da demonstracao é usar o Teorema 1.2.2.

(i) Como a e b sao algébricos, entao [Q (a,b) : Q] < co, mas
Q(atb) CcQ(a,b), logo [Q(a+£b):Q] < oo e portanto a £ b € A.

(ii) Note que Q (a - b) C Q(a,b). Dai, [Q (a-b) : Q] < o0 eentao a-b € A.

(iii) E s6 observar que Q(a) = Q (a™1), portanto [Q (a™1) : Q] = [Q(a) : Q.
Dai a™! € A.

0
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Proposicao 1.3.2 Os niumeros algébricos formam um conjunto denso em

C.

Demonstracao
Como Q x Q C A e Q é denso em R, segue-se o resultado.
OJ
A Proposicao 1.3.2 ainda nos diz que todo ntimero complexos € limite de

uma seqiiéncia de nimeros algébricos.

1.4 Aritmética A versus T

A proposicao seguinte nos da informagoes sobre o resultado de operagoes

elementares agindo em ntimeros algébricos e transcendentes.
Proposicao 1.4.1 Sejam a € A e § € T, entao
(i) axpeT;
(i) a-BeT (a0);
(iii) 7t €T.
Demonstracao
(i) Suponha a + 3 = ¢ € A, entao pela Proposigaol.3.1, [ serd algébrico.
Contradicao. Portanto a += (3 € T.

(ii) Suponha a -3 = ¢ € A, como a # 0 entdo pela Proposi¢ao 1.3.1,
B8 =c-— € A. Contradicao. Portanto a -3 € T.
a
1
(iii) Supondo S~! € A entao pela Proposigao 1.3.1, 51 € A, mas por

1
outro lado, F = 3. Assim 3 € A. Contradicao. Portanto 57! € T.

Proposicao 1.4.2 Sejama € A e 3 € T, entao

. s S
(1) at € A, para qualquer n € Q;
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(ii) 87 € T, para qualquer ? € Q- {0}.

Demonstracao

Usaremos o seguinte lema:
Lema 1.4.1 Se 5 €T entao " €T Vn € N.

Demonstragao

Suponha que " € A, entao existe um polinémio
p(x) =ao+ a1z + ...+ apz™ € Z[z]
nao nulo, tal que p (") = 0. Considere o polindémio a seguir:
p(r) = a0+ arz™ + ...+ apx™
com coeficientes inteiros e nao todos nulos. Temos entao,
p(B) =ap+arB" + ... +anf" =ag + a1+ ... +an (6")" =p(B") =0

Portanto, 6 € A. Contradi¢ao. Dai, 5" € T.
O

Voltando a nossa proposicgao,
(i) Suponha que a? =+, onde 7 é transcendente. Sem perda de generali-

dade, podemos supor t > 0. Dai,
=7

Pelo Lema 1.4.1, v* € T. Absurdo! pois a® é algébrico.

(ii) Se B = ¢, onde ¢ é algébrico, entdo
ﬁs — Ct

Como s # 0 entao (° é transcendente, uma contradigao com o lado direito

da igualdade acima.

O



Capitulo 2

Numeros de Liouville

Definicao 2.1 Diz-se que um numero algébrico o € de grau n se ele for raiz
de um polinomio de grau n com coeficientes inteiros e, se nao existir um
polinomio de grau menor do que n, do qual o € raiz. Assim, os numeros

racionais coincidem com os numeros algébricos de grau 1.

Definicao 2.2 Um numero real o € aprorimdvel na ordem n por racionais

se existirem uma constante C' > 0 e uma seqiiéncia {&} de racionais dis-
4;
tintos, com q; > 0 e mde(pj, q;) = 1 tais que
; C
R (2.1)
4a; 4;

Dizemos simplesmente que um numero € n-aprozimdvel quando for aproximduvel

na ordem n por racionais.

Proposicao 2.1 Se a € n-aprorimdvel entao:
i) a € k-aproximdvel para k < n;

L b

4q;

ii) <C;

17
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iii) {¢;} € ilimitada;

iv) lim bi_
J—00 QJ
Demonstracao
(i) Basta-nos mostrar que «a é (n — 1)-aproximével. De fato, temos
; C C
o — & < n = n—1
qj d; q;4;

Considere D = {¢; |j € N}. Pelo Principio da Boa Ordenagao, existe
- C
g € D tal que ¢ < ¢,V € N. Considere C' = — > 0. Portanto,

q
|l c c 1 _C 1 C
Oé_&<_n:_' n—lgT‘ n—1 — n-1°
qj q; 4 4; q g 4;

Dai, a é (n — 1)-aproximével.
ii) Como ¢; € N, q; > 1, daf ¢ > 1, portanto:
¢ €N,gg>1,daiq} >1,p

(iii) Suponha que {g;} é limitada. Como {&} sao distintos, {p;} deve
j

ser ilimitada, mas |« — bil < ¢, Contradicao, logo {¢;} ¢é ilimitada.

J
(iv) Como {g;} C N é ilimitada, entao lim ¢; = co. Por outro lado,

Jj—00
; C
0<|a-Y|< —.
4d; d;
Passando o limite quando j tende ao infinito, obtemos lim bi_ .
j—oo g

OJ

Proposicao 2.2 Todo nimero racional é 1-aproximdvel e nao € k-aproximdvel

para k > 2.
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Demonstracao
Seja P € Q, com g > 0 e mde(p, q) = 1, logo existem xq e gy, inteiros, tais

que Zop — Yoq = 1.
Observamos também que a equacao xp — yg = 1 tem infinitas solugoes.
De fato, sejam x; = xg+tq e y; = yo+1tp, onde t € Z. Portanto, para todo t,

TP — Yq = xop + tqp — yoq — tpg = 1

Tome k > —2 ¢ definamos z;=x9+ (k+7)qey; =yo+ (k+j)p. Note
q
—T
que z; = zo+ (k+7)q > xo+ (—0 —|—j> q = jq > 0. Agora, afirmamos que
q

Yot Ui sei#j.
€Z; Z;

De fato, supondo Yi _ &, temos
ZT; T

Yi Y o+ (k+i)p _ yo+ (E+J)p
o+ (k+i)g xo+ (k+J)g
Yok + 7)q+ xo(k + i)p = yo(k + 1)q + zo(k + j)p =

Yokq + yojq + xokp + Toip = yokq + yoiq + xokp + ToJp =

YoJq + Totp = Yoiq + ToJp =

A

1=

Por outro lado,
1 2

bx; —qy;| _

qx; qx; L

’13_&
q &€

mostrando que Py l-aproximavel.
q

p . ~ .
Para a segunda parte, suponha que = é 2-aproximéavel, entao existem

{&} EQ—{E} e C' > 0 tais que
d; q

|
'1—9 A (2.2)
¢ ql| @
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Por outro lado,

p Py Pq; — 4p; 1 .
‘———j =‘J—J|>— pois pg; — qpj € Z — {0} (2.3)
q gj q4; q4;
Combinando (2.2) e (2.3), temos
Lpom &
q4; q gj 4q;

Dai, ¢; < Cq. Contradicdo com o item (iii) da Proposicao 2.1. Segue-se
que = nao é 2-aproximavel e pelo item (i) da mesma proposi¢ao, — nao pode
q
ser k-aproximavel para k > 2.
O

Proposicao 2.3 Todo numero irracional é 2-aproximadvel.

Demonstracao
Sejam a um numero irracional e n € N. Denotemos por |z]| a parte
inteira de um numero real z, isto é, o maior inteiro menor ou igual a =x.

Considere agora os n + 1 ntimeros reais
0, — |af,...,na — |na| (2.4)

0s quais pertencem ao intervalo [0, 1). Particionando o intervalo [0,1) em n

intervalos, disjuntos dois a dois, da forma

o
[l,]+ ) j=01,...,n—1 (2.5)
n n

observamos que existem pelo menos, dois nimeros reais em (2.4) que estao
em um mesmo intervalo do tipo (2.5). Digamos que eles sejam njav — [ny«]

e naax — [ngar, com 0 < ny < ny < n, temos:
1
|nea — |noa] —nar + [npar| < - (2.6)
Sejam k = mng —ny e h = [nga| — |nyar], os quais sado inteiros com k > 0

e h > 0. Logo (2.6) pode ser escrito como:
h

o — —

k

1
— 2.
< — (2.7)

1
|k — h| < = ou
n
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segue-se que

h 1
a— —| <« — 2.8
| <72 (2.8)
Queremos mostrar que (2.8) se verifica para infinitos racionais. De fato,
h
suponha o contrario, isto €, que existem apenas k—l, el k—r € Q tais que
1 T
h; 1 )
o — E < k—ig, 1<i<r
. hl hr . .
Tome ¢ = min< |a — Pl RREEE o — 7 > 0, pela propriedade arqui-
1 r

mediana existe um m € N tal que — < ¢, para este m construimos — € Q
m
satisfazendo

h
a__

k

1
< —<e€
m

essa contradigao prova o resultado.

A préxima proposicao caracteriza os nimeros algébricos de grau n.

Proposicao 2.4 Se a € algébrico de graun > 1 entao existe A > 0 tal que

A
> 2 vPeq (2.9)
g

p
a__

q

Demonstracao

Seja f € Z[x] com f(a) =0 e df =n, existe d > 0 tal que a tnica raiz
de fem [ —d, v + d] é a (isso deve-se ao fato que um polindémio, nao nulo,
tem somente um numero finito de raizes).

Sabemos que f’(x) também é um polinémio, logo limitado em intervalos

limitados, isto é, existe M > 0 tal que

|f(x)] < M, Vz € [a — d,a + d]
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Considere 1—), q > 0, um nimero racional em [a — d, a + d]. Pelo Teorema
q

do Valor Médio, existe ¢ € (o —d, a+d) para o qual (a menos de uma sinal)

fla)— f (]3) = f'(0) (a - 73) (2.10)

q

Como f(a) =0, (2.10) pode ser escrito como

+{2)-r0fe-)
)]s

mas f(z) = ag+ a1x + ... + a,z™, portanto

dai,

a=" (2.11)

1

‘f <]_9>‘ _ aoq" + arpg™ !t + .+ ayp” > 1
q q q
Substituindo em (2.11), temos
(e
q" q q
Segue-se que
P 1
a_Pl> 2.12
‘ q‘ Mg (212)
Tome agora — & [ — d, « + d] entao
a-L2l~a (2.13)
q
1 )
Como ¢" > 1 entao — < 1, daf (2.13) fica
qn
d
a— 2—" > = (2.14)
q q"

1 1
Considere A = Emin {d, M}’ portanto para todo L € Q, tem-se
q



CAPITULO 2. NUMEROS DE LIOUVILLE 23

O

Corolario 2.1 Se « € algébrico de graun entdo o nao € (n+1)-aprozimdvel.

Demonstracao
Suponha que « é (n+1)-aproximavel, entao existem infinitos &, racionais
4;
e C'> 0 tal que
; C
‘A b= (2.15)
qj d;
pela proposicao anterior existe A > 0 para o qual
; A
o-ts 2 (2.16)
4; q;
_ A C -
combinando (2.15) com (2.16) obtemos — < —— = ¢; < R Contradigao,
J J
pois g; ¢é ilimitada. Logo a nao pode ser (n + 1)-aproximével.
OJ

Corolario 2.2 Se a € n-aproximavel para todo n € N entdao o € transcen-

dente.

Demonstracgao

Imediato do Coroldrio 2.1

Definicao 2.3 Um niumero real o é chamado nimero de Liouville se existir

uma sequéencia {&} .q; >0, mde(p;, qj) = 1, com elementos distintos, e tal
495
que

1
<5
qj

i
4j

o —

Teorema 2.1 (Liouville) Todo nimero de Liouville é transcendente.
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Demonstracao
Suponha que um nimero de Liouville « fosse algébrico, digamos, de grau
n. Entao pela Proposicao 2.4 segue-se que a relagao (2.9) serd valida para
todo nimero racional. Em particular, para os q_] da Definicao 2.3. Assim,
J

teriamos
A ; 1
— < 'a b2
q" %G| q

P .. - L .

Dai, ¢; " < — Vj € N, contradigdo, pois ¢j " — oo quando j — oo.
Portanto, a nao pode ser algébrico.
]

Proposicao 2.5 Seja a um nimero real tal que

Uj 1
a— =< —
U uj

Vs

onde {—J

} € uma seqiiéncia de racionais distintos com u; > 0 (nao exigimos
u .

j

que mdc(uj,vj) = 1), entdo o € um nimero de Liouville.

Demonstracgao
. wn . Dy . . ..
Considere a seqiiéncia = de racionais distintos com ¢; > 0 e
qj
Pi U oo
= — . Entao,

mdc(p;, q;) = 1, definida por =~
4 Uy

; v 1 1
o — & = ‘Oé S < — < 5
qj Uj u; g
1, entdo gj|u;, portanto

pois pju; = v;q;, logo ¢;|p;u; como mdc(q;, p;)

q; < uj e dai ;

G Y
Proposicao 2.6 Qualquer nimero da forma

—].2—..
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onde aj, € um algarismo qualquer de 1 a 9, € um nimero de Liouville.

Demonstracao
J a
. , . . k i
Consideremos nuimeros inteiros v; = E e u; = 107" > 0. Temos

1 j!—k!
k=1 0

v; s ar 1 ;i
‘a o 2 157 = T (a1 + ToGronGon T )<
=j+1
9 1
S 10G+D)! (1 + 10G+21=G+D! +. ) (2.17)

Note que 100" =G+D! > 10k~1 para k > 1. Dai podemos majorar (2.17)

como

v,
o — -2
Uj

0GHT 9~ (107107~ o

9 11
< (14— — + ...

9 10 10
10G+D)! 10 102 N

pela Proposicao 2.5, segue-se que a ¢ um ntumero de Liouville.
O

Observe que pelo Teorema 2.1, todo niimero que tém a forma

o0

a
azzwl;,ondeake{l,...79}
k=1

¢ um numero transcendente.

Deve-se ao matemaético francés J. Liouville esse feito.

Defina a seguinte seqiiéncia recorrente: by = 1, b,, = (2”)b"‘1, n > 1. Os
termos dessa seqiiéncia sao, por exemplo; 1, 21, 42" 8421, ... e crescem rapi-
damente, para se ter uma idéia by possui mais de 107 digitos. O interessante

é que o numero

21

¢é transcendente. De fato, mostraremos que a é um nimero de Liouville e,

1 1 1
a=1+—+ yEl + ey + ... =1,5625000000000035527 . ..

pelo Teorema 2.1 é transcendente. Observe que,

L
o = — —
by by
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Afirmacio 2.1 (2%)" > b Vn > 1
Primeiramente perceba que b"~! > n + 1 para n > 1 e portanto,

Provaremos a afirmacao por indugao sobre n.
Para n =1 é trivial. Suponha entao que (Qk)bk > bF, entao
b1 = (2k+1)bk > (2k)bk > bY
dai
(2k+1)bk+1 > (2k+1)bﬁ > (2k+1)(k+1)bk = it

Claramente, b, > b, para n > k e por inducao b, ¢é poténcia de 2 para

todo n € N. De fato, para n = 1, b; = 2. Suponha que b, = 2! entdo
bpi1 = (2k+1)bk — o(k+1)2!

e a indugado estd completa. Portanto, bg|b,, 1 < k < n, por isso

mmc(1,by,...,b,) = b,. Segue-se entao,
1 1 1 a
1+ —+—+...+—=-—"onde a, €Z
+b1+b2+ +bn b, onde a
bn+1

<

Afirmacao 2.2 <
¢ anrk 2k-1

para k > 1.

Basta-nos mostrar que b, > 2¥7'b,,; para k > 1. Note que
bn+k — (2n+k)bn+k—1 _ (2k—1 . 2n+1)bn+k—l > 2k_1 (2n+1)bn+k—1 >
_ b _
> 2k 1 (2n+1) — 2k 1bn+1

. ap . ~
Considere — como acima. Entao,
n

an
o — —

by

1 1 1 brt1 )
= + + ... = 1+ + ... 2.18
bn-l—l bn+2 bn+1 < ( )

pela Afirmagao 2.2,
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boi1 b1 11 1
oSl oot =2
s T T T ottt t

Substituindo em (2.18),

1+

mostrando que a é um nimero de Liouville e conseqlientemente transcen-

dente.

Para mais casos e algumas generalizagoes, veja [16].



Capitulo 3

O Teorema de Lindemann

Os primeiros ntimeros transcendentes foram exibidos por Liouville, usan-
do o que vimos no Capitulo 2. Em 1873, Hermite provou que e é transcen-
dente e em 1882, Lindemann estendeu o método para provar que m também
¢é transcendente, além disso, ele mostrou que a transcendeéncia de e e m sao
casos especiais de um teorema bem mais geral cuja demonstracao é o objetivo

desse capitulo.

3.1 Preliminares

Definigao 3.1.1 Um polinémio p(xq,--- ,x,) € Klxy, -+ ,2,], onde K ¢
um anel, € chamado simétrico ou fungao simétrica em xy,...,x, Se
P (fEa(1), e ,xa(n)) =p(z1,...,2T,), para toda permutacio o € S,,. Os polinémios

O (1'1,...,56"): Z xilxi2~~~xik

161 <t << <n

sao simétricos em Ty, . .., T, e sao chamados de funcoes simétricas elementares.

Teorema 3.1.1 (Fundamental das Fungées Simétricas)
Seja p(x1,...,2,) € K[z, ..., 2,] uma fungao simétrica. Entao existe ¢ €

K{zy,...,x,] tal que

28
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fxr,...,zn) =@ (o1 (T1,. -y T0) sy (T2, -, Tp))
Demonstracao
Veja [4], p. 77-78.
]
Proposicao 3.1.1 Sejam [3y,..., 3, raizes de um polinomio
f(@)=bx"+cix™ 1t + ... +c,
com coeficientes racionais. Se p (xy,...,x,) € Q[xq,...,2,] € um polinémio
simétrico, entao p (5, ...,0,) € Q. Além disso, se
p(x1,...,x,) € L[xy,...,x,) € Op =1t entdo b'p(Br,...,0,) €EZ
Demonstracgao
(1* parte) Pelo Teorema 3.1.1, existe ¢ (zy,...,2,) € Q[xy,...,z,] tal
que p(x1,...,2,) =@ (o1 (L1, 20) 5. 00 (21, ..., 2,)), logo
PGy, 00) =w(o1(Biy- s Bn) s y00 (B1,...,0,)). Poroutrolado, como
B, .., B, sao raizes de f(z) = ba"™ + ciz" ' + ... + ¢,, entao
; Ci ,
0; (ﬁh cee 75n) = (_1)13 € @ Da’la p(ﬁl? cee 7ﬁn) € Q
(2* parte) Se p(z1,...,x,) é um polinémio simétrico com coeficientes
inteiros, entao pelo Teorema 3.1.1,
p(xe, ... xn) =@ (o1 (X1, xn) sy on (21,0, 2)) (I)

onde ¢ (xy,...,x,) € Zlxy,..., 2], dai, ¢ (x1,...,2,) = Za(i)x’f ot
()
onde ag;y € Z. Por (I), o grau de ¢ é t, isto é, max; {i1 + ... +i,} =t. Por
outro lado, o; (01, ...,0,) = (—1)Zﬁ
Aplicando a igualdade (I) para (i, ..., 3,, obtemos:
p(ﬁl?"wﬁn) = 90(0-1 (ﬁlw"uﬁn)?"'7Un(517"'7511)) =

- Za(i)gl (B, - - 7ﬂn)il o (Br, 7671)% =
(@)

- Sl (3 (5) -

(4)

m ag 7 in
= 2.1 bi1+.(..)+in A dy
(4)
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onde m = 7; + ...+ ni,. Portanto,

(4)

Como t > iy + ... + iy, para todo multi-indice (i), entao

btp(ﬁlw"vﬁn) €Z
O

Proposicao 3.1.2 Considere 0s polinémios p1 (Y1, ,Ym) s+ +Pg (Y1, Ym),

onde

pj:fl(xj)yl"i_"'"i_fm(xj)yma j:172: »q

com coeficientes f; (x;), onde fi(x) sdao polinomios sobre um corpo F. O
produto pips - - - g, quando os termos em y sao agrupados, tem coeficientes

que sao fungoes simétricas em Ty, -+, Tq.

Demonstracao
Escrevamos o produto como

m

bip2 - Pq = Z CYirYis * " Yig (31>

A condicao i; < i3 < -+ < 4, € imposta na soma para indicar que
os termos estao sendo agrupados. Note que ¢ = ¢(xy,--- ,2,). Toda per-
mutagao de xy,--- ,x, deixa o lado esquerdo da igualdade (3.1) invariante,
pois é apenas uma permutagao dos polinomios py, ps,- - - ,p,. Portanto, essa
permutagao também deixa o lado direito de (3.1) invariante e dai deixa todo
coeficiente ¢ invariante. Logo, ¢ = ¢ (x1,- -+ ,z,) é uma fungao simétrica de
Ty, T,

OJ

Proposigao 3.1.3 Sejam K um corpo de numeros algébricos e 6 um ele-
mento de K. Entdo todo elemento 5 € Q(0) pode ser unicamente represen-

tado como um polinomio em 6 com coeficientes em Q, isto €,
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ﬁ:a0+a10+---+an_19"’1, CLZ'EQ

onden =[Q () : Q.

Demonstracao
Imediato do Teorema 1.2.1.
O
A Proposicao 3.1.3 é facilmente generalizada da seguinte maneira:
Sejam K um corpo de numeros algébricos e 64, --- , 60, elementos de K.

Entao para todo elemento 3 € Q (64, - ,0s), temos:
ﬁ = f(ela 795> onde f(a:la"' 7xs) € Q[wla"' 7*7:5]

Proposicao 3.1.4 Se aq,as, -+ , a4 sao algébricos sobre Q entao existe ~y

algébrico sobre Q, tal que

Demonstragao
Segue-se do fato de que toda extensao finita de um corpo perfeito possui

elemento primitivo. Ver [8], p. 63.
0

Definigao 3.1.2 Um corpo algébrico Q(0) € dito normal sobre Q se todo
polinomio em Q[z] que tem pelo menos uma raiz em Q(0), tiver todas as

raizes em Q(0).

Proposicao 3.1.5 Sejam aq,as, -+ , a5 numeros algébricos, entao existe

algébrico tal que

Q(e) D Q (ala Qg, - - 7as)
e Q(0)|Q € normal.

Demonstracao

Pela Proposicao 3.1.4, existe v algébrico sobre Q tal que
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Q(ly) = Q(O_q,Oéz, e aa/s)'

Considere p, g o polinomio minimal de v sobre Q. Sejam v = 71,72, -+, Ym
as m raizes de p, g entao aplicando a Proposi¢ao 3.1.4 outra vez, temos que

existe # algébrico sobre Q tal que

Q(e) :Q(’Vl,'}?,"‘ 77771) DQ(’Y) :Q(alaa27"' 70'/5)

Resta-nos provar que Q(6)|Q é normal. De fato, considere g(z) € Q[z]

irredutivel e monico, com uma raiz a € Q(f). Queremos mostrar que

toda raiz de g(z) pertence a Q(f). Como a € Q(0) = Q (1,72, ", Ym),

entdo existe um polindémio f(xq1,Z9, - ,Tm) € Q[z, 29, -+, 2] tal que
a=f(v1,%, " ,¥m). Defina entdo o seguinte polinémio:

G(l’) = H (l‘ - f (’70(1)7/70(2)7 toe 770(771))) (32)

0€ESm

onde o é uma permutagao de {1,2,--- ,m}. Portanto, 0G = m! e os coefi-
cientes de G(x) sao fungoes simétricas em {f (%(1),%(2), e ’%(m))}aesm :
Por outro lado, quando permutamos {71,792, ,Vm} temos que
{f (70(1)7 e 7’Yo(m)) }aes fica invariante. Logo os coeficientes de G(x) sao
fungoes simétricas em 7y, Y2, -+ ,¥m € pela Proposicao 3.1.1 sao racionais,

dai G(z) € Q[z] e G(a) = 0.
Segue-se entao que g(z)|G(z), isto é, G(x) = g(z)h(x) para algum
h(x) € Q[z] (isso deve-se ao fato de que g(z) = pag). Sejam a = ay,as, - -+, q
as raizes de g(z) entao
G (a;) = g(a) h(a;) =0.Vje{l,--- 1}
Dai a; ¢ raiz de G(z) para todo j € {1,---,l}. Olhando para (3.2),

observe que existe ¢ € S, tal que

CLj - f (75'(1)775'(2)7' o ,’7&(m)) c Q(@) VJ I~ {17 ’m}
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Portanto, Q(6)|Q é normal.
U

Suponha [Q(0) : Q] = n e Q(#)|Q é normal, entao 6 satisfaz a equagao
minimal
flx)=a"+ba" 4+ b, =0 (3.3)
Sejam 0 = 0, 92 ... 9 as n raizes de 3.3. Como Q(6)|Q é normal,
entdo ) € Q(6) para j € {1,--- ,n}. Pela Proposicio 3.1.3 temos

0U) = h; (), onde h;(x) € Q[z]
Quando substituimos @ por 6 nos h’s acima, observamos que

{hi (6@),hy (6@),---  hy, (¥)} é apenas uma permutacdo de
{6W, 03 ... 6} mas geralmente

{h1 (9(1’)) ,ho (Q(i)) oo hy (Q(i))} — {9(1)79(2), .. ,g(n)} (1<i<n)

Proposicao 3.1.6 Seja Q(0)|Q normal de graun e @ = 6 02 ... 9 os
conjugados de 6 (isto é, as n raizes do polinomio minimal de 0 sobre Q). Se
F(x) € Q[z], entdao {F (9(1)) JF (0(2)) oo, F (9(”))} ¢ permutado quando

substituimos 0 por 0.

Demonstracao
F (H(j)) = F (h; (9)), fazendo 6 = 0% pelo argumento anterior temos que

{h1 (9(2‘)) ,ho (9(2‘)) oo hy (9(1‘))} = {9(1)79(2)7 e ’e(n)}
logo, {F (6W),F (6®)),--- ,F (§™)} é permutado.
0
Tome v € Q(0), logo existe F' € Q[x] (OF < n—1) tal que v = F (). De-

note entdo 79 = F (§9)), onde § = 1), 6@ ... 0 5o os conjugados de 6.
2) ... A0
) )Y

sdo polindomios simétricos em = 61, 93 ... 9™ De fato, seja o; a i-ésima

Afirmamos que as funcdes simétricas elementares de v = (I, ~!

funcao simétrica elementar dada por

) (mla”' 71771) = E Tpy Ly =" Ty
1<k <ka<--<k; <n
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defina p € Q[zy,- -, z,] por
pi(xr, - wn) =0y (F(21),-, F(2,))
mostraremos que p; é simétrico em 6 = M, 93 ... 9™ observe que
P (0= 00,00 .. g0)) = g, (7,4 ... 4)
Seja ¢ € S5, entao

i (Q(C(l))7 .. 7g(é‘(n))) = o (7(4(1))’ o ’V(C(n))) —
= o (F (9(@“(1))) oo F (Q(C(n))))

Pela Proposicao 3.1.6 {F (9(4(1))) oo F (9(5(”)))} é uma permutacao de
{F W), -, F(0™)}, como o; é simétrico entao

o; (F (06D oo F (060D)) = g, (F (60 -+ | F (6))

logo,
pi (€D, gD = 5 (F (D) - F (67)) = gy (30, -+ A7) =
= (B, 6™
Portanto, p; é simétrico em = M 92 ... 9",

O

Proposicao 3.1.7 Todo elemento y € Q(6) ey, 2 ... 4™ como acima
satisfazem uma equagao polinomial g(x) =0 de graun (n = [Q(#) : Q]) com

coeficientes inteiros.

Demonstracao

Pelos comentérios acima, temos que

01 (7(1)7 77(11)) = N (0(1)7 ’H(TL))’ yOn (7(1)7 77(n)) -
= D ((9(1)’ e ,g(n))
onde os p}s sdo polinémios simétricos em #1), - .. §™e pela Proposicao 3.1.1
existem racionais 4 & ,& tais que

bbb,
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M ...ogm)y = 4 M ... gy = o
Y4 (9 ’ 79 ) b17 »Pn (0 ; 79 ) bn

Considere g(z) como abaixo:

g(@) = by by (1 —4D) - (= ™).

Claramente, g = n e y1, .- 4™ s3o raizes de g(r). Basta-nos mostrar
que g(x) € Z[z]. De fato, temos

g(x) = b(x—y(l))...(x_v(n))

onde b="50;---b,.

m t
Proposicao 3.1.8 Considere as fungoes f(x) = Zajxo‘f, g(x) = ijxﬁj
j=1 j=1
onde o, B; sao nimeros complexos nao nulos. Assuma que os O(;»S sao distin-
tos e 0s (s também. Quando f(x)g(x) € formado e todos os termos de igual

expoente sao combinados, existe um menor coeficiente nao nulo no resultado.

Demonstragao
Pela Proposicao 3.1.5 existe Q(f) extensdao normal de @Q que contém
Qi Q, 1,00, B Suponha que [Q(0) : Q] = n entdo a; e §; podem

ser escritos como

n—1 n—1
_ L R iy
a; = E :Tjie ef = § :S]ie

Dizemos que «; antecede a4, (respectivamente [3; antecede (%) quando o

primeiro termo nao nulo da seqiiéncia
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Tio = Thos Tix = Thas Tig = Thos " "
respectivamente
Sio - 8k07 Sil - Sk17 Siz - Sk27 e

for positivo. Como os «; (respectivamente (3;) sdo distintos, entao existe ay

(respectivamente [31) que antecede todos os o (respectivamente ;).

Afirmacao 3.1.1 oy + 1 antecede aj + 0 ¥ (j, k) € I, x [, —{(1,1)} onde
I, ={1,2,--- s}

n—1 n—1
De fato, oy + ﬁl = Z (Tli + Sli) (91 € «y + 6].3 = Z (’l”ji + Ski) 92 entao
1=0 =0

r, + 51, — (1), + sg,) = (r1, —r5,) + (51, — Sk,), mas existem

q1, @2 €4{0,---,n—1} comry, —71;, >0esy, — s

s1. = Sg;, 1 €40, ,q1 — 1}, 1e€{0,--,q—1}.
Tome g = min {q, ¢2}, note que para g3 € {0,--- ,q — 1} temos

@ >0€7"Z'l :T’jl,

Tlgy T S1gy = Ty T Skyy ©
T1q + S1g — (qu + Skq) = (qu - rjq) + (Slq - Skq) > 0.

Portanto, ay + (3 antecede a; + .

Assim, no produto f(z)g(x), o termo a;byz***A tem tnico expoente e
nao pode ser combinado ou cancelado com nenhum dos outros termos.

O

Lembremos que os conjugados, sobre Q, de um numero algébrico v sao
as raizes do polinomio minimal de v sobre Q. Comumente nos referimos aos
conjugados sobre Q apenas por conjugados. Agora definiremos um novo tipo
de conjugacao.

Definicao 3.1.3 Seja Q(0) |Q uma extensao algébrica. Dado v € Q(0)
temos quey = h () onde h(z) € Q[z] e dh < n—1. Sejad =M 92 ... o0
2 . )
sao chamados conjugados de v sobre Q (0) ou Q (0)-conjugados de 7y, onde

as n raizes do polinémio minimal de 6 sobre Q entio v = v, ~(

A0 =k (99), 1< i <n
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Proposicao 3.1.9 Sejam « e 3 numeros algébricos num corpo K de grau n

sobre os racionais. Se os conjugados de o sobre K sio a = oM, a® ... o)
e os de 3 sio = BW, 32 ... 3™ Entdo os conjugados de o+ 3 e o - 3
sao respectivamente o) + 1) ... o) 4 g0 o o). 1) Lo qm) . 5]
Demonstragao

Como [K : Q] = n, entao existe § € K tal que K = Q(0), logo o = h (0)
n—1 n—1
e f=g(0) onde h(z) = Zajxj, g(z) = ij:vj com a;, b; € Q.
=0 =0

Portanto,

a+B8=> (a;+0b;)6 =h() onde h(z) = (a; +b;) 2’

<
Il

o
<
Il

o

Dai, parai € {1,--- ,n}

0 caso « - 3 é anédlogo.

Note que v tem n conjugados sobre Q(f) e m conjugados sobre @Q, onde
m|n. A relagdo entre os dois conceitos de conjugacao é estabelecida na

préxima proposicao.

Proposicao 3.1.10 (i) Os conjugados de y sobre Q(6) sdo os conjugados

n
sobre Q todos repetidos — vezes
m
(ii) v € Q se e s6 se todos seus conjugados sobre Q(6) sdo iguais;

(iii) Q(v) = Q(0) se e sé se todos os conjugados de v sobre Q(0) sao distin-

tos.

Demonstragao
Veja [15], p. 53-54.
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Definicao 3.1.4 Sejam K|Q wma extensio e o € K. « € dito inteiro

algébrico se for raiz de um polindémio monico com coeficientes inteiros.

Definigao 3.1.5 Seja Q(0)|Q uma extensdo algébrica de graun, entio N(«)

(a norma de ) é definida como o produto dos conjugados de a sobre Q(6).
Proposicao 3.1.11 Sejam «, 5 € Q(6), entdo:

(i) N(ap) = N(a)- N(B);

(ii) N(a) =0 se e sd se a = 0;

(iii) Se «v € inteiro algébrico, entio N(«) € Z;

(iv) Se a € racional, entio N(a) = ™.

Demonstracao

(i) pela Proposigao 3.1.9, temos que

N(aB) = (aﬁ)(l)(aﬁ)@) o (@5)(71) — (&(1)5(1)) . (@(2)5(2)) . (a(n)ﬁ(n)) _
= aWa@...qm. 5052 ... 300 — N(a)- N(B)

(ii) Se o = 0 claramente N(a) = 0. Suponha que N(«) = 0, como

N(a) = aWa® ..o entdao ol = 0 para algum i € {1,--- ,n}, mas

n—1
o) = Z a; (6D
=0

n—1
Logo, a1 = ay = --- = a, = 0, portanto, a = E a;0” = 0.
=0
(iii) Sendo « inteiro algébrico, o polinémio minimal de « tem coeficientes

inteiros. Seja p tal polinémio, entao:

p(x):{En+a1In+"'+an—1x+an COHlCLiEZ
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Por outro lado,

"t ar" ot apr+a, = (2 —a)(x — a(2)) - a(")) —

=2" —o1(a,a® - oMz (<) (0P - ™) (3.4)
Dai, a; = (—1)'0;(a, a?, - - a™), note que N(a) = (o, a?, -+ a™),
mas o, (o, a?, .- aM) = (=1)"a, € Z.

(iv) Se @ € Q entdo a = h(f) onde h(z) = a. Dai, ¥ = h(8V) = q,
para 1 <4 < n. Portanto, N(a) = aMa® ..o = o,

0J

E facil ver que (i), (ii) e (iii) sao validos para a defini¢do de norma, como

o produto dos conjugados de a.

3.2 O Teorema de Lindemann

Teorema 3.2.1 Dados m numeros algébricos distintos ay,--- , q,y,, entao

e, .-+ e* sao linearmente indenpendentes sobre o corpo dos numeros racionais.

A demonstracao desse Teorema seguira aquela feita no 6timo livro de I. Niven,
[14] p. 117-131 .
Demonstragao

Suponha por absurdo que

m

D ae® =0 (3.5)

j=1
com coeficientes racionais nao todos nulos. Descartando os termos com coefi-
cientes nulos e reordenando a notacao, podemos supor que nenhum coeficiente
é zero. Além disso, multiplicando (3.5) por um nuimero inteiro conveniente,
podemos supor que os coeficientes de (3.5) sao inteiros nao nulos. Usando a
Proposigao 3.1.5, temos que existe Q(6) extensao normal de Q que contém
08 Qq,- -+ , Q. Suponha que [Q(A) : Q] = n, entao todo «; é expresso como

tnico polindmio em 6 de grau n — 1 com coeficientes racionais. Seja
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n—1
aj = b, j={1,--- ,m}
i=0
vimos anteriormente que sendo § = M ... 6 conjugados de 6 entdo os

conjugados de a; sobre Q(6) sao

n—

1 .
ag-k) :Zrﬂ (Q(k))z, j=412,--- ,m}, k={1,2,--- ,n}
i=0

(k)

Claramente os ;" sao distintos para todo k& fixo. Temos também que

f: ajeag'k) = z’": c;e (3.6)

8
j
B; sao distintos, como os a; sao inteiros, entao os ¢;, também o sao. Além

O produtério acima é nulo, porque o; * = «j. Podemos considerar que os

disso, como os a;s sao nao nulos, a Proposicao 3.1.8 nos garante que existe

um menor coeficiente ¢;, nao nulo, digamos cy # 0.
(k)
A J

stitufmos @ por ) de acordo com a Proposicao 3.1.6. Portanto, trocando

Para cada j fixo, os n conjugados a;’ sao permutados quando sub-
por #%) apenas permutamos os fatores do produto em (3.6), mas o resultado
é deixado invariante. Por outro lado, quando trocamos 6 por #®) estamos

substituindo 3; pelo seu conjugado ﬁj@. Portanto, (3.6) implica
J 1 @) d (n)
0= Z c;eli’ = cheﬁj == Z c;e’s (3.7)
j=0 Jj=0 Jj=0

Notamos facilmente que os ﬁ](-l) sao distintos. Portanto, os 6]@ sao dis-
tintos para todo i fixo.
o o (1)
Agora multiplicamos a primeira soma em (3.7) por e=h0' , a segunda soma

_5(2> 714 _B(n)
por e Po " ... a ultima soma por e o . Defina
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Como ﬁ]@ sao distintos para ¢ fixo, entao 7§i) sao nao nulos para ¢ fixo.

Entao (3.7) pode ser reescrita como

- M - @ . (n)
0=co+ Z cjeli T =co+ Z cjeli =---=cy+ Z cje’i (3.9)
j=1 j=1 j=1
:x : o @ L0 5 ’
Pela Proposigao 3.1.7, os conjugados v; ", v,”, ;7; | sao raizes de um

polinémio com coeficientes inteiros, digamos
i=1

Podemos tomar b; > 0 e como 7]@ # 0 ent@o g;(0) é um inteiro nao nulo,
com isso terminamos a parte algébrica da demonstracao do teorema. Agora

passaremos ao tratamento analitico. Seja f(z) um polinomio, defina

F(z) = f) + () + "(z) +--
isto é, F'(z) é a soma de f(z) com suas derivadas de todas as ordens.

Lema 3.2.1 Sejam f(z) e F(z) como acima, entdo

d —z\ _ —z
- (F(z)e %) = —f(2)e

Demonstracao
dz

Portanto,

/Ob F(2)e*dz = — /Ob % (F()e ") dz = —F(z)e

Dali,
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Substituindo b por 7]@ como em (3.8), multiplicando todas as equagoes

obtidas por ¢; e somando sobre j =1,--- ;7 e¢=1,---,n, obtemos
r n . r n @
S or () - O Ye =3 S el [ s
j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Por (3.9) temos,

r

(1) (2) (n)

0—00+Ze” S SIS
=1

j=1
Dai,
e = —ncy
i=1 j=1
Logo,
r n ‘ r n . ’YJ('i)
D ci {Z F(vﬁ”)} neoF(0) == 33 et [ ped: (3
j=1 i=1 j=1 i=1 0
Agora definiremos o polinémio f(z) como
b1
f(z) = ( 1(2 2P IHg] (3.12)

onde p é um primo que depois especificaremos.
Pelo fator 2P~! em f(z), temos

0= f(0) = f(0) = --- = fE=2(0) e fT(0) = (babz - ”"”ng

Escolhendo p > b; e p > g;(0) para j = {1,2,--- ,r} entdo p{ f®=1(0).
Para t > p, f®(0) é um inteiro divisivel por p. De fato, o polinémio h(z) =
(p — 1)!f(2) tem, coeficientes inteiros, portanto, os coeficientes de todo termo

em h)(z) tem t inteiros consecutivos formando um produto, mas para ¢t > p,
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o produto de t inteiros consecutivos é divisivel por p!. Logo p! divide o
polinémio h(z), portanto,

FO) =p(biba---0,)"" Gi(2) (3.13)

onde G¢(z) é um polinémio com coeficientes inteiros e grau no maximo prn—1.

Dai, f(0) € Z e ¢ divisivel por p. Temos que,

F(0) = f(0)+f/(0)+--+ fT2(0) + fED(0) + Y fO

t2p
- Jtp Y (b b)" Gi(0)
t>p
Como p 1 f®=1(0) e p|pz -b.)P"" G4(0) entao p nao divide F(0).

t2p
Podemos supor também que p > n e p > ¢g. Logo, p nao é um divisor de

ncoF(0) em (3.11).

n
Mostraremos agora que Z F (7](1)) é um inteiro divisivel por p. De fato,
i=1
temos que

SEOD) =S () () (3.14)
i=1 i=1 i=1
Como f(z) tem um fator g;(z)? é facil ver por (3.10) que

0=f (ﬁ”) _p (%@)) _ = fOoD) <%<,i>>

Por outro lado (3.13) nos mostra que

S () = » En: (biba-- b Gy () =

=1

= plbaby-- p’“"ZGt@J(’), >p. (3.15)

Defina ¢ (1, 29, -+ ,x,) € Z |21, 29, -+ , x,] pOr

@D(l‘l,ﬂfz,"' axn):Gt($1)++Gt(xn)
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note que 1 é um polindomio simétrico e 0y = prn — k onde k > 1, logo para
todo j € {1,---,r} como ”y]( ),”yj@), ,’y](»") sdo as n raizes do polindmio

gj(z) = b;z"™ + - -, entao pela Proposigao 3.1.1

bﬁ;rnkaGt (,yj(l)> = dj; c Z7 j: ]_7 T
j=1

substituindo em (3.15) obtemos

n i rn d rn TN
Zf(t) <7J(')> =p(biby---0y)" rr]Lik =PI Yy € T
i=1 b§)
Dal,
SF () =X () = p
i=1 t>p i=1 tzp

¢ um inteiro divisivel por p. Segue-se entao que c; {Z )a <,y](1)>} é um
inteiro divisivel por p.

Como p 1 ncpF(0) e p| ch {ZF <7](Z)>} entao o lado esquerdo de
=1 i=1

(3.11) é um inteiro nao nulo. Portanto,

Zc e” / f(z)e?dz

7j=1 =1

(3.16)

Denotaremos entao
0]
my = mazigj<|cl, me = MAT 1<i<n e ] mg = max1<z<n\7 ]
1<5< 1<j<r
_ —tq/@ _ (1)
my = mazog<ie 7 e my = mazog<i | | 9 (tvj ).
=1
Por (3.16) temos,
0

che”/ F(2)e*d=

7=1 =1
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(©)

L& o [0 (by---b)P™" r
S el [ e nere e <
- - 0 — 1) =1

(p

by---b )™
< rnmlmg%mg 1m§m4m3 =
(61" - - - by mgms)”
= Tnmimsoingy I
(p—1)!
Para terminar basta-nos provar o seguinte lema:
AP
Lema 3.2.2 Seja A uma constante, entao lim ——— = 0.
p—oo (p —1)!
Demonstracao
E evidente que o limite desejado equivale a mostrar que
. (p—1)
lim ——~° —
pirilo Ap 0
—1 - 1!
Tome um py primo tal que poA > 2, denote k = (pOAT). Para todo
p > po, temos
-0 _ -1 -2 w =D, .
Ap A A A Apo
— 1)
Fazendo p — oo temos k - 2P7P° — oco. Logo, como % > k- 2P7Po,
entao
. (p—1)!
lim —— =
pP—00 Ap

O]
Voltando a demonstragao do teorema, denote A = bi" - - - b/"msms;. Fazendo

p tender ao infinito em (I7), obtemos

AP
1 < rnmymy lim ———— =0 (pelo Lema 3.1.2)
p—oo (p — 1)!
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Absurdo! Portanto, e**,--- | e®" sao linearmente independentes sobre Q.
O

Teorema 3.2.2 (Lindemann) Dados m niumeros algébricos distintos
i, Qy entao et -+ e sao linearmente independentes sobre o corpo

dos numeros algébricos.

Demonstracao
Suponha, sem perda de generalidade, que existem aq,--- , a,, algébricos,

nao nulos, tais que
D e =0 (3.17)
i=1

Seja Q(#) uma extensao normal de Q de grau ¢ e que contenha ay, - -+ , .

Portanto os conjugados de a; € Q(#). Por (3.17) temos que

0= H Y agj)eo” = i c;e%, onde &; € A.

]:1 =1 =1

Como al(»j ) sdo polinémios em 6, pela Proposicao 3.1.2, temos que
¢ =p; (W, -+ ,0™) parai € {1,---,r} com p; simétrico em g, ... "
Logo, pela Proposigao 3.1.1, ¢; € Q e existe j € {1,--- ,r} pela Proposigao

3.1.8 tal que ¢; # 0. Dai,

T
g c;e =0
i=1

o que contradiz o Teorema 3.2.1.

3.3 Aplicacoes do Teorema de Lindemann

Proposicao 3.3.1 Os sequintes numeros sao transcendentes:
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(a) e;

(b) €%, sina, cosa, tana, sinh a, cosh o, tanh o, para todo o € A — {0};

(c) 7;

(d) loga, arcsina, e em geral as fungoes inversas daquelas do item (b), para
todo o € A —{0,1}.

Demonstracgao
(a) Suponha que e = a € A — {0} entao e+ (—a)e® = 0. Portanto, e € T.
(b) Suponha que e® = a € A — {0} entdao e® + (—a)e® = 0. Dai, e* € T.
Note que,

2isin ae® + (—1)e" + e =0
2cosae’ + (—1)e" + (—1)e"* =0
(itana — 1) e + (itana + 1) e ™ =0
2sinh e’ + (—1)e®* +e"a =0
2cosh ae? + (—1)ea™(—1)e"a =0
(tanha — 1) e* + (tanh e + 1) =0

Supondo a # 0 entao ia # 0. Portanto, pelo Teorema 3.2.2,
sin «, cos «, tan «;, sinh o, cosh a e tanh «

sao numeros transcendentes.

(c) Se 7 fosse algébrico, entao im € A — {0}. Logo, €™ é transcendente,
mas e™ = —1. Portanto, = € T.

(d) Suponha que loga € A — {0}. Por (b) €!°® ¢ transcendente, mas
et = o € A, essa contradicao mostra que loga € T. De modo andlogo,

mostramos que
arcsin «, arccos «, arctan «, argsinha, argcosha, argtanho

sdo numeros transcendentes.
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3.4 Quadratura do Circulo

Um célebre problema da antigiiidade era o de construir, usando régua e
compasso, um quadrado com area igual a de um circulo dado. A impossi-
bilidade da construcao foi provada por Lindemann quando provou que 7 é
transcendente. A demonstracao disso se baseia no fato de que se um ntmero

a € construtivel por régua e compasso entao
Q () : Q] < oo (veja [3], p- 112)

em outras palavras, via Teorema 1.2.1, « deve ser algébrico.

A reciproca nao é verdadeira, por exemplo, v2 € A, mas nao é con-
strutivel por régua e compasso (veja [3], p. 113), o que encerra também o
famoso problema da duplicacao do cubo. Considere um circulo de raio 1,
entdo sua area é m, como a area de um quadrado de lado [ é [, entao quere-
mos construir por régua e compasso o nimero /7, mas quando Lindemann

provou que 7 é transcendente, entdo /7 também o é, daf

[Q(v7): Q] =0

mostrando que nao é possivel construir por meio de régua e compasso um

quadrado com area igual a de um circulo dado.

3.5 Transcendéncia da Série Fatorial com Coe-

ficientes Periédicos

Sabemos que todo niimero real a pode ser expresso como uma série fato-

rial, veja [7].
. aq (05} Qp
a—ﬂ+§+"‘+m+"' (318)
onde a, € {0,--- ,n—1} (paran = 2,3,---). Essa representagao é tnica

para « irracional.

Teorema 3.5.1 Todo numero « representado por uma série fatorial (3.18),

com coeficientes periodicos, € transcendente.
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Podemos generalizar o Teorema 3.5.1 com o seguinte teorema:

Teorema 3.5.2 Se a série de poténcias

plz) = Tngm (3.19)

tem coeficientes algébricos, nao todos nulos, que formam uma seqiéncia
periddica, entao p(z) € transcendente para todo z algébrico nao nulo.
Para z =1 o Teorema 3.5.2 tmplica no Teorema 3.5.1. Portanto, basta-

nos mostrar o ultimo teorema anunciado.

Demonstracgao

Podemos supor que o periodo se inicia com ai, seja m o periodo da
seqiiéncia {a,}, . Considere w uma raiz primitiva m-ésima da unidade.
Entao,

k 2k .2 ,wkmzm

TR ™S,

o (3.20)

Afirmacao 3.5.1 Seja w uma raiz primitiva m-ésima da unidade, entao

m
E wik =0,
k=1

para todo j € N tal que m 1 j.

Demonstracgao

m
d wt o= w ¥ e w™ =
k=1

(W)™ —1

= L @) e ()" -1 = B

note que m { j, daf w’ —1 # 0, j& que w é raiz primitiva m-ésima da unidade.

Como (w!)™ = (w™) e w™ = 1, temos
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m
g w* =0
k=1

Afirmacgao 3.5.2 Seja w como na afirmagao anterior, entao

m
Z W™ = m,
k=1
Demonstracao
De fato, note que
m m m
ijmk = Z(wm)jk = Zl =m
k=1 k=1 k=1

50

(3.21)

O

De volta a demonstra¢do do teorema. Passando na igualdade (3.20) o so-

matério de k variando entre 1 e m, e usando as afirmacoes 3.5.1 e 3.5.2,

temos:

m m 2m
z

g e“’km:m+0+~~+0+m—|+0+~~+0+m

— m! (2m)!

E portanto,
A, m 2m

wkm: - B
E;e am+amm!+am(2m)!+

Analogamente para r =1,2,--- ,m — 1, temos:

m m—r 2m—r

Qypy—r k k
I E wrre :am—r—‘ +ay—y——mm— + -
m (m —r)! !

somando (3.21) com (3.22) parar =1,2,--- ,m — 1, obtemos

m m—1
> e (% > “mrwk’”) = ¢(2) + am
r=0

k=1

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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m—1

denotemos — TZ:; U™ = Ay (k=1,2,--- ,m). Temos entdo
Z Ape”s — [p(2) + am) e’ =0 (3.25)
k=1
Os nimeros Ay, sao algébricos (kK =1,2,---,m) e nao todos nulos. De
fato, suponha que Ay, = 0(k=1,2,--- ,m). Considere o polinomio de grau
(m — 1) abaixo:
m—1
p(z) = Ui 2"
r=0
Sabemos que w* (k =1,2,--- ,m) sao distintos e
m—1
p(wk) = Zam,rw’" =mA,=0(k=1,2,---,m)
r=0

entao p tem grau m — 1 e possui m raizes distintas, segue-se que p = 0, isto
é,
aL=ay=--+=a;,; =70
Logo, a; = 0 Vj € N (ja que o periodo de {an}, .y ¢ m), contradizendo
!/
J
z é algébrico (k =1,--- ,m), diferente de zero. Suponha que

a hipdtese de que as a’;s nao sao todos nulos. Se z é algébrico diferente de

zero, entao w¥

©(2) + an € A. Entao, pelo Teorema de Lindemann (Teorema 3.2.2):
ZAkewkz —[p(2) + am) e’ € T
k=1
Por outro lado,
> At = [o(2) + am] € = 0
k=1

Absurdo! Logo, ¢(z) + a,, € T, como a,, € A, segue-se da Proposigao
1.4.1 (i) que

©(z) = (p(2) + am) — ay, é transcendente.



Capitulo 4

O Teorema de
Gelfond-Schneider

Em 1900 no Congresso Internacional de Matematica em Paris, o mateméatico
alemao David Hilbert propos uma lista de 23 problemas. Nenhum dos prob-
lemas tinha solucao até entao, e varios deles acabaram se tornando muito
influentes na matematica do século XX. O sétimo problema de Hilbert per-
gunta se o nimero o, onde «a é algébrico (diferente de zero e um) e 3 é
algébrico (ndo racional), é transcendente. Essa questao foi resolvida em 1934
por A. O. Gelfond e independentemente em 1935 por T. Schneider e sua

demonstracao é detalhada no presente capitulo.

4.1 Preliminares

Definigao 4.1.1 Seja Q(0)|Q extensao algébrica. O conjunto de inteiros
algébricos {ay, -+ ,an} € chamada base integral de Q(0), se todo a € Q(0),

inteiro algébrico, pode ser escrito unicamente na forma

a:bla1+---+bnan, b, € Z

52
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Definigao 4.1.2 Sejam Q(0)|Q uma extensao de graun e {ay,--- ,a,} base

de Q(0)|Q. Denote por Cvgi), i=1,---,n, os conjugados de o sobre Q(0).

O discriminante do conjunto {aq, -+ ,an} € definido por
2
NORING e
Alag, -+ ,ap] = |det : (4.1)
ORI )

Proposicao 4.1.1 Toda base integral é base.

Proposicao 4.1.2 Se ay, -+ ,a, € base integral de Q(0)|Q entao
Aoy, -+, 0 € Z—{0}

Proposicao 4.1.3 Todo corpo de numeros algébricos tem pelo menos uma

base integral.

As demonstragoes das proposi¢oes acima podem ser vistas em [15], p.
64-65.
0

Proposigao 4.1.4 Considere a matriz com entradas pj na j-ésima linha e
(1+a)-ésima coluna, com j =1,2,--- .t ea=0,1,---  t—1. Essa matriz é
chamada matriz de Vandermonde e seu determinante € zero se e so se existe

j#k com p; = py.

Demonstracao
Ver [18], p. 214.
O

Proposigao 4.1.5 Se a é um nimero algébrico, entao existe r € Z* tal que

rac € inteiro algébrico.

Demonstracao

Como « é algébrico, tome p(x) € Q[x] o seu polindbmio minimal,

p(z) =ag+ax + -+ ap_12" 4 2" (4.2)
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Como p(z) € Q[z], podernos supor sem perda de generalidade que a; = &,
onde pl €z, ql € Z*, 0 <i<n—1. Considere r = qyqi - - - gn_1, substituindo
a;=—,0<i<n—1em (4 2), obtemos

¢’
pla) =22 4 Py Boclgner g
do ¢ n—1
Como p(a) = 0, entdo
L R T (4.3)
do @1 dn—-1

Agora multiplicando (4.3) por r";

Po n, D1 n Pn-1 n o n— n
0="(q0 Gn-1)"+=—(q0 - Gn-1)"a+--+=——(qo" Gn1)" """+ (ra)
q0 q1 qn—1

Suponha n > 1 entao n — 2 > 0, dai

0=po(gy ™" g )+ + D10 Gu2)(ra)" " + (ra)"

Portanto, ra é raiz de um polindomio moénico de grau n com coeficientes
inteiros, esse polindmio é obviamente irredutivel, pois caso contrario a seria
raiz de um polinomio em Q[z] — {0} de grau menor do que n. Logo ra é

inteiro algébrico.

OJ

Lema 4.1.1 Considere as m equacgoes em n incognitas
1T + apao + -+ g, =0, k=1,--- 'm (4.4)
onde a;; € Z e 0 < m < n. Seja A um inteiro positivo tal que A > |a;jl
para todo @ ej Entao existe uma solug¢do nao trivial xi,zo, - ,z, de (4.4)

(x; € Z, 1 <i<n)tal que

|$j| < 1+(nA)nTm7]:1727 ,



CAPITULO 4. O TEOREMA DE GELFOND-SCHNEIDER 55

Demonstracao
Denote yg por ag1 i + - -+ + agp &y, entao todo ponto x = (1, xg, -+, x,)
corresponde a um ponto y = (y1,¥2, - ,Ym). Um ponto z é dito reticulado

se suas coordenadas x; sao nimeros inteiros. Observe que se x ¢ reticulado,
entao seu correspondente y também o é.

Seja ¢ um inteiro positivo. Considere o cubo n-dimensional C' definido
por |z;| < ¢, j=1,---,n. Note que existem (2¢+1)" pontos reticulados em

C. Para os correspondentes y, temos:

n n n
el = D awrs| < largl |z < Ag =nAq
j=1 j=1 j=1
Portanto, existem 2nAq + 1 possibilidades para gy, como k = 1,--- ,m

entao temos (2nAq + 1)™ pontos reticulados dentro do cubo m-dimensional
D, definido por |yx| < nAg.

Mostraremos que existem mais pontos reticulados em C' do que corres-
pondentes em D, dai existem pontos reticulados em D que tem dois corres-

pondentes distintos em C'. De fato, basta-nos mostrar que
(2¢+1)" > (2nAqg+ 1)™ (4.5)

Considere o intervalo I = [(nA)ﬁ —1,(nA)mm + 1) com comprimento
2, logo existe um nimero par em I. Para especificar ¢ em (4.5), considere ¢

inteiro positivo tal que

(nA)am —1<2¢ < (nA)mm +1 (4.6)
A primeira parte da desigualdade implica que
(nA)™ < (2¢+1)"

Temos entao,

(2nAg+1)™ = (nA)™ (2q + %)m < (nA)™(2¢+1)™ <

< (2¢+1)""(2¢+ 1) = (2¢+1)"
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Segue-se que existe um ponto reticulado y € D correspondendo a

= (2, xl)ea” = (2, ,2l). Defina z = 2’ — 2”; isto é,

x=(x1, -+ ,x,) onde z; =, — ! 1 <1< n Como ' #a" entdo x #0e
/ 2 / "

g1y + -+ g, = ap (] —2)) + -+ age (2], — ) =

= (amx] + -+ appl) — (a2} + - + appl) =

= y—y=0parak=1,--- . m

Além disso, por (4.6)

] = o) — 2f] < |2 + |2} < 2 < 1+ (nA)7=m

O
Notagao Seja o € K um numero algébrico. O peso de a denotado por || « ||
¢ o maximo entre os valores absolutos dos conjugados de . Pela Proposicao
3.1.9, temos

lat+Bl<lall+181elasl<]al-I6l

Este tdltimo lema encerra esta secao com uma poderosa ferramenta para

a demonstracao do Teorema de Gelfond-Schneider.

Lema 4.1.2 Considere as p equacdes em q incognitas
a1+ akaCe+ - +agC =0, k=1,---p (4.7)

onde os coeficientes a;; € K sao inteiros algébricos e [K : Q] = n. Assuma
que 0 < p < q. Seja A > 1 tal que A >|| ay; || Vi,j. Entao existe uma
constante positiva ¢ dependendo de K, mas independente de cj, p e q, tal
que as equagoes (4.7) tem uma solug¢do ndo trivial (i, Ca, -+ ,(, em inteiros

sobre K, satisfazendo

|G ll< et elegA)s, k=1,...q
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Demonstracao
Seja (1, -+ , B, uma base integral de K|Q (veja Proposigao 4.1.1). Se o é
inteiro sobre K entao existem g, -- , g, € Z tal que « é escrito unicamente
como
a=g1f1+- -+ gnbn (4.8)

Denote os conjugados de a (para K) por a = oM, a® ... o™ e de 3
por 3; = ﬁj(-l), ](-2), e ,ﬂ](-n) para j = 1,--- ,n. Passando o i-ésimo conjugado

na igualdade (4.8), obtemos pela Proposi¢ao 3.1.9:

oa(i):g1ﬁli)+'--+gn5§f),izl,"' N (4.9)
Considere
a® IS 1S 7
A= : , B = P, , G = :
o™ Y‘) s g In

As igualdades em (4.9) implicam
BG=A (4.10)

Por outro lado, como {f;,- -, 5,} é base integral, entao
et = 1, 5 0On . al, det ortanto existe L~ que
(det B)> = A[B1,-+-,8,] # 0. Dai, det B # 0, p iste B q

denotaremos

511 512 e ﬁln
B_l _ 521 522 e ﬁ?n
ﬂnl ﬁn? e ﬁnn

onde os 3;; s6 dependem das entradas de B. Multiplicando a igualdade (4.10)

a esquerda por B~!, obtemos:

B Pz o0 P 1
g1 al
Bor P2 -+ Do

G = B™'A, isto ¢, : =

ﬂnl /6712 ﬁnn
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Portanto,
g; = ﬁﬂa(l) 4 gﬂa@) S @.na(n), j=1,---,n
e entao
|91 < 1Balla®]+ -+ 1Bjalla™ ] < (18] + -+ 1Bjnl) | < ex [ o |

onde ¢; = mazigj<n {|Bjn] + -+ + [Bjnl} + 1.
Observe que ¢; depende de K mas independe de «. Portanto,

gl<allal G=1--.n) (4.11)

Sendo (;, ¢ = 1,2,-- -, q inteiros algébricos satisfazendo (4.7), nés pode-

mos escreve-los em termos da base integral,
n
G = E Tiifi, 1 =1, ,q
Jj=1

O problema entao é determinar o comportamento dos niimeros inteiros
x;;. Por (4.7) temos

q q n
0= Z oG = Z Z T 0 B (4.12)
i=1

i=1 j=1

Usando que o produto de inteiros algébricos resulta num inteiro algébrico,

entao ay;3; ¢ inteiro algébrico. Portanto,
n
r=1

voltando a (4.12), obtemos
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Como {f, -+, 5,} é linearmente independente sobre Q, temos
q n
OZZinjmkijr,k:L---,p;rzl,---,n (4.14)
i=1 j=1

ou seja, temos um sistema de pn equagoes com gn incognitas, para aplicar
o Lema 4.1.1, basta-nos entdo majorar os nimeros my;;. Por (4.14) e pelo
mesmo argumento empregado para concluir a desigualdade em (4.11), con-

cluimos
[muige| < c1 || oalB5 (< er || aua ([l 55 (< cr A ] B [|< 24
onde ¢y é uma constante positiva que satisfaz:
cozal|pBilleccAeZ

Podemos entao aplicar o Lema 4.1.1 ao sistema em (4.14), portanto, existe

uma solucao nao trivial x;; em inteiros sobre K tais que

] < 1+ (gnea )75 = 14 (neag )75

n
Por outro lado, (; = Z x;;3;. Dal,
j=1

¢ ll< n-maz; || By | (1+ (nexqA)a7) (4.15)

Considere ¢ uma constante positiva tal quec = n || 5, || (j =1,--- ,n) e

¢ = nce. Portanto, ¢ s6 depende de K e voltando a (4.15), concluimos que
_p _pb
| Gi lI<n-maz; || B; || +n-maz; || B; || (ne2qA)77 < ¢+ c(cgA)ar

Como {xij | i=1,- Q) = L. 7n} # {0} entao um dos Cz 7& 0.

Segue-se entao o resultado.



CAPITULO 4. O TEOREMA DE GELFOND-SCHNEIDER 60

4.2 O Teorema de Gelfond-Schneider

Teorema 4.2.1 (Gelfond-Schneider) Seja « € A —{0,1} e 5 € A — Q.

Entdo of ¢ transcendente.

Demonstracgao
Suponha por absurdo que o é algébrico. Escreva v = of = eflose ¢
seja K uma extensao de Q com grau h e tal que «, 3, v € K. Escreveremos

algumas relacoes que serao utilizadas posteriormente.

2

m:2h+3,q>4m2,n:2q—,t:q2:2mn,n>q (4.16)
m
Defina pq, po, - -+ , py como os nimeros

(r+kB)loga parar=1,2,---,q; k=1,2,--- ,q (4.17)

Em alguma ordem. N&o precisamos especificar exatamente os p}s. Considere

a funcao abaixo:
t
F(z) = Z n;e*rs (4.18)
j=1

onde 7; sao inteiros algébricos sobre K que serao especificados. Note que
F(z) é uma funcao inteira.

Pela Proposicao 4.1.5, existem ai, as, az nimeros inteiros positivos tais
que aiq, a3 e azy sao inteiros algébricos. Tome, ¢; = ajasaz, observe que
c1 > 0 e ca, c18 e ¢1y sao inteiros algébricos. Considere agora as mn

equacoes em 2mn incognitas 7);.
AT (log ) F@(bh) =0,a=0,--- ,n—1;b=1,---,m (4.19)
Os coeficientes de n; em (4.19) sdo:

e (log @) T ples = ¢ (r 4 kB) BT = TP (4 K B) 0

(4.20)
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Observe que a tltima expressao em (4.20) é um polinomio em «, [ e 7y
de grau a 4+ rb + kb. Como os maximos de a, b, r e k sdo respectivamente
n—1, m, qe qentdo a+rb+kb < n—1+2mgq, portanto ¢} ™ (r+k3)%a b0
é um inteiro algébrico.

Queremos utilizar o Lema 4.1.2 para o sistema de equagbes (4.19). J&a

mostramos que os coeficientes das incégnitas 7; sao inteiros algébricos, por-

.. . 2
tanto, basta-nos encontrar um limitante para os conjugados de ¢} ™*"(r +

k3)2ary* sobre K. Note que

[r+kBA<lr i+ 1El-I6I<a+allBl=q0+151)
Defina co = maz{|| o || v |I,1+ || 8 ||}. Note que ¢y independe de
n, q, t e além disso,
I e+ k) | < e gen) e e < o gen) g =
= TM(gey) M = (ereo)"[(ere2) ™) (V2m) 03,

por(4.16)
Defina c3 = (c1¢2)?™v/2m, podemos entao fazer a seguinte limitagao:
1™ (r + k) ary™ ||< cgn

Observe que c3 independe de n.

Agora pelo Lema 4.1.2; concluimos que as equagoes (4.19) tém solugao
nao-trivial n; em inteiros algébricos, com
In ]l < c+c(2emncin2) ™ ™" = c+ c(2emncin?) = ¢+ 2c>mncin? <

< 3cmncin?

onde ¢ depende de K mas independe de n. Como 2" > n > ¢ > m entao

mn < 4", dai:
< 3c4™cin: = 3¢? 4cs "nz < d'nz 4.21
1j 3 4

onde ¢; = 12c¢%c3. Usamos na tltima desigualdade em (4.21) que 3¢? < (3¢)"
pois a constante ¢ pode ser tomada maior que 1. Agora F(z) em (4.18) esta

completamente definida
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t
2) = e
j=1
onde 7y, - -+ ,n; é solugdo nao-trivial de (4.19).

Lema 4.2.1 Eziste p > n e B € {1,---,m} tal que F\(b) = 0, para
a=0,--,p—1,b=1---,meF?RB )7&0

Demonstracao

Se tal inteiro p existe deve ser maior ou igual a n, em vista de (4.19). E
suficiente provar que existe a € {0,1,--- ,t—1} tal que F(¥(1) # 0. Assuma
que F@(1) = 0 para todo a € {0,1,--- ,t — 1}, por (4.18)

anp?epj:0, 0<ag<t—-1

Como os 7;s nao sao todos nulos, obtemos um determinante nulo,

0 = det (p;?epj) = det (p‘]’) H el
J
Dai, det |p}| = 0. Pela Proposicao 4.1.4, esse determinante de Vandermonde
se anula quando dois dos p's sdo iguais, digamos p; = pj. Portanto,

(rs + kyf8)loga = (1 + ki 8) log a,

como log o # 0, teriamos r, + k3 = 1, + k8 e (3 seria racional. Absurdo!

Usando o Lema 4.2.1, definimos o seguinte niimero nao-nulo, i
¢ = (loga)PFP(B) = (loga)~ Zn]ppeBpﬂ =
= Z n;(log ) P(log a )P (1 + kB)Pellrhdlose —
= Z 0 (r + k) oyt (4.22)

=1
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Lema 4.2.2 FExiste uma constante positiva C, independente den e p, tal que
IN(Q) = CP.

Demonstracgao

Primeiramente mostraremos que ¢©™>™¢ é inteiro sobre K. De fato, note
que 7, sao inteiros sobre K e (r + kﬁ)paB’"'yBk é um polinomio sobre «, (3 e
~ com grau p+ Br + Bk < p+2mq, jid que B<mer, k < ¢, dai 7" ¢

inteiro algébrico. Como ¢ < n < p entao
P < T = (e = ¢ (onde e; = )
Como p > q entao p = q + s, para algum s € N e dali,
(= TG = PRI g — dms ()

Portanto, c£¢ também é inteiro algébrico. Por (ii) e (iii) da Proposi¢ao
3.1.11, N(c&(¢) € Z — {0}. Segue-se que

1< |N(0)| = IN() - N(Q)| = [N () [IN(¢)] = "IN (Q)|
Dai,
IN(Q)| = C,

onde C = ct. Observe que C independe de n e p.
O

Lema 4.2.3 FExiste uma constante positiva ¢, independente de n e p, tal que

I¢ Il empr.

Demonstracao
Por (4.22), temos

I ClI<t-maz{l ng |- |7+ KB |7 - Lo 177+ | v [P}
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Agora, g <n <pet=2mn < 2n* < 2" para n suficientemente grande.
Usando (4.21) e substituindo 7, &k, 8, || a ||, || v || e 1+ || B || pelos seus

maximos q, ¢, m, cs, Ca, Co respectivamente, obtemos:
1 ¢ I< 2neins P chey ey < 2Pein? P hey™ = (2eacy™")Pnq?  (4.23)
Por outro lado, ¢> = 2mn entao
¢ = (VZmynk < (V2m)pt e n# < ph (jé que n < p)
aplicando essa desigualdade em (4.23),

| ¢ I 2eacy™™Pnz gl < (245 ™) Pps (v/2m)Pp

[S14S)

— PpP

onde ¢ = 2v/2mcycy ™.

Pelo Lema 4.2.1, a fungao inteira F'(z) tem zeros, de ordem pelo menos p,
nos pontos z = 1,--- ,m. Portanto S(z) definida a seguir também é fungao
inteira.

=plF(z ﬁ (z—0)" ﬁ —b)P (4.24)

=1 b=1
b#£B

Podemos expandir F(z) em série de Taylor em torno de z = B,
— BYF@® (B > — BYtkp@e+k) (B
PEP(B) | 3 (2 — B) (B)

(z
F(z) = ol (»+ k)

k=1
Substituindo em (4.24), obtemos:
B pF(p) = (z — B)ptkpe+tk)(B
S(z) = p!<( —1—21 ()p+/~c)! ( ))
w—n%wé”ﬁp (B—my _
(z=1)p---(z=B)-- (Z -my
__ﬂ<ﬂmm,w 1--(B— By u%mw)+

p! (z—1)P-- (z B)p- (Z_mL
+ P <°° (z — B)Ptk peth)(B) (B—l) (B—B)p...(B_m)p>
k=1 (p+k)! (z—1)p -.-(Z/—E)p...(z_m)p

Portanto S(B) = F®) (B). Como ¢ = (loga)?F®)(B), entdo



CAPITULO 4. O TEOREMA DE GELFOND-SCHNEIDER 65

¢ = (log @) 7S(B)

Pelo Teorema de Cauchy, temos:
1 S(z)
SB)=— | —=d
(B) =55 /C . _B"”

onde C' é uma curva simples fechada em torno de z = B.

. , p
Vamos considerar C' o circulo |z| = =. Note que,
q

4
qg  q 2m 2m

Segue-se que z = B estd no interior do disco cujo bordo é C'.

Sabemos que se u € C, entdo |e*| < e!*l, portanto, para todo z no circulo

p
|Z| =

le7Pi| < elil  ealataBDllogal — cp(1+|B)llogal — ((A+IBDIlegal)p — P

Onde Ccg = e(1+|ﬂ|)|10ga‘

Claramente cg independe de n e p. Por (4.18) e (4.21), temos

t t
FE = [Yome™| < Inlle| < tehn¥ch < 2°dn’cf =
i=1 j=1
= (2e406)"n3 < Ept (4.25)
onde c; = 2c4c¢. Para b=1,2,--- ,m temos
p=b > =l =2 -m> 2
2q

Dai,
2 p
2= b " < (—q) (4.26)

p
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Aplicando (4.24), (4.25) a (4.26), obtemos

1S(z)] = [pFE|]]E-0"[|][B -7 <
b=1 o
» m 2q P m
< pep  [[(=) TI1B—-0P =
po1 \ P b=1
b£B
p 20\ 1=
p i
b£B
p
= |e2m@m)s [[IB-bl| plp (@> =
b2
mp
P n
— C8p'p§ <£>
p

N

n
Como p! < pP e £ —— desde que n < p, concluimos:
p

SV
1S(:)] <

p(3—m)

(4.27)

para todo z no circulo |z| = P Por outro lado,
q

_ 1 _
[l < logal™-|S(B)| = o—[logal™ <

S(2)
2m /Cz—de

1 —m) 2
< —lloga|™2m (E) 08pp(32 g
2m q p

p(3—m) p(3—m)

= 2|loga|™Pdp 2 <(208|logoc]’1)ppp(35m):cgp 2

onde ¢y = 2cg|log a|™! e independe de n e p. Portanto,

p(3—m)

INQOI = [CICD - 1P < K¢t dhp™ 2 (@) =
= " @I = (e T = (e

onde ¢io = cy¢" 1. Por outro lado, pelo Lema 4.2.2, temos,
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Ep?>C7P=Cey>p

C e ¢19 sao constantes que niao dependem de n e p. Contradicio, porque p > n

e n pode ser tomado arbitrariamente grande. Logo o é transcendente.

OJ
Corolario 4.2.1 €™ é transcendente.
Demonstragao
Como €™ = —1 entao (e™)~" = (—1)7", logo €™ = (—1)7* é transcendente
pelo Teorema 4.2.1.
O

O numero €™ é chamado de constante de Gelfond-Schneider. Quanto aos

numeros ¢, e¢ e " ainda nao é sabido se sao transcendentes.

Corolario 4.2.2 Sejam oy, g, (1, P2 numeros algébricos, nao-nulos, com

log a1, log as linearmente independentes sobre Q. Entdo

B1log o + B2 log e # 0

Demonstracgao
Suponha por absurdo que existem oy, as, 3 e B, satisfazendo as hipdteses

do corolario e tais que

Pilogar + Brlogaz =0 (4.28)
Portanto,
_& _ log ap 10
B2 logay o

_B

implica que ap = a; ™

e pelo Teorema de Gelfond-Schneider, % € Q. Entao
existe p € Q tal que 31 = pf,. Substituindo em (4.28), obtemozsz

ploga; +logay =0
contrariando a independéncia linear de log oy, log ais sobre Q. Logo,

B1log oy + Bolog ae # 0



Capitulo 5

Valores Algébricos de Funcoes

Meromortfas

5.1 Preliminares

Neste capitulo toda funcao f : 2 — C holomorfa sera inteira, isto é,

Q=C.

Definicao 5.1.1 Uma funcao f é dita meromorfa, quando toda singulari-

dade de f € polo. Neste caso podemos escrever
_9
/= h
onde g, h sao fungoes inteiras.

Definicao 5.1.2 Uma funcao f : C — C holomorfa é dita de ordem finita
se eziste p > 0 tal que para todo R > 2 e z € C com |z| < R, tem-se

[f(2)] < e

68
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Definicao 5.1.3 Uma fungao f meromorfa é dita de ordem finita se é quo-

ciente de duas funcgoes inteiras de ordem finita.

Definigao 5.1.4 Sejam L|K wma extensdo de corpos e ay, - - «, elementos
de L. aq, -+ a, sao ditos algebricamente independentes sobre K, se para
todo p (xy,--- ,x,) € K21, ,2,]) — {0},

plag, - ,0,) #0
caso contrdrio aq, - -+ «, sao ditos algebricamente dependentes sobre K .

Existem muitos problemas em aberto sobre a independéncia algébrica de

alguns nimeros, por exemplo, e e 7 sao algebricamente independentes sobre

Q?

5.2 Valores Algébricos de Funcoes Meromor-

fas

Teorema 5.2.1 Sejam K|Q uma extensao finita e fi(2),---, fu(z) fungoes
meromorfas de ordem finita. Suponha que o anel K [f1,--- , fu] € mapeado em
si mesmo pela derivagdo e que f1(z), fo(2) sao algebricamente indenpendentes
sobre K. FEntao existe somente um numero finito de nimeros complexos,

21, Zm, que nao sao polos de f;(z) para j € {1,--- ,n} e tais que

filz) e K, 1<i<m,1<j<n

Demonstragao

Assuma que as hipoteses do Teorema 5.2.1 sao satisfeitas e escreva
fi = igz_i’ onde g;, h; sdo fungodes inteiras e i € {1,--- ,n}. Suponha que
exista uma seqiiéncia infinita de nimeros complexos distintos yi, yo, - - -, nao

polos das f;, tais que f;(y;) € K para todo 7, j. Por ¢q,c,--- denota-

mos constantes positivas que dependem apenas de algumas quantidades a
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serem definidas, m é um inteiro que excede qualquer constante suficien-
temente grande e k um inteiro suficientemente grande comparado com m,
L=|ki] e f9 denota a j-ésima derivada de f.

Lema 5.2.1 Sejam M, N inteiros com N > M >0 e u;;, (1 <i < M,
1 < j < N) sao inteiros algébricos com pesos no mdzimo U(= 1). Entao

existem inteiros algébricos x1,--- ,xy em K, nao todos nulos, satisfazendo:

N
j=1

M

|| < e1 (aNU)F=3 (1< j < N)

A demonstracao deste lema é analoga a do Lema 4.1.2 da secao 4.1,

portanto sera omitida.

Lema 5.2.2 Existem inteiros algébricos p (A, X2) em K, ndo todos nulos,

com pesos no mdzimo k%", tal que a funcdo

B(z) = > > p(hd) fil2) M fo(2)

A1=0 A2=0

satisfaz
P (y) =0 (0<j <k, 1<I<m)

Demonstracgao

O nimero ®Y (y;) é escrito como forma linear em p (A1, \2) com coefi-
cientes que sao polinomios em fi (y;), -+, fn (y1). Os polinémios aparecem
das derivadas de fi,-- -, f, que, por hipdtese, sao elementos de K [fi,- -, fu].
Assim, os coeficientes de p (A1, \2) estdo em K. Esses coeficientes tornam-se
inteiros algébricos quando multiplicados por um nimero inteiro positivo con-
veniente. Seja ¢ tal nimero e suponha que o peso desses inteiros algébricos

nao exceda U(> 1). Considere o sistema

@9 () =0 (0<j<k,1<I<m) (5.1)
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com N = (L + 1) incégnitas p (A1, X2) e M = m (k + 1) equagdes.
2 ,
Note que N = (L +1)* = (Lk%J + 1) > k2 > 2m (k+1) = 2M, para k
suficientemente grande. Pelo Lema 5.2.1, o sistema acima tem solug¢ao nao

trivial e além disso,
lp (A, A2) || < e1 (et NU)3 < NU
pois N > 2M.
Afirmagao 5.2.1 Se U < k%" cq constante, entao ||p (A1, A2) || < kF.

De fato, se U < k* entdo

2 7
Ip (A do) | < ENU < & (2102]) kot < ook ( -1 )

Afirmacao 5.2.2 Temos U < k°F, para alguma constante cg.

d d
Seja R(z) =Y+ > q(l, -+ 1) ful2)"+++ ful2)", como

11=0 ln=0

d . .
fz/(z> = Efl(z) GK[flu 7fTL] entao le(z) :pz(flu 7fTL) onde pi € um
polinémio em n varidveis com coeficientes em K (1 < i < n). Provaremos

por inducao sobre j que
d d
RD(z) = Z e Z Ly, b)) fi(2) - fu(2)
L=0  1,=0

onde d/ < d + .](5 el = mal’{lgign} {8p2}

Para 7 =1, temos

d d
R(z) = d%(Z"'ZCI(lh"'»ln)fl(z)ll"-f"(z)ln)

11=0 ln=0

- Z...Zr(lh... L) A f(2)
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trocando f; por p; (fi,---, fn). Note que a maior poténcia de f;(z) que
aparece em cada parcela do somatério R(z) é d, se § = max{i<i<ny {Opi}
entdo a maior poténcia de f;(z) em p; é 6. Portanto as poténcias de f;(2)
que aparecem em R'(z) nao pode ultrapassar d + ¢, dai d’ < d+ 6. Suponha

que

RU)(z) = Z"'Zr(ll"" L) A2 fulz)

onde d' < d+ jd. Entao,

R(j+1)(z) _ (R(j)(Z»I — % <ZZT(Z1, ,ln) fl(z)llfn(z)ln>

11=0 =0
d// d/l
= > S s ) A2 ful2)
11=0 In=0

ed <d+§ < (d+70)+6=d+ (j+1). Portanto a indugao estd
completa. Entretanto, podemos multiplicar ¢ ({1, - - ,[,) por um inteiro posi-
tivo que o torne inteiro algébrico com peso no méximo s, entdo RY) pode
ser multiplicado por um inteiro positivo tal que r (4, - ,[,) torna-se inteiro
algébrico com peso no méximo S = (¢zd)’ jls.

Para terminar a demonstracao da afirmacao, aplique o resultado acima

com Q = l‘i\lajéq Comj < k/', portanto S = 1, d g L < k: €

S = (czd)’ jls < (K2)" k¥ = kesk (g = 3)

Considere k suficientemente grande tal que |f; (y;)| < k, [; < d < ciok e

[ < m entao
fl (yl)ll - fn (yl)ln < fcrok .| fciok — .ok (Cg = nClo)
Logo,

U < k‘ch (C6 =g+ Cg)
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Lema 5.2.3 Para todo R > 2 e z € C com |z| < R, a fungao ¢ =
(hy, - hy)" @ satisfaz

|¢(Z)| < 6011(klog k+LRP)

além disso, para todo j, 1 com j >k el < m tal que ®D (y;) = 0 parai < j,

o niimero ®9 () € zero ou ‘gzﬁ 1)‘ > j7920 ¢y constante positiva.

Demonstracao
Para a primeira parte temos que ||p (A1, A2) || < k%", Para todo R > 2 e

z € Ccom |z| <R,
maz {|g;(2), [h:(2)[} < e (1 <i<n)

Por outro lado,

Z Zp M A2) ()5 ()R () ha(2) 1 (2) ga(2)™

A1=0 A2=0
Portanto, para k suficientemente grande,

< Hp ()\1,)\2> H (L + 1)2 (eRP)L—)q (eRP)L—)\Q (eRP)L(n—Q) (eRP))\l-i-)\g <
< k}cSkk}kenLRp _ k,(l—f—cs)kenLRp _ 6(1—&-05).’<:10gk-l—nLR/J < 6611(k10gk+LRp)

|6(2)]

onde ¢17 = max {1+ ¢5,n}.
Para a segunda parte, note que ®9 (y;) € K. Entdo t®Y (y;) é inteiro
algébrico para algum inteiro positivo . Por outro lado, para k conveniente-

mente grande e j > k,

[tV () | < KM (30) | < K (L+ 1) [Ip (s, Ao) U < KFREReoFEoF
kesk < j013] (013 =2+c5+ Cg)

Dali,

12D () || < jr?
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Afirmacao 5.2.3 Seja ¢ como acima, entao

D () = (hy (1) -+~ s ()" @9 (1)

De fato, como ¢(z) = (hy(2) - - - ha(2))" ®(2) entdo,

) = 3 (1) [ )] 00 -

~

J

<
- O

- (‘7) () ()] 90() + (a(2) - ha(2) 09 (2)

im0 \!
mas @ (y;) = 0 para i < j, segue-se que

D (y1) = (ha(y0) -+ b)) " @Y (1)

O
Voltando & demonstragdo do lema, como y; nado é pélo de f;(z) entao
hi(y) #0,i=1,---,nel =1,--- m, portanto existe k suficientemente
grande, com
L 1 1
O )= ha ()| > 5> (52)

Note que @Y (y;) é inteiro algébrico e entdo N (t@) (y;)) ¢é inteiro, daf
|N (t9) ()| = 0 ou [N (t0V) ()| > 1.
Caso 1. |N (t@@ (y,))| = 0.

Portanto ®U) (3) = 0 (ja que t # 0). Nesse caso, pela Afirmagdo 5.2.3,
o (y) = 0.
Caso 2. |[N(t®W)| > 1

Temos,
L<|N (129 ()| < IN@B]N (@9 ()] < 57 |29 ()] jers?
isto é,
|q)(j) ()| > j—(1+c13)j (5.3)

onde c13 é o niimero de conjugados de ®U) (y;).
Multiplicando as desigualdades (5.2) e (5.3), obtemos:
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|09 ()| > 5792, 12 =2+ 13

Lema 5.2.4 Temos que
®U) (y)=0,jeNel <I<m.

Demonstracao
A demonstracgao sera feita por inducao sobre j. O caso j = 1 segue-se do

Lema 5.2.2. Suponha que
D (y) =0, (0<i<j1<I<m) (5.4)

Para completar a prova basta mostrar que a igualdade (5.4) vale para

i = j. Pelo Lema 5.2.2, podemos supor j > k, denote A = maxig<m U] €

1
tome k suficientemente grande tal que 3 J i > A. Considere o cfreulo C, no

plano complexo, centrado na origem e de raio R = jﬁ. Defina
Flz)=(z—wy) (2 —ym)-

Afirmagao 5.2.4 Paral € {1,--- ,m}, temos

() 1l
0 ) :J_j/ SN (5.5)
(F' (y)) 2 Jo (2 —u) (F(2))
Note que jﬁ =R>A2 |y, 1 <s < m, logo os pontos y1, -, Ym
pertencem ao interior do circulo C. Tome [ € {1,--- ,m} e veja que
f(2) :%tempélosys (1<s<mes#Il) deordem j ey de

ordem j + 1. Pelo Teorema de Residuos;

¢(2) R N
/c CEIGE) >_1(C.y) Res (f.y:)

s=1
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Parametrizando C, por y(t) = (Rcost,Rsint), 0 < t < 27, entdo
n(C,ys) = 1. Dali,

[ et = SR >0
Observe que para ys (1 < s<mes#l),
Res (f,ys) = G _1 1)!9(j_1) (ys),onde g(z) = (z — ys)’ f(2) (5.7)
entao

— (s — ) ¢(2) — b h(2)1
0(2) = (= 1) AT = ()

onde h(z) = (z —y1) - (z—m) e (=) (2 — Ym)-
Dai,

7j—1

0 =)= =3 (77 1) @ =0

%

pois ¢ (y;) = 0 para i < j. Substituindo em (5.7), obtemos

Res(f,ys) =0(1<s<mes#I)

1

Por outro lado, Res (f,y) = 1/1( 9 (y1), onde
J!

¥(z) = (2= w)" f(2) (5.8)

Entao,
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pois ¢ (y;) = 0 para i < j. Agora observe que hy (y;) = F’ (y;)’. Portanto,
substituindo em (5.8),

¢(i) (yl)

F' (y)’

1
Res(fvyl) :F

provando assim a Afirmacao 5.2.4.

Faremos agora algumas majoracoes:

1
M1) |z—yl\>§R,1<l<m,z€C.

1 1
z=wl =zl = lwl > R-A>R—-cR=CR
M2) Se z € C entiio |F(z)| > js.

1 _\" 1 " m
PO == ulle =l > (37) = (37%) > % para kst

cientemente grande.
M3) LR? < j

LR = k3] (5%) < kijh<jbgi =
M4) ¢(z) < j149, para alguma constante ciy.

Pelo Lema 5.2.3, temos

|¢(Z)| < ec11(klogk:-l—LRp) < 6011(]'logj—|—j) < ecn(Zjlogj) — elongCllj

onde ¢y = 2¢11 e k > e.

MS5) |F' (y1)| < j para k suficientemente grande.

F'(z) = Z (z—y1)- -~ (z/—E) -+ (2 = ym). Tome k suficientemente grande,
=1

tal que k > Z lyi — 1l lyi —wil - - |yi — ym|. Portanto, |F” (y;)| < k < j.
I=1
Usando as desigualdades M1, M2 e M4 em (5.5),

[0 | _ gt [t <2 JM2R2 oy ()
‘F/ ()’ 21 | Jo (z —y) F(z) 27 Rjs»’

(5.9)
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Por outro lado, usando Mb:

EL (yz)} _ oY W)l (5.10)
‘F’ ()’

i
Combinando (5.9) e (5.10) obtém-se:

‘Qb(]) (yl>‘ < jclsj_%j, Onde C1s = 3 -+ C14
Supondo que o niimero m é arbitrario, tome m > 8p (¢12 + ¢15). Entéo
‘(b(j) (yl)} < jcl5j_%j < j015j—(c12+c15)j — j—C12j

Pelo Lema 5.2.3, ¢ (y;) = 0.

O
Como 69 () = (b (31) -+~ b () B9 (). Assim, por indugdo, con-
cluimos que ® e todas suas derivadas se anulam em vy, -- ,y,. Portanto,

® = 0, conseqiientemente f;(z) e f2(2) sdo algebricamente dependentes, con-
tradizendo uma hipdtese do teorema. Segue-se que m < 8p (c12 + ¢15) e dal
Y1, Y2, - - - € finita.

0

Alguns resultados importantes seguem-se imediatamente do Teorema 5.2.1.

Corolério 5.2.1 (Teorema de Lindemann) Se o € um nimero algébrico

nao nulo, entao e* € transcendente.

Demonstracao
Se « € Z o resultado é trivial, considere entao o € A — Z . Suponha que
e® é algébrico. Considere K = Q (o, e%), f(2) = z, g(2) = €* fungdes inteiras

(portanto meromorfas) de ordem finita 1, j& que para todo R > 2 e |z| < R;
|z] <elfl Cefte|e?| <elfl ek
Claramente a derivada mapeia K [f, g] em si mesmo.

Afirmacao 5.2.5 Fizen € N. Sea, € K —{0}, k=1,...ne

0< 4 <+ <1y, entao
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n

Z ape™ # 0.

k=1
A demonstragao da Afirmacao 5.2.5 sera feita por indugao sobre n. Para

n = 1 é trivial. Suponha que a afirmacao é valida para 1 < k < n e que

existem cq,- - -, c,, nao nulos, tais que

n
che] =0,71<7Jo<-<Jn.
k=1

Entao
0=¢e (¢ + €™ + -+ + ¢pe™), onde m; = j; — Ji

Como e/' # ( entao (¢ + c2€™ + - - - + c,e™) = 0, contradizendo a hipétese
de inducao. Segue-se entao a veracidade da nossa afirmacao.
Voltando a demonstragao do Coroldrio 5.2.1, suponha que exista um
polinoémio
p(z,y) = Z Zaikjsxi’“yjs € K[z,y] — {0} (5.11)
s=1 k=1

tal que p (f,g) = 0.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a;,;, # 0, para todos
k={1,--- ,m}es={1,--- ,n}.

Substituindo f e g em (6.2.11), obtemos:

n m

0= Z Z i ;. 2%’ ¥z e C (5.12)

s=1 k=1

Faca z =1 em (6.2.12), entao

n m n

0= ZZaikjSejs = chejs, onde ¢, = iaims (1<s<n)
s=1

s=1 k=1 s=1

o que contradiz a Afirmagao 5.2.5. Portanto f e g sdo algebricamente in-
dependentes. Considere z; = ak (k > 1) seqiiéncia infinita de nimeros

complexos distintos. Para esses niimeros temos:
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flzw) =ake Keg(z) =e* = (e e KVEk>1

contradizendo o Teorema 5.2.1. Portanto e® ¢ transcendente se a € A — {0}.
U

Corolario 5.2.2 (Teorema de Gelfond-Schneider) Se oo é um nimero
algébrico (# 0 e 1) e B é um mimero algébrico ndao racional, entio of ¢é

transcendente.

Demonstracao
Suponha que of é algébrico. Considere K = Q(a, 3, a”) e proceda
analogamente & demonstraciao do Corolario 5.2.1 com f(z) = €*, g(z) = €
ez, =kloga(k=1,2,3---).
O
Antes de enunciar o préximo corolario, vamos a algumas definices e
proposigoes. Fixemos A\, Ay € C — {0} tais que i—j ¢ R e consideremos o

conjunto 2 = MZ + \oZ.
Definigao 5.2.1 A funcdo o de Weierstrass, ver [1], € definida pela série:
1 1 1
= — —_— = — 5.13
o) =5+ T (i ) (513)

No somatério acima, a notagao * designa o conjunto Q — {0}.
Definicao 5.2.2 Seja f uma funcao meromorfa em C, com conjunto de
polos I'. Dizemos que T € C € periodo de f se para todo z € C — T,

temos z+T € C—T e além disso, f(z+T) = f(z). Denotaremos o conjunto
de todos os periodos de f por per(f).

Proposicao 5.2.1 A série em (5.13) converge uniformemente nas partes

compactas de C, para uma funcao duplamente periodica @, tal que

per(p) =
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Proposicao 5.2.2 (E.D.O. de p) A fungio p de Weierstrass satisfaz a

sequinte equacao diferencial ordindria:

y"? = 4y® — gy — g3 (5.14)
1 1
onde go = 60 Z ot e g3 = 140 Z 5
weN* weN*

Proposicao 5.2.3 (Fdrmulas de Adi¢ao) A funcao o de Weierstrass satis-
faz:

0(22) = —2p(2) + i (lel((;)) (5.15)

As demonstragoes desses fatos podem ser encontradas em [12], p. 340-344.
O

O proximo corolario é devido a Schneider.

Corolario 5.2.3 Se gs, g3 sao algébricos, entao para todo algébrico o # 0,

o(a) € transcendente.

Demonstracao
Anaéloga as demonstragoes dos corolarios 5.2.1 e 5.2.2, com
K = Q(g2, 93 a, pla), ¢ (@), fi(2) = 2, f2(2) = plaz), fs(2) = ¢'(az),
2 = 2F e usando as proposicoes 5.2.2 ¢ 5.2.3.
para mais detalhes e outra demonstracao do Teorema 5.2.1, veja os bons
livros de Serge Lang [9] e [10].
O



Capitulo 6

Forma Linear em Logaritmos

O Corolario 4.2.2 do Teorema de Gelfond-Schneider afirma que para todos
nimeros algébricos nao nulos aq, as, (1, B2, com log oy, log as linearmente

independentes sobre Q, entao

B1log oy + Bolog e # 0

E natural conjecturar um teorema analogo para uma quantidade ar-
bitraria de logaritmos de ntumeros algébricos. Esta conjectura foi provada

em 1966 por Alan Baker e sua demonstracao sera detalhada neste capitulo.

6.1 Notacoes

Seja a um numero algébrico. Sabe-se que o polinomio minimal de « é

monico, digamos
Pag(®) ="+ arz" ' 4+, a; €Q, (1<i<n)

~ Di ~ , . . .
Como a; € Q entao a; = —, onde p;, ¢; sao nimeros inteiros, 1 < i < n.
i
Defina F,, g como

Foo(x) = apag € Zx] (6.1)

onde a = ¢ - - - g,. Como p, g ¢ monico, o coeficiente lider de Fi, g ¢ a.

82
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Proposicao 6.1.1 Se a é um numero algébrico satisfazendo
Agad + Aja® -+ Ay =0

onde Ay, -+ ,Aq sdo numeros inteiros com wvalor absoluto mo mdrimo A,

entao para todo inteiro j nao negativo, vale
(Apa) = AV + AV + .. + AV ot (6.2)
para alguns inteiros A com wvalor absoluto no mdzimo (2A4)7.

Demonstracgao
Para j < d a representacao (6.2) é clara. Para j > d usaremos indugao
sobre 7.

Para j = d, temos

(A(]Oé)d = Agil(AoOéd> = Adil(—Ad — = AlOédil) =
= AP 4 ADq 4 A ot

onde AW = —Ad A,
Suponha que (Apa)’ = A(()j) + A(lj)oz +-+ Ag}lad’l. Portanto,

(Agal ™t = (Aga)(Aga?) = (Aga)(AY + AP 4 - + A a1y =
= AgAYa+ A AV a? 4 -+ AV Aga? =
— 2AVa+ A AV 0%+ + AV (—Ajat — = Ay) =
= Agjﬂ) + AT +Ady+11 o1

onde AY™ = AoAq(f?,l - AgljzlAd—m‘
Portanto, além de demonstrar a primeira parte da proposicao, mostramos

que vale a seguinte relacao de recorréncia:
AD = AgAYD — A, AV (0<m < d, j = d), AT =0 (6.3)

Demonstraremos a segunda parte também usando indugao sobre j.
Para j = 1, por (6.3)
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1AD] = | Ag A1 A© — Ay, A | < 24, ja que AN =0
Suponha que |AY)| < (2A4)7, usando novamente (6.3), obtemos:

AT = |AAY) | — Ay AD | < | Aol (2A) + |Agei] (24) <
< AQRAY + A(RA) = (24)7H1

O
Seja d o maximo dos graus de aq, -+, ay, Bo, -+, Fn_1 € sejam
a1, ,0p, by, -+, b,_1 08 coeficientes lideres de
Fah@(w)’ T 7Fan,Q(x)7 F507Q($)7 T 7Fﬂn—l:@(x)
respectivamente, entao pela proposicao anterior
d—1 d-1
(arar) =3 a¥as, (0.6, =Y 05! (6.4)
s=0 t=0
onde ag), b,{j ) $do nimeros inteiros com valor absoluto no maximo e
C3 = max{al, T, Qp, b07 e 7bn—1}‘
Para facilitar a notacao, escreveremos
o mo ) Mnp—1
Z,"'7Z_ — - “ e 27...’2_
fmo, ,mn71< 0 n 1) (62’0) (azn_1> f( 0 n 1)
onde f é uma fungao inteira e myg,--- ,m,_1 sao inteiros nao negativos.
6.2 O Teorema de Baker
Teorema 6.2.1 (Baker) Sejam ay,--- ,a, nimeros algébricos nao nulos
tais que logaq, - -+ ,log a, sao linearmente independentes sobre Q. Entao
1, logay, - -+ ,log av, sao linearmente independentes sobre o corpo de todos os

numeros algébricos.
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Demonstracao

Suponha que o teorema é falso, entao existem nimeros algébricos

Bo, B1,+ -+, Bn, nao todos nulos, tais que
ﬁO_‘_ﬁllOgal‘i_"""ﬁnloan:O (65)
Queremos entao obter uma contradigao. Como, pelo menos, um dos
By, -+, Bn € nao nulo, podemos supor sem perda de generalidade que 3, # 0.
Note que a equacdo (6.5) continua vélida para 3; = _ﬁ 7 no lugar de f3;,

podemos supor que (3, = —1. Dai

P = (6.6)
Denotaremos por ¢, ¢y, co, - -+ constantes positivas que dependem apenas

dos o's, 3's e loga’s e por h um inteiro positivo, suficientemente grande, que
) ) )

excede quaisquer das constantes ¢ como acima.
Lema 6.2.1 Sejam M, N inteiros com N > M > 0 e se
u; (1<i< M, 1<j<N)

denota inteiros com valor absoluto no mdximo U(> 1). Entdo existem in-

. . . M
teiros xy,- -+ ,xy ndo todos nulos, com valor absoluto no mdzimo (NU)N-M
tats que

N
Zuijszo, 1<Z<M
j=1

Demonstracao
Andloga a demonstracao do Lema 4.1.1 da Secao 4.1.
O

Lema 6.2.2 Existem inteiros p(Ao,- -+, \n), ndo todos nulos, com valor ab-

s . 3 ~
soluto no mdximo ", tal que a funcao

L L
_ 2 : § : Ao A 20 ~Y1Z Yn—12n—1
(I)<207"' 7ZTL—1)_ “ e p()\07... ’An)zooe nﬁo Oal ...Oén"il n ,
A=0  A,=0
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onde 4, = A 4+ My (1 <7 <n) e L= |h2 |, satisfaz

(I)mo,"~,mn71 (la e >l) - 0 (67)
para todos os inteiros | com 1 < | < h e todos inteiros nao negativos
Mo, -, Mp_1 COM Mo + -+ +Mp_1 < hZ.

Demonstracgao

Usando (6.6) temos que

l 1l A1+ l An—1+A _1)l
eknﬁola’l‘/l . Oéxn_ll — e)\nﬁolag 1 nBl) . 057(1_111 1 nﬁn 1)
- A1l An—1ly _Bo P Bn—1\Anl
= aj'-apn(ePat )

o A1l An—1l Al

- al T O‘nfl ann

entao

L L
Do (1) = P Y Y p(Ahos-e An)g(Xo, Ans 1) -
Ao=0 An=0

A1l Anl  .m1 Mp—1
Qp O Y Y

onde P = (logay)™ - (log 1) # 0, j& que, log g, - -+ ,log ay, s@o li-

nearmente independentes sobre Q e

1o A 2) = D (m°) Mo(Mo = 1)+ (Ao — i + 1) (Anflp) ™0 #0000,

Ho=0 Ho

Portanto é suficiente determinar p(\g, - -+, A,) tal que

L L
S ST P00 A)E0 A Dad! ey AT =0 (6.8)
Ao=0 An=0

Multiplique (6.8) por
P = (ay---a,)™bgo--- 0! (6.9)

n—1

Note que
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o (M
= Z ( )/\T o (/\nﬁr)ur

pur=0 T

e substituindo de (6.4) as poténcias de a,q, e b.(3,, como resultado, obtemos

Y Alstaft o Bl 0 =0

onde
Z Z Z Z p(Ao, -+, An)d'q"q” (6.10)
Ao=0 An=0 po pn—1=0

eq, q” q" sao fixados por

= Tl
n 1
q”zﬂ{( >(b )T by };
fir
r=1

q" = (753))\0()\0 — 1) ce ()\0 — 1o + 1))\nmo—uobﬁolko—uob&’zg—uo)_
Assim (6.7) serd satisfeita se as d*" equagoes A(s,t) = 0 sao vélidas. Ob-

servando (6.10) percebamos que A(s,t) representa equagoes lineares em

p(Ao, -+, An) com coeficientes inteiros.
Comol< he2™ =(1+1)™ = Z (mr) g (m ) emes
fir i

7] < HagL Arzu HC(L Ar)l HC?C%I ckh ey = (cre3)™)

r=1 r=1

n—1 n—1
l"| < H 2mr ety LM = H(C5L)"”, (c5 = 2c103)

r=1 r=1

///l 2m°)\g°)\nmo_“obﬁol’\“_“oc?m_“o _ Qmo()\obn)“(’(Clx\n)mo_“‘)l’\o_“o <

1" <
< (2hobper L™ < (cgL)™hE, (cg = 2Xobpct)

Considere ¢; = {c5, s}, entao
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n—1

" < TJ(erl)™ e 1q"| < (erLymont

r=1

Perceba que (mg + 1) - - (mn L+ 1)  2mettmnat < 9P (O coeficiente

Mmnp—1

de p()\O, e ’)\ ) em A(S t Z Z qlql/q/// o

/1,00 Mnlo

Mnp—1

Z Z q/ "_m

ro=0 pn—1=0

<27l llq"llg"] < 2"} (er L) hE < (20:L)" b

onde ¢4 = ecy.

Por outro lado, existem no maximo h(h? + 1)" conjuntos distintos de
inteiros [, mg,--- ,m,_1 satisfazendo as hipdteses do teorema e, portanto
existem M < d*"h(h? + 1)" equagoes A(s,t) = 0. Entretanto, existem
N = (L + 1)"! indeterminadas p(Xg, -+ , \,) e vale

N = (L + 1)n+1 — (Lh2——J + 1)n+1 (h2——)n+1
h2(n+1)fﬁ(n+l) > h2n+§ > 2d2nh(h2 + 1>n > IM
para h suficientemente grande. Assim, pelo Lema 6.2.1, as equacoes podem

ser resolvidas nao trivialmente e os inteiros p(Ag, - - - , A,) podem ser escolhi-

dos com valor absoluto no maximo

(NU)™ 5 < NU < h2+2(2¢3 )P cbh < eh?®
para h suficientemente grande.
0
Lema 6.2.3 Sejam my,--- ,m,_1 inteiros nao negativos com
mo+ -+ mp_1 <h2
e
f(2) = Pongeomy 1 (2, -, 2) (6.11)

Entao:
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(i) Para todo z, |f(2)] < CTSJFLLZ‘;

(i) Sel ¢ inteiro positivo, entdo f(I) =0 ou |f(1)] > ;¥

Demonstracao

(i) Temos que

L L
FE) =P > (o A)a(Ao, Any 2)03t - -

Ao=0 An=0

onde q(Ag, A\, 2) e P s@o definidos no Lema 6.2.2. Seja

cg = mar{ay, -+, 0y, Bo, -+, Boo1} € cg = max{logay, - -+ ,logas,_1,log ay}.
Seguem-se algumas majoragoes importantes:

M1)

mo
|q( A0, An, 2)| < LH0(Les)™o#o(|2] + 1)) (mo) = (2esL)™ (|2] + 1)*

Ho=0 0
M2)
-] <
M3)

Mp—1 M Mnp—1

[Py -yt = |(logan)™ - (log o)™ A -yt <

< anl “e C;nn_lel e Lm"—l

— (CQL)m1+~~+mn71

Observe também que L < h2, mo+- - +mn_1 < h2e [p(Ao, -+, An)| < e’

Portanto, se c¢19 = max{2cz, co}.

1F(2)] < (L4 1) (2e,L)™(|2] + 1)E(co Lyt mn-i
< (B4 1)" e (L) (2] + 1) ey

Como e > 1+ x > x para x > 0, entao

2 3 2 L 3 p3 A3 L
oh?(nt1) gh (C1oL)h 6L|z\cslz| < (en—i-l)h oh® oh eL|z|08|Z|

£ (2)]

VASV/AN
N

3h3+L|z| h34-L|z|
11 <

c <y 7 onde cig = (max = {e", cs})?
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Usamos que (clOL)h2 < eh’ para h suficientemente grande.

(ii) Para a prova da segunda afirmacao, definamos o nimero f’ = 5 f,
onde P’ é definido em (6.9).

f/ = _PZ Z )\07 7 ()\Oa)\nal> . CYA l771nl' P)/;nnll

Ao=0 An=0

= (ay---ap)Hore . Z Z (Xos - s A)a( Ny Ans 1) -

Ao=0 An=0

MU Anlomi M1
Qq Ca" Tn—1 =

- Z---ZZpuo,---M(’Zj)Ao(Ao—1>---<Ao—uo+1>-

Ao=0 An=0 MOZO
(AnboBo)™0 0120710 - (ayag )M - - (anap) ™! -

(b1 A1 + Anb1B1)™ - (bp—1 An—1 + Apbp—1Bp—1)™
o (=ML LA

Como ajaq, -+, apQy, boBo, -+, bp_10,—_1 sdo inteiros algébricos, f’ é in-
teiro algébrico de grau no maximo d?". Por outro lado, pela estimativa em
(i), vemos que todo conjugado de f’, obtido pela substitui¢ao arbitraria dos

. . 3
conjugados de «,., (3., tem valor absoluto no maximo c’f3+u que para h su-

ficientemente grande também é um limitante para iz Como f’ é inteiro
algébrico, devemos considerar dois casos:
Caso 1 N(f')=0

/

P
Nesse caso f/ = 0 implicando que f(I) =0, ja que 5 £ 0.
Caso 2 [N(f")| > 1
Denotando f/, (f)®,---, (f")® os conjugados de f’ onde s é um inteiro

positivo menor ou igual & d**. Temos

1<|N(f/)|:|f/H(f')(2)!-~-\( ) ’ |f’ d2”h5+Ll)

dai,
£ > C14 , onde ¢4 = Ccfgn (6.12)
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P
P
Multiplicando as desigualdades (6.12) e (6.13), obtemos

> o’ (6.13)

P 3
Lf(DI= '] I = C15h3 L onde 15 = ci3c14

OJ

Lema 6.2.4 Seja J um inteiro satisfazendo 0 < J < (8n)%. Entdo (6.7)

vale para todo inteiro | com 1 < [ < h*En e todos inteiros ndo negativos

h2
mo, - ,Mp_1 cOMm Mg+ -+ +my_1 < 57
Demonstracao
Alguns fatos que ajudam:

m! , .

(@) (@14 +z)" =3 ———ai -+ 7,7, onde 0 somatdrio ¢ sobre todos
1!y
os inteiros nao negativos ¢y, , %, com iy + - -+ + i, = m;

(I1) Se f(a) = f'(a) = --- = f™(a) = 0 entdo f(2) = (z —a)"g(2);

(III) (Principio do Médulo Maximo) Seja f : 2 — C uma fun¢ao holo-

morfa (2 limitado). Entdo, maz,cq|f(2)] = max,coalf(2)].

Para demonstrar o Lema 6.2.4, usaremos inducao sobre J.

Para J = 0 o resultado é valido pelo Lema 6.2.2. Seja K um inteiro com
0 < K < (8n)? e assuma que o lema vale para J = 0,1,--- , K. Basta-nos
mostrar o resultado para J = K + 1. Defina
B2

R; = UIH_%J, S;= \‘ﬁ

J(J:O,l,...)

Entao, é suficiente mostrar que para todo | com Rxg < | < Rgy1 e

mo, -+ ,M,_1 inteiros ndo negativos quaisquer, temos f(I) = 0.

Afirmacgao 6.2.1 f,,(r) =0 para todosr em com 1 <r < Rg e
0 < m < SK+1.
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De fato, f,,(r) é dada por

0 o \"
4. D e Zne
(82’0 + + azn1> mo,-, n_l(ZO z 1)

quando zy = -+ = z,_1 =1, por (I)

9, 2 \"
— ... D e Zpt) =
(azo + + aznl) mo, -, n_l(ZO z 1)

m) o Jo o Jn—1
RN A B (205 s 20
ol ! (6zo> <3Zn_1> 0, amn—1 (20 Zn—1)

Portanto,

ful) =3

]0' e 1'®m0+j07"'7mn71+jnfl(r7 T ,T‘)
! n_t

onde a soma ¢ sobre todos os inteiros nao negativos jo, - , jn_1 com
Jo+ -+ jn_1 = m. Observe que,

(mo + jo) + -+ + (Mp—1 + Jn—1)

(mo+ -+ +mp_1)

(Jo+ -+ Jn-1)
h2
< | ]

+
h?
< EJ = 9K

ok+1
Assim, por hipétese de indugao, f,,(r) = 0 para todos r e m

(1<r <Ry, 0<m < Siyq). Por (1),

onde g(z) é holomorfa. Portanto,

f(Z) — (s — vz — Sk+1
FQ) onde F'(z) = {( 1)+ (z— Rp)}

f2)={(z=1)-- (2 = Ry)}+1g(2)

é holomorfa no fecho do circulo C' centrado na origem e de raio R = Rkﬂhsin
Pelo Principio do Moédulo Maximo,

maz.ec|f(2))

Nl < ) < M 6.14
l9(D)] < maz.ec min,ec|F(2)] ( )

F(z)
Definindo, 0 = maz.cc|f(2)| e © = min,ec|F(z)], (6.14) nos garante que

0|F(1)| = ©[f (1) (6.15)

92

<

~
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: R
Note que, para h suficientemente grande, [ < R

Algumas majoragoes importantes:
M4)

1
|z—j|>§R,j:1,---,Rkez€C

1 1
De fato, |z—j|>|z|—|j|:R—j>R_§R:§R.
M5)
1

Ry Sk41
F()] > (§R> zeC

1 Ry Sk41
Note que, |[F(2)] = |(z — 1) -+ (2 — Ry)|%+ > (§R> , por M4.

M6)
1 Ry Skt1

s (b

Diretamente de M5, pois © = min,ec|F(z)].
MT)
fEI < zeC

Pelo Lema 6.2.3.
M38)

3
3
Temos, 0 = maz.cc|f(z)] < TR

Mo9)

=l < Rpyr; Re <1< Rpyq,j=1,---, Ry
Il —j| < |Rpy1 — 1| < R

M10)

()] < R

Basta usar M9 na expressao de |F'(1)|.

93

Pelo Lema 6.2.3, ou f(I) = 0 ou |f(1)] > ¢i"” . Suponha que |f(1)| >
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IR o substituindo M6, M8, M10 em (6.15), obtemos:

h3+LR pReSk+1
C12 Ry 2

DO | —

=

. Ry Sk11
> <§h8n) (6.16)

RiSky1 5 5
—h°—LR h°+LR
R) Ci5 e <612015) >

—_

Por outro lado,

LR = W—ﬁj Risihsn < B2 mh 5 hen = po+a

k3, G — ok+3 h”ﬁ h? > 2k+3lh1+§ h? _ h3+’“
ki k+1 ok+1 | = 92 ok+1

dai

LR < 2" RypSp1 = h3 + LR < h3 + 23RSy 4
Voltando a (6.16),
1 Ry Sk+1
(cracys) P+ P kS > (ﬁhsln)
entao

RS, RiS

h3 1 hi kRPk+1 hsln kP k+1

6 2 | 5 =\ (6.17)
C16 €17

onde ¢ = c12¢15 € ¢17 = 2¢16. Entretanto,

RS _ hl—&-i h2 1 h?)—l-L
EOk+1 = { S”J k1 >W 8n

Substituindo em (6.17),

dai
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k46,
R A S phtten
C16 " C17 =
. 9k+6., ~
seja c1g = (max{cie, c17})” ", entao
3 k
2(h +H) > hh3+8k;7«
19 Z
Finalmente,
h34+ -k PR 9
Cyp M= h , C20 = Cg (6.18)

Mas para h suficientemente grande a desigualdade acima nao é satisfeita.

Portanto, f(I) = 0 e o lema segue-se por indugao.

O
Lema 6.2.5 Escrevendo ¢(z) = ®(z,--- ,z), temos
16;(0)] < e (0 < j < h®™) (6.19)
Demonstracgao
h2
Defina X = h%" Y = LQ(S—")QJ Pelo Lema 6.2.4, (6.7) vale para todo
inteiro [ e inteiros nao negativos my, - - - , m,_1 satisfazendo:

1<Z<Xem0+---+mn_1<Y

Analogamente a demonstragao do Lema 6.2.4, mostramos que ¢,,(r) =0
¢(2)
E(z)’

para todos inteiros 7 e m com 1 <r < X, 0 < m < Y. Segue-se que

onde
E(z)={(z=1)---(z = X)}"

é holomorfa no fecho do circulo I' de centro na origem e de raio R = X R
pelo Principio do Médulo Maximo, temos para todo w com |w| < X
(w#1- . X ~1),

|(w)] < CEHE(w)] (6.20)

onde C = maszFIQS(Z)L E= mznz€F|E(z)|

Algumas majoragoes:
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M11
|E(w)] < (2X)*
Basta-nos mostrar que para 1 < j < X, |w — j| < 2X. De fato,

lw—j] <|w|+j] < X+ X =2X

1 \XY
Temos que |E(z)| = {]z —1]--+|z — X[}¥ > <§R) , j& que

1
|z—j|>§Rpara1<j<XezEF

Portanto,
1\ XY
|Z] = min,er|E(2)] > <§R)
M13
C < Cfll;—i-LR
Segue-se do Lema 6.2.3 para mg = --- =m,_1 = 0.

Substituindo M11, M12, M13 em (6.20);

) 1 —-XY ) 1 - XY
ot < i (5r) @O =y (nk)

€ como
LR = {h2_ﬁJ . Xhi < hQ_ﬁ . h8n . h% < h3n+2 < 2(8n)2+1XY
Entao .
n)2+41 1 -
lp(w)| < C?;H(g XY (Zh81n> (6.21)

Afirmacao 6.2.2 Para h suficientemente grande, temos

XY
pipoemeixy (1,1 —XY
Cly 1 hen <e
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Demonstracao
]. n ~
Sejam dy = logci e d; = log 1 Tome h > e8r(1426  1do—d1) i3,
logh > 8n(2 4 28M°+1dy — dy)
dai
1 8n)2+1
—logh > 2+ 26V Fqy —d,
8n
Portanto,
1
—1 — 28+ 4 dy + o logh>1 (6.22)
n
Claramente para h suficientemente grande
hPdy < XY (ja queX = h®") (6.23)

Multiplicando as desigualdades (6.22) e (6.23), obtemos

1
h3d0 < XY <—1 — 2(8n)2+1d0 +di + 8_n log h)
n 241 1 e
Dai, log <c’f§+2(8 Xy (Zh;n) ) < —XY, e finalmente

XY
pipoemeixy (1,1 —XY
Cly —h&n <e

4
O
Portanto |¢(w)| < e XY, Entretanto, pela férmula integral de Cauchy,
temos
jt [ o(w)
(0) =— [ —==dw
¢j( ) 211 A witl
onde A denota o circulo |w| = 1, orientado no sentido positivo.
Segue-se
.' . )
16,(0)] < L= e~ XY Lo < jie XY <

2
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para 0 < j < h%" e h suficientemente grande.
]

Lema 6.2.6 Para todos inteiros ti,--- ,t,, nao todos nulos, com valor ab-

soluto no mdximo T', temos
ltilogay + -+ + t, log a,| > CT

Demonstragao
Seja a; (1 < j < n) o coeficiente lider do polinomio Fy; g(z) ou F,-1 o()
J )

(6.1) de acordo com t; > 0 ou t; < 0 respectivamente. Defina

_ ~lt] ~ltn| ¢t t
w_al ---an (al.--ann—l)

Como a;a; ou diozfl ¢ inteiro algébrico, de acordo com ¢; > 0 ou t; < 0,
entao w é um inteiro algébrico e seu grau é menor ou igual a d™ e sobre

todo conjugado de w, obtido pela substituicao arbitraria dos conjugados de

aq, -+, temos:
i t tn ] in,
w®| = |alf - bl @iy (ol — 1] < gF Tt = o,
onde ¢g1 = max{ay, - ,a,}, 2 = ma:c{l,al(j) |1<I<n1<j<d}e

Caz = (2c21022)".

Como w é um inteiro algébrico entao N(w) = 0 ou N(w) € Z — {0}.
Consideremos os 2 casos:
Caso 1. N(w) =0

Entdo w = 0 e como a, - - - &, # 0 deve-se ter o' - --al» = 1. Portanto,
T =t logay +---+t,loga, = 2]~€m’, onde k € Z

Por hipétese do Teorema, logasq,--- ,loga, sao linearmente indepen-
dentes sobre Q, entéo k # 0. Dai,

17| = [2kn| > C~T, C = 2kn



CAPITULO 6. FORMA LINEAR EM LOGARITMOS 99

Observe que se | Y| > 1 entao o resultado segue-se imediatamente. Pode-
mos entao supor |T| < 1.
Caso 2. N(w) € Z — {0}

Seja s < d”,

L< N (w)] = [w]|w®]- - [w®] < fw]ezs”

dai
w| > e (6.24)

Sabe-se que, para todo z, |e* — 1| < |z|el*l. Fazendo z = T nessa desigual-

dade, obtemos

e|T| = M| = |w| = 38 @

Portanto,
IT| > ¢y, onde coy = (e - cp3)%"
O
Lema 6.2.7 Sejam R, S inteiros positivos e oo, -+ ,0r_1 NUMETOS COM-
plezos distintos. Defina o como o mdzimo entre 1,|og|, -+, |og_1| e defina

p como o minimo entre 1 e |o; — o;] com 0 < i < j < R. Entao, para

todos r, s, inteiros, com 0 < r < R, 0 < s < § existem numeros complezxos

8o\ RS
w;(0 < i < RS) com valor absoluto no mdximo <—U) tal que o polinomio

RS—-1

w(z) = Z w;z)

satisfaz wi(o;) = 0 para todos i, j com 0 <1 < R,0<j <8, (i,7) # (r,s)

e ws(o,) = 1.

Demonstracao

O polinomio pedido é dado por
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-1\ 1 —0,.)°U
o= () & [ Comrvt,
St ) 2mi Jo. (C—2)U(C)
onde U(z) = {(z —00) - - (z — 0r_1)}’ e C, denota o circulo, percorrido no
sentido positivo, com centro o, e raio suficientemente pequeno, menor que
os nimeros p e |z — o,|, para z # o,. Como o valor absoluto do integrando

multiplicado por || tende a 0 quando || — oo, temos, pelo Teorema dos

Residuos de Cauchy,

z—o0,) Uz) 1 (i —0o,)°
e e DM LI

j#r
onde ¢;, como ¢, acima, ¢ um circulo centrado em o; e com raio suficiente-
mente pequeno. Claramente o somatorio acima sobre j é uma funcgao racional
de z, regular em z = 0, e, como U(z) tem um zero em z = o, de ordem S,

entao
Ulo,) =0, para 0 <1< S (6.26)

Por (6.25),

w(z) = s(s—1)- .{;!(3 —1+1) (z— o)+

J#r
Uz) 1 w2 d (D)
+ s! 271 dz! /Cj (C—2)U(C) dt
v

Usando (6.26) e que s < S, ws(o,) = 1 e wy(o,) = 0 caso contrario. Seja
t=S5—s—12>0. Pelo Teorema da Integral de Cauchy:

—1[1d (C_UT)SU@LW B —_1[1 / - (€= 0,)5U(2) )mdg] _

st thdgt (¢ —2)U(¢) sl [2mi —2)U(G)(¢ — o

g =

Portanto,
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_ -1 [d ((-0,)%U(z)
w(z) = Sl {dgt (€= 2)U(C) L—or

e assim

w(z) = (=17 (N0 () Yoo, s jr1)(or —2) 7 (6.27)

onde o somatdério é sobre todos os inteiros nao negativos jg,--- ,jr_1 com
Jot+--+jra=te
R
. . S + ]Z -1 Lo
v(jo,++ Jr-1) = H( )( — o)
i
Noteque 1 < j,+1<t+1=5—s< S, daf w(z) é um polin6mio com
grau no maximo RS — 1. Entretanto vemos que w(z), como U(z), tem um
zero em z = 0;(i # r) de ordem S e entao w;(o;) = 0 para todo [ < S. Para

estimar o valor absoluto dos coeficientes de w(z), perceba que

(S‘Fj:*l) (Jr - O.i)fsfji < 2S+]'i*1pfsfji

e dai

9\ (B=1)S+jot+ir-1 o\ (R-DS+t 9\ RS
oG gl < (2) -3y <)
p p p

Por outro lado, os coeficientes de (o, — 2z) ™" ~1U(z) tem valores absolutos
no maximo (o + 1) e o ntimero de termos, N, no somatério em (6.27) é
igual ao nimero de inteiros jo, - - - , jr_1, Nao negativos, satisfazendo;
jo+ -+ jr1 = t. Entdo

N = (R+t—2) < SR

t
Afirmagao 6.2.3 a(o + 1)* < (40)*, V a € N, em particular

S(oc+1)% < (40)°
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Demonstracao
Usando indugao sobre a. Para a = 1 é verdade. Suponha que
k(o + 1)* < (40)*(11I). Para 1 < k < a, as desigualdades abaixo também
sao validas:
(0 +1)" < (4o)F (6.28)

4o

o+1< (6.29)

Somando as desigualdades (6.28) e (6.39), obtemos
(k+1)(o+1)* < 2(40)*
agora multiplicando a desigualdade acima pela desigualdade (IIT)
(k+1)(o + )M < (40)FH!

que garante o resultado desejado.
OJ

Usando as majoragoes anteriores e a Afirmacao 6.2.3, segue-se que 0s co-

eficientes de w(z) tem valores absolutos no maximo

9\ RS 9\ RS 9\ RS 85\ B5
SE(o + 1)R5 (—) = [S(oc +1)°)" (—) < (40)B5. (—) = <—U)

P P P P

terminando assim a demonstragao do lema.
OJ

Para finalizar a demonstracao do Teorema 6.2.1, escreva S = L + 1 e
R = S"™. Note que todo inteiro com 0 < i < RS pode ser expresso unica-

mente na forma

onde Ay, - -+, Ay sao inteiros entre 0 e L inclusive. Para todo
ie€{0,---,RS — 1}, defina

Vi = Xoi, Pi = P(Aois -, Ani) € ¥y = Agilog oy + -+ - + Ay log oy,
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Claramente,
RS—1

Bz) = > piels (6.30)
=0
Entretanto, pelo Lema 6.2.6,
[0 = 5] = |(Moi = Aoj) log an + - -+ + (Ans — Anj) log | > 3

Em particular, exatamente R dos v; sao distintos, e podemos denoté-los
em alguma ordem, por gy, -+ ,0r_1. Se o, p sao definidos como no Lema
6.2.7, entao

0 < 5L, co5 = max{1,nco}

L .
p = Coyy €26 = min{l, ci1}

Sejam t um inteiro positivo tal que p; # 0, s = 14 e r tal que ¢y = o, e
W (z), o polinémio fixado no Lema 6.2.7.
Como Wj(o;) =1 para j =1, ei=te W;(0;) =0 caso contrario, entao

RS—-1

bt = Z pzWuz(wz)
i=0

RS—-1

W () = > (= 1) (G — v+ Dwypl ™ (6.31)

J=0

Por outro lado,

& 75\ dF dU=Fk)
Vi ViZ _ § LZAW iz p—
gz e = p o(k?)dzk(z) oo (€m0 =

J .
= (}1) Vi(Vi — 1) s (Vi — k’ + 1)Zyi_kwg_k€¢iz
0

k=

2=0

Observe que a expressao acima, em z = (, é nao nula apenas quando
v; = k. Dal,
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d]

dzi (2"e")

= (el ™ =G = 1) (G vt e
z=0

Por (6.31), obtemos que

RS—-1 dj
W) = 3wy | 5(e)
j=0 z=0

Além disso, por (I)

RS-1 RS-1 ; RS—1
Z wj¢j(0) = Z sz] (Z pzzl’led}l ) =
=0 =0
J é; 1 RS-1
= :E: plj{: U% {E—; )] =
z=0
RS-1

= Z piWo, (i) = pr
=0
RS—1
isto é, p = Z w;¢;(0)
=0

Mas RS < h?'2 e pelo Lema 6.2.5; |¢;(0)| < e para todo j com
0 < j < RS. Entretanto pelo Lema 6.2.7,

8o 2
L\RS h n+2 h2n+2 h2n+4
lw;| < (7 < (8casLegg)™ <y - L RETIEN
h2n+4 h2n+4 h2n+4 - h2n+4
S &y e G = C2g

onde cog = Co7€Cog € Cor = 8Cos.

Afirmacao 6.2.4 Para todo constante C', existe h suficientemente grande

tal que
h¥" > log RS + C'h?"+4

Demonstracao
Suponha por absurdo que existe C' (constante) tal que
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h8" < log RS + Ch?*4, para todo h > 0

Entao

¥ < log RS + Ch*"t = (n+1)log S + Ch*"t* <
< (n+1)log <2h2 ) L OpH =

1
(n+1) (logQ + (2 — 4—> log h) + Ch*

Como h*** >logh e 2n 4+ 4 < 6n paran > 1,

1
R < (n+ 1)(h% log 2 + ( R) ho™) 4+ C'hS™

Dali,

1
< (n+ )10g2+(n+1)(2—a)+0

Absurdo!, pois o lado direito da desigualdade é constante e h pode ser
tomado arbitrariamente grande.
O
Voltando a demonstracao do teorema, observe que |p;| > 1 (ja que
pr € Z). Portanto,

RS—1

D> wiéi(0)

2n+4 _ 1, 8n
1< |pe] = < RSch" e

e entao
0 < log RS + h2n+4029 — h8n, Cog = log Cog

Mas a desigualdade acima é impossivel para h suficientemente grande
(Afirmagao 6.2.2). Esta contradicao finaliza a demonstracao do teorema.

OJ
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6.3 Consequéncias e Aplicacgoes

Apresentaremos agora alguns teoremas importantes que decorrem do Teo-

rema 6.2.1.

Teorema 6.3.1 Dados oy, -+, a, numeros algébricos, nao nulos, e
b ) n ) )

B, , Bn numeros algébricos tais que

ﬁllogal + - +ﬁnlogan 7£ 0
Entao pilogaq + -+ -+ B, log oy, € um numero transcendente.

Demonstragao
Basta-nos mostrar que para ntimeros algébricos aq, - - - , au,, Bo, B1, -+, Bn,
com o # 0, 1 < j < n, temos

Bo + Bilogay + - -+ + By logay, # 0

Procedendo por inducao vé-se que para n = 1 o resultado é valido. As-
suma entao a validade para n < m, onde m é um inteiro, mostraremos o
resultado para n = m.

Se log ay, - - -, log a,,, sao linearmente independentes sobre Q, o resultado
segue-se do Teorema 6.2.1. Assim, suponha que existem pq,- - - , p,,, NUMeros
racionais, com p, # 0 tais que

prlogag + -+ pmlogay, =0
Entretanto,
pr(Bo+ Brlogar + -+ Brlogan,) = pe(Bo+ frlogoy + - + By loga) —
- 67"(/01 logal +oee +pm10gam) =
= [y+Bilogag + -+ + 3, log ay,
onde 6(/) = prDo, ﬁ; - prﬁj - pjﬂr (1 <7< m) Dali,
pr(Bo+ Prlogay + -+ -+ B log au) = By + By log ag + - -+ 3], log i, (6.32)

Note que ), # 0 e 3. = 0, entdao por hipétese de indugao, o lado direito

de (6.32) é nao nulo e como p, # 0 segue-se que



CAPITULO 6. FORMA LINEAR EM LOGARITMOS 107

ﬁO_{'ﬂllOgal“'""{'ﬁmlogam%o

O

1

Teorema 6.3.2 e®a/' --- ol é transcendente para todos niimeros algébricos

Qp, - 705717507617"' 75717 nao nulos.

Demonstracgao

Se (i1 = ePalt - afr é algébrico, entdo

filogog + -+ frlogay, —log anyr = =B #0

Portanto, 4y logay + - - + B, log o, — log av, i1 é um nimero algébrico,
nao nulo, contrariando o Teorema 6.3.1.
O

Coroldrio 6.3.1 Se a € A — {0}, entdao m + loga € transcendente.

Demonstracao
Como « # e ™ entao 7 + loga # 0. Suponha que 7 + log a é algébrico.
Considere 3y = i(m + log ), a1 = «, f; = —i. Pelo Teorema 6.3.2, eﬁoalﬁl é

transcendente. Por outro lado,
eﬁoall — ei(w—i—loga)a—i — _1aia—i =_1

Segue-se o resultado.
OJ

Exemplo 6.3.1 Fazendo o = 1 no corolario acima, obtemos a transcendéncia
de 7.

Existe um teorema analogo ao Teorema 6.3.2 para caso 3y = 0.

Teorema 6.3.3 afl -o-abPn ¢ transcendente para todos niimeros algébricos
a1, Qp, diferentes de 0 ou 1, e todos numeros algébricos (v, -+ , B, com

1,061, , B, linearmente independentes sobre Q.
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Demonstracao
Para a prova, é suficiente mostrar que se aq, - -+ , ay,, (1, -, B, 820 algébricos

satisfazendo as hipdteses do teorema, entao

Brlogas + -+ + B,loga, #0

e a demonstracao sera feita por inducgao sobre n. Para n = 1 é trivial.
Suponha que o resultado é valido para n < m onde m é um inteiro positivo,
devemos mostrar a validade, para n = m. O resultado é conseqiiéncia ime-
diata do Teorema 5.2.1 se logay, - -+ ,log a,, sao linearmente independentes
sobre Q. Assim, podemos supor que existem racionais py, - - - , pp, € nimeros

f3; como na prova do Teorema 6.3.1, com 3y = & = 0.

Afirmacgao 6.3.1 3], -- ,ﬁA;, -, Bl sao linearmente independentes sobre

Q.

De fato, sejam ay, -+ ,a,,--- ,a,, nimeros racionais. Se

0 = af+ - +af+ - +ans,=
= al(prﬂl - plﬂr) + -+ arﬁqln +-+ am(prﬂm - pmﬁr) =
= prl@abr -+ B+ F ambn) = Belarpr + -+ epr + -+ + A pm)

Como 3, = 0e p, # 0 entdo ay = -~ = a, = -+ = a,, = 0, pois
b1, -+, Bm sao linearmente independentes sobre Q.

Basta proceder analogamente a demonstracao do Teorema 6.3.1.



Apeéendice A

Alguns Nimeros

Transcendentes

Ja se passaram mais de 150 anos desde que o primeiro exemplo de niimero
transcendente foi dado, durante esse periodo varios matematicos devotaram
algum tempo tentando mostrar que certos niimeros eram ou nao transcen-

dentes. (Todos os nimeros citados abaixo sao transcendentes).

1851 LIOUVILLE, ver [5], p. 11-13.
Numeros da forma Z %, ar € {0,---,9}, com infinitos a;’s ndao nulos.
k=0

1873 HERMITE, ver [5], p. 38.
e = 2,7182818284590452354 . .. a base dos logaritmos neperianos.
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1882 LINDEMANN, ver [5], p. 43.
m = 3,1415926535897932385 . . . a razao entre a circunferéncia e o diametro

de um circulo.

1929 GELFOND - SCHNEIDER.
o ™ = 23,140692632779269006 .. .. ver [5], p. 104-110.

e 2V2 = 2 6651441426902251887 . ... a constante de Gelfond-Schneider,
ver [5], p. 114.

1961 MAHLER, ver [5], p. 21-25.
0,1234567891011121314 ... a constante de Champernowne.

1983 LE LIONNALIS, ver [11], p. 46.
1
r (g) = 2,6789385347077476337 . ..

1984 CHUDNOVSKY, ver [6], p. 308.

1
o [ (Z) = 3,6256099082219083119. . ., conhecida como constante lemi-

niscata.

1
o[ <6) = 5,5663160017802352043 . . .

2003 SMITH - MARGOLIUS, ver [13].
1
(tan™! 5) -t = 0,14758361765043327417... a constante de Plouffe, mas

geralmente (tan"!(z)) - 7! € T, onde x € Q — {0, +1}.
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2003 SONDOW, ver em [16]

[e.e]

1
S = — =1,61111492580837673611..., onde a; = 1 e a, = n™1 ¢

a
n=1 "

uma seqiiéncia recorrente conhecida como exponencial fatorial.
2007 SONDOW - MARQUES, ver em [17]

JeVe = 1,85718386020...



Apeéendice B

Numeros Algébricos da Forma
™, TeT

Os proximos resultados sao devidos a J. Sondow e o autor e correspondem a
secao 2 do trabalho feito em [17]. Resultados semelhantes para as equagoes

Diofantinas 2% = y¥, ¥ = y* e y = 2% podem ser vistas no mesmo trabalho.

Notagao Ponha R* = {reR /z >0}, Qt = QNR", AT = AnR* e
T+t =TNR".

Usando o Teorema 4.2.1, estudamos solugoes algébricas e transcendentes

da equagao z”* = y.

Corolario B.0.2 Seja A > e™1/¢ = 0.69220... (resp., A € [eV¢, 1)) um
nimero algébrico. Se T > e ' =0.36787... (resp., T € (0,e7']) satisfaz
TT = A. Entdo T ¢é transcendente se, e somente se A # Q© para todo

QeQnlet, 00) (resp., Q € QN (0,e71]).

Demonstracao A prova segue-se do Teorema 4.2.1 e do fato que a funcao z*

é injetiva sobre os intervalos [e ™!, 00) e (0, e !].

Observagao B.0.1 Se T, Q € (0,1) estao em lados opostos do ponto e !,
entdo pode acontecer que T € T, Q € Q, e TT = A = Q°.
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Lema B.0.1 Se Q € Q — Z, entio Q© ¢ Q.

Demonstragao Suponha (a/b)¥* € Q, onde 0 # a € Z e b € N, com
mdc(a, b) = 1. Deduzimos que b'/* € N, portanto b = 1.

Coroldrio B.0.3 Dados A € [e7'/¢ 00) e T > 0 satisfazendo TT = A,
Suponha que

(i) Ac Q—{n":n €N}, ou
(i) A" € A —Q para todo n € N.

Entao T € transcendente.

Demonstragao (i) Lema B.0.1 implica A # QY para todo Q € Q*. O
resultado segue-se pelo Corolario B.0.2.
(ii) Assuma que T' € A. Como T7 = A € A, O Teorema 4.2.1 implica T' € Q,

digamos T" = m/n com m,n € N. Entao A" = T™ € Q, uma contradicao.
OJ

Exemplo B.0.2 Os nimeros 0.15351... = Ty < e™! < T} = 0.63626... e
T, = 1.55961 ... satisfazem

Th =T =3/4, Ty =2, Ty, T), T € T.
Exemplo B.0.3 Os nimeros 0.18461... = Ty < e ! < T} = 0.58872... ¢

T, = 1.68644 . .. satisfazem
T =1h =3 -1, TR =v2+41, To, Ty, Ty € T.

Proposicao B.0.1 Dados um polinémio nao constante P(x) € Alz] N R]x]
que assume um valor positivo, Ag € ANR e Qo, Q € Q, com AgQy # 0.

Entao o conjunto
{A | A= P(T)PM*+Q c o T eTn R}

¢ denso em um intervalo.
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Demonstracao Temos 0 < P(z) # 1 sobre algum resultado o < = < 3.

Sua imagem pela funcao
J(w) = Pyt

é um intervalo f([a, 8]) = [7,0] € RT. Evidentemente, existe A; € AT
tal que AKAT ¢ Q para todo n,k € Z com n # 0 (de fato, dependendo
do Ay, podemos tomar 4; = 1 ++v2 ou 4, = 1 + \/§) O conjunto
{A] v < A= Q1A < 0, Q € QF} é denso em [v,4], e todo ele-
mento A é igual a f(7T) para algum T = T(A) € («a,5). Mostramos
que T € T. se nao, entdo P(T) € A. ponha Q' = Ay - P(T)? + Q,
entdio A = P(T)?" € A. Como P(T) ¢ {0,1}, O Teorema 4.2.1 implica
Q' € Q, digamos Q' = a/b com a € Z e b € N. Escreva Qy = c¢/d,
onde ¢ € Z — {0} e d € N. Usando Ay # 0, Deduzimos que A¢A% =
(Q" — Q)™ € Q. Mas isso contradiz a escolha do A;. Portanto T € T.
OJ

Por fim deixarei uma questao que motivou todo o trabalho feito em [17].

Questao. Quais condigoes devemos impor sobre nimeros reais positivos
Rq, Ry para que tenhamos pelo menos um dos nimeros Rfig, R§1 transcen-
dente?
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