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Resumo

Nesie trabalho sdo investigados alguns fendmenos intrinsecos de Teorias de Cordas e
“lembranas utilizando-se resultados de Teorias de Gauge paralelamente ao estudo das
rropriedades de teorias de campos topoldgicas em vérias dimensdes. Membranas séo si-
=uladas por paredes de dominio em varias dimensdes, enquanto que a corda fundamental
pode ser vista como um tubo de fluxo magnético propagando-se no espago. Isto somente
e possivel devido a certas analogias existentes entre os sélitons da teoria de gauge e os

fsiuda-se, primeiramente, o surgimento de termos topoldgicos em membranas em

wiras &mensSes em teorias de campos abelianas e ndo-abelianas. O termo topolégico

s=-re o 2xion e o féton em D = 4, no caso abeliano. No caso ndo-abeliano, estuda-se uma
vers20 do termo O da QCD em dimensdes D > 4. Modelos deste tipo apresentam a cha-
=z-z smeiria de Peccei-Quinn, associada & resolu¢do do problema de ndo-conservagao

s==tria CP em QCD. Esta simetria, quando quebrada, pode originar estados solito-

2
2o ==t aveis que serdo identificados como as membranas da teoria. Neste caso parte-se

*= uma teoria escrita em D = 6 e, por redugoes dimensionais, chega-se em uma teoria em
D = 3. Em todos os casos, verifica-se o surgimento de membranas sobre as quais surgem
termos topoldgicos bastante conhecidos na literatura (Chern-Simons, B A F'). Um inte-
ressznie aspecto encontrado é que as constantes dos termos topolégicos sdo quantizadas
sutre as membranas.

Como uma aplicagdo do estudo anterior, trata-se de um mecanismo explicito de lo-
cziizacao de gravidade topoldgica em membranas. Obtem-se, partindo de uma teoria
n2o-abeliana em D = 5, um termo topoldgico efetivo sobre a membrana, termo este do
1p0 BA F quadridimensional. Este termo pode ser utilizado, se convenientemente para-

==crizado, para se descrever os graus de liberdade gravitacionais. De fato, a gravidade

[
—e
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pode ser descrita por uma teoria de gauge de Yang-Mills, onde as quantidades fundames-
tais da teoria sao denominadaé tetradas. Neste sentido, utilizamos uma parametrizagao
jé introduzida na literatura.

Utilizando campos tensoriais de Kalb-Ramond, construimos um termo topolégico
tipo Chern-Simons em D = 5 e mostramos que este tipo de interagdo gera massa para
o campo B,,. Isto foi feito com o intuito de se estudar geragdo de massa anisotrépica
para este campo na presenga de um condensado taquidnico. A intera¢do do condensado
com o campo tensorial se d4 através de um termo topolégico que generaliza para D = 6

a interacao andmala entre o axion e o féton. Apesar da teoria ser efetivamente escrita

I
I

3. observa-se que, devido & existéncia do condensado, o campo tensorial ainda
possmird modos de vibragdo em D = 6.

_ome gutra aplicagdo, estudamos mecanismos de localizacdo de campos de gauge em
membranas através de sistemas em teorias de campos que suportam defeitos topologicos
Zentro de defeitos. Sabe-se que o mecanismo mais apropriado, que ndao contem problemas
2= universalidade de carga, consiste em uma corda césmica (corda aberta), que carrega
S0 &= campo magnético confinado, na fase de Higgs, com uma ponta ligada a uma
<< 2= dominio (membrana), onde o fluxo magnético torna-se desconfinado, ou seja,
emira na fase coulombiana. Este modelo engloba somente um campo escalar real e um
= po escalar complexo, além de um campo vetorial de gauge. Pode-se mostrar que este

istema € estével pelo célculo do limite de Bogomolnyi. Estudamos sistemas contendo

")

== contetido maior de campos complexos. Em um caso mais simples, o acréscimo de
mas um campo escalar complexo pode resultar em um condensado sobre a membrana
s« pode gerar um tubo de fluxo no seu interior, dependendo do potencial que descreve
&= interacgoes neste sistema. Em outras palavras, o campo de gauge seria localizado na

m=xbrana de uma maneira diferente da discutida.
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Abstract

Ia this work some intrinsic phenomena of Theories of Strings and Membranes are inves-
nigated. We use results of Gauge Theories and the study of the properties of topological
Seld theories in several dimensions. Membranes are simulate by domain walls in several
dimensions, while the fundamental string it can be seen as a tube of magnetic flux pro-
pagating in the space. This is only possible due to certain existent analogies among the
solitons of the gauge theory and the fundamental objects of the theory of strings.

First, it is studied the appearance of topological terms in membranes in several di-
mensions in abelian and non-abelian field theories. The fundamental point for this study
is a generalization for higher dimensions of the anomalous interaction between the axion
and the photon in D = 4 (which is a topological term), in the abelian case. In the non-
abelian case, it is studied a version of the term 6 of QCD in dimensions D > 4. Models
of this type present the so called Peccei-Quinn symmetry, associated -to the resolution
ot the problem of non-conservation of the symmetry CP in QCD. This symmetry, when
Seoke= it can originate solitonic stable states that will be identified as the membranes
W o= thecrv. In this case we start from a theory written in D = 6 and, by dimensional
seZ.c-tions, we arrive in a theory in D = 3. In all these cases, well-known topological
tezmms (Chern-Simons, B A F) appear on the membranes which appear in the models. An
wmieresting aspect found it is that the constants of the topological terms are quantized
oo the membranes.

4= ar application of the previous study, we consider an explicit localization mechanism
' topological gravity in membranes. 'We obtain, starting from a non-abelian theory in
= = I an effective topological term on the membrane, which can be classified as B A F’

T

@¥pe This term can be used, if properly parametrized, in order to describe gravitational

gesress of freedom. In fact, the gravity can be described by a Yang-Mills gauge field

“seorv. where the fundamental quantities of the theory are denominated tetrads. In this

iv
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sense. we used a parametrization already introduced in the literature.

Using Kalb-Ramond tensorial fields (represented by B), we built a topological term
Chern-Simons-like in D = 5 and we showed that this interaction type generates mass for
:te feld B. This was made in order to study the anisotropic mass generation mechanism
“or this field in the presence of a tachvon condensates. The interaction of the condensate
with the tensorial field is obtained through a topological term that generalizes for D = 6
the anomalous interaction between the axion and the photon. In spite of the theory to
he indeed written in D = 5, it is observed that, due to the existence of the condensate,
1he tezsorial field will still possess vibrational modes in D = 6.

“s ==oiker application, we studied mechanisms of location of gauge fields in membra-
Ses ooz svstems in field theories that support topological defects inside of defects. It

& === that the more appropriate mechanism , which do not have charge universality

problems. consists of a cosmic string (open string), which carries confined magnetic field
Zux in the phase of Higgs, with a point tied up to a domain wall (membrane), where the
=aznetic flux becomes deconfined, or in other words, it enters in the Coulomb phase.
=== model includes only one real scalar field and one complex scalar field, besides one
vectorial gauge field. It can be shown that this system is stable by calculation of the
Bogomolnyi limit.

We studied systems involving a larger content of complex fields. In a simpler case,
the increment of one complex scalar field can result in a condensate on the membrane
that can generate a flow tube in its interior, depending on the potential that describes
t&+ interactions in this system. In other words, the gauge field would be located in the

memorane of a different way from the discussed one.
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Introducao

Defeitos Topolégicos sao objetos de intenso estudo em varias areas de fisica. Tais ob-
jetos pertencem a uma classe de solugoes especiais de equagoes diferenciais nao-lineares
e sao denominadas de "Solitons"[12]. Estas solugbes possuem caracteristicas bastante
interessantes do ponto de vista fisico: i) possuem energia finita e localizada em uma
pequena regido do espago; ii) s@o muito estaveis, nao mudando seu perfil com o passar
do tempo, mesmo sofrendo colisdes com outros objetos. Sao classificados também como
"quasi-particulas", isto é, objetos que surgem devido & coletividade de interagdes de um
ceterminado sistema fisico, com caracteres bastante similares aos das particulas fisicas

shecidas: possuem carga, massa, sao localizados, etc. A origem da grande estabilidade

A

-

~« s.itons estd no equilibrio preciso entre dispersao e auto-interacao dos campos que
.2es suportam. De maneira mais rigorosa, defeitos surgem em sistemas que, em geral
n80 é o caso dos instdntons), passam por transicoes de fase. O que acontece é que,
“adas as circunstancias, a variedade de pardmetro de ordem da teoria passa a possuir
uma topologia nao-trivial, isto é, o espago de pardmetros torna-se desconexo, no que con-
corre para a formacao de objetos que nao podem ser deformados para a situagao trivial,
zo sentido de se eliminar as regides desconexas sem altos (na verdade, infinitos) custos
enérgeticos.
Em Matéria Condensada, especificamente, em Fisica do Estado Sélido, pesquisas sdo
#=1tas no intuito de se entender e classificar as caracteristicas de materiais metélicos,

mzteriais magnéticos, cristais liquidos, superfluidos, etc. Descobriu-se que os defeitos

UECIBUIBSE
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topologicos que surgem nestes sistemas fornecem importantes informagdes a respeito do
comportamento microscoépico e macroscopico destes materiais. Por exemplo, a magneti-
zacdo de um determinado material estd associada ao surgimento de paredes de dominio
no interior do mesmo.

Por outro lado, ainda na area de Matéria Condensada, pode-se fazer pesquisas de
contexto cosmolégico utilizando-se certas propriedades do He® e de certos materiais su-
percondutores (1], que produzem analogias bastante concretas entre os fendmenos cos-
molégicos e o fenémeno de, por exemplo, supefluidez do He2, que ocorre em baixas
temperaturas. Em suma, o He® — A e alguns supercondutores de altas energias (entenda-
se aqui que estas altas energias ainda referem-se a temperaturas muito baixas) possuem
excitagdes coletivas relativisticas (quasi-particulas) fermiénicas. A interagdo destes fér-
mions relativisticos com os modos bosoénicos coletivos do material é descrita por uma
teoria de campos, o que fornece uma conex&o bastante razodvel com fisica de particulas.
Muitos fenomenos em fisica de altas energias e em cosmologia podem, entdo, ser simu-
lados na fase superfluida do He® e em materiais supercondutores. Isto inclui anomalia
w2 polarizacdo do vacuo, bariogénese, instabilidade do vacuo, radiagdo de Hawking,
-

1fas a grande 4rea de estudos aplicados de defeitos topologicos é a Cosmologia [2]. De
“ato, acredita-se que ocorreram diversas transi¢oes de fase em uma determinada época
== crescimento do universo, transi¢oes estas que possivelmente deram origem a toda uma
suma de defeitos topologicos que hoje, se observados, seriam espécies de fosseis enter-
=== verdadeiros vestigios, desta era inicial do universo. A confirmagao da existéncia
test2s objetos poderia, em principio, nos trazer diretas confirmagoes a respeito da his-
2-ma térmica do universo, da geragdo e entendimento de alguns fenémenos astrofisicos e
w2 informacoes sobre fisica de particulas. Dentro da classe de objetos que poderiam

%er surgido na época das transigoes estdo as paredes de dominio, monopélos magnéticos

e
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e cordas césmicas. Dentre estes, os dois primeiros, se surgissem em grande quantidade,
produziriam perturbagoes tais que nao gerariam a homogeneidade observada hoje. Neste
sentido, seu surgimento seria desastroso para a evolucdo do Universo em larga escala. o
Gnico defeito que produziria caracteristicas benéficas seria a corda césmica, um defeito
filamentoso que produziria as flutuagdes de densidade necesziriac para a formagle 4o que
hoje conhecemos como galdxias. Além do mais, cordas césmicas podem introduzir per-
turbagoes mensuraveis nos padroes de radiagao césmica de fundo. Embora este assunto
seja um tanto antigo, ainda hoje discute-se o papel destes objetos em variados fenémenos.
Por exemplo, descobriu-se que em certas condigoes, uma parede de dominio pode conter
estados ligados de férmions, estados estes que vivem ao longo da parede. Neste caso, os
spins fermidnicos podem alinhar-se perpendicularmente & parede dando-lhe uma carac-
teristica ferromagnética. Como consequéncia, a parede de dominio torna-se fonte de um
eampo magnético, sendo entao cogitada como agente formador dos campos eletromagné-
ticos primordiais do universo, ja que ela surge na época das transigoes de fase. A parede
de dominio também é peca fundamental em mecanismos que tentam explicar a origem
a assimetria existente entre barions e antibarions [3]. Propde-se que, utilizando-se uma
teoria que descreve a QCD, as paredes adquirem cargas baridnicas positivas e negativas,
erquanto que a assimetria observada seria devida a um valor ndo nulo do angulo © em
temperaturas proximas & temperatura da transicao de fase quiral da QCD.

Nos tltimos anos surgiu uma nova area de aplicagoes e estudos de defeitos topol6-
¢ as famosas teorias de cordas e membranas. A teoria de cordas é a candidata &
S== de grande unificacdo mais consistente matematicamente: é renormalizivel em to-
“as == ordens da expansao perturbativa; o graviton é um estado essencial do espectro
Za 1eamiz. ou seja, a teoria contem em si a gravitacdo como uma teoria de baixas ener-
=== zao contem paradmetros livres ajustaveis, etc. Em suma, a teoria trata de objetos

= wmoscopicos que contem uma dimensao espacial apenas: as cordas. Estas podem ser



Sechzdzs ou abertas, com pontas livres. Para um observador de baixas energias, as cordas
confundem-se com as particulas usuais conhecidas. Seu tamanho caracteristico é da or-
dem de 107%¢em e seu estado de vibragdo define sua energia, fornecendo uma ampla gama
2= =stados massivos e nao-massivos de particulas. Uma caracteristica importante desta
wecria € que cla scuicnte & consistiiie em: 7Y = 10 (supercordas) No entanto, as cordas
=20 s80 os Unicos objetos dindmicos da teoria. Sabe-se que as cordas abertas violam a
«wnservacdo de energia-momento através de suas pontas, tornando a teoria inconsistente
& nzo ser que se considere que suas pontas estejam presas a uma hipersuperficie extensa
¢ dindmica com a qual elas possam trocar energia e momento: estas hipersuperficies sdo
sw=cminadas membranas. De maneira essencial, a teoria de cordas pode ser definida
=~ -perturbativanente em termos de teorias de gauge. De fato, as formulacoes de gauge
.= teoria apresentam indicios de solugoes que realmente representam cordas fundamen-
tzis. Entretanto, ndo se sabe como extrair os corretos graus de liberdade fundamentais
das cordas, de modo a se obter as teorias de baixas energias conhecidas. Neste sentido,
s faz importante simular fenémenos intrinsecos a teoria de cordas utilizando-se argu-
=eutos provindos de teorias de gauge. Certas analogias, entdo, podem ser feitas entre
w soliténs que surgem em teorias de gauge e os objetos fundamentais das teorias de
sordas. Uma membrana pode ser simulada por uma parede de dominio: ambos estes
abietos sdo extensos e dindmicos, além de serem caracterizados como solugoes BPS das
seorizs que lhes descrevem. A aniquiligdo de pares de sélitons-antisélitons, por exemplo,

== produzir defeitos de caracteristicas diferentes do original. No caso da aniquilagdo
% saredes de dominio instaveis, sdo produzidos como subprodutos, excitagoes de cordas
Senmdas ("glueballs"). Sélitons que localizam campos de gauge ndo-massivos implicam
suscemzticamente em tubos de fluxo (cordas abertas) com terminagdo nestes defeitos [4].
% 2e=:a linha de pesquisa que se baseia este trabalho de tese: estuda-se por meio des-

ww= 2zalogias algumas caracteristicas de teorias de campos topolégicas que podem ser



splicadas em teorias de cordas e membranas.

No capitulo 1 serd feita uma pequena revisdo a respeito de quebra espontanea de
stmetrias, estudando modelos com uma simetria discreta, uma simetria continua glo-
bal e uma simetria continua local, dando-se respaldo &s suas principais caracteristicas e

iforengas. Os tipog Ae defoitns topelégicos aqui estudados surgem em situages onde
ocorrem transicoes de fase. O estudo destes mecanismos é importante porqué, depen-
dendo do nimero de graus de liberdade carregados pelo campo de Higgs, fornecem uma
maneira de identificar o tipo de defeito que a teoria pode suportar. Na segunda parte
dzste capitulo, serdo estudados dois tipos de defeitos topolégicos: a parede de domfnio
¢ o vortice (corda cosmica em um contexto cosmolégico). Discute-se suas caracteristicas
« introduz-se nogoes de grupos de Homotopia, ferramentas matemaéticas utilizadas na
ziassificagdo de defeitos.

No capitulo 2 modelos de teorias de campos topolégicas sao descritos. Sao revisados
os modelos de Chern-Simons e modelos B A F' em suas versoes abeliana e ndo-abeliana.
Destaca-se 0 mecanismo de geracdo de massa devido a sistemas deste tipo juntamente
som caracteisticas curiosas, apresentadas por cada modelo em especial, relacionadas com
suas simetrias de gauge. Em um segundo momento do capitulo, comenta-se sobre a
abordagem de gauge da gravitagdo em termos de teorias de Yang-Mills. O formalismo
de tetradas é introduzido seguido de uma revisdo de teorias topolégicas da gravidade.
Neste estdgio, mostra-se como se parametriza corretamente os campos de gauge de uma
reoria topolégica nao-abeliana para se obter a agdo de Einstein-Hilbert em um modelo
iridimensional (Chern-Simons) e, também, em um modelo quadridimensional (B A F).

O capitulo 3 trata da obtengdo de termos topolégicos em paredes de dominio (mefn-
tranas) em varias dimensdes espago-temporais. A partir de D = 6 sdo feitas redugdes
#—=ensionais na teoria construindo-se sobre a parede de dominio termos topolégicos em

Searias abelianas e ndo-abelianas. As paredes de dominio surgem devido a um mecanismo



de quebra da simetria de Peccei-Quinn apresentada pelo modelo. Discute-se também as-
pectos tais como quantizacdo da massa topoldgica, etc.

No capitulo 4 estuda-se um mecanismo de localizacdo de gravidade topolégica em
uma membrana. O mecanismo descreve explicitamente como, a partir de uma teoria em
D = 5, nbtem-se um term2 topolégice nio-abeliano do tipo B A F ofotivg, cm D =1
Este termo é, entdo, utilizado para se descrever os graus de liberdade gravitacionais que
se propagam na membrana. De fato, mostra-se que a dindmica destes modos é descrita
pela acdo de Einstein-Hilbert usual. O termo de interacdo utilizado em D = 5 é uma
generalizacdo do termo © da QCD e a membrana é simulada por uma hipersuperficie
soliténica com trés dimensoes espaciais.

No capitulo 5 estuda-se um mecanismo de geracdo de massa topolégica em uma teoria
abeliana em D = 5 utilizando-se um termo topolégico tipo Chern-Simons que é escrito
somente com o campo tensorial antissimétrico de Kalb-Ramond. Neste caso o campo
tensorial B, ganha massa devido a este tipo de interacado especial. Embora este capitulo
seja um tanto desconexo dos primeiros, uma pequena ligacao é feita quando se estuda
geracdo de massa topoldgica anisotrépica para o campo de Kalb-Ramond na presenca de
condensacdo de taquions. O termo topolégico utilizado é uma generalizacdo para D = 6
do termo de acoplamento anémalo entre o dxion e o féton em D = 4.

Finalmente, no capitulo 6, sdo discutidos mecanismos de localizagdo de campos de
gauge em membranas utilizando-se analogias entre os objetos fisicos de teorias de cordas
(cordas e membranas) e os objetos extensos de teorias de gauge (paredes de dominio em
varias dimensdes e cordas césmicas). Paralelamente, discute-se o surgimento de defeitos
topoldgicos dentro de outros defeitos, dando-se énfase a questoes de estabilidade destes
sistemas com a busca da equagoes de Bogomolnyi.

Por tltimo sdo feitos comentarios finais, listando-se as conclusdes dos trabalhos de

mareira especifica e discutindo-se perspectivas futuras de pesquisa e complementos dos
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Capitulo 1

Quebra de Simetria e Defeitos

1.1 Introducao

Srande parte dos defeitos topolégicos surgem durante transigoes de fase, tanto em maté-
riz condensada como em teoria de campos. Em teorias de campos, as transigdes de fase
sz0 implementadas por meio de mecanismos de quebra de simetrias. Estes mecanismos
s20 governados por uma quantidade chamada "parametro de ordem"que, basicamente,
¢ 2 quantidade que melhor descreve as transformacoes de simetria de um dado sistema
Zsico. Por exemplo, em um material magnético, a quantidade fundamental para se des-
crever suas caracteristicas (basicamente, o tipo de simetria obedecida pelo material) é
sza magnetizacdo M. A magnetizagdo € um campo que informa a diregdo local média
2= spins (o vetor magnetizagdo) microscopicos do material magnético. O importante
¢ que, para uma dada temperatura, a magnetizacdo do material pode desaparecer de-
i ao fato dos spins estarem aleatoriamente dispostos nas vérias dire¢oes do material:
& média acumulada seria, entdo, nula. Isto significa que o material magnético possui
==z simetria de rotagdo interna, isto é, nao existem direcOes preferenciais no interior do
wmaserial . Supondo agora que a temperatura diminui, o que acontecerd com o material

wmasnéticn? O que se processa € que as diregdes dos spins comegardo a mudar, com

il



% zumas partes do material procurando alinhar-se segundo uma diregdo comum. Para
xmz dada temperatura critica, estas regides congelam-se formando dominios com spins

| a.:inhados na mesma diregao. Estes dominios, que sao os estados fundamentais do sistema

=0 processo de transi¢do, surgem separados por paredes que ndo possuem alinhamento
especifico numa dada diregao. Sdo estas regides de separagao entre diferentes dominios
aue definem o defeito topolégico que surge neste sistema (no caso, paredes de dominio).

De maneira bastante simples, um defeito topolégico pode ser pensado como regides de
falso vacuo imersas em regioes de vacuo verdadeiro, resquicios da situagao de fase simé-
irica embebidos na fase ndo-simétrica. Sua estabilidade estd ligada ao fato da variedade
&e vacuo da teoria possuir uma topologia nao trivial. Isto significa, intuitivamente, que a
sariedade contem em si regides que nao podem ser atingidas pelo sistema fisico (regices
se falso vacuo, desconexas) simplesmente porque ndo sio regides energeticamente favo-
aveis ao sistema: sdao verdadeiros buracos no espaco de pardmetros. Para se mostrar de
pmaneira bastante simples se determinada variedade é trivial (sem buracos, conexa) ou
, toma-se uma curva fechada f que engloba a provavel regido desconexa:-e tenta-se
formar esta curva fechada até transforma-la em um ponto. Se isto for possivel, en-
> a variedade é conexa, livre de buracos. Caso contrario, a variedade é denominada
sconexa, contendo buracos.

A classificagdo rigorosa da topologia de variedades é feita por meio de Grupos de
cmotopia que, em suma, sdo conjuntos de curvas topologicamente equivalentes (que
fnem classes homotdpicas) munidos de estrutura de grupo segundo uma regra de com-
sicao previamente definida.

Neste capitulo serdo discutidos mecanismos de quebra espontanea de simetria visando

soduzir as diferencgas principais entre os modelos com o intuito de tratar do surgimento

—_——

2 zuns defeitos topologicos, mais especificamente, paredes de dominio e vortices.
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1.2 Quebra Espontinea de Simetria

Os objetos topoldgicos aqui estudados surgem em situagoes de transicao de fase, onde
podem acontecer "drasticas"mudangas no tipo de simetria obedecido por determinado
sistema fisico. O estudo de mecanismos de quebra espontanea de simetrias ¢ importante
neste trabalho porqué tais mecanismos, dependendo da complexidade de uma determi-
nada teoria, definem a estrutura topolégica da variedade de vacuo (o espago de pardme-
tros) da referida teoria de campos. Com base neste fato, pode-se fazer uma classificagao
bastante concisa dos defeitos topoldgicos que surgem nos varios tipos de modelos.

A idéia da quebra espontanea de simetria surgiu por volta de 1960, quando Nambu
[5] e Goldstone [6] perceberam a importancia deste fendmeno em fisica. Em 1964 Higgs
[7] mostrou que, como consequéncia da quebra espontanea de simetria, este fenémeno em
teorias de gauge é bastante vantajoso, diferentemente do caso de teorias que nao apresen-
tam simetria de gauge. Weinberg (8] e Salam [9], a partir do trabalhol de Glashow [10],
utilizaram a idéia de Higgs em uma teoria com um grupo de simetria do tipo SU(2)xU(1)
e descreveram de maneira bastante satisfatoria o surgimento das interagGes fraca e eletro-
magnética a partir de uma situagdo onde aparentemente estas interagoes estao unificadas,
sob o "ponto de vista'"daquele grupo de simetria. Uma importante caracteristica apre-
sentada por este mecanismo é o fato dele preservar a renormalizabilidade das teorias em
jogo, como foi demonstrado por 't Hooft [11] em 1971. Além do mais, o mecanismo de
quebra espontanea de simetria pode estar associado com a geragdo de massa para campos
vetoriais nao-massivos. Por exemplo, na teoria da supercondutividade o mecanismo de
quebra de simetria ocorre em temperaturas extremamente baixas produzindo o conhe-
cido "efeito Meissner", o qual se refere & expulsdao de linhas de campos magnéticos do
interior de um material supercondutor. No entanto, o campo magnético penetra somente
até determinada distancia do meio supercondutor, sendo um campo de curto alcance, ou

seja. um campo constituido de fatons massivos.
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O mecanismo de quebra espontdnea de simetria estd ligado ao fato de uma teoria
ser invariante por um determinado grupo de transformacdes de simetria sem que, no
entanto, o vicuo desta teoria seja invariante por estas transformacgoes. Quando este
fendmeno ocorre em uma teoria que é invariante por transformagoes de simetria continuas,
surgem boésons escalares sem massa, denominados bésons de Goldstone. No caso da teoria
apresentar simetria continua local, os bésons de Goldstone podem ser eliminados através
de redefini¢des dos campos de gauge, sendo por estes absorvidos na forma de componentes
longitudinais: a eliminagdo dos bésons de Goldstone tem como consequéncia, portanto,
a geracao de massa para os campos de gauge.

Nesta secao serao discutidos de maneira genérica alguns casos simples onde pode-se
implementar o mecanismo de quebra espontinea de simetria fazendo-se a alusdo neces-

séria a algumas caracteristicas acima citadas.

1.3 Campos Escalares Reais e a Simetria 7,

O modelo mais simples para se iniciar estudos de quebra espontdnea de simetria é uma
teoria de campos escalares reais. Considera-se que esta teoria é descrita pela lagrangeana
dada por:

L= 30,68~ V() (11)

O termo de potencial é dado por:

V(g) = X8 ~ )’ 1.2)

2
Nesta tltima equagdo, A é uma constante de acoplamento e a® = — 47 sendo p uma
constante que pode ser interpretada como a massa do campo ¢. B facil ver que este

modelo é invariante sob a transformagdo ¢ — —¢ que é conhecida como transformagao
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S¢ emetnz Z- discreta. O potencial V(@) modela a transigdo de fase neste sistema e a
wesequente quebra desta simetria. De fato, para p? > 0 o estado de energia minima do
setencial. ou seja, dg, é nulo. Neste caso ndo ocorre a quebra de simetria e u? é a massa
2o campo escalar. Agora se u? < 0, entdo p é imaginario, isto €, a teoria contem téquions.
~are se evitar este "problema", interpreta-se este fato como se a teoria estivesse sendo
asalisada sobre o vacuo incorreto. Neste caso, o estado fundamental (o vacuo correto) do

w=ema serd obtido por andlise de maximos e minimos do potencial de interagdo desta

S$eoria;

ov
55:2%@?—&m=0 (1.3)

Assim, observa-se que o potencial possui dois minimos, ¢ = +a, e um méaximo local

«= 0 = 0. Normalmente requisita-se que o valor esperado de vicuo do campo escalar

=2iz nulo. No entanto, neste modelo ndo é o que acontece pois

o =< 0|¢|0 >= a. (1.4)

Isto informa claramente que o surgimento de tdquions no modelo fornece um vicuo
Ssico incorreto. Para se corrigir esta inconsisténcia faz-se uma simples redefinicao do

zampo ¢ da seguinte maneira:

b=¢—a (L.5)

Desta maneira obtem-se agora um novo valor de vicuo para a teoria em termos do

2040 €ampo ¢
<0|¢|0>=0 (1.6)
No eztanto redefnir o campo ¢ da maneira citada acima significa assumir que o
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sistema decai para a regido de energia minima do potencial (o vicuo correto) ou, em
outras palavras, o sistema sofre uma transigao de fase. Isto pode ser visto reeescrevendo-
se a teoria em termos do novo campo 5 Pode-se ver que a simetria ¢ — —¢ nao é mais
obedecida por conta do surgimento de termos impares na nova lagrangeana. O termo de

potencial V(¢) fica escrito como:

TV e . o s
V(¢) = §A2[(¢ +a)?-ad’P = 5)\2(#1 + 2X%ad® + 2X%a%¢? (1.7)
Desta 1ltima expressao pode-se ver que 0 novo campo escalar 5 apresenta uma massa

positiva m? = 2X%a2.

1.4 Campos Escalares Complexos e a Simetria U(1)

Global

Considera-se agora um modelo contendo campos escalares complexos. A densidade la-

grangeana para este caso € escrita como:

L= 8,306 — V(I¢) (L8)

O potencial V(|¢|) é uma fungdo polinomial em |@|> = (¢#). Escolhe-se a forma de

V(|#|) como sendo da seguinte maneira:

V(1gl) = SN 47 ~ )2 (19

Nesta expressdo A é uma constante real e a é definido como no caso do campo escalar

real. A lagrangeana deste sistema pode, entao ser escrita de forma completa:

L=8,30%— :,:;-,\2(|¢|2 — a?)? (1.10)
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Nota-se que esta teoria é invariante sob a transformacdo de gauge global ¢ — ¢ =
e*¢, onde A é uma constante arbitréaria (daf a denominacdo transformagao global). Este
tipo transformagdo pertence ao grupo de simetria denomidado U(1) (grupo de transfor-
magOes unitarias), grupo este que é isomorfo ao grupo de rotagdo no plano O(2). O
estado fundamental da teoria é obtido, como antes, analisando-se os maximos e minimos

do potencial:

oV o 2\ _ \2(TANT N_z—
55 = V(06— a?) = @95 + 43 (1.11)

Quando, entdo, #? > 0, o minimo do potencial ocorre para ¢ = ¢ = 0, ndo havendo
quebra espontinea de simetria. No entanto, tadquions surgirdo na teoria se p? < 0,
tornando o vacuo instavel. Neste caso o potencial apresenta um méaximo local para ¢ =0
e minimo para |¢| = a. Portanto, o estado de mais baixa energia (vacuo) é infinitamente
degenerado por se tratar de um circulo S; no plano complexo (o espago‘ de parametros da
teoria). Neste caso, ao se analisar a fisica do sistema nas vizinhangas de um dos possiveis
estados de vicuo, por exemplo, para o estado onde ¢ = a e A = 0 nota-se que a simetria

U(1) é quebrada espontaneamente. De fato, escrevendo-se o campo ¢ como

@ +1x
=a-+ 3 1.12
s=a+ L2 (112
com g = 0 e xg = 0 entdo, substituindo-se esta expressdao na lagrangeana do sistema,
cbtem-se:
1 1 A%
L= 5(8¢)* +5(0x)* - 2X%a"" - V2Xap(p® — X°) = (0" = )’ (1.13)

Conclui-se, entdo, que o campo ¢ adquire massa dada por m, = 4A\%a?; o campo x

»&c adcuirin massa e €, portanto, o béson de Goldstone. Nota-se também que a nova
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densidade lagrangeana ndo é mais invariante sob a transformacdo de gauge U(1) global.
Confirma-se entdao que, quando uma simetria continua for quebrada espontaneamente,
surgem bésons escalares sem massa na teoria. Este é, em suma, o contetido do teorema

de Goldstone [6].

1.5 O Mecanismo de Higgs e a Simetria U(1) Local

O mecanismo de Higgs é um processo que gera espontaneamente massa para campos de
gauge. Neste exemplo que se segue, serd analisada uma teoria de campos abeliana para
se ilustrar este fendmeno. Considera-se a seguinte densidade lagrangeana que descreve o

acoplamento minimo de um campo escalar complexo ¢ a um campo de gauge A,:

L=~ FuF* + DD ~ 136 — A39)° (1.14)

Nesta lagrangeana D, = 0, +ieA, é a derivada covariante usual e F,, = 8,4, -0, A,
é o tensor intensidade de campo eletromagnético. Nota-se que esta densidade lagrangeana
é invariante pelo seguinte conjunto de transformagoes que definem a transformagdo U(1)

de gauge local (o pardmetro A depende agora depende das coordenadas do espago-tempo):

¢ — & =t (1.15)
¢ — @ =e g (1.16)
1
Ay — A=A, — EB,LA(m) (1.17)

Considerando apenas o caso referente a situagao de quebra de simetria, isto é, quando
4> 0e p? < 0 entdo, conforme j4 mostrado, o vacuo da teoria é infinitamente degenerado
peio fato de ser um circulo no plano complexo. Procedendo da mesma maneira que no

caso de simetria U(1) global, estuda-se o comportamento desta teoria na vizinhanca de
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um estado fundamental especifico definido por, por exemplo:

_ /‘".U
(,bo——-CL 9\ (1.18)

i %[a-!—(p L4 (1.19)

A densidade lagrangeana da teoria é assim reescrita:

2 2

1 1 1
L=—2F,F*+ —A A+ () + 5

2(8#x)2 — 4X\%% —ead,0"x + ... (1.20)

O segundo termo desta tltima expressao é proporcional a Ai que é interpretado como
um termo de massa para o campo de gauge A,. O campo escalar ¢ também é massivo.
porém o campo x nao adquiriu massa. No entanto, este campo pode ser eliminado da

teoria pela seguinte redefinicdo do campo de gauge:

1
Bﬂ, = Aﬂ = aapx (1.21)

Nota-se, portanto, que:

2 2 1 2 2 2a2
—A AH + ( 0,x)% — 402 — ead,O*x = —[A ——8,1 B = TB#B“ (1.22)

O tensor intensidade de campo para o novo campo de gauge é escrito como M, =
OuB, — 0,B,. A densidade lagrangeana da teoria reescrita apés a transigdo de fase, com

o campo de Goldstone x eliminado, é:

e22

1
L= ——MWM#" + —2—3 B* + 2(8“(;3)2 —4X%0% 4 ... (1.23)
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Esta teoria possui ainda uma caracteristica interessante. Ela estd relacionada com o
nimero de graus de liberdade em jogo no processo. Nota-se que iniciou-se o tratamento
com um campo complexo ¢, que possui dois graus de liberdade, e com um campo de gauge
A,, também com dois graus de liberdade (dois modos independentes de polarizagdo),
totalizando quatro graus de liberdade. Ap6s a quebra espontinea, obteve-se um campo
escalar real ¢ com um grau de liberdade e um campo de gauge B, massivo, com trés
graus de liberdade. O nimero de graus de liberdade é, entdo, preservado. Portanto,
conclui-se que o fendmeno de quebra espontanea de simetria em uma teoria de gauge
abeliana que possui um simetria local U(1) resulta em um béson de Goldstone nao-fisico

(absorvido pelo campo de gauge) e um boéson vetorial massivo.

1.6 Paredes de Dominio

A parede de dominio, um objeto topolégico muito simples, surge quando se estuda kinks
[12], que sdo solitons em (1 + 1) dimensdes. Para o caso onde o potencial que modela a

transicio de fase é do tipo A¢? a agdo é assim escrita:

e f Pz (%6#¢8"¢ e a2)2) (1.24)

O termo de potencial é positivo e tem minimos degenerados em ¢* = a2; A é um
parametro com dimensdo de energia e a é adimensional. Além do mais, considera-se A e
a como quantidades reais e positivas. A a¢do acima apresenta a simetria ¢ — —¢ que é
denominada simetria discreta Z,. Vamos supor agora que, na situagdo-de quebra desta
simetria, numa dada regidao do espago o campo ¢ tem o valor de vacuo ¢ = +a e que,
em outra regido, ele assume o valor de vacuo ¢ = —a. O que acontece com os valores do
campo ¢ nas regides do espago entre os vicuos da teoria? Para melhor visualizar os fatos

sonsidere a densidade de energia da configuragdo estatica (independente do tempo) do
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34

ma, acima:

[4¢)

H= (%)2 +V (9) (1.25)

O fato é que nesta regido de transicdo o campo ¢ ndo serd constante. Isto significa
que a "energia cinética" (%)2 > 0eV (¢) > 0. Portanto, a densidade de energia é maior
que zero na regiao de transicdo. Conclui-se, entdo, que deve-se esperar a existéncia de
um objeto que possui energia positivo-definida como uma solu¢do para as equagoes de
movimento oriundas de (1.24). De maneira mais rigorosa, a energia do sistema para uma

configuracao estatica é:

i TR

Esta energia pode ser escrita da seguinte maneira:

Al dz dz

oo 2
E=/+ E (i‘?i 2V(¢)) T 2V(¢)d—¢} di (1.27)

Como o sistema sofre uma transigdo de fase entdo é natural que este procure atingir
uma situacao de energia minima. Neste caso, o primeiro termo desta integral ndo pode

ser negativo o que faz com que a condi¢gdo de minimo de energia seja dada por

E= ;/m [\/m%} da (1.28)

-0

contanto que

ggi +4/2V (¢) =0 (1.29)

Substituindo-se V (¢) = $ A% (¢* — %) obtem-se que:
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d
EgiA(ﬁ-ﬂf)=o (1.30)

Integrando-se esta dltima equagdo obtem-se:

¢+(z) = atanh Aa(z + z¢) (1.31)

A solugdo com sinal positivo é chamada de kink, enquanto que a de sinal negativo é

denominada antikink. A energia minima, de acordo com (1.28), sera dada por:

E = :;:L:o {)\(qﬁz - az)%] dz = (1.32)
#(-+00)
E=% [ - adp (139
$(—00)

Resolvendo esta integral obtem-se:

4
E=§M3 (1.34)

Esta energia é realmente uma quantidade finita, tanto para o kink quanto para o
antikink. E importante notar que, quando z — oo, ¢.(¢_) — £a que sdo os zeros
de V(¢). Estes objetos tem relevancia fisica pelo fato de apresentarem densidade de
energia localizada em uma regido finita do espaco, isto é, ¢+(z) afasta-se da configuragéo
do estado fundamental (¢ = =a, energia zero) somente em uma pequena regido do
espago em torno da origem. Além do mais, embora estas solugdes sejam estéveis, podem
movimentar-se com qu-alquer velocidade menor que a unidade (a velocidade da luz) devido
ao fato de que a equagdo de movimento é invariante de Lorentz. Isto significa que pode-
se aplicar um boost de Lorentz para se obter solugdes com velocidades diferentes de

zero. A parede de dominio é um defeito topologico que surge em (3 + 1) dimensdes.

=1z também é consequécia de um quebra de simetria discreta: a parede de dominio é
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e kink bidimensional imerso no espago-tempo quadridimensional; apresentam nao mais
snergia finita mas sim energia por unidade de area finita. Para se estudar a caracteristica
ropolégica deste sistema utiliza-se o tensor de Levi-Civita que é, na verdade , um pseudo-
zensor totalmente antissimétrico. No caso em que os objetos sdo kinks, isto é, a dimensao

[1+1), tem-se que ¢*¥ & definido de tal maneira que € = —c® e ¢® = ¢!l = 0. A
nota-se que pode-se construir uma corrente utilizando-se este simbolo, corrente esta que
¢ conservada de maneira trivial, ou seja, esta corrente ndo é uma corrente de Noether.

Ela é assim escrita:

JE = 8,0 (1.35)

Esta corrente obedece a 0,J7 = 0, o que implica na existéncia de uma carga Q7 dada

por

Qr = /m dzJo = ¢(+00) — $(—00), (1.36)

-00
que é conservada, isto é
dQr

Esta carga somente depende das propriedades assintéticas do campo ¢ e s6 assumird
valores diferentes de zero se ¢(+00) # ¢(—o0). Esta carga é chamada carga topologica
Q7. Para casos onde as solugoes das equagbes do movimento sdo constantes a carga Qr
é nula, pois obtem-se que ¢(+00) = ¢$(—00). No caso dos kinks a carga topologica é
diferente de zero justamente pelo comportamento do campo ¢ no infinito. Isto significa
que a topologia do espago interno associado ao campo ¢ (o espago do parametro de ordem
da teoria, o vacuo) é ndo-trivial. De fato, o vacuo é composto apenas por Idois pontos

desconexos.0O grupo de homotopia associado a este espago é mo(Z2/1) é ndo-trivial.
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1.7 Vortices e Cordas Cosmicas

O estudo de vortices (cordas cosmicas) tem grande importancia nas areas de matéria
condensada, fisica de particulas e, nos ultimos tempos, teorias de cordas. Tais obje-
tos sdo solugdes localizadas, estudadas por Abrikosov [13], da teoria macroscopica da
supercondutividade de Ginzburg-Landau na presenca de um campo magnético externo.
Consistem em objetos estaveis e filamentosos que penetram o fluido supercondutor, onde
o fluxo magnético fica concentrado. Sua existéncia experimental tem se confirmado com
SuCesso.

Em fisica de particulas este tipo de solugéo foi encontrada primeiramente por Nielsen
e Olensen em um modelo de Higgs abeliano [14]. O modelo de Higgs abeliano é uma
extensdo relativistica da teoria de Ginzburg-Landau da supercondutividade. Os voértices
sao caracterizados por uma densidade de energia localizada, uma correspondente massa
finita e uma carga topologica. |

Para se estudar de uma maneira bastante simples solugdes de vortices pode-se partir
de uma simples generalizagdo do modelo de kinks ja descrito. Considera-se entdo uma

configuracao de um campo escalar complexo ¢ descrito pela seguinte lagrangeana:

L=V, V"~ V(9) (138)

O potencial V' (¢) modela uma transi¢do de fase:

V(8) = gA(9P — @) (1.59)

O véacuo da teoria é degenerado como no caso do kink, mas com o detalhe de que
o minimo da energia potencial é agora um circulo (vacuo infinitamente degenerado) no
espaco do parametro de ordem da teoria (o campo ¢), isto &, ¢ = ae**. Pode-se notar que,

#= 0 campo ¢ estd no estado ¢ = —a em uma regido e, em outra regido, estd no estado
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de vdcuo ¢ = +a ndo pode-se concluir de imediato que existem paredes de dominio neste
modelo, entre os vacuos especificados. A razdo para esta afirmacdo estd no simples fato
de que pode-se mudar continuamente o campo ¢ do estado ¢ = —a para o estado ¢ = +a
através de uma rotagdo no plano complexo, continuando o sistema ainda no estado de
energia minima do potencial, o que definitivamente exclui a hipétese de existéncia de
paredes de dominio. No entanto, pode-se ver que, dentro de certas condigoes, é possivel
"aprisionar"o campo ¢ distante do minimo do potencial numa regido localizada com
caracteres de uma corda (regido filamentosa). A idéia bésica é muito simples. Se for
desenhado um grande circulo no espago de pardmetro de ordem com os vetores de fase
complexos todos apontando, por exemplo, para regides distantes de seu centro, entao
pode-se ver que, em algum lugar préximo ao centro o campo ¢ deve atingir o valor
@ = 0. Isto significa que devem existir contribuicées do gradiente de energia e de energia
potencial para a densidade de energia do sistema, ou em outras palavras, deve existir
uma configuragdo de vértice.

Para melhor detalhar este tipo de solugdo assume-se que o campo ¢ tem somente duas
dimensdes por questdes de simplicidade. Considera-se também um circulo (no infinito)

de raio R. O campo ¢ sobre este circulo pode ser especificado por:

¢ = ae™? (1.40)

Nesta expressdo (r,6) sdo coordenadas polares. Como ¢ deve ser "single-valued"e
continuo, n tem de ser um niimero inteiro. Procura-se entdo por solugoes das equagoes
de movimento que satisfagcam & condigdo de fronteira acima especificada, no infinito.
Nota-se que o campo ¢ na fronteira define um mapeamento que parte de um circulo no
infinito: S; — U(1) onde U(1) é a variedade de vicuo do campo escalar. Como U(1) é
o mesmo que S;, entdo, tem-se um mapeamento S; — S;. Este mapeamento pode ser

explicitamente escrito como f : (R, ) — fase de 6 (denomina-se por f este mapeamento).



Sobre o circulo no infinito o campo atinge o valor minimo do potencial mas, por causa da
periodicidade implicita no modelo, existirao regides no interior do circulo onde o campo
poderd mover-se para longe do minimo de potencial. Se

inf

®=ae™, R — o0 (1.41)

entdo o gradiente do campo ¢ em coordenadas polares (,6) é dado por :

2 inf
Vo= (o,(ma—;)-> R — o0 (1.42)
Embora este modelo seja simples, sofre de um sério problema: a energia total do

vortice diverge quando R — oo. Para ver isto considere a densidade de energia para

uma configuragdo estatica H = 1|V¢|* + V(¢). A medida que R — oo, V(¢) — 0;

. L s . . 2,2
a energia cinética do campo contribui de forma que H = 3|V¢[? = 22

= Sxz € portanto a

energia total, que é obtida calculando-se a integral em todo o espago da densidade de
energia, ¢ dada por E ~ n?a? [ %d'r, ou seja, a energia total é infinita! Portanto, a idéia
inicial de procurar por uma solugdo com energia localizada numa regido finita do espago
nao cabe neste caso, isto é, a condigdo que dizia que o campo ¢ deveria atingir o estado
de vacuo quando R — oo nao é satisfeita. Portanto, este modelo nao fornece uma solugao
de vértice com energia constante e localizada.

Para se evitar este problema pode-se adicionar & teoria um campo de gauge A, para
cancelar tais divergéncias. Neste caso, este modelo é conhecido como modelo de Higgs

Abeliano, ja citado anteriormente, e que é descrito pela seguinte densidade lagrangeana:

fise _% (Dm*pw .- %F#,F“”) (1.43)

Nesta lagrangeana F,, = 0,4, —0,A, como é usual e a derivada covariante é definida

como Dy = (8, +ieA,)¢. O potencial V(¢) modela uma transigao de fase. O campo
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de gauge A, pode agora ser escolhido para se poder obter o cancelamento do termo

divergente provido da derivada. Especificamente, se

— 1= n
A = - — 0 E—
SV () = (0,~-—%), R =0 (1.44)
entdo, a medida que R — 0
1
D,¢ = Ragqﬁ +ieApp=0,D,.¢ =0, (1.45)

e portanto, a densidade de energia para grandes valores de R,

H = 2| Do +V(9) + 5(B + B — 0 (1.46)

Portanto é possivel construir uma solugdo com energia finita especificando-se as con-
di¢oes de contorno a serem obedecidas pelo campo de gauge introduzido. Pode-se obter
a solugdo de vortice utilizando-se o0 método de Bogomolnyi. A energia para uma confi-

guragao estatica em duas dimensoes espaciais é dada por:

1 1 1
E= /dza': [§|D,c¢|"’ - §[Dy<;5|2 +V(s) + 53;3 (1.47)

O termo de potencial &€ V(¢) = g A(|¢|* — a?)?. Depois de pequenos célculos, pode-se
escrever esta energia da seguinte maneira, no caso especial em que A = e? (o chamado

acoplamento critico):

E= f d’z meiqusﬁ + %(B, - \/2V)2] + gaz f d*zB, (1.48)

A condig@o de obtengdo de solugoes possuindo energia finita é conhecida como limite

de Bogomolnyi, ou seja, a energia minima do sistema é atingida quando
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Dyd+iDyd =0 (1.49)

B,— V2V =0 (1.50)

e a energia minima serd dada por:

B §a2 fdszz (1.51)

As equagoes diferenciais de primeira ordem acima sdo conhecidas como equagoes de
Bogomolnyi. Estas equagdes ndo possuem solugoes em termos de funcdes matemaéticas
conhecidas. No entanto pode-se encontrar uma solugao aproximada utilizando-se técnicas
numéricas. Esta solugdo é interpretada como um tubo de fluxo magnético que se propaga
dentro de um tubo de falso vacuo.

O efeito de se adicionar o campo de gauge A, é fornecer ao séliton um fluxo de
campo magnético. Considerando-se a integral § A - dl em torno do eirculo S; no infinito

obtem-se, pelo teorema de Stokes, o fluxo magnético ® = [ B - ds. Portanto:

27N

o= 7{/1 cdl = jéAgrdz Sl (1.52)

€

Isto significa que o fluxo magnético é quantizado. E por qual motivo esta solugao
é estavel? Como no caso do kink, a razdo é topolégica. A lagrangeana deste modelo é
invariante sob as transformagdes de um grupo de simetria, neste caso, U(1), o grupo de
simetria do eletromagnetismo. O espago deste grupo é um circulo S; simplesmente pelo
fato de que qualquer elemento pode ser escrito como ezp(if) = ezp(i(6 + 2)]. Portanto,
0 espago de todos os valores de 6 é uma linha com 6 = 0 identificada com € = 27, e esta

linha torna-se um circulo S;. O campo ¢ serve como uma base de representagdo do grupo
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U(1), mas possui um valor de fronteira em um espago bidimensional interno (o espaco
de pardmetro de ordem). Esta fronteira é claramente um circulo S; ( o circulo 7 — oo,
6 = (0 — 27)). Portanto, o campo ¢ define um mapeamento da fronteira S, no espago

fisico, para o espago interno S; do grupo:

b3 8y — 8, (1.53)

Este mapeamento é especificado por um niimero inteiro n. Uma solu¢do caracterizada
por um inteiro n é estavel pelo simples fato de nao poder ser deformada continuamente em
uma solugao com diferente valor de n. Isto significa que o primeiro grupo de homotopia

de S, o espago do grupo U(1), néo é trivial:

7!'1(51) = (154)

Nesta expressdo, Z é o grupo aditivo dos inteiros.
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Capitulo 2

Teorias de Campos Topologicas

2.1 Introducao

Teorias de Campos Topoldgicas sdo caracterizadas por possuirem quantidades observaveis
fungdes de correlagdo) que dependem somente das caracteristicas globais do espago onde
estas teorias sdo definidas. Em particular, isto significa que os observaveis sdo indepen-
dentes da métrica usada para se definir a teoria cldssica. Um importante resultado deste
tipo de teoria é que se pode ainda definir requisitos de covariancia geral em teorias quan-
ticas sem necessariamente fazef integragdes sobre a métrica, como é o caso de Teorias de
Gravidade. Uma aplicagdo importante de teorias deste tipo surge em teorias de cordas,
mais especificamente quando se trata problemas de quantizagdo de gravidade, onde a de-
pendéncia da métrica do espago-tempo é fator crucial. Teorias de Gravidade Topolégica
s30 estudadas com o intuito de se evitar problemas que surgem devido ao background (a
dependéncia da métrica) nestas teorias (para uma revisdo bastante detalhada a respeito
= Teorias de Campos Topolégicas ver [22]).
Neste capitulo serdo revisados alguns tépicos (simetrias e geragdo de massa topologica)
& respeito do modelo topolégico de Chern-Simons abeliano e ndo-abeliano. O modelo

= » F abeliano e nao-abeliano é discutido logo apés. Também serdo feitos comentarios
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sobre como se pode obter modelos de gravidade topoldgica, a partir destes dois modelos

principais, utilizando-se o formalismo de tetradas.

2.2 Modelos Topolégicos

Os modelos topologicos que serdo aqui discutidos fazem parte de uma classe de teorias
denominadas teorias topoldgicas do tipo Schwarz, que sdo teorias descritas em termos de
acoes nao-triviais independentes de métrica. Dentro deste conjunto estdo os modelos de
Chern-Simons e modelos B A F.

O modelo topolégico de Chern-Simons abeliano é escrito em D = 2 + 1 por meio de

uma lagrangeana que somente envolve campos vetoriais de gauge:

1
4

m

AW
4

ol RS By (2.1)

Esta acdo é invariante sob a seguinte transformacao de gauge:
i

Por esta transformacdo a agao é acrescida de uma derivada total:

Tis T, (%E“VGFWQ) (2.3)

Considerando-se que os campos de gauge A, nado contribuam no infinito, este termo
de derivada total pode ser desprezado mantendo a invariancia de gauge da agao de Chern-

Simons. A equagdo de movimento obtida a partir desta agdo é dada por:

8,F* + %EmﬁFa = (2.4)
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Com o intuito de mostrar que a agdo de Chern-Simons conduz & geracio de massa

para o campo de gauge define-se o campo dual de F),, como *F):

1
Fu= 5o e (2

FHY = (ghvay* R, (2.6)

A identidade de Bianchi para o campo dual é dada por:
9,F* =0 (2.7)
Utilizando-se esta informacdo na equagdo de movimento obtem-se que
(O+m?)*F* =0 (2.8)

que mostra claramente que as excitagdes do campo de gauge sdo massivas. A mesma
caracteristica & apresentada pela versdo ndo-abeliana do modelo de Chern-Simons. A

versao ndo-abeliana é descrita pela seguinte lagrangeana:

1 5 L TN 2
L = é}trF“" F#V — EQ_EM tT(F#UAa = §AyAuAa) (29)

Neste caso a agdo estd escrita na notacdo matricial
A, =gT°A, (2.10)

F=gT*F}, = B, Ay — O, A, + [Ay, A (2.11)
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onde as matrizes 7% obedecem & relagdo de comutagdo abaixo:
[I2 0" = P (2.12)

A constante de acoplamento é g e a combinagao g% é adimensional. Esta agdo, ao

contrério do caso abeliano, ndo é invariante sob transformagoes totais de gauge. Consi-

derando a transformagao

A, —UAU+U9,U (2.13)

a acao do modelo muda da seguinte maneira:

/de —>/dzL+ g/dxs“”atrau[AaauUU"l] +

+§’§5 / dze®Ptr[0,UU " 8,UU 18, UU Y (2.14)

O segundo termo desta expressdo é analogo & divergéncia total encontrada no caso
abeliano, podendo ser desprezado pelo mesmo motivo. O tltimo termo desta equagédo
também pode ser convertido numa integral de superficie utilizando-se uma parametriza-
¢do para U. Escolhendo-se o grupo de gauge como sendo o SU(2) pode-se usar a seguinte

parametrizagao:

U(z) = explic®6*(a)] (2.15)

A variacdo da agdo de Chern-Simons fica,entdo, reescrita como

g2
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onde

wl) =21 / dze®Ptr[0,UU T 9UU 10, UU Y
1 sin 26
= B abe a b c e
= 1672 dze®P1e aa [9 859 879 -9—2- (1 — 50 )] (21()

Nesta equagdo 62 = §20°. Reconhece-se w(U) como uma quantidade que caracteriza
a classe de equivaléncia homotopica & qual a transformacgao U pertence. Conclui-se que a
acdo ndo é invariante de gauge pois é acrescida da quantidade m-8g‘l:w(U). Entretanto. é
a exponencial da agao que deve ser invariante de gauge, caso contrario, o valor esperado
de um determinado operador O nao seria bem definido como se pode ver a partir de sua
representagdo funcional: < O >= Z~! [ DAO(A)exp[il(A)], com medida mnvariante &
gauge DA e um fator de normalizacio Z~!. Mudando-se as varidveis 4 — A". onde

AV ¢ a transformada de gauge de A, obtem-se que < O >= e:z:p[im?gi‘;'u.*(b') < O >.

o que somente podera ser evitado se a mudanga na ag¢do for um multiplo inteiro de 2=.

Isto fornece uma condigdo de quantizagdo para a quantidade adimensional 4ﬁ§%’, com
n=0,%1,...:
m
47r? =n (2.18)

Tendo observado os caracteres de teorias tridimensionais, passaremos agora para a
descricdo de teorias em D = 4. Tais teorias sdo conhecidas como modelos BAF. A agao
do modelo B A F' abeliano ¢ escrita em D = 3+ 1 e contem um campo de gauge A, em
interacdo com um campo tensorial anti-simétrico By,. Este campo acopla-se de maneira
bastante natural com a world — sheet de uma corda, sendo, neste sentido, um campo
que generaliza a interagdo de campos vetoriais com particulas pontuais. A densidade

lagrangeana que descreve este modelo é dada por:

1 1 :
L= —ZF#;,F#V = ﬁ p,u,\H#W\ — %spul\pouF)\p (219)
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Nesta lagrangeana F,, = d,A, — 0, A, & o tensor intensidade de campo eletromagné-
| tico e Hpys = 0By + 0,85, + 0:B,, € o tensor intensidade de campo para o campo de

dois indices B,,. Esta lagrangeana é invariante sob a seguintes transformacoes de gauge:
Ap—= A, +8,0 (2.20)

B~ B b Oy~ 8l (2.21)

As equagdes de movimento para A, e B,, sdo, respectivamente:
a8 4 TP, ) =0
o g _6“5 i (222)

B, Ho# — gswﬁFaﬁ =0 (2.23)

Trabalhado-se com estas equagdes pode-se mostrar que separadamente elas satisfazem

a equagoes diferenciais de segunda ordem de Klein-Gordon:
(EI+M2)FW =0 (2.24)

(O+M*)Hua=0 (2.25)

Isto significa que a interagao topologica do tipo B A F gera flutuagées massivas para
estes campos, como no caso do modelo de Chern-Simons tridimensional.

Pode-se mostrar, da mesma maneira, que a versdo nao-abeliana deste modelo também
conduz a um mecanismo de geracao de massa topoldgica para os campos envolvidos na

teoria. A agdo deste modelo é dada por:

1 1
§m / d' (—ZFﬁyFa“" o H, HA — oM, fp) (2.26)
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Para este caso os tensores intensidade de campo sao definidos por:
HYu=8,B0 +8,8%, +8,B%, vy Al Bt (2.27)

P = 0,40 = 0,45 +gf 4L AL (2.28)

Espera-se, entao, que esta acao seja invariante por uma transformagao de simetria de
gauge do tipo SU(/N) como uma natural extensao do caso abeliano. Nota-se que todos o
termos da agdo sdo invariantes sob a transformgao B,, — By, +D,A,~D,A,, onde D, é
a derivada covariante de gauge no caso nao-abeliano, exceto o termo que envolve (Hﬁm)z.
Para se evitar este problema, introduz-se na teoria um campo vetorial auxiliar C, que
se transforma segundo a mesma representacao de grupo de gauge definida. Reescreve-se,

portanto, um novo tensor intensidade de campo Hﬁua:

Ao, =08,B% +08,B%, +0.B%, + gf AL BS, + gf B, C% (2.29)

e

A acdo do modelo B A F nao-abeliano pode ser agora redefinida em termos de ff;‘ua,

| tornando-se invariante sob a combinacao das novas transformagoes de gauge:
Buu = Bp:l/ o DpAu T DuA,u (230)

G O Ay (2.31)

Pode-se ver que o campo auxiliar C, nao possui dindmica: nao ha termo quadréatico

cinético na lagrangeana para este campo; seu propagador é zero em nivel de arvore.
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2.3 Gravidade Topolégica

A gravidade pode ser descrita utilizando-se teorias de Yang-Mills justamente por conta do
fato de teorias deste tipo serem altamente ndo-lineares. Como a gravidade é uma teoria
que possui auto-interagdo, entdo, esta identificagdo fica justificada. Vantagens claras
neste tipo de tratamento da gravidade sdo: 1) a teoria é agora uma teoria de gauge, o que a
faz ter uma estrutura matematica mais parecida com a estrutura das teorias de gauge das
interagbes fundamentais restantes (interagdes fortes, fracas e eletromagnéticas). Neste
sentido, programas de unificagdo das quatro interagdes tomam nova forma de ataque;
2) Como sdo bastante conhecidos métodos de quantizagdo e renormalizagdo de teorias
de gauge, entdo, a procura por uma teoria quantica da gravidade matematicamente
consistente também torna-se assunto mais palpével

A introdugdo de gravidade em uma determinada teoria pode ser feita de maneira
bastante simples . O principio da equivaléncia diz que, para isto, deve-se interpretar
as varidveis z, e suas derivadas associadas como quantidades escritas em um espago
plano,isto é, em um referencial inercial. De maneira mais rigorosa, identifica-se {z,} —
{€™}, m =0,1,2,3 como as coordenadas de um espago plano. Neste sistema plano, o

elemento de linha é dado por

d52 7 ﬁmndfmd€n,

onde 7y, € a métrica usual da Relatividade Especial, com 7,,,,n™ = 2,. Os operadores
de derivadas sdo escritos como &, = 3?;, isto é, em termos das quantidades planas
{¢€™}. O elemento de volume em termos destas quantidades é diz — d€°détde2des. A
informagao a respeito de gravidade est4 contida na mudanga do sistema de coordenadas
plano para um sistema de coordenadas qualquer. De fato, pode-se expressar é™ como

uma funcdo local de ponto que pode ser escrita em sistemas de coordenadas nao-inerciais
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dgm dz#

a matriz de transformagao do sistema de coordenadas plano no sistema de coordenadas

ndo-inercial é chamada de "vierbein” ou, mais comumente, tetradas:

A tetrada é um conjunto linearmente independente de vetores definidos em um ponto
do espago-tangente da variedade diferencial onde é construida a teoria. Como este sis-
tema serve de base para se escrever todo e qualquer vetor, pode-se nele definir também as
componentes de campos tensoriais de qualquer rank. B fundamentando-se nesta carac-
teristica que se consegue construir parametrizagdes adequadas de campos tensoriais para
se tratar gravidade em termos de teorias de gauge. O tensor métrico pode ser definido

utilizando-se o elemento de linha escrito no sistema plano de coordenadas:
ds? = Dmnd€™dE™ = mne; (%) € (2) do’dz” = gyudz*dz”

Obtem-se que & escrito como g, = Tma€j, (z)e€} (z). As derivadas transformam-se
segundo a regra 8%,“ = g%% = ek 0,. Nota-se que as derivadas obedecem agora a uma
algebra especial:

[am: Bn] = [ameﬁ & Bneﬁz] eﬁc’;‘p

Esta relagao de comutagdo em muito lembra as relagoes de comutagao existentes entre
as derivadas covariantes de uma teoria de gauge nao-abeliana. Este simples fato pode ser
utilizado para se justificar o fato de que pode-se tratar gravidade utilizando-se teorias de
gauge do tipo Yang-Mills, onde as conexdes sao campos auxiliares, isto é, campos escritos

em termos das tetradas.
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O primeiro modelo de gravidade topolégica a ser discutido ¢ um modelo em D = 2+1
dimensdes [22], onde utiliza-se um termo tipo Chern-Simons (escrito agora em termos de
formas diferenciais) para se descrever a dindmica gravitacional:

S(A):%/tr(A/\dA+§A/\A/\A> (2.32)

™

Considera-se um espago-tempo de Lorentz com D = 2 + 1;a configuragdo inicial de
campos é dada pelos "dreibeins” ef e pela conexdo de spin w§,, onde os indices de espago
tangente sdo i,j,k e indices de Lorentz sdo a,b,c. Considera-se agora a agao de Einstein-

Hilbert
S ~ f d‘lx\/ﬁR

que, escrita em termos destes campos fica:

S = —z-fe Eabcly (8 Wit — Bpwl® + [wj,wk]b) (2.33)

Deve-se mostrar que esta agdo pode ser expressa na forma de Chern-Simons. Para
tal considera-se a parte quadratica da agdo de Chern-Simons escrevendo-se A = A%T*

em uma base 7* da algebra de Lie:
8w f duy (A%dA°) (2.34)

Nesta equacao dg, = tr (T“Tb). Denota-se agora os geradores do grupo de Lorentz por
J, € as translagdes por P,. -As relacdes de comutagio obedecidas por estes geradores,

introduzindo por conveniéncia J¢ = %eachbc, sao:

[J as Jb] €abe)
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[Ja; Pb] = EabcPc

AR (2.35)
Introduz-se agora o seguinte campo de gauge:

A;=elP, +wid, (2.36)

Substituindo-se este campo na agdo de Chern-Simons acima obtem-se, depois de al-

guns calculos, que:

Sos = /e“keia (ijﬁ — Orwj + eabcwgw,‘;) (2.37)

Esta é justamente a acdo de Einstein-Hilbert escrita acima. Pode-se também mos-
trar que as transformacgoes de gauge da agdo de Chern-Simons podem ser interpretadas,
decompondo-se o0 parametro de gauge em termos de quantidades associadas a transforma-
coes de Lorentz no espago-tempo e a difeomorfismos, como as tranformagées de simetria
da agdo da relatividade geral.

O tratamento de gravidade topoldégica em D = 3 + 1 dimensbes pode ser feito
utilizando-se a agao do modelo B A F' ndo-abeliano. De fato, o termo B A F' ndo-abeliano

é assim escrito na agao quadridimensional:

SBF = %’/d‘;xﬁaﬁuut’rBagFﬂu (238)

Nesta agdo Fy, = Fj; T° onde T” sdo matrizes hermiteanas geradoras do grupo
SU (2). Como feito por trabalho de Diakonové&Petrov [23], procura-se por uma para-
metrizagdo conveniente do campo Bgs que contenha 6 - 3 graus de liberdade, sendo que

somente 15 devem ser invariantes de gauge. A quantidade bésica principal para este
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tratamento é o tensor anti-simétrico T},; = — T, (indices gregos tomam valores de 1 a 4,

enquanto que os latinos vao de 1 a 3). Dado T, pode-se construir a seguinte quantidade:

1 . "X
(vg)® = = (e,‘jkT;ﬁT,féTg,) (anT,i,\TmT") x 2Py genpo (2.39)

pv” po

Com isto pode-se construir o tensor anti-simétrico contravariante:

1
2V3

T

A, (2.40)

Requisita-se para T a condigdo de ortonormalizagdo T;zT7** = §“ (esta condigdo
faz com que T contenha somente 13 graus de liberdade) cuja solugdo é dada por T;ﬂ =
Tageaes , onde es a tetrada e 7z é o simbolo de 't Hooft cuja agebra ¢ dada em [24].

Introduz-se agora o tensor métrico, que é consistente com 5.9:

It B e
O = —ée”’“TjaT’“ﬁTgy =ghel (2.41)

A correta parametrizacao para Bgg €:
Bl = diTip = dirfypele] (2.42)

Nesta tltima expressdo a varidvel d? é denominada triada, e estd sujeita & condicdo de
normalizacdo detd? = 1. Com a triada, pode-se decompor a derivada covariante de

Yang-Mills com vistas a definir o simbolo de Christoffel 'yfu para este modelo:
b sb j
Dpd; = 7,d] (2.43)

Com este simbolo define-se a derivada covariante através de (Vu)f = 8,0] + ,;1- eo
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tensor de Riemann R’

e = [V,,V,,]{ — apﬁi—auﬂi+ﬁk”/§i—ﬂkyﬁi. O tensor intensidade

de campo Fj, pode agora ser parametrizado em termos da quantidades aqui definidas:

v

1

Fl, = 5

e d"dR], (2.44)

Substituindo-se esta expressdo juntamente com a parametrizagdo para o campo Bg,

na agdo 5.8 obtem-se a agao da gravidade BAF em D =3+ 1.
S= % f d'z\/gR], T ejuh® (2.45)

Nesta agdo h;; = did}, deth = 1. Em particular, se h;; = §;;, recobra-se a agdo de

Einstein-Hilbert usual

Fe % f d'z. /R (2.46)

onde R é a curvatura escalar construida a partir de g,,.
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Capitulo 3

Termos Topologicos em Membranas

3.1 Introducgao

Inicia-se aqui e nos capitulos subsequentes a nossa pesquisa sobre as analogias existentes
entre objetos de teorias de cordas e os entes extensos que surgem em teorias de gauge.
O objetivo maior é tentar tratar alguns fenémenos que ocorrem em escalas de energia
muito altas, tipicas dos efeitos de cordas, utilizando-se as ferramentas de teorias de
gauge. Decaimento de membranas em cordas fechadas, confinamento e desconfinamento
em membranas, por exemplo, foram fenémenos abordados neste contexto [15]. Nesta
referéncia um mecanismo de confinamento em membranas é descrito considerando-se que
uma membrana instdvel decai em cordas fechadas. A corda fundamental é representada
por meio de um tubo de fluxo de um campo vetorial de gauge e a membrana é simulada
por uma parede de dominio instavel.

Por outro lado, estudos tém sido feitos no sentido de se introduzir dindmica gra-
vitacional em membranas. E consenso dos pesquisadores que a Teoria de Cordas (e
mesmo qualquer teoria fundamental de Gravidade Quéntica) deve ter a métrica como
uma caracteristica derivada, ou seja, tais teorias devem ser independentes da métrica do

espaco-tempo [18]. Nesta referéncia, por exemplo, trata-se a localizacdo da Gravidade
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através de uma teoria topolégica do tipo BF nao-abeliana, que é uma teoria livre da mé-
trica do espago-tempo. A membrana é implementada a partir de condigdes de contorno
na variedade 5-dimensional do espago-tempo considerada. Obtém-se como resultado que
as equagoes de Einstein sdo reproduzidas sobre a membrana.

Neste capitulo derivamos teorias topolédgicas (teorias livres de métricas) em mem-
branas em vérias dimensdes [16]. Simulamos varias membranas através de paredes de
dominio. Termos topologicos sdo obtidos por generalizagbes para varias dimensdes do
acoplamento entre dxions e fétons. Este acoplamento surge através da anomalia da quase-
simetria de Peccei-Quinn. Outros aspectos, tais como quantizagdo de massa topologica,

sao discutidos.

3.2 Termos Topologicos em Membranas (Caso Abeli-
ano)

Implementamos a teoria através da seguinte agdo em D =5 + 1:
1
8= fdﬁ ( YED) H o HP® + ge***°2Q (2) Hyyo Hpor + 58#03”9 +V (9)) (8:1)

Nesta agdo, H,,o = O,Bua + 0y Bay + 0aBu (11, .., A =0, ..., 5) é o tensor intensidade de
campo para o campo antissimétrico de gauge B,,. O campo B, tem importante papel
em teorias de cordas: é ele que acopla-se corretamente com a world — sheet de uma
corda, de maneira bastante semelhante ao acoplamento do campo de gauge A, com a
linha de universo de uma particula. O campo 6 é escalar e real, e V () é um potencial

que modela uma transicdo de fase:

V (0) = 6A(1 — cosb) (3.2)
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O terceiro termo da agdo (3.1) é um termo que generaliza uma interagao proveniente da
anomalia da quase-simetria de Peccei-Quinn [17] em D = 3+ 1. Esta simetria é guehrada
pelo termo de potencial que envolve o campo escalar real 6.

A simetria de Peccei-Quinn est4d associada com a solugdo do problema CP das in-
teragoes fortes. O fato, em suma, é que a presenca de instantons na teoria acrescenta
um termo efetivo na agdo da QCD, o chamado termo O: = [d*ze#**SF2 F2, Este
termo viola CP justamente por conta do tensor de Levi-Civita nele incluso. No entanto,
sabe-se que as interagoes fortes ndo violam esta simetria. Este problema somente pode
ser evitado adicionando-se na teoria um campo escalar chamado &xion () e impondo
uma simetria global U/(1) onde § — 6 + a, sendo que a é uma constante que, em simples
termos, absorve as quantidades que violam CP na teoria .

Numa transi¢do de fase somente o campo 6 adquire valor esperado de vacuo (VEV)
diferente de zero. Para o caso da agdo (3.1) a transicdo favorece o surgimento de domi-
nios contendo diferentes fases: de fato, o vacuo da teoria é composto por varios pontos
desconexos, ou seja, o potencial € minimizado quando Gy4ce = 271, onde n é um nimero
inteiro. Os dominios formados sdo separados por hipersuperficies dindmicas topologi-
camente estiveis. Neste sentido, estes objetos podem ser pensados como objetos (em
teorias de gauge) [15] analogos 4s membranas das teorias de cordas. Neste caso em ques-
tdo, a dimensao do espago € D = 5+ 1 e a dimensdo das hipersuperficies € D = 4 + 1.
Considerando-se que 6 somente depende da coordenada z [16] , 6 € [0,27] a medida que
z € [~00, +00], entdo:

6 (z) = m + 2arcsen (tanh z) (3.3)

A agdo (3.1) é invariante sob as seguintes transformagoes de gauge:

0By = Ouhy — O,
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6 =0

O segundo termo da agdo (3.1) é um termo topologico (independente da métrica do
espago-tempo), chamado termo de Wess-Zumino, o qual descreve o acoplamento entre o
campo escalar real e o campo de Kalb-Ramond B,,,. A razdo pela qual este termo possui
esta forma reside no fato dele ser uma generalizacdo em D = 5 + 1 para o acoplamento
anbémalo entre o féton e o axion na QED [16]. Para se comprovar este fato, este termo

pode ser reescrito da seguinte maneira:
A apa
et P20 H o Hpor = €#4%°°0,, (0Bya Hpor) —

+€*°P72 0,08, Hpor — E***7*6 B0, H pox (3.4)

Neste calculo apenas utilizou-se uma integragdo por partes. Vé-se em (3.4) que o primeiro
termo é uma divergéncia total e, portanto, nao fornece contribuicdo alguma para as
equagoes do movimento. O terceiro termo é identicamente nulo por causa da propriedade
de anti-simetria do simbolo de Levi-Civita. Como 6 depende apenas da coordenada =z,

tém-se que a agao para o termo topologico pode ser reescrita como:
B =B / Frdz (67272830 (2) ByaHyo) (3.5)

Considerando que o campo B, depende fracamente da coordenada z, (3.5) é reescrita

como:

S = [ 208t oa

Esta ultima equagdao mostra que sobre a hipersuperficie surge um termo topolégico efe-
tivo, com uma constante de acoplamento k que possui dimensio candnica de massa. Além
do mais, esta constante de acoplamento k é quantizada [16, 27]. Neste caso, se quaisquer

indices forem iguais a 5, este termo anula-se. A teoria, entdo, na hipersuperficie, & pen-
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tadimensional. Este termo topolégico tem grande similaridade com o termo topolégice

de Chern-Simons [19], que & escrito em D = 2 + 1 para o campo vetorial de gauge A,:
= gfdsme“"“Apra (3.7)

No entanto, o termo (3.6) é escrito somente com campos tensoriais anti-simétricos B,.
E interessante observar as propriedades da acdo (3.1) em dimensdes menores por meio
de redugdes dimensionais. Um dos varios mecanismos de redugdo utilizados (e o mais
simples) considera informacoes a respeito dos graus de liberdade do sistema: neste caso,
o ntimero de graus de liberdade é mantido apés a reducao dimensional. Este mecanismo
consiste em afirmar que o sistema é simplesmente independente de uma coordenada
especifica. Dai, surgem campos independentes apds o rearranjo de termos. Sendo assim,
supondo que os campos da acdo (3.1) independem da coordenada z, = z5 que néo é a

coordenada do argumento do campo 6 (z) e definindo

Vi = 8,V, — 8.V,

65uapa,\ = Euapa'/\ (3.8)
a agdo (3.1) torna-se:
1
S = /dsx (—-}IV,,,,V’“’ — ;(%BH#UQH‘“’“ + ge"*P20 (2) Vi Hopr + 58#96“0 +V (9))
(3.9)

Esta agdo em D = 4 + 1 possui agora um campo de gauge vetorial V, remanescente

da redugdo dimensional, e ainda contém o campo escalar 8, que favorece, como ja dito,
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uma transicao de fase e, como consequéncia, o surgimento de dominios contendo diferen-
tes fases separadas por hipersuperficies topologicamente estaveis (domain-wall-branes).
Neste caso, a dimensdo do espago-tempo é D = 4+ 1 e a dimensao da hipersuperficie
é D =3+ 1. Se observarmos a teoria sobre a hipersuperficie solitdnica obteremos que,

reescrevendo o termo topolégico da agdo (3.9) como feito em (3.4), (3.5) e (3.6):
B = f & (R Vo H ) (3.10)

Observa-se que a teoria na parede de dominio é estritamente quadridimensional. A
constante de acoplamento k também é quantizada, como no primeiro caso. Identificando-
se o campo V, com o quadrivetor potencial A, , entdo, na parede de dominio, obtém-se

a acdo para o modelo B A F [22]:

Esta acéo & aniloga & acao estudada no capitulo anterior (modelos B A F') a qual fornece
um mecanismo de geracao de massa para o campo A4, ou para o campo B,,, que neste
caso é quantizada. Partindo de (3.9), a discussdo para dimensdes menores (D =3+ 1 e

D =2+ 1) utilizando o mesmo método mostrado, levara & seguinte agdo topolégica:
B f G4k [0 (2) 0,000, Bap + €978 (2) oo W] (3.12)

O campo ¢ surge como grau de liberdade remanescente da reducdo dimensional, assim
como o campo Wa, = 8,W, — 8,W,. Estes campos sdo definidos como em (3.8). Se

trabalharmos com o primeiro termo de (3.12) na parede de dominio, encontraremos uma
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teoria com o termo topolégico B A ¢ [22]:

S = fd% (g"*0,0Bus) (3.13)

Identificando novamente em (3.12), no segundo termo, o campo vetorial W, com o campo
de gauge A, obtemos o termo de interacdo anémala entre o campo escalar 0 e o campo
A, . Este termo, quando trabalhado sobre a parede de dominio, reduz-se ao termo
de Chern-Simons (3.7) [16], com o detalhe de que a massa de Chern-Simons é agora

quantizada.

3.3 Termos Topolégicos em Membranas (Caso Nao-
Abeliano)

Teorias nao-abelianas fornecem um mecanismo alternativo de tratamento e quantizagao
da Gravidade [19]. Além do mais, recente interesse vem surgindo em teorias de gravidade
independentes da métrica do espago-tempo [18]. Como aplicagao dos resultados da segao
anterior, mostraremos como se. obter termos topoldgicos em membranas em teorias nao-
abelianas. Como sao termos independentes da métrica do espago-tempo, sdo, portanto,
meios uteis para se tratar Gravidade independente de métrica em membranas. A Gravi-
dade é o tinico tipo de interagao que se propaga em todas as dimensdes do espago-tempo,
o que a torna bastante diferente das outras interagdes do Universo: elas somente existem
na membrana; ndo se propagam nas dimensdes extras. Neste caso, a membrana surge
devido ao mecanismo de quebra de simetria de Peccei-Quinn favorecido pelo potencial

V (). Na referéncia [20], Witten discute o surgimento de paredes de dominio em teorias
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ndo-abelianas com o termo ©. De fato, consideremos a seguinte agao:

1
B f diz (53“98“9 + V (6) + keoPg (2) Fo F2 ) (3.14)

prtap

Nesta agdo, Fj;, = 0, A5 — 8,A;, +gf“b°A2Af,, onde a,b,c=1,...,m e 6 é ainda um campo
escalar real. Como discutido na se¢do anterior, escrevendo o terceiro termo de (3.14)
sobre a hipersuperficie, obtemos a seguinte acdo efetiva, apés uma integragcdo por partes

(utiliza-se o fato de que a fungédo (3.3) é impar):
S=k / dPzet* (0,ALA% + g f“"“AZA?,Ag) (3.15)

Este termo é muito semelhante (a menos de um fator multiplicativo) ao termo de Chern-
Simons néo-abeliano. Como foi discutido por Deser e Jackiw [27], o termo de Chern-
Simons nédo-abeliano nédo é invariante sob transformagdes totais de gauge local a menos
que se considere que a constante de acoplamento da teoria seja quantizada, o que acar-
reta uma quantizacao da massa de Chern-Simons. O termo (3.15) encontrado pode ser
utilizado para descrever uma teoria da Gravidade em D = 2 + 1 da mesma maneira
que nas referéncias [18, 27]. Outro modelo pode ser obtido a partir da seguinte agdo em
D=4+1:

S= fdsm (%3”05“9 +V () + ke*P2g (2) B :A) (3.16)

onde HE,., = 8,B2, + 0,B%, + 8.Bf, + f* AL B, (1,..., A =0,...,5) Neste tltimo caso,

apds um calculo simples obteremos uma ag¢ao que contém um termo efetivo do tipo BA F

nao-abeliano:

St [ d'zemer B2, Fe, (3.17)

Esta agdo é base para tratamentos da Gravidade independente de métrica em D = 3 +1.
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3.4 Conclusoes

Obtemos para varias dimensodes teorias efetivas com termos topolégicos em membranas.
Simulamos membranas com varias dimensoes através de hipersuperficies soliténicas que
aparecem nas teorias devido a transi¢oes de fase. Estes fatos somente sdo verdadeiros se
se considerar uma generalizagdo em D = 5+ 1 do acoplamento andémalo entre um campo
escalar real e o campo eletromagnético (o termo de Wess-Zumino). As constantes de
acoplamento dos termos topolégicos sao quantizadas, isto é, como as teorias descrevem
mecanismos de geragdo de massa em vérias dimensoes, obtém-se que a massa gerada é
quantizada. Quando se aplica estes resultados em teorias nio-abelianas, obtém-se um
caminho muito simples de se tratar Gravidade independente da métrica do espago-tempo
em membranas através de teorias conhecidas, tais como Chern-Simons e modelos B A F
nao-abelianos. No entanto, um tratamento mais rigoroso serd dado, no préximo capitulo,
a estas tltimas afirmacoes, onde se faz necessario conhecer realmente quais graus de

liberdade corretos existem nas hipersuperficies tratadas, dentre outros detalhes.
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Capitulo 4

Gravidade Topologica na Membrana

4.1 Introducao

A idéia de uma membrana embutida em um espago-tempo com vAarias dimensoes extras
como uma alternativa para os mecanismos de compactificagdo de Kaluza-Klein tém sido
muito discutida nos Gltimos anos [21]. Ela é base para se tratar mecanismos de locali-
zagdo de teorias de campos. A gravidade é o tnico tipo de interagdo que se propaga ao
longo das dimendes extras devido ao fato dela ser uma teoria estritamente geométrica.
Em [21], a agdo da relatividade geral governa a dindmica gravitacional num espago-
tempo 5-dimensional. Deriva-se, entdo, uma teoria gravitacional efetiva quadridimensio-
nal encontrando-se a métrica induzida na membrana: a gravidade é,entdo, localizada na
membrana.

Em [18] a gravidade é tratada por meio de uma abordagem de gauge utilizando-se
uma teoria topolégica nao-abeliana do tipo B A F. Discute-se também um mecanismo
de localizagdo de gravidade em membranas. A membrana é implementada por condigoes
de fronteira na variedade 5-dimensional do espago-tempo. Obtem-se uma teoria efetiva
em D = 341 do tipo B A F, onde sao discutidas as necessarias parametrizacoes para

se tratar gravidade. Nesta referéncia, o autor faz mengdo de que a membrana pode ser
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implementada utilizando-se objetos extensos que comumente surgem em teorias de gauge:
objetos topolégicos.

E nesta linha que tratamos neste capitulo um mecanismo de localizacdo de gravidade
independente de métrica em membranas. A membrana surge através da quebra da si-
metria de Peccei-Quinn apresentada pelo nosso modelo: ela é uma parede de dominio.
Mostra-se que sobre esta brana surge um termo topoldgico efetivo devido ao termo de
interacao escolhido: este termo é uma generalizagdo nao-abeliana em D = 4+ 1 do termo

de acoplamento anémalo entre o axion e o féton.

4.2 A Membrana - O Termo Topolégico Efetivo

O modelo pode ser introduzido por meio da seguinte agdo em D =4+ 1:

5= [Poyg (30006 +V (0 + VTP @) HouFD) (81

Nesta agdo, o campo ¢ é um campo escalar real e depende apenas da coordenada z,.
No terceiro termo os campos Hj,, e E7, sdo, respectivamente, o tensor intensidade de
campo para 0 campo tensorial anti-simétrico By, e o tensor intensidade de campo para
o campo vetorial A7. Possuem a seguinte forma:

HE . =0,B% +8,B%, 18,55, + 4 AL BE, (4.2)

pre

e = G, A% — 9,45+ g ALAS (4.3)

Estes campos tomam valores numa &lgebra ndo-abeliana (possuem indices internos de
grupo). Este termo de interagdo é uma versdo em D = 4 + 1 do acoplamento andmalo
entre axions e fotons em D = 3 + 1 [16]. E interessante notar que este acoplamento faz

com que os campos By, e A7 sejam nao-dinamicos no espago fora da membrana: este
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tipo de acoplamento, entdo, fornece um meio de se produzir campos de gauge dinamicos
localizados na membrana. Neste modelo, a membrana surge através de um mecanismo
de quebra da simetria de Peccei-Quinn da agdo acima [17]. Esta simetria é quebrada pelo

termo de potencial V' (¢) que é dado por:
V(g) =A(1—cos) (4.4)

Numa transicdo de fase somente o campo ¢ admite valor esperado de vacuo (VEV) dife-
rente de zero. Neste caso, sdo produzidos diferentes dominios de fases diversas separados
por hipersuperficies quadridimensionais e extensas, topologicamente estaveis (domain
wall-branes). Isto é, o campo ¢ possui muitos vacuos estaveis, ¢, = 2an com n inteiro.
Por conta disso, surgem paredes de dominio a medida que ¢ varia de um vacuo a outro ao
longo da diregdo espacial z4. Considerando que ¢ € [0, 2] a medida que z4 € [—00, +00),
entao:

¢ (z4) = 7 + 2aresen (tanh(zy)) (4.5)

Uma importante caracteristica destas solugdes que deve ser citada é o fato destas possui-
rem energia por unidade de volume positiva e bem definida (constante no tempo). Tais
paredes de dominio possuem dimensdo D = 3 + 1. Elas sdo, entdo, fronteiras do espago
de dimensdo D = 4 + 1, o que fornece uma boa analogia com as fronteiras introduzi-
das na referéncia [18]. Estas hipersuperficies, portanto, podem ser usadas para simular
membranas, tal como na referéncia [4]. Passemos agora para o estudo do surgimento
de termos topolégicos na membrana. Para tal, toma-se o terceiro termo da agdo (4.1)

reescrevendo-o utilizando integracdo por partes da seguinte maneira:

PP (z4) HY (W oy = ’“35#”@/\6#4533&%\ Yo (4.6)
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Os termos que originardo integrais de superficie sdo desconsiderados juntamente com
aqueles termos lineares em ¢ (isto acontece pelo simples fato da funcdo (4.5) ser impar:
quando se computa a influéncia da membrana, a contribuigdo destes termos é nula). Tam-
bém sio desconsiderados termos que representam interagoes mais complicadas. Como
¢ = ¢ (z4), 0 somatoério no indice p resultara em uma derivada apenas na coordenada z;.
Desta forma o tensor €4 serad um auténtico tensor quadridimensional : g#/@PA = gvar),
Neste ponto, assume-se que os campos Bj, e A7 dependem fracamente da coordenada

z4. O terceiro termo da acdo (4.1) é, entdo, escrito como:

Stop. ~ fd4$5uapABSQ ;,I)\ (f d:c484q5 (11)4)) (47)

A integragdo sobre a membrana pode ser feita utilizando-se a funcdo (4.5) que, devido ao
seu comportamento assintético (comportamento do kink), produz uma constante como

resultado.

B e / A7k, 0 B2 F, (48)

Portanto, efetivamente, sobre a membrana, a teoria é quadridimensional. Além do mais,

o termo obtido sobre a membrana é o bem conhecido termo B A F' ndo-abeliano [22].

4.3 Gravidade Topolégica

Teorias ndo-abelianas fornecem um mecanismo alternativo de tratamento e quantizacao
da Gravidade [27]. A abordagem de gauge da Gravitacdo Topolégica do tipo B A F ¢é
feita tomando-se paratrizagoes dos campos fundamentais da teoria de modo a se obter
os corretos graus de liberdade que irdo descrever a dindmica do campo gravitacional.
Seguindo o método da referéncia [23], as devidas parametrizagdes sao:

A
b

Gy = e (4.9)
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B, = dirfypeficE (4.10)

a

1 : :
o= e d iR, (4.11)

Nestas equagdes, a métrica g, é construida por meio das tetradas ef. O campo B2, além
de ser parametrizado por tetradas, contém as triadas d? e o simbolo de 't Hooft 7%z [24].
A curvatura de Yang-Mills é parametrizada pelo tensor de Riemann Rf o1+ Substituindo-se

estas parametrizagoes em (4.8) obtem-se:

S=1 / a0 /GRL, T e (4.12)

onde
T., = Misere; (4.13)
by = d2d2 (4.14)

A agdo (4.12) é a agdo da gravidade BF em D = 3 + 1. Em particular, quando h;; = d;;

obtem-se a agdo de Einstein-Hilbert:

8= kfd“a:\/jR (4.15)

onde R é a curvatura escalar. Fazendo-se deste modo constréi-se sobre a membrana a
din&dmica para o campo gravitacional, isto é, o campo gravitacional estd confinado na
membrana. Este fato &€ devido simplesmente & existéncia de um termo topolégico efetivo

quadridimensional na membrana.

4.4 Conclusoes

Construiu-se uma teoria topologica num espago-tempo com fronteiras. As referidas fron-

teiras s@o, na verdade, membranas simuladas por paredes de dominio. A membrana surge
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devido a um mecanismo de quebra da simetria de Peccei-Quinn apresentada pela teoria.
Os graus de liberdade gravitacionais sdo descritos por meio de uma abordagem de gauge
da gravitacdo. Obtem-se que, sobre a membrana, surge efetivamente um termo topold-
gico do tipo B A F nao-abeliano quadridimensional, o que possibilita um tratamento de
gravidade independente de métrica localizada na membrana. A localizacdo é derivada
de um termo de interagdo nao-abeliano que generaliza para D = 4 + 1 o acoplamento
andmalo entre o axion e o féton. A acdo de Einstein-Hilbert em D = 3 + 1 foi obtida

seguindo métodos conhecidos na literatura.
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Capitulo 5

Condensacao de TAquions e Geracao de
Massa Topoldgica com Caracteristicas

Anisotrépicas

5.1 Introducao

Campos tensoriais de gauge anti-simétricos fornecem uma extensido natural dos campos
de gauge vetoriais usuais. Conhecidos também como campos de Kalb-Ramond, tém apli-
cagOes em muitas subareas de Teorias de Campos. Podemos encontré-los em tratamentos
de confinamento de cor, aplicagdes em Defeitos Topoldgicos (cordas cosmicas) e Teorias
de Cordas. Em Teoria de Cordas, o campo de Kalb-Ramond tem importante papel:
um campo deste tipo acopla-se corretamente com a world-sheet de uma corda, fato que
generaliza o caso mais simples conhecido que é o acoplamento de particulas com campos
vetoriais [25].

No aspecto que diz respeito & geragdo de massa sabe-se que, por meio de um meca-
nismo de condensagao de cordas fechadas, pode-se gerar massa para o campo de Kalb-

Ramond de maneira muito semelhante ao Mecanismo de Higgs [26]. Sdo também fun-
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"damentais para o conhecido mecanismo de geracac de massa topoldgica [27] em quatro
dimensGes através do chamado termo BF [28, 29, 30] em dimensbes arbitrarias [31] .
Este termo é caracterizado pela presenga de um campo de Kalb-Ramond B,,, e do ten-
sor intensidade de campo F),,. Recentemente trabalhos envolvendo a geragao de massa
topolégica para campos tensoriais de gauge antissimétricos em D = 3, também tém sido
estudados (32, 33]. |

Neste capitulo analisamos um termo topolégico que somente envolve o campo de Kalb-
Ramond em D=5. Mostra-se que tal termo gera massa para o campo tensorial de maneira
bastante similar ao caso de geragdo de massa por meio de um termo de Chern-Simons.
Além do mais, mostra-se uma situacdo onde pode ocorrer geragao de massa topologica
anisotroépica (34, 35] para o campo B,,, o qual estid relacionado com condensagdo de
tdquions. Para tal, construimos um acoplamento em D=6 envolvendo um campo escalar
real ¢ (tdquions) e o campo By, e derivamos um termo topolégico em D=5. No entanto,
observamos que a geragao de massa pode ainda ocorrer em D=6, o que se constitui numa

generalizacdo do primeiro caso estudado.

5.2 Termo Topolégico do Tipo Chern-Simons para B,
em D=4+1

O mecanismo de gera¢ao de massa tem aplicagao importantissima em Teorias de Campo.
No modelo padrao, o mecanismo de Higgs, que é estritamente relacionado com a quebra
espontanea de simetrias, fornece o meio pelo qual se obtem o espectro correto de particulas
e respectivas massas no modelo de quebra da simetria SU (2) xU (1) da Teoria Eletrofraca.
No entanto, neste modelo necessita-se postular um novo campo, o campo de Higgs, que,
até o momento, ainda nao foi detectado. Outros modelos de geragdo de massa foram

propostos. Um dos mais estudados ¢ o modelo onde considera-se termos topolégicos
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. (independentes da métrica do espago-tempo) envolvendo os campos da teoria.

Dentre varios modelos topoldgicos estdo os modelos com termos de tipo Chern-Simons
(D =2+1) e os modelos de Cremer-Scherk ou modelos BA F' (D = 3+ 1). No modelo
B A F, 0o campo By, é um tensor de gauge anti-simétrico que contém apenas um grau
de liberdade, sendo, portanto, o campo dual de um campo escalar. Neste sentido, esta
teoria guarda certa relacdo com teorias com quebra espontdnea via mecanismo de Higgs
no modelo padrdo, j4 que ambas se utilizam de campos escalares para prover a geragao
de massa.

Nesta se¢ao analisamos uma teoria topoldgica abeliana em D = 4 + 1 onde o
termo topolégico é construido somente com campos tensoriais anti-simétricos. A agao

que descreve este modelo é:
S= [ g —mr Hy HMe 4 = _gemorey B (5.1)
T e 2(31)2 s ‘
Esta acdo é invariante sob a seguinte transformacao de gauge:
0B,y = 0,0y — Oy (5.2)

Nesta agao, Hyyo = 0uBua+0,Bou+0.Bu. € 0 tensor intensidade de campo para o campo
B, e pv,0,p,0 =0, ...,4. O segundo termo é um termo topolégico com caracteristicas
do termo de Chern-Simons (contém dois campos e uma derivada; de fato este é um termo
de Chern-Simons em 5 dimensdes). Pode-se notar que a constante g no segundo termo
tem dimensdo candnica de massa. Entdo, deve-se esperar que este termo conduza a um
mecanismo de geragao topolégica de massa para o campo B, . De fato, calculando-se a
equagdo do movimento, obtém-se:

o, H s %ge“""‘”\ﬂ e =10 (5.3)
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Fazendo-se A9 = 1—12-{-:“”"“”\H uwa € aplicando-se nos dois membros desta tltima equagdo

o operador (e#7**89,, 4 gn°*n®*) ( n*® & o tensor métrico do espago-tempo) obtém-se que:
[D+(€)Z}h 1 (5.4
T i sk 4)

Como esta tltima equagdo é uma equagdo de Klein-Gordon para uma campo massivo,
vé-se, entdo, que o campo B, sofre flutuagdes massivas devido ao termo topolégico citado
acima.

Pode-se ainda fazer o célculo do propagador para o campo B,,, verificando se nele
surgem poOlos que possam ser interpretados como massa para este campo. Para tal, a

acdo com termo de fixagdo de gauge (gauge de Lorentz) para este modelo é:

1 1 1
§= / &z (-—H,MHW“ 2 96" HyyaBpo + 70aBu (8B + 6“B”"‘)>

2 (31 2(31)*
(5.5)
Esta acao pode ser reescrita por meio de integragdes por partes:
5 oA 1 af v
S= [ &g |B ﬁau'ﬂ)‘uD o+ ':),—Igﬁg,\gwﬂ] 8y | BY (5.6)

Para se calcular o propagador para o campo B,, basta que se obtenha o inverso do
seguinte operador:

1
Dgpro = napnAuD + éjg‘gm\ﬁpunaﬁaa (5.7)

Obtém-se que, no espago dos momenta, o propagador é dado por:

1 b
iDUp)W = Zkz e na‘pn,\u s Fea)\ﬁpunaﬁka (58)

Nesta tltima expressao, m? e b sdo constantes e dependem da constante g. Vé-se,

entdo, que o propagador possui pdlos diferentes de zero e, portanto, o campo B,, ganha
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massa devido ao termo topoldgico.

5.3 Geracao de Massa Topolbdgica Anisotropica

E sabido que, em teoria de cordas, existe um mecanismo de Higgs para o campo de gauge
de Kalb-Ramond (o campo B,, ) [26]. A geragao de massa para o campo de Kalb-Ramond
é baseada, neste caso, num mecanismo de condensacgao de cordas fechadas. Mostraremos
nesta secao um método de geracao de massa para o campo By, por meio de condensacao
de taquions. Este modelo somente é vilido para distdncias muito pequenas entre as
partes do condensado (tdquions). Além do mais, a massa gerada tem caracteristicas

anisotropicas [34, 35]. A agdo para este modelo ¢, em D =5+ I:

1 va 1 Vo po

Nesta acao, o segundo termo descreve o acoplamento entre o campo de gauge B, e
um campo escalar real que representa o taquion (g, v,a,p,0,A = 0,...,5). Esta agdo é

invariante sob as seguintes transformagoes:

=0 (5.11)
Integrando-se por partes o segundo termo da agao obtem-se:

%E“”"”“Aqba“Bm@pBa,\ = H%s‘“""p")‘a‘ogﬁaﬂBmBm\ (5.12)

Neste calculo utilizou-se a propriedade de anti-simetria do simbolo de Levi-Civita

e considerou-se que a divergéncia em D = 5 + 1 ndo contribui para as equacoOes de
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.movimento e, portanto, é irrelevante para nossos propoésitos. Considera-se agora o campo
¢ como um campo externo que varia linearmente ao longo do eixo da coordenada z5 (é
um campo anisotrépico). Isto é:

¢p=czs+d (5.13)

Utilizando-se as equagdes (5.12) e (5.13) a acgdo fica assim escrita:
1
S = / d®z < 2(3) HWC,H ve 4 8gce“"°‘°""8 B,,C,Ba,\> (5.14)

Pode-se notar agora que, se quaisquer indices no segundo termo forem iguais a 5, entdo
o termo topolégico ird anular-se. Portanto, obtém-se de fato um simbolo de Levi-Civita
em D = 4+1. Embora isto ocorra, ainda consideraremos detalhadamente a dependéncia
do campo B,, na coordenada zs. Pelo fato da derivada @5 que ocorre no primeiro
termo da equagdo (5.14) ndo desaparecer, este modelo ndo se reduz diretamente ao caso

em D =4+1 ja estudado. A partir da agdo (5.14) encontra-se a equagdo do movimento:

1
apHp.a'/\ i ZQCE‘LLUQSUAH“U& =0 (515)
Utilizando k% = _ewa%\ Heoe & equagdo (5.15) pode ser reescrita como:
85 H5> + Zsioz\pﬁaihpﬁ + 3gch® = 0 (5.16)

Se fosse desconsiderado o primeiro termo desta ultima equag@o reobteriamos o caso de
geracdo de massa topolégica em D =4 + 1 . E conveniente reescrever a equagao (5.16)

da seguinte maneira:

(Eim\pﬁai o 3gc1]"°’77m) —8 82 (5_17)
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Multiplicando e contraindo ambos os lados desta iltima equagdo com o operador

(%9*B8; + 3genPmPA) encontra-se:
(O 4 m?) b = b9 Ho (5.18)

Nesta equacdo, m? e b dependem de g . Observa-se que, para uma dada componente

de Fourier do campo B, obtemos a equagao
85 H = (8°)° B% = \hf? (5.19)
entdo, a equagdo (5.18) pode ser escrita como:
(O+ M(K*) h? =0 (5.20)

Na equagdo (5.20), M ¢é determinado por um particular autovalor A para um dado vetor
de onda (k°, k', k2, k%, k*). Para se calcular o autovalor A\ pode-se escrever a equacdo
(5.19) como:

— (¥°)® B% = —iT%B"" — T B = ¢B* (5.21)

A equagdo (5.21) é uma legitima equagdo de autovalores para o campo tensorial B,,, .

O autovalor € é dado por

£=—i— (5.22)

e depende de k5. Logo, A ter4 a mesma dependéncia, o que mostra que a massa M (k?)
na equacdo (5.20) também surgiré ao longo da dire¢do z°. Na equagdo (5.21) o operador

T?% & escrito como:

Tgﬁp =gk Vaﬁgp(kunovnﬂa + kuNoatpu + kana,u'rlﬁu) (5'23)
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Portanto, um campo taguiénico externo e anisotrépico pode levar a uma geragao de massa
para o campo de Kalb-Ramond. Neste modelo, o fato de se considerar o mecanismo de
condensagdo de taquions [37] pode ser implementado introduzindo-se na agdo (5.9) a

seguinte funcao potencial:

V(¢) = —¢*log¢? (5.24)

De fato, este potencial é estudado em [36], como um modelo-laboratério que descreve
a condensagdo de taquions: é o potencial exato [38] no contexto de teorias de cordas.
Como é mostrado em [36] o campo ¢ pode ser escrito como (de fato é uma solugdo de

parede de dominio instavel):

¢ (z) =exp (—%2) (5.25)

Para pequenas distancias entre diferentes pontos do condensado, pode-se expressar

esta fun¢do na forma dada na equagdo (5.13), o que valida nosso método.

5.4 Conclusoes

Neste trabalho analisamos um termo topoldégico que somente envolve o campo de Kalb-
Ramond em D = 5. Mostra-se que tal termo gera massa para o campo tensorial de
maneira bastante similar ao caso de geragao de massa por meio de um termo de Chern-
Simons (D = 2+ 1). Construimos também um acoplamento em D = 6 envolvendo um
campo escalar real ¢ (taquions) e o campo By, e através de um tipo de redugdo dimensi-
onal, obtemos um termo topolégico em D = 5. Neste caso, veriﬁca—_se geracao de massa
topolégica anisotropica para o campo B,,, a qual esta relacionada com condensagao de
taquions. Adicionalmente, observamos que a geragao de massa pode ainda ocorrer em

D =6, o que se constitui numa generalizagao do primeiro caso estudado.
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Capitulo 6

Defeitos Topolbogicos e Confinamento

6.1 Introducao

Neste capitulo propomos o estudo de sistemas em teorias de gauge onde varios campos
acoplam-se entre si. A anélise destes sistemas pode fornecer um método mais simples
de estudo de sistemas em teorias de cordas. Por exemplo: a localizagdo de campos de
gauge numa membrana somente é possivel numa teoria onde o campo de gauge esta
confinado no "bulk”(a corda) e desconfinado na membrana (a parede de dominio). Nesta
linha de pesquisa existem trabalhos onde sdo estudados defeitos dentro de defeitos, a
saber, defeitos dentro de uma corda (defeitos pontuais) e defeitos dentro de paredes de
dominio (também paredes de dominio). Perguntamos, entdo, se uma parede de dominio
pode suportar outro tipo de defeito em seu “interior”, por assim dizer, especificamente
um defeito do tipo corda césmica. A resposta a esta pergunta pode revelar uma nova
maneira de se localizar campos de gauge em membranas. Seréd feita uma breve revisao
de como se pode obter defeitos dentro de defeitos. Apés isso, sera discutido o mecanismo

de localizagao de campos de gauge numa membrana.
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6.2 Defeitos com Estrutura Interna

O primeiro modelo a ser tratado engloba somente interagoes entre campos escalares reais.
No caso onde somente dois campos estdo acoplados [39], a densidade lagrangeana para

este sistema em um espago bidimensional é dada por:

1 1
L = 50,90"¢ + 50,x0"x — U(4,x) (6.1)

Neste caso o potencial U = U(¢, x) tem a caracteristica bastante particular de for-
necer solugdes soliténicas (que obedecem a condigdes BPS) com estrutura interna. Este

potencial (que tem apenas dois pardmetros) possui a seguinte forma:

h
12

. 1 1 Sh
U(p,x) = §>~2(¢2 —a®)? 4+ Au(@? — a®)x* + §u2x" + 2026

As equagdes do movimento sdo equagoes diferenciais de primeira ordem (as equagdes

de Bogomol'nyi) cujas solucdes descrevem kinks acoplados:

b o 2
e M¢® — a®) + ux (6.3)
e
dx
——= = 2udx (6.4)

Agora para se estudar paredes de dominio com estrutura interna deve-se fazer a imer-
sdo das solugdes de kinks em (1 4+ 1) dimensdes para um espago com (3 + 1) dimensoes.
Fazendo-se diversas projecoes do potencial sobre os eixos de um espago interno dos cam-

pos ¢ e x pode-se observar que, se & > A entao

U($,0) = 2% o)’ (6.5)

o que induz uma quebra espontanea de simetria Zs produzindo uma parede de domi-
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nio. Na regido proxima a esta parede ¢ — 0. O potencial entdo, é escrito como

Uﬂlx)==%u%x2—-£a52 (6.6)

onde também obtem-se um potencial que gera uma quebra espontanea de simetria
gerando agora defeitos no interior de uma parede de dominio. Fora da parede ¢ — Za.

O potencial é reescrito como

1
U0, x) = 51°x" + 2u’a’x? (6.7)

0 que nao produz um mecanismo de quebra de simetria devido ao sinal do termo
quadratico em x. Fora da parede de dominio ndo surgem, portanto, defeitos topolégicos.

Existe um tratamento para sistemas onde trés campos escalares reais interagefn pro-
duzindo defeitos com liberdades internas [40]. No entanto, o potencial utilizado difere do
discutido aqui. Modelos deste tipo dependem muito da forma do potencial de interagao
entre os campos envolvidos: somente em casos particulares obtem-se solucoes estaveis
topologicamente.

Outro mecanismo de produgdo de defeitos com estrutura interna é explicitado em
[41]. Neste caso, se um campo escalar x associado com um defeito topolégico acopla-se
apropriadamente com outro campo escalar ¢, entdo, pelo mecanismo de Witten. [42], o
sistema pode estabilizar formando um condensado ¢ justamente no nicleo do defeito, isto
é, a simetria respeitada pelo campo ¢ na regiao de vicuo exterior ao defeito é quebrada
no nicleo do defeito. Nesta referéncia, o campo x é associado com uma corda coésmica
ou uma parede de dominio, e a simetria associada com o campo escalar ¢ € uma simetria
discreta do tipo Z3 que é quebrada no niicleo da corda ou parede de dominio, onde o

campo x desaparece efetivamente.
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6.3 Localizagcao de Campos de Gauge na Parede de
Dominio

O estudo de mecanismos de localizagdo de campos de gauge no ntcleo de defeitos tem
sua relevancia na construgdao de uma fenomenologia realistica baseada em cenéarios de
compactificagdo em teorias de cordas e membranas. De acordo com este ponto de vista,
a matéria do universo é construida apenas por modos de vibragdo de campos que se
propagam somente na membrana. Um simples modelo para se exemplificar este fato

pode ser implementado através da seguinte lagrangeana de uma teoria abeliana:

L=~ FuF* + SID,0f + 5@ ~ U(1éln ©8)
onde
2 ]C2
U(gl,m) = M — a®) = (5 = )|l = - (Ig[*)? (6.9)

Nesta acao, F,, = 0,A, — 0,A, € o tensor intensidade de campo eletromagnético, ¢
é um campo escalar complexo e 77 € um campo escalar real. D, = 8, —ieA, é a derivada
covariante. Para se observar as questoes relacionadas & localizagdo, faz-se novamente

projegdes do potencial U(|¢|,n) sobre os eixos dos campos interagentes. Portanto

U(0,n) = A(n* — a®) (6.10)

o que favorece o surgimento de uma parede de dominio. Quando 1 = %a, 0 campo
de gauge encontra-se numa fase de confinamento abeliana, isto é, forma-se um tubo de
fluxo de campo de gauge na regido fora da parede. No entanto, se —% <n< %
(sobre a parede) o campo de gauge passard para uma fase coulombiana, propagando-se

radialmente em todas as dire¢oes da parede. Este modelo preserva a universalidade da
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carga elétrica. Isto significa que pode-se construir uma teoria eletromagnética derivando-
se as correntes de Noether a partir de quantidades que vivem somente na parede. Foi
demonstrado que este tipo de sistema surge como solugdo BPS(estavel) de um modelo
mais complexo de teoria de campos [43].

Agora a pergunta que tentamos responder é: Pode uma parede de dominio suportar
outro tipo de defeito topologico em seu interior, defeitos diferentes de kinks? Em parti-
cular, se uma parede de dominio admite um defeito tipo corda em seu interior entdo seria
possivel, em principio, localizar campos de gauge de uma maneira diferente da citada
acima. No método acima, o campo de gauge surge como um campo elétrico na parede.
Seré& possivel surgir um campo magnético na parede? No intuito de tratar este assunto

pode-se partir da seguinte lagrangeana:

1 1 1 1
L= —ZFWF“" + §|Du¢|2 -+ §|DM‘P[2 =+ 5(‘9#77)2 = U(l¢l, lel, ) (6.11)

Neste caso introduziu-se um campo escalar complexo a mais, denotado aqui como .
Este campo seré o responsavel pelo confinamento do campo de gauge no interior da pa-
rede. O campo de gauge também é confinado nas regides fora da parede tal como no caso
com somente um campo complexo. Este fato pode evitar problemas com universalidade

de carga. Um possivel potencial para descrever este sistema é dado por:

e .2 v? Sviad K gy v’ a2 K 22
U8, lel,m) = Mn? = a2) = (5 =n2)lgl? = - (1612 + (5 = )lel? = - (IoP)? (6.12)
Uma anélise deste potencial mostra que, quando —*\;3 <n< %, 0 campo ¢ torna-se
instavel na parede produzindo, assim, uma transicdo de fase que pode gerar um defeito

tipo corda. No entanto, para se mostrar a estabilidade deste sistema se faz necessario a

obtengdo das condi¢es BPS. E isto somente depende da forma do potencial que define
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as interagoes do sistema, potencial este que, ndo necessariamente é o escrito acima.

6.4 Conclusoes

Em principio, o sistema descrito acima é passivel de obtengdo. O calculo das equagoes
de Bogomol’'nyi depende da forma especifica do potencial utilizado. Estas equagbes sdo
importantes porqué declaram se uma determinada solugdo é estavel ou ndo. Dai, uma
andlise do problema de universalidade de carga deve ser feita para se assegurar o fato de
se poder localizar campos de gauge com este modelo.. Neste momento buscamos encontrar
as condigoes BPS para um sistema mais simples, tentando localizar um defeito tipo corda
numa parede de dominio. Neste caso, o potencial depende apenas de um campo escalar
real e de um campo escalar complexo. De antemao este sistema viola universalidade de
carga. No entanto, se este sistema for estavel topologicamente, o tratamento com trés

campos escalares(dois complexos e um real) serd mais simples.



Conclusoes e Perspectivas

Como conclusoes mais importantes destes estudos seguem-se os seguintes topicos abaixo:

i) Foram obtidos termos topoldgicos dos tipos Chern-Simons e B A F' em membranas
(hipersuperficies solitonicas) em varias dimensdes por meio de reducdes dimensionais.
Os termos topolégicos provém de generalizacOes para dimensdes maiores do termo © da
QCD e do acoplamento anémalo entre o axion e o foton, ambos em D = 4. As membranas
das teorias surgem devido a um mecanismo de quebra da simetria U(1) global de Peccei-
Quinn por elas apresentadas. Além do mais, as constantes dos termos topologicos sao
quantizadas na membrana;

ii) Construiu-se uma teoria topolégica com campos ndo-abelianos em interagdo com
um campo escalar real em D = 5. Esta teoria apresenta a simetria de Peccei-Quinn que,
quando quebrada, favorece o surgimento de uma membrana que simula um espago-tempo
quadridimensional. Mostra-se que efetivamente sobre a membrana surge um termo tipo
B A F que pode ser utilizado para se tratar gravidade topolégica localizada sobre a mem-
brana. Concluiu-se que este modelo descreve explicitamente o surgimento de gravidade
em uma fronteira de uma variedade pentadimensional. Utilizando-se o formalismo de
gauge de tetradas, mostrou-se que uma agao do tipo B A F' é, na verdade, uma parame-
trizagao especial da agao de Einstein-Hilbert;

iii) Obteve-se em D = 5 um modelo tipo Chern-Simons contendo somente campos
tensoriais antissimétricos. Mostrou-se, para este caso que, o campo de Kalb-Ramond

adquire massa devido & forma da interagao. Utilizando-se esta informacgao, foi mostrado
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que, na presen¢a de condensagdo de taquions, ocorre o fendmeno de geracdo de massa
anisotrépica para o campo de Kalb-Ramond. Este acontece devido a forma especial da
interacao do condensado com o campo tensorial: ela é dada por uma generalizagao para
D = 6 da interagdo andémala entre o axion e o féton. Embora o sistema seja efetivamente
pentadimensional, mostra-se que existem ainda modos de propagacdo do campo tensorial
na sexta dimensao devido & presenca do condensado.

Como perspectivas futuras de pesquisa pode-se citar alguns topicos tais como os que
se seguem: No contexto de teorias de campos, pode-se aplicar o estudo em D = 4 a
respeito do surgimento de um termo tipo Chern-Simons nio-abeliano em uma parede de
dominio em QCD tridimensional, verificando as caracteristicas da teoria como, por exem-
plo, efeito Hall quantico, interagdo da parede com monopélos, férmions nao-abelianos,
etc. Outro topico seria a continuagdo de estudos de localizagao de gravidade topoldgica
em D = 3 através de termos de Chern-Simons e, possivelmente termos topolégicos tipo
B A d¢. Além do mais, seria interessante tentar implementar nestes modelos a idéia
de correspondéncia AdS/CFT. Por outro lado, a idéia de geracdo de massa anisotropica
pode ser implementada em teorias ndo-abelianas.

Com relacdo aos mecanismos de localizacdo de campos de gauge utilizanf_io-se a idéia
de defeitos dentro de defeitos a perspectiva que tem-se é a de encontrar as equagoes de
Bogomolnyi, provando a estabilidade dos sélitons que surgem no sistema. Apos isto, se faz
necessario analisar o sistema com o fim de detectar se existem problemas de universalidade

de carga.
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